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PREMIERE    PARTIE 


SUR  LE  LIEU  DES  POIMS  ÉOL  IDISTAKTS  DE  DEUX  DROITES 
p:u-  .M.  G.  Fontené. 


i 

-+-  m- 

m 

xy  = 

■-  !'-■  ; 

1  -+-  711- 

.Tll   ^= 

2A 

1.  Soient  les  deux  droites 

\     y  -+-  tii.v  =  0,  i     M  —  mx  =  0, 

(A)     -  -^  (A') 

):_/,=  0,  I     z-^h  =  0. 

Le  lieu  des  points  équidisfants  de  ces  deux  droites  est  la  surface  qui  a  ])Oui-  équation 

(y-hmx)-  [y—mx]- 

1  +  m-  i  -+-  m-^ 

ou 

(«) 

on  peut  écrire 

sin2a 

2/i  étant  la  plus  courte  distance  des  deux  droites,  2a  étant  leur  angle. 

Celte  surface  est  un  paraboloïde  équilatère  (P).  Les  deux  paraboles  principales  sont  situées  dans  les 
plans     y  —  X  —  0,     y  -h  X  =  0,     la  première  ayant  sa  concavilé  tournée  vers  le  haut,  la  seconde  ayant 

sa  concavité  tournée   vers  le    bas  ;    le   paramètre   commun  est -— • 

sin  2ot 

2.  Un  paraboloïde  équilatère  dépend  de  sept  paramètres.  Comme  un  système  de  deux  droites 
dépend  de  huit  paramètres,  il  existe  une  simple  infinité  de  systèmes  de  deux  droites  -i  et  à'  corres- 
pondant à  un  même   paraboloïde  équilatère  (F)  ;  et,  rn  efTet.  le  paraboloïde  (P)  ne  dépend  que  de  la 

valeur  du  rapport    — relatif  aux  deux  droites  à  et  A'.  L'équation  du  paraboloïde  (P)  étant 

sin2a 

(3)  xy  ^  kz, 

•  2/î  , 

on  doit  avoir  —. — r-  =  i,\ 

sin  2x 

ou  encore,  d'après  (I),  k- =  h. 

i  -hm- 

Le  lieu  des  droites  a  et  a'  qui  correspondeni  à  un  même  paraboloïde  (P)  est  donc  le  conoïde  droit 
qui  a  pour  équation 

^  X-  -H  y- 


SUR  LE  LIEU  DES  POINTS  EQUIDISTAMS  DE  DEUX  DROITES 


Cette  surface  est  un  cylindroide(').  Les  plans  principaux  du  paraboioïde    (P),  plans     1/ — ,r  =  0, 
T  r=  0.     >;nnt  les  plans  fie  sym»Hrie  du  cylindroïde.  Les  généralrices  extrêmes 
7  -r-x  =  0,  y  ~  X  =  0, 


k 


sin  2i  V  ^  sin^oc 

passent  par  les  foyers  des  paraboles  principales  du  paraboioïde  et  sont  perpendiculaires  aux  plans  de 

ces  paraboles;  soient  GEG  et  G'K'G'  ces  deux  génératrices. 

Un  plan  sécant  parallrln  au  plan    .cOi/,    et  donl  lo  point  de  rencontre  avec  Taxe  :;'  descend  de  F 

en  F',  coupe  la  surface  suivant  deux  droites  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  aux  plans  OFO,  OF'G',  et  qui,  d'abord  con- 
fondues avec  la  droite  GFG,  viennent  co'incider  avec  les  axes 
ï'x,  n'y  quand  le  plan  sécant  passe  en  0,  et  finissent  par  se 
confondre  avec  la  droite  G'F'G' ;  le  cylindro'ide  traverse  ainsi  le 
paraboioïde  (P)  suivant  les  deux  droites  x'x  et  !/';/.  On  a  repré- 
senté sur  la  figure  la  courbe  obtenue  en  coupant  le  conoïde  par  un 
cylindre  de  révolution  d'axe  0;  ;  X'X  et  Y'Y  étant  les  bissec- 
trices des  angles  des  axes  x'x  et  y'y,  l'équation  du  cono'ide  par 
rapport  aux  axes  OX,  OY,  Oi  est 

k    X^  —  Y^  . 


2     X-^  H-  Y^ 


la  section  par  le  cylindre 


se  projette  sur  le  plan     Y  =:  0    (plan  OF'G')  suivant  la  parabole 

et  sur  le  plan     \  =  0     (plan  OFG)   suivant  la  parabole 

Les  deux  droites  x'x  et  y'y  sont  des  axes  de  symétrie  du  cylindroïiie  ;  deux  génératrices  (A)  et  (a  ), 
symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  n  ces  axes,  l'une  par  exemple  entre  x'Ox  et  GFG,  l'autre  entre 
x'Ox  et  G'I'G',  admettent  le  paraboioïde  (P)  coninic  lieu  des  points  situés  à  égale  distance  de  cliacune 
d'elles 

3.  Le  cylindroïde  se  rencontre  dans  la  question  suivante  : 
Elfiiil  dotxné  tin  hyperliolotdc  à  une  nappe 


^-^ll-il  =  l. 


(«>*) 


leconoide  fornu-  par  les  perpendiculaires  communes  à  l'axt  ::'  <•/  nux  génératrices  d'un  même  snslème 

i        X  z      . 

\     —  =  —  sm  o  -t-  ces  (p, 


(6) 

est  un  cyli)iilriiiili\ 


y  z 

-j-  = cos  f  -(-  sm  ' 


(1)  Le  ciiUnilroide  y'M  une  surface  réfiléB  telle  que  le  lieu  (tes  projections  liuii  point  (|uelcontiue  sur  les  génératrices  est 
une  courbe'plane  lune  conique).  Cf.  Revue,  mai  1909,  question  liso.  Voir  également  les  notes  de  M.  Appell,  n°  9  ei  de  H. 
Roiiliiiuili.  n"  II,  .')'"  imnéc. 
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La  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  xOy  étant 

X  cos  ç.        1/  sin  ç   _ 
a  b 

les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  sont  de  la  forme 

(7)  \      -r  «in  9         y  cos  o  ^  ^  _ 

en  écrivant  que  les  équations  (fi)  et  (7)  en  .r,  y,  ;  sont  compatibles,  on  obtient  entre  )>  et  9  la  relation 

cos  ■:.  >.      . 

— ^  —  sin  9-1- COS  o 

(8) 


sin  o  A 

cos  œ-(-  sin 


b- 

l'équation  du  conoidc,  obtenue  en  éliminant  '>•  et  9,  entre  les  relations  (7)  et  (8),  est  alors 

X  z    y         ■(■ 

a  c    a  b 


1  _  1 ±  ^1 

h  c    b  a 


-y  +  T'-' 


b 

X  H-  -  ;/ 


a-  — A 
-  -  (i-  +  i/')  = 

ou  enlin 


_(^..  +  y.)  =  ___^,/, 


-.  =  ^  *^^"'  ~  ^'^    ^y 


ab  x*-f-  y-  ■ 

c'est  l'équation  d'un  cylindroïde. 

Ainsi  :  Etant  dotiné  un  hyperboloide  à  une  nappe  représente  par  C  équation  (3),  on  considère  le  conoide 
formé  par  les  perpendiculaires  communes  à  l'axe  zz'  et  aux  génératrices  d'un  même  système,  l'une  de  ces 

génératrices  étant  par  exemple     y  =  ^,       —  =  —  •      Ce  conoide  admet  comme  axes  de  symétrie  les  droites 

x'x  et  î/'y.  Si  A  el  a'  sont  deux  qénératrices  du  conoide  symétric/ues  par  rapport  aux  droites  x'x  et  y'y, 
le  paraboloide  équilatère  (P)  qui  est  le  lieu  des  points  rquidislonls  des  dfux  droites  \  el  \'  est  indépen- 
dant du  couple  de  génératrices  considéré. 

L'équation  de  ce  paraboloide  (P)  est 

c{a"-  —  b'-) 
xy  = 


ab 


GEOMETRIE 


2000.  —  On  donne  dans  un  plan  les  deux  points  fixes  0  fi  A.  .4  tout  point  M  on  fait  correspondre 
le  point  Ml,  intersection  de  AiM  et  de  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapporta  OM.  M  décrivant  une 
ligne  C,  M|  décrit  une  ligne  C,. 

1°  Démontrer  que  les  tangentes  à  ces  deux  lignes  en  deux  points  correspondants  se  coupenl  sur  la  perpen- 
diculaire à  0M|  au  point  0. 
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î"  Lorsque  C  esl  iinp  droite  S.  G,  est  une  conique  de  foyer  O  el  postant  par  A.  Ouelle  cal  In  direclrice 
associée  au  foyer  0? 

[io  L'enveloppe  des  droites  \  pour  lesquelb's  C,  est  une  parabole  est  le  rerrle  de  centre  A  pnssunt  pur  0. 

On  transforme  la  figure  par  pôles  et  polaires  réciproques  en  prenant  pour  cercle  directeur  un  cercle 

(D;  décentre  0  etderayon arbitrairement  choisi.  Le  point  M 
a  pour  polaire  la  droite  [jl  tangente  à  la  ligne  •(,  polaire  de 
la  ligne  C.  |i.  louche  y  au  point  P,  pôle  de  la  tangente  MT. 
De  même  M,  a  pour  polaire  la  droite  |ji,  tangente  à  la  ligne 
•'i,  polaire  de  C,.  jji,  touche  son  enveloppe  au  point  P,, 
pôle  de  la  tangente  M|T,  à  C,.  Soit  a  la  polaire  du  point 
A.  2  est  ime  droite  fixe.  Puisque  M  et  M,  sont  en  ligne 
droite  avec  A,  les  droites  [j.  et  n,  se  coupent  au  point  I 
situé  sur  a.  |ji,  |ji,  et  a  étant  trois  perpendiculaires  menées 
de  I  aux  trois  droites  OM,  OM,,  OA,  forment  une  figure 
égale  à  la  figure  formée  par  ces  trois  droites,  et  comme  OA 
et  OVli  sont  symétriques  par  rapport  à  OM.  a  et  |jl,  sont  symétriques  par  rapport  ii  ,a.  Il  existe  donc 
un  cercle  (S)  de  centre  P,  tangent  aux  deux  droites  a  et  u,.  en  H  à  a  et  en   P,  à  n,. 

1.  On  sait  qu'un  cercle  variable  (S)  dont  le  centre  P  décrit  une  ligne  -(  touche  son  envelop|ie  en 
deux  points  symétriques  par  rapport  à  la  tangente  en  P  à  y-  Le  point  P',,  étant  symétrique,  par  rapport 
à  [1,  du  point  H  où  le  cercle  (S)  touche  la  droite  a,  qui  est  la  première  partie  de  son  enveloppe,  est 
donc  le  second  point  do  contact.  Ce  point  P,  n'est  donc  autre,  puisque  (jii  est  tangente  à  (S)  en  P,,  que 
le  point  de  contact  de  a,  avec  son  enveloppe.  C'est  donc  le  pôle  P,  de  la  tangente  M,T,.  MT  et  MiT, 
se  coupent  en  L,  pùle  de  la  droite  PP, .  PP,  et  fjii  sont  rectangulaires,  donc  leurs  pôles  L  et  Mi  sont 
vus  de  0  sous  un  angle  droit;  la  première  partie  est  donc  établie. 

2.  Le  cercle  (S)  a  pour  polaire  une  conique  (r)  de  foyer  0  et  axant  poui'  directrice  associée  la 
polaire  du  centre  1'  de  (S),  donc  la  tangente  MT.  (S)  étant  tangent  à  ot  et  |ji,,  (r)  passe  par  A  et  M,. 
Si  la  ligne  C  est  une  droite  fixe  A,  MT  n'est  autre  que  A  et  alors  la  conique  (T)  est  une  conique 
invariable  bien  détermini'e.  .VI  déciivant  la  droite  A,  M,  décrit  la  conique  (I)  de  foyer  0  et  de  directrice 
A  et  passant  par  A. 

3.  Pour  que  celte  conique  soit  une  parabole,  il  faut  et  il  siillit  que  A  soit  équidistant  de  O  et  ^, 
donc  que  la  droite  A  soit  tangente  au  cercle  de  centre  A  et  d(!  rayon  AO. 

On  peut  d'ailleurs  donner  de  ces  deux  parties  la  démonstration  extrêmement  simple  suivante  : 

Soient  11  et  II,  les  projections  orthogonales  de  A   et    Mi    sur  A.  OM 
-  M,0   _   MM.  MM,  _  M, H, 

OA    ~    MA  '        '       MA    ~    Ail   ' 
M,0         M, H,  M,0  AO 


étant   bissectrice    de    AOMi,    on  a 
et 


^""•^     ~ÔX=     AH  "      M,H.         AH 


ce  qui    démontre    la   seconde 

partie;  la  troisième  s'en  déduit  comme  pri'eéilemtn(>nt. 
M.  A.  Sainle-l.agiie  me  fait  remar- 
quer que  l'on  peut  encore  traiter  la  question  de  la  façon  suivante  : 

La  transformation  qui  fait  correspondre  M,  à  M  est  une  trans- 
formation de  contact,  puisque  la  position  do  M,  dépend  uniquement 
de  la  position  de  M.  Soient  M  un  point  donné  sur  C  et  M,  son 
homologue  sur  C,,  m  un  point  quelconqui'  du  plan  et  m,  son 
homologue  dans  la  Iransfiu'malion  con<'idéree.  m  partant  de  M  et  décrivant  C,  ?)i,  part  de  .M,  et 
décrit  (!,  ;  mais  si   m  parlatil  de  M  décrit  la  tangente  MT,  m,  partant  do  M,  décrit  une  ligne  G,'  ayant 
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en  M  la  iiièino  tangenle  M/l",  que  C,.  11  suflil  donc  de  démonher  ([ue  vt  décnvanl  une  droite  donnée  MT, 
^n^  décrit  une  ligne  Ci  telle  que  M,  désignant  une  position  de  m^  et  L  le  point  où  la  tangente  en  M,  à 
C,  coupe  MT,  le  point  Mi  el  le  point  L  sont  vus  de  0  sous  un  angle  droit.  Celte  solution  exige  comme 
on  le  voit  que  l'on  traite  la  deuxième  partie  avant  la  première.  Il  sullit  de  prendre  la  démonstration 
élémentaire  donnée  à  la  tin  de  la  solution  précédente.  Mais  alors  dès  qu'on  a  établi  que  le  lieu  de  ?«,  est 
une  conique  de  foyer  0  et  de  direcirice  MT,  la  propriété  à  établir  apparaît  comme  étant  une  propriété 
bien  connue  des  coniques.  .,    pAcp'r'rL- 

Autre  solution.  —  Au  point  M  correspond  par  celte  transfonnatiuii  un  seul  point  Mi,  au  point  Mi  un 
seul  point  M.  La  transformation  est  donc  une  transfurinalion  de  contact  :  or 
quel  est  le  lieu  de  Mi  quand  M  décrit  une  droite  A  .' 

Abaissons  les  perpendiculaires  MiB,  AC  des  points  .Mi  et  A  sur  A:  comme 
OM  bissectc  l'angle  MiOA,  nous  avons 

MiO  _  _\0_ 
Mi.M  ~  AM' 
el  par  suite, 

MiO    _    A0_ 
M,B   ~    AG  ■ 

Le  lieu  du  point  Mi  est  donc  une  conique  de  foyer  0,  de  directrice  A  et  passant  par  A  :  la  tangente  en  Mi 
coupe  donc  a  au  même  point  que  la  perpendiculaire  en  0  à  OMi. 

Donc  la  tangente  en  M  et  la  langente  en  .Mi  en  deux  points  correspondants  se  coupent  sur  la  perpendicu- 
laire en  0  à  OMi. 

L'enveloppe  des  droites  a  pour  lesquelles  le  lieu  de  Mi  est  une  parabole,  est  un  cercle  de  rayon  OA  et  de 
centre  A. 

R.  DONTOT,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 

Rennes  solutions:  M.M.  P.  Vehgnes,  à  Toulouse;  F.  Makoand,  école  des  Anglais;  R.  Sautrkau  ;  M.  Foorniol,  école  des 
.\nglais  ;  I-.  N^ucelle,  à  La  Ctiàtre  ;  A.  Bouge,  lycée  de  Nancy  ;  A.  Cocrtois  :  l>  Dagott.  à  Nancy  ;  G.  Estkben  ;  A.  Foiiet;R. 
BoYEu.  à  Nice  ;  C.h  viorzAT,  63=  d'Infanterie;  I  .  Simo.n-,  ;i  Kciurmies  ;  A.  Rousseau  ;  N.  Savahy,  G1°  d'Artillerie  ;  J.  Mocruet,  à 
Saumur  :  U.  \au.lant;  L.  Montaut,  Ecole  Centrale. 
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2008.  —  1°   Trouver  les  courbes  inlégrales  de  l'éi/ualion  di/féretitielle 

xix  —  y  y')  -}-  2y-  =  d, 
les  liuii/eiiles  en  leurs  points  d'in/lexioii  et  le  lien  île  ces  /jutnts.  Quels  sont  les  points  qu>  leur  correspondent 
dans  les  inverses  de  ces  courbes  jiur  rapport  à  l'origine  des  coordonnées  ? 

2°  On  considère  la  courbe  intégrale  gui  rencontre  Ox  en  un  point  A  tel  gue  OA  =  a,  et  on  la  fait 
rouler  sur  la  parabole     y^  =  a(x  —  a).     Montrer  gue  tout  point  de  la  droite  OA  décrit  une  conchoide. 

3°  Les  paraboles  aijant  pour  sommet  le  point  \  el  pour  foyers  les  divers  points  de  la  parabole  précé- 
dente représentent  chacune  à  un  certain  instant  l'enveloppe  des  tangentes  aux  trajectoires  des  différents 
points  d'une  droite.  En  déduire  l'enveloppe  de  ces  paraboles. 

Passons  en  coordonnées  polaires,     x  =  o  cos  ui,     y  =^  p  sin  m. 
L'équation  diflérentielle  s'écrit 

2{x^  -+■  g'^)  —  .Cl  j,-  4-  y  g']  =  0,  ou  ±fdx  —  pxdp  =  0. 

dx  =  dp  cos  lo  —  psin  wd'u  ;     on  a  donc 

,o-(cos  ojt/p  —  ^psin  wd<M)  —  0, 
La  solution     p'  =  0     montre  que  l'origine  est  un  point  double.  En  supprimant  ce  facteur  il  reste 

,  u,       ■  ,  .  d'j  ^     rf(COS  lo) 

cos  i»dp  —  2p  sin  lurfu.  =  0,  — ;-  =  —  2  — ^^ , 

p  COSU) 
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d'où 


LJ1  =  L- 


L'équation  des  courbes  inlograles  est  donc 


'  COS'''  (0 

Construisons  ces  courbes. 

Il  suffit  de  faire  varier  w  dans  un  intervalh;  d'amplitude  Sti.  Le  changement  de  lo  en     — m     ou  en 
•  (0 -t- -     ne  change  pas  la  valeur  de  p.  Uy^  donc  symétrie   par  rapport   aux  deux  axes,  et  il    suffira 

de  faire  varier  o>  de  0  à    -J-- 

Supposons     c>0     par  exemple.  Foui'     o  =  (1,     p  =  c. 

Quand   w    croît  de  0  à  -^^    cos  lo  décroît  constamment  de  1  à  0. 


y 


^ 


p  croit  constamment  et  augmente  indéliniment  quand  w  tend  vers  — 
Il  y  a  une  bram-he  infinie  dans  la  direction  Oi/.     x  =  pcosw  =  


croît  indétiniuient  ;  il   n'y   a  pas  d'asymptote.  Le  point  0  est  un  point 
double  isolé. 


tsV 


t  sin  to  X  e 


Pour    M  =  0,     V  =  — •    La  tangente  au  point  A  est  perpendiculaireà  Ox.  V  décroitconstammeiit 

et  tend  vers  0  quand    w  croit  et  tend  vers  — • 

2 

l'oinlx  fl'i)! flexion.  —  Dérivons  l'équation  dilTi'rentielle  proposée 
2r  —  y  y'  —  -'Y'  -+-  4?/.'/'  -  ■'-</</  =  t) . 
Four  un  point  d'inllexioii,  on  aura     y"  =  U.     Le  lieu  des  points  d'inilexion  s'obliendra  en  éliminanl 
y'  entre  les  deux  équations 

(  x{.v  -  yy')  +  2?/=  =  0, 
j  2a,'  -H  3;/;/'  —  a-y'^  —  0. 
liions  y'  de  la  première, 

X-  +  2?/' 


y 


xy 


et  portons  dans  la  deuxième.  Il  vient  en  simpliliant 

2i/'  H-.r"?/^  —a-*  =  0. 
C'est  un  système  de  droiles  passant  par  l'origine.  Leurs  pentes  sont  données  par  ré(iuation 

2m* -H  m'-  —  I  =0, 

—  i±3 

m-=^ 

Nous   avons   les    deux    droiles   isolropes    et    les    deux   droiles  de 

1  • 

pentes     r+r —  ■     Four  ces  iioinls  on  a     tiî  V  =  ±  — ^      donc     \   =  to. 

Il  était  évident  (|ue  les  poinis  d'inilexion   seraient  en  ligne  droite, 
\J  A       •*       gg,,  ggj,  courbes  sont  liomotliétiques  ])ar  rapport  à  l'origine. 

Les  courbes   inverses    pai'   rapport  à  l'origine   avec    la  puissance 
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(l'inversion  a  ont  pour  équation  polaire 


cos''  fJ 


Le  cliangement  do  m  en     —  w     ou  en     -  — oj     n'altère  pas  la  valeur  de  p.    La   courbe  est  donc 
symétrique  par  rapport  aux  den\  axes.    <■;  croissant  de  0  à  —,    p  décroit  de  —   à  0. 


ts-  V.  = 


1 

2l^ 


La  tangente  en  A'  est  parallèle  à  Oy.  Les  tangentes  en  deux  points  correspon- 
dants forment  avecle  rayon  vecteur  un  triangle  isocèle.  Pourles  points  d'inflexion, 
V  =  (o.     Les  tangentes  aux  points  correspondants  sont  donc  parallèles  à  Ox. 

2.  Supposons  r  liée  à  un  plan  mobile  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires 
0,ï,,  0|î/,,  coïncidant  avec  Oxy  au  début  du  roulement.  Nous  allons  chercher  les 
coordonnées  d'un  point  du  plan  mobile  par  rapport  aux  axes  fixes  à  une  époque 
quelconque. 

Si  nous  appelons   a  et  ^  les  coordonnées  de  l'origine  Oi  et  0  l'angle  de  Ûx, 

avec  0.r,  on  a 

X  =  H-+-  Xi  cos  6  —  yi  sin  0.  y  =  ^^  xi  sinO  -+-  j/i  cos  0. 

11  nous  faut  exprimer  ^  et  ^  en  fonction  de  'i. 
Soit  M'  le  point  de  la  courbe  V  qui  vient  sur  le  point  M  de  la  parabole  pendant  le  roulement.  On  a 

arc  AM  =  arc  AM'. 
Calculons  les  arcs  des  deux  courbes. 

On  a,  pour  la  courbe  F, 

ds-  =  do-  +  P^duj-  =  — ^- — (1  -(- 3  sin2  oj)rfw^ 

'  cos"  0) 

Si  nous  orientons  la  courbe  dans  le  sens  des  w  ci'oissants, 
ds  =  : — \l\  -t-  3  sin-  u>d\». 


.'/ 

i 

t' 

T 

ip^ 

w^ 

'^ 

/ 

0 

A 

X 

-J 


\/l  -f-  3  sin- 1 


■  C'f 


Posons     tgoj  =  t,     d'où     (1  -f-  t^-)dui  =  dt, 

s  =  af^l-^iMt  ^  C"'. 
Calculons     1  =  f^l  -^At^dt. 

, r     Wdt  , —      ,         C       dl        , 


21  =  t>/i  -+-  if  -H  -^L(2«  -(-  v/1  -+-  il-). 

Si  nous  prenons  comme  origine  des  arcs  le  point  A,  la  constante  est  nulle. 
Calculons  l'arc  de  la  parabole  orientée  dans  le  sens  des  y  croissants. 


ds^  =  dx'-\-dy'-  =  dy-l  1 


ds, 


1  -h  -jirdy- 


Posons     —  =  t',     dy  =  adt',     rfs,  =  ciiji  -+-  it'-dt', 
d'où  *"i  =  T  I  'VrT4?'2  -H  -^L(2i'  -h  v/l-4-4^'-)  1  • 
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Four  que  les  deux  arcs  soient  égaux,  il  suftit  que  l  =  t'.  Comme  nous  ne  considérons  que  la 
branche  de  droite  de  la  courbe  f,  la  condition  est  nécessaire,  car  a.  une  valeur  de  t  correspond  un  seul 
point  de  la  courbe. 

Nous  exprimerons  lus  coordonnées  x  et  ;/  de  M  en  fonction  de  t  ainsi  que  les  coordonnées  x,,  y, 
du  point  M'.  D'autre  part  ')  est  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  la  tangente  en  M.  Il  s'exprimera  en 
fonction  de   i.   En  remplaçant  dans  les  t'ormules  de  transformation,  nous  aurons  a  et  fi  en  fonction  de  /. 

1, "équation  cartésienne  de  la  courbe  r  s'obtient  de  la  manière  suivante  : 


y,  =  tx,.     I'!n  remplaçant  on  a 


Tour  la  parabole 
en  faisant     y  =  at, 
(lalculons  0. 


cos  0  = 


dx,      d.i 


du       ds 

I     il.r,  =  Il 


X\  =:  ap, 

\    J'i  =  «v/'l  +  <S 

y^  —  a(x  —  a), 
X  =  n(  I  -+-  r-), 
y  =  at. 

e  =  (Ox,  MT)— (Oj.-,  M'T']. 
ds        ds 


x\  =  a'\x\-Jr-  y\) . 


sin  0 


(/r,       dy         dx      di/, 
ds        ds  ds        ds 


'l'h 


1  -t-2/- 


s/i 


—dt. 
dl. 


i    (/.(■  =  2o7  dt, 
I    dy  =  (idl, 


t- 


cos  0  — 


ds  =  «/l  -+-  At'^dt. 
•it'  1  -4-  'It- 


i 


et  ! 

Nous  avons  alors 
c'est-à-dire 


(1  -f-4<-)v/l-l-/'         (1  -I- 4/^)v/i  -4- «-  n/1-I-/' 

(  ±t{l  -4-2/-)        _  / 


i    X  =  a  -H  jC|  cos  0  —  )/,  sin  0, 
I    y  =  fJ  -H  X,  sin  0  -t-  1/,  cos  0  ; 


/l  H-<* 


y/      Mï 

> 

//                  / 

M 

-^ 

\          /V^ 

^■■ 

^\ïy^ 

0 

AN/ 6 

JC 

(l{\  -ht-)  = 

Nous  avons 


a  -(-  «  -I-  af'', 


rt/  =  —  (i  \iî  0. 


L'origine  décrit  l'axe  des  i/. 

D'autre  part  fl  = — atg'i.  Donc  OiC,  passe  constamment  par  le 
|)oint  A,  ce  qu'il  est  facile  de  voir  im  faisant  dans  les  formules  de 
transformation     y  =  j/i  =  0. 


X  =r  .r,  cos  0, 


0  =  —  (/tgO  H-.r,  sinO, 


COsO 


Le  point  de  rencontre  de  Ox  avec  OiX,  est  bien  le  point   A. 

Tous  les  points  de  Ox  décrivent  des  conclioïdes  de  Nicomèd(%  de  dii'eclrici'  O7  et  de  centre  A. 
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3  Donnons-nous  une  droite  D  quelconque  du  plan  mobile.  M  élanl  le  conlre  instantané  de 
rotation,  MN  est  la  normale  au  lieu  du  point  iN.  Les  tangentes  aux  trajectoires  des 
différents  points  de  la  droitt)  D  envelopi)ent  donc  une  parabole  de  foyer  M  et  de 
tangente  au  sommet  D. 

Pour  que  cette  parabole  ail  toujours  son  sommet  en  A,  11  faut  que  D  passe 
constamment  par  A  et  soit  en  outre  perpendiculaire  à  MA.  Nous  voyons  (jue  OiXi 
est  la  seule  droite  qui  puisse  satisfaire  à  cette  condition,  car  elle  est  la  seule  à  passer 
toujours  au  point  A. 

Vérilions  qu'elle  est  perpendiculaiic  à  AM. 


En  elTet 


=  av'l  -H/'    = 


cos  0 


OiA, 


par  suite  la  perpendiculaire  menée  par  M   sur  OiXi  tombe  au  point   A. 

L'enveloppe  des  tangentes  aux  trajectoires  des  points  de  0,j;i  est  à  chaque  instant  une  parabole 
dont  le  foyer  est  sur  P    et  dont  le  sommet  est   A. 

MO,  est  perpendiculaire  à  Oy  car  3  =  y.  Les  paraboles  sont  donc  tangentes  à  Oy.  Leur 
enveloppe  se  compose  de  Oi/,  du  point   A  et  de  la  droite  de  l'inlini. 

lionnes  solutions  de  iM\l.  F.  Mabganu,  école  des  Anglais,  à  Lyon;  li.  Iîoyer,  Ijcée  de  Mce. 


2016.  —  Soit  0  un  point  fixe  d'un  plan.  A  tout  point  M  du  plan  on  fait  correspondre  un  point  M' 
de  la  droite  OM,    tel  qu'entre    les   rayons  vecteurs  ÛM.  et  UM'   de   ces  deux  points  on   ait    la  relation 

1°  Etudier  cette   transformation  en  supposant   a  et  h  positifs,  et  plus  spécialement  quand     b  =  2«. 

2°  Montrer  ce  qu'est  la  transformée  d'une  courbe  quelconque.  Dire  quelles  relations  existent  entre  les 
angles    V,    les  sous-langentes  et  les  sous-normales  en  deux  points  correspondants  de  ces  courbes. 

',i°  Appliquer  à  un  cercle  passant  en  0,  à  un  limaçon  ayant  son  point  double  au  point  0,  à  la 
spirale  d'A  rchiméde. 

1.    Nous    poserons    pour    abréger    l'écriture,      OM  =  p,      OM' =  p,.      La   relation   s'écrit   alors 

a- 
p  H =  b.     On  peut  aussi  lui  donner  la  forme 

(Ij  ??i-^-a-  —  ipi  ; 

c'est  une  relation  homographique.  Ce  fait  se  traduit  par  le  résultat  suivant:  considérons  toutes  les 
courbes  possibles  (C)  et  leurs  transformées  (C,);  coupons  ces  deux  familles  par  une  droite  A  passant  à 
l'origine;  les  courbes  (C)  et  (Ci)  déterminent  sur  A  une  homographie.  Les  points  doubles  de  cette  homo- 
graphie sont  donnés  par  p^  —  bp-hu'  —  0.  ils  sont  réels  ou  imaginaires  suivant  que  la  quantité 
b- —  ia-    est  positive  ou  négative.  Considérons  l'un  de  ces  points  doubles,  D;  quand  la  droite  A  tourne 


autour  du  point  0,  le  point  D  décrit  un  cercle  de  centre  0  et  dont  le  rayon  est    p  = 


b±^/i-^  —  ia^ 


Ce  cercle  est  tel  que,  dans  la  transformation  envisagée,  il  est  à  lui-même  sa  propre  transformée  :  c'est 
ce  que  nous  pourrons  appeler  une  courbe  double.  —  Ainsi  donc  dins  la  transformation  il  y  a  deux 
courbes  doubles  qui  sont  des  cercles  centrés  à  l'origine. 

Dans  le  cas  particulier  indiqué,  b  =  2a,  les  courbes  doubles  sont  confondues  avec  le  cercle  de 
rayon  a.  Dans  le  cas  de  l'inversion,  b  —  0,  les  courbes  doubles  se  confondent  avec  le  cercle 
d'inversion. 


10 
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2.  De  la  relation  (I)     ç-^t  +  a^  =  bp,     (|ui  clélinit  la  transformalion,  nous  lirons     oi  = 

'  '  '  '  /<  —  p 

Ceci  nous  nionlro  que  les  poinls  à  l'infini  de  la  courbe  (C,),  transformée  do  la  courbe  (C),  sont 
donnés  par  la  considération  des  points  d'intersection  de  la  courbe  (C)  et  du  cercle  de  rayon  b  centré 
au  point  0. 

Cherchons  la  relation  qui  existe  entre  les  angles  formés  par  les  tangentes  en  des  points  corres- 
pondants et  les  rayons  vecteurs  de  ces  poinls. 


On  a 


Or 


;V  = 


IkV  =  —  • 


donc 


Il  vient  alors 


t.^  V 


-  tK  V 


b 


'<-')■ 


La  relation  cherchée  est  donc 


lRV'  =  tuV(A. 


Si  nous  nousplaçons  dans  le  cas  de  l'inversion,     6  =  0;     on  voit  (jue  larelationprécédente  devient 

tgV'=-tgY,  d'où  V'=7:  — V. 

Mais    l'on  a     \\  =  -        V,     donc     V,  =  A'.     C'est    un    résultat  de    l'inversion   bien   connu. 
Occupons-nous  des  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  sous-tangentes  et  les  sous-normales  en 
des  poinls  correspondants.  Rappelons  d'abord  lu  définition  de  la  sous- 
tangente  et  de  la  sous-normale  en  coordonnées  polaires.   Soient  M  un 
(j         point  quelconque   d'une  courbe  (G),  OM  le  rayon  vecteur  de  ce  point, 


Om  la  droite  orientée  qui  fait  l'angle 


avec  OM  ;  nienonsla  tan- 


gente MT  et  la  normale  MN  à  la  courbe  (C)  au  point  .M.  Le  vecteur  ÔT 
est  la  sous-tangente,  et  le  vecteur   ON   la  sous-normale. 

De  cette  délinilion  résultent  iramédialoment  les  relations 


Ç,   =  —  0  tn-  V    =  ^—7 


tuV 


Si  nous  calculons  les  mômes  éléments  pour  le  point  M'  qui  correspond  au  point   M,    nous  aurons 
de  même 


Ln  tenant  compte  de  la  relation     ?',  — 


Nous  oljtenons  aiusi 


— 

?1 

s„  = 

p, 

'''',' 

1  vien 

i'^-,- 

)' 

„■' 

(b- 

-  ?)' 

- 

i 

(0 

—  ?Y 

a 

p' 

S„   — 

n^ 

['>- 

?r 

«2 

' 

s'„ 
",1 

a^ 

p' 

"  (6 

— 

?? 

3.  Appliquons  los  résultais  (}uc  nous  avons  obtenus  ù  (juelqucs  exemples. 

1°  La  courbe   (C)  est  un  cercle  qui  passe  au  point  O.  Son  é(juation  en  coordonnées  polaires  est  alors 


PHYSIQUE 


:2[{cosoj.     L'équation  polaire  de  la  transformée  sera  donc 


1 —  ces  M 


^'        b  -  X>h  ces  0. 

Celte  équation  représente  une  conique  qui  admet  l'origine  pour  foyer,  dont  le    paramèlro  est  -y- 

211 
et  l'excentricité     e  =  — —  •    Si    2H  > /»,    on  a  une  hyperbole,  si    2R<é,   une  ellipse,  si    2R  =  0,    une 

parabole.  Ce  résultat  est  bien  d'accord  avec  ce  que  nous  avions  trouvé  précédemment  :  en  effet,  2R>  6 
exprime  que  le  cercle  considéré  coupe  le  cercle  da  centre  0  et  de  rayon  h  en  deux  points  réels,  c'est- 
à-dire  que  la  transformée  a  deux  points  réels  à  l'infini. 

2°  La  courbe   (C)   est  un  limaçon  de  Pascal  qui  a  son  point  double  a  l'origine.  Son  équation  est 
donc     p  —  2R  cos  w  4-  rf  ;     l'équation  de  la  transformée  se  trouve  être 


b  —  d 


b  —  2R  cos  ut  —  d 


1 


2U 


C'est  encore  une  conique  qui  a  son  foyer  à  l'origine.  Pour  que  ce  soil   une  liypurbole,  il   faut  ([ue 
l'on  ait    2R  +  ii>  6,     ce  qui  exprime  que  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  b  coupe  le  limaçon. 
3*  La  courbe  (C)  est  une  spirale  d'Archimède.  Son  équation  est     0  =  /fo. 


L'équation  de  la  transformée  est  dans  ce  cas    p,  = 


li<s 


Faisons  tourner  l'axe  polaire   de 


l'angle     I'J  =  -r-'    et  changeons  le  sens  de  rotation.  Nous  avons  linalement    c,  =  -; — ,     qui  représente 

une  spirale  hyperbolique. 

JACOUIER,  élève  au  lycée  Louis-le-Cirand. 

Bonne  sohiUon  :  M.  A.  Courtois,  à  Sedan. 
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2001.  —  Un  faisceau  de  lumière  monochromulique  de  petite  secliun,  issu  d'un  point  lumineux  très 
éloigné,  tombe  et  se  réfléchit  sous  un  angle  de  60°  sur  un  miroir  sphérique  M  de  rayon  R,  puis  rencontre 
un  petit  prisme  P  dont  la  section  principale  se  confond  avec  le  plan  d'incidence  moyen  en  M. 

a.  En  supposant  la  distance  MP  notablement  supérieure  à  R,  étudier  la  forme  du  faisceau  entre  les 
points  M  et  P,  puis  au  delà  du  prisme. 

b.  En  supposant  la  distance   VIP  peu  supérieure  à  R,  quelle  incidence  faut-il  donner  sur  le  prisme 

pour  que  l'image  obtenue  sur  le  faisceau  émergent  soil 
A,  aussi  nette  que  possible  ? 

Angle  du  prisme:     «=  4u".     Indice  du  prisme  : 
n  =  /î. 

a.  Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  d'inci- 
dence moyen.  Le  faisceau  réfléchi  sur  le  miroir  pré- 
sentera deux  régions  d'amincissement,  les  droites 
de  Sturm  ou  focales;  l'une,  A,  est  perpendiculaire 
au  plan  de  la  ligure  ;  l'aufre,  R,  est  située  dans  le 
plan  d'incidence  sur  la  parallclo  au  faisceau  incident  menée  par  le  centre  C  du  miroir. 


li  P[1YSIQUE 

On  démonlre  clans  les  cours  de  physique  qu'en  appelant  x  la  distance  du  point  lumineux  au  point 
d'incidence  .M,  .r'  la  distance  MA,  .r"  ladislancî  MK,  ?'  l'angle  d'incidence  et  R  le  rayon  du  miroir,  on  a 
Il  '2  1  1         :2  cos  i 

.1         x  11  cos  i  '         .1  11 

Dans  le  cas  présent,     r  =  x  ,     1  =  60"     et     cosi=— ^        d'où  l'on  déduit 

a'  =  —  Il  et  x"  =  R. 

4 

Pour  étudier  ensuite  la  réfraction  par  le  prisme,  décomposons  le  faisceau  rélléchi  par  le  miroir  en 
éléments  plans  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure  et  ayant  leurs  sommets  aux  divers  points  de  B. 
On  sait  que  ces  faisceaux  plans  élémentaires  sont  transformés  en  d'autresfaisceaiix  plans  ayant  leurs  som- 
mets distribués  sur  un  élément  de  ligne  U',  et  que  B' est  situé  à  la  même  distance  du  prisme  que  B. 

D'autre  part,  les  traces,  sur  le  plan  de  la  figure,  des  faisceaux  élémentaires  incidents  se  rencontrant 

en  A,  les  traces  des  faisceaux  réfractés  se  rencontreront  en  un  certain  point  A'  oh  le  faisceau  émergent 

total  s'appuie  sur  une  petite  droite  perpendiculaire   au  plan  de  la  ligure.  La  position  de  cette  droite 

A'  est  donnée  par  la  formule  snivaiile,  où  l'on  a  employé  les  notationsliabituelles  des  cours  de  physique, 

cos^  r  cos^  ï 

PA'  =  PA — 

cos-i  cos-/'' 

La  première  partie  de  la  question  se  trouve  ainsi  résolue. 

b.  Pour  résoudre  la  seconde  partie,  remarquons  que  l'image  devant  être  aussi  nette  que  possible, 
A'  et  B'  doivent  se  former  au  même  endroit  et,  par  conséquent,  à  la  même  dislance  du  prisme.  Or  MB 
étant  é^al  à  II  et  la  dislance  MP  peu  supérieure  à  R,  B  est  près  du  prisme;  B'  est  donc  aussi  très 
voisin  du  prisme  et  PA',  pour  être  confondu  avec  PB',  doit  ôlre  très  petit.  D'après  la  formule  qui  donne 

PA',  on  voit  que  l'angle  i!  doit  èlre  voisin  de       —      et,  par  conséquent,  l'angle  i  voisin  de  sa  valeur 

minimum.  Celle-ci  est  donnée,  d'une  manière  générale,  par  la  formule 

sin  ('  =  >i  ?in  (a  —  /), 

1  1  i     ,_ 

/  désignant  l'angle  limite.   Or     sin  /  =  -  =  -^r-  =  -—  v'"i     et     /  =  35'.     L  angle     a    est    aussi  égal   à 

"=  n  ^±  1 

45",  donc     a  —  /     est  nul  et  l'incidence  minimum  aussi.  En  définitive,  l'angle  d'incidence  sur  le  prisme 

doil  être  très  petit. 

R.  BOVLR,  lycée  de  Nice. 


KCULK    l'OLYTEClINluLE   (1012) 


UIJKSTIONS  POSEES  AU.\'  E.\.\Mi;.\"S  (»ll.\U\ 


I.  —  Algèbre  et  Analyse 

85!>'».  —  Division  d'un  polynôme  ordonné  par  rapport  aux  puissances  asceniiantcs  par    »  —  r.     Loi  An  quotient. 

K5!>5.  —  Condition  pour  qu'un  polynôme  soit  divisible  par    [x  —  ay. 

8Ô00.  -    Déterminer  une  suite  de  nombres  «i,  «;,  ...  m„,  ...  tels  (lue  Ion  ait    h, -t-  Ui+  ■■■  -\-  ii„  =  3ii'. 

8507.  -  Cilculer    1  -i-  2.r  H-  3x'  -i -+•  ».r"-'. 

8r>!)H.  —  Dans  une  urne  se  trouvent  rin(|  boules  noires.  (|uatre  jaunes  et  trois  roupes.  De  combien  de  façons  peut  on 
tirer  six  île  ces  boulis  de  maniiMe  que  iliaque  couleur  soit  représentée? 

SôîlO.  —  On  donne  ii  pouitsdans  un  plan  ;oii  les  joint  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles.  Trouver  le  nombre 
des  points  d'uiterseclion  de  toutes  les  droites  ainsi  obtenues. 
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S600.  —   Mettre  le  polynôme    10j{.t=+  I)*    sous  forme  de  la  fonime  ries  puissances  cinquièmes  île  trois  fonctions 
linéaires  de  .r. 

8601 .  —  Résultat  de  la  substitution  des  racines  du  système    ax  +  lut  +  c  =  0,    a'x  +  ti'ij  +  c'  =  0    dans  le  polynôme 
(i'x  +  b"y  +  c".    Généraliser. 

8602.  —  Etudier  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont  : 

""       ,      _J ,,1-sinl.      Lcos^.       ^.      -^,      -^,     ^-      M,  +„.,r),     ,u-.l(«+1), 

x"  -+  Ln         II  -^  bj"  H  II  11  f".r-"         IJ^L»/        n  —  s/n         H"  ^  "  ' 

\  n-  I         n      n-\  (ii  +  \][n  + -1]  . . .  in  \  ni'  \  w  /  \  n/  ^n' -i- i 

X 

ni  '^°''T  -Jû,  "v"     ,  1  „+/,„,, ,r     ,   an'^bn'  +  cn-hd  2» 

,    x"e  *     ,    île   *  ,    L •    6"+""^'"  ,     L. 


L- 


x{x  +  m  +  2)...ix^n)  ^^^ ^^^ 

a  +  n  a  4-  ?i 


(n+1)'  ()i+l 


"  '  -  X", —  sm  iifl,    \/n'  -+  i  —  \/n^  +  i,    c  "  —  «  —  — 


2'. 4=.!.'...  (2(1)' 


8603.  —  Calculer  les  sommes  des  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 

1  1  J"  ,  ^        2)i  +  3     „  ?!  +  :î 


11(11  +  1)       ?i(» +!)!«+ 21       n[n  —  \)  '    '  '      2n-i- I  ■     '      )i(/i -t-l)()H-2) 

I                           I 
are  tg  — — •    arctg 


860'*.  —  étudier  les  séries 

3  5       1  7/1 


;i)*iur 


1      i_ 

1.2.3  "^  3.4.;;    '    :;.(;. 7 


1  /.  l    \X  I  1  1    \X--  l  1  1  1    \    .T' 


et  calculer  leurs  sommes  quand  elles  sont  convergentes. 

8005.    —    On    considère    la    suite    des    nombres     «,,    «.,     ....    »„,      ...     déOnie    par    la    relation    de    récurrence 

1 
«„^;  —  2m„^i  +  m„  = /c,    j;,    et  !«2  étant  arbitraires.    Démontrer  que    la    série   qui   a    pour  terme   gênerai     —     est  con- 
vergente. 

1 
S606.  —  Chercher  une  limite  supérieure  du  reste  de  la  série  qui   a  pour  terme   général     -—  ■    Comparer   ce  reste  à 

une  intégrale.  

8607.— Calculer  les  dérivées  des  fonctions    arc  tg    ''"  "^  "  ,    arc  sin  (3,c  —  4x'),    arctg Kxpliquer  les  résultats. 


X-  —  'ix  +  i  x-  +  II- 

log  .r  -     /  '  \  ' 

8009.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions    j  log  ,r,     —^ — >    re' ,    (l+.i-)''    ('"'"")    ' 

8610.  —On  donne  deux  sphères  et  un  point  A  sur  la  ligne  des  rentres  entre  les  deux  sphères.  Déterminer  le  point  A 
de  façon  que  la  somme  des  zones  vues  de  ce  point  soit  la  plus  grande  possible. 

86H.  —  Parmi  les  troncs  de  cône  de  révolution  d'angle  au  sommet  et  de  volume  constants,  quel  est  celui  qui  a  la 
plus  grande  surface  totale? 

8612.  —  On  considère  la  fonction    y  =  [x(x  -  1)]'.     Calculer    ^'--    Séparer  les  racines  de  celte  dérivée. 

1 

8613.  —  Développer  en  série  les  fonctions  (arc  sin  J)-, r- 

\  —ix  cos  X  4-  ,r- 

8614.  -  Appliquer  la  formule  de  MacLauiin  à  la  fonction  i»-  '-  '^'onti-er  'l'>e  'a  fonction  se  réduit  au  terme  corn- 
plémentaire. 

'  ■''  ■    ,  ■       ,        •  » 

8615.  —Calculer  l'ordre  infinitésimal  des  fonctions    (l  +  t)''-c,    tg  x  —  r,    tg,r— x — •    j;  sin  (sm  r)  —  sin  J. 

■r-       ,  xj^ 

8616.  —  Démontrer  que  si  .r  est  compris  entre  0  et  1,     L(l-t-.r)     est  compris  entre     x —    et    x .,,,        ^     ■ 

8617.  —  Si  x  est  positif,  on  a    e^  >  \  +  x '>  c''^''- 

8618.  —  Trouver  pour    i  =  0    les  limites  des  fonctions  suivantes  : 
tg=  ,r  +  2L  cos  .r        f  —  e."" 


x'' 


er_(sinT      /  cos  j;  +  .r -J-sin  .r  \r"' "^                                     1        arc  tg  ,r  —  L(l  4  .r')      /  sin  x  \  i-ços  j 
: •       ; : '      X"'"  '^,     COt"  X -' l   — —  I 

X  —  sui  X      \         1  -I-  sm  a;         /  ,t-  .c  \     -^     / 
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sin'  .r 


de 


\     j-     /  '      L[\-^-.r)        x'       ''^'  '     \cos.i/  (arc  sin  J,'  '     '  a;' 

8610.   —  Trouver  pour  n  infini   les   limites  des  fonctions  suivantes^ 

/(       ^  ^lSL\'\      '^^-      ■ 'Vt^"!  !        "Ma-4-iKa  +  2)...(a  +  n) 

\  li  H-    )    '  yi  V    (/il)"-'      V  «! 

8620.  —  Umites  de     -^—  -  pour    ,r  =  — ,     de     ( Aigx    pour    j-  =  -^.     de    |arc  cot  «')  '    pour  .r  inûni, 

T.  2  \  2c  /  a 

L ^ 

2.P 

/"'-t-'''\  •    „    .    j      .  " 

l  ■ — ^ I      pour  j:  infini,  de  fij;  rcos  r  pour    .t  =  — -• 


8621.  -  Etablir  la  relation      -H ! h  ■H ! =  '  —  "T  +  T +  1 T      '^'"  '^'^''"'•'6  'a  limite  du 

n         H-H  1  211  —  1  2         3  lu  —  i 

premier  membre  quand  n  augmente  indéfiniment 

8622.  -  On  pose    Xy^slî,    r»  = /T+xi,    x^  =  slîTT".,    ...     x.  =  \/i-hx„-,.     Démontrer  que  pour  ,/•  infini  .r„  a 
une  limite  et  calculer  cette  limite. 

1  /  A  \  1  /  A   \ 

8623.  —     Soient    a„    et    A    deux     nombres    positifs.     On     pose         n,  =  — i  Co -(- y  ),         "' =  "5'\^''' +  7,7  )•  •  ■  ■ 

n„  —  --la„-,  + \-      r)(:'montrer  que  pour  H  infini,  rï„  a  une  limite  et  calculer  cette  limite. 

8624  —  Calculer  la  limite  pour    /i  =  0     du  rapport '-j^ Déterminer  ^  pour  que  la  limite 

soit  finie  et  dilTérente  de  zéro. 

8625.  —  Etablir  la  formule    f{x)  —  2f(x  +  h)  +  f{x  +  ili)  =  k'-f'ir  -h  ■2()ii\.    0  étant  compris  entre  0  et  1 . 

8626.  —  On  considère  la  formule  connue    f{x  +  h]  =  fix)  +  lif{.r)  -t-  -^  ("{.r -t-Oh).     Déterminer  f{x)  de  façon  que  0 
soit  indépendant  de /(. 

8627.  —Que  devient  l'expression       A-.^  -^  '<■  +  ^'l  -  /''■^  + '')  -  n^  ■+- — ±IllL,      lorsque  h   et   h   tendent  vers  zéro 

d'une  manière  quelconque  ? 

8628.  —  Trouver  une  fonction  f{x)  telle  que  l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  de  x  èl  y    [f{x]]'/  =  f{xy) . 

l  — xy 

8629.  —    Calculer    la    dill'érentielle    totale    de    la    fonction  »  =  arc  cos  _ •  On    trouve 

s/l  +  ,r=  +  y'-+-  x'y' 

du  = — C'est  aussi  la  différentielle  totale  de    «  =  —  arc  tg  .r  —  arc  tg  !/.      Montrer  directement  que  les 

1  -t-  .c-        1  -I-  (/'- 
fonctions  n  et  i'  ne  diffèrent  que  par  une  constante. 

S(i30    —  Soient  u  et  v  deux  fonctions  de  x  et  ij  telles  que     ^—-  =  '"— •     Démontrer  que  si   l'on  exprime  x  et  y  en 

()''  (10 

fonction  de  ii  et  v.  on  a 

()•:   __   d<l 

0"         ùo 
86:{1.  —  Dans  la  fonction  lioniogène   ![x.  y.  z,  l)  on  remplace  x.  y,  :,  l  par  des   fonctions  linéaires  et   homogènes  de 
\    Y   Z  T    l.n  fonction  /'i.r,  i/,  :,  ()  se  transforme  eu  une  fonction  F(X,  Y.  Z,  1).  (Jue  devient  l'expression 

ôlôl'^   ô!  ^,   àf  , 

Xa  -^--  -(-  I/o  -T-  +  lo  T—  +to-—- 

de  du  fU  dt 

8632.  —  Déterminer  a  de  façon  que  l'expression      — ^-— '        soit  une  dill'éienlielle  totale. 

8633.  —  r>ans  la  fonction  V(j,  ;/)  on  fait  le   changement  de  variable    x-  =  Unit +  l>i-),    y-  =  2{nu  —bv).     Calculer 
en  fonction  des  dérivées  partielles  de  V  par  rapport  à  u  et  c. 


863'».  —  Déterminer  uiu;  fonction  u  de    .r  <-  //    de  telle  sorteque  l'expression     3(  c'  4-  3.r';/  -  ;/!i((ir  -  (3,r'  —  2.r  ->■  y)U(iy 

soit  une  dill'crentielle  totale. 

r;  3 

8635.  —  liésouilrc  les  é(|iiatinns    ch  .r  —  — •    sli  x  =  —■ 

8636  '  —  .Montrer  que    cli  ii.r  —  rli  lia     est  divisible  par    cb  x—  cli  n 

3i  4-1-  3i 

8637  —  Résoudre  Irj  équation*     cos  :  —  (I -^  »''.     sin  :  =   l.     tg  :  =    — •      tg  :  =    — 

v/'" 
8638.  —  Comment  peut  on  définir    (a  »- 6i)"^''' '•'    Calculer    /',  (v/i)        et  mettre  ces  quantités  sous  la  forme    A  +  lli. 
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8639.  —  Discuter  les  équations  : 

x^-hpx  +  q  =  0,    x'  +  px'  +  q  =  0,  (x=+i;=  +  X(.r  —  1  )'-(x-l- 2)  =  0,  a,'— 16x'  — i3j!'  +  36j.'' +  52x +  4S  =  0  (racines entières), 
x'  —  3x'  +  mx'—3x  +  l  =  0,    j;'  — 4.r' +  5.i=  — X(x— l)  =  0,    X'- «ir^ -^  3ft  =  0,    x^  -hax-  +  b  =  a,    2a;=  — 5(x+ 1)^  =  0, 

/  1  +  iJ  y  _   l+ja  ^    x'^oiu^-h  iObx'  +  l  =  0,    x' -(l  +  a)x--f-(2a- l)x+l— rt  =0; 
\  ^  —  ix  /         i  —la 

m  +  x)  —Lx  =  —>     (x  —  i  le  =  (.r  +  l)e-^,       Ix  =  a  arc  tg  x,      .r  -i-  sin  j  +  a  =  0,       a  arc  Igx  —  x  =  —  • 
x'  —  2  sin=  X  =  0,     cote  a; i-nr  =  0    (résolution  grapliique),    sin  2j — 2cosx-i-l  =0,     cos  3c  —  3a  cos  x   t- 1  =  0, 

X 

i 

alffx  —  m  +  x)  +  .r  =  0,      .r  —  e  sin  x  —  fr  =  0  (e  <  I),      colg  x  -h  ax  — ^  =  " 

8640.  —  Résoudre  le  système 

X  ■+-  y-h  2  =  0, 
x'  +  y'  +  z'  =  50, 
x'  +  y'-  +  z'  =  —  50 . 

8641.  —  Déterminer  un  polynôme  connaissant  le  reste  de  la  division  de  ce  polynôme  par  sa  dérivée. 

8642.  —  Etant  donnée  l'équation  x^  +  px  +  q  =0,  calculer  la  fonction  symétrique  [b  —  c)^ -h  {c  —  a]°  ~t- [a  —  6j-, 
a,  b,  c  étant  les  trois  racines. 

1 

8643.  —  Calculer  la  fonction  symétrique    S   — — —    pour  l'équation     x'  —  3x  +  1  =  0. 

fl-  -+-  1 

8644.  —  Former  l'équation  aux  carrés  des  racines  de  l'équation    .;.'  —  2j;'  +  ix-  —  1^0. 

8645  —  Soient  u  et  v  deux  polynômes  premiers  entre  eux.  Montrer  que  si  l'équation  u'  —3iio  +  io'  =  0  admet  p 
fois  la  racine  (7,  l'équation    u'-  —  3»'('' +  2r'=  =  0     admet    p — l     fois  cette  racine. 

8646.  —  Etant  donnée  l'équation  f(x]  =  0,  former  l'équation  qui  admet  comme  racines  les  rapports  —  de  deux 
racines  quelconques  de  l,x\.  Application  à  l'équalion    x-  +  px  +  q  =  0. 

8647.  —On  porte  sur  Ox  trois  points  A,  B.  C,  ayant  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation  ai^  +  bx^  +  ex -h  d  =0. 
Former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  quantités    y'  =  AS-XC. 

8648.  —  Soient  x,,  x»,  x,  les  racines  de  l'équation    j'  -\-px  +  q  =  0.     Démontrer   qu'on   peut  déterminer  a,  b,  c  de 

I,        ..                            *                                  ''                                  >> 
façon  que  1  on  ait    i.  z=  a-{ •    Xî  =  a  ^ >    Xi  =  a  -t 

c  +  X,  c  +  X:  C  +-  X3 

8649.  —  Etant  donné  le  polynôme  f{x)  ^^  ac  ^- bx- -t-cx-hd,  déterminer  un  trinôme  x-4-px-i-q  dont  les 
racines  ,c'  et  x'' satisfont  à  la  condition  f(x')  =  f\x'').  En  écartant  la  solution  x' =  x",  étudier  comment  varient  les 
racines  x'  et  x". 

8650.  —  Si  le  polynôme  f{x)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes,  l'équation  f{x)  +  af'(x]  =  0,  où  a  désigne  une 
constante  réelle,  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

8651.  —  Etant  donnée  l'équation    x' -i- 3x +2i  =  0,    vérifier  que    — i    est  racine,  puis  calculer  les  deux  autres  racines. 

8652.  — On  donne  Téquation    x'  +  x'— 3x  +  7  =  0.     Etudier  ses  racines.  Former  l'équation  qui  admet  comme  racines 

t  1  1  1 

OH •     6  H >     c-\ '     dH >    a,  h,  c,  d  étant  les  racines  de  l'équation  donnée.  Généraliser. 

a  b  c  d 

8653.  — On  donne  l'équation  du  troisième  degré    x'  +  px-f-g  =0.     Calculer  le  déterminant 

S„         S,  S; 

S,        Si        Sj 
8-2        Sj        S, 
S,,  désignant  la  somme  des  puissances  p  des  racines.  En  déduire  la  condition  de  réalité  des  racines. 

8654.  —  Soit  o(x)  une  fonction  dont  la  dérivée  '/(x)  est  en  valeur  absolue  inférieure  à  un  nombre  positif  /,■  idus  petit 
que  1.  Démontrer  que  l'équation  x  —  s(x)  ^0  a  une  seule  racine  a.  Etant  donné  un  nombre  quelconque  x„,  on  pose 
X\  =  o\x<i',    Xî  =  9(x,),     ...,    Jn  =  ?{a',i-i).    Démontrer  que  lorsque  )!  augmente  indéfiniment,  r„  a  pour  limite  a. 

8P55  —  Résoudre  une  équation  algébrique  /'(x|  =  0  sachant  que  ses  racines  sont  en  progression  arithmétique. 
Examiner  les  cas  particuliers  où  l'équation  est  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

8656.  —  Etant  donnée  l'équation  a:"  +  piX"-' +  Pîi""^ -i- .. . -f- ;j"  =  0,  former  l'équation  aux  cari'és  des  racines. 
En  déduire  la  fonction  symétrique     Sa;!?  ■  -  •  ^tn-ji     ^p  désignant  une  racine  de  l'équation  proposée. 

8657.  —  On  donne  l'équation    x'+pr  +  g  =  C  ;  calculer  la  fonction  symétrique    S(a  —  b]{a  —  i;). 

8658.  —  Condition  pour  que  les  racines  de  l'équation     x' +  px- -t- çx  +  >■  ^  0     soient  en  progression  arithmétique. 

8659.  —  On  considère  une  équation     ((x)  =  0     ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes.   Décomposer  en  éléments 

1                                                                      1 
simples  — ,  Calculer  la  fonction  symétrique  s 

8660  — Soient  a,  b,  c,  d  les  racines  de  l'équation  .r' -i- x=  —  4x-  —  4x4-1  =0.  Former  ré(|nation  qui  a  pour 
racines    2  —  a-,    2  —  b'^,     2 — c-     et     2  —  i/-. 

8661.  —  Trouver  un  polynôme  du  septième  degré  f  x)  tel  que  /(.r)  +  1  soit  divisible  par  (x-t-1)'  et  [{x)  —  \ 
par    (x  —  1)'. 


ÉCOLE  POLYTECIIN  Ori-]  (EXAMENS  ORAUX) 


8062.  -  Calculer  l^d'fjc  pour  1  éf|uatioii     .t'  —  1  =z  0. 

8(»G3    —  Eliminer  .i-  entre  les  deux  é(|uations    x^  +  pr  +  ç  =  0,    i"-  +  ax  ¥  h  =.  ^ 

8l«6't.  —  Condition  pour  que  les  racines  X\,  Xi,  Xi  de  Téquition     x^  +  ac^  +  bx  +  c  =  û     satisfassent  à  la    condition 

J_      J l_ 

r\  X-:    ~~    .7-3 

8005.  —  Etant  donnée  rérpnlion    f\  r)  ^e  x""  4-a„.i.r"-'  j-  ...  4-  a.„  =:  0,     calculer  la  fonction  symétrique 

8666.  —  Soient  a,  ,3.  y,  S  les  racines  du  polynôme  du  quatrième  degré  /(x)  ^  ax'  +  ibr''  +  6cr'  -(-  4dr  +  e.  Condition 
pour  que  f{x\  puisse  se  mettre  sous  la  forme    X(.r  —  a)'  +  B(,r—  j3|'  -t-  Ci.b  —  y)'  +  D(a;  —  5)V 

8607.  —  Calculer  la  fonction  symétrique    (6  —  ci'ie  —  ni'{a  —  6|'    pour  l'équation    x^  +x'  -h  x  +  '.  =  0. 

8668.   —  Décomposer  le  polynôme    .r'+pc-H?    en  f.icteurs  du  deuxième  degré.  Discussion. 

8009.  —  Riant  donnée  l'équation  x"  -f-pic"-'  +p.,x'-''  +  ■■■  -\- p„  =:  0,  calculer  le  produit  des  sommes  des  racines 
dpii\  à  deux. 

8670.  —  Calculer  {b  —  c)[c~  n\la —  h),  n,  ft,  c  étant  les  racines  de  l'équation  .r' -+- ,t' -t- .t  +  1 .  Donner  plusieurs 
méthodes  et  comparer  les  résultats. 

8071.  —  Décomposer  en  élémenls  simple-* ~ 

{x-mx  +  2r- 

/"(.r) 

8072.  —  On   considère  la    fonction    rationnelle    — ; — —  :    on  suppose  nue  le  degré  de  /(.n  est   inférieur  à   celui   de 

[H,r)l= 
F(x),  que  F(r)  n'a  (|ue  des  racines  simples  et  que    /"(.rlF'ur)  —  f{xW"{x)    est  divisible  par  F(.r).    Décomposer  en   éléments 
simples. 

8073.  —  Calculer  les  intégrales 


U'-hl)- 


r dx r  ■'^'  "*"  '  ;        r    (ix  r  dx         r   dx 

1    [r +■  1)'{X- -h  \]  J    x^  +  \  ^    '  I    [ii'  +  x-]-'  1    x' +  \  _'    (x'-l-l 

Jd        (x'  +  i)"  _/    x'  +  l  f     l4-x  +  .r-  /    .r'  +  a'  J    ,r'H-l  J„ 

Jdx  l'      dx  r*""     x^dx  r     xdx 

v/x' — X  -t- 1        C  ''  ~  ^''^  "*"  ^'''°  H      r  ■'^"''■^       c  ''■''        c     *** 

.T— 1        '^'  J         \/ï^^^         '^'  J    y/.^s'^i  '  j    x\'Y^rU'  '  J    (.(•  4- o)v/x=  — T' ' 

r dx ^  P'    /  x  —  a  f  1  —  5x    ■  r Xi 

J    .ry/fo  — x)|x  — u)  '  J„  V  6  -  X  '*'^'  J    ^i^^^    ■'^'  J    (1+1=; 


l'js/l  -  X' 


/\Jx'  —  l  r  dx  f    j''-rfx  /^'  rfx r(x  +  a)(lx 

.ry/a^  —  X»      '  ^    xv/(x*  —  a'ilh^  — x')  _/    v^l  —  x^  J,-,    1  —  ■'■'  —  ay/l  —  x»  ^    xy^»— ô^ 

/'v:^,,^       fi^ËÎEId,,       ri^!ÏLrf.,        r^^^HEid.,       f-^. 

J         x'  J        x'  ^         x'  _/         X  _/    x  +  yx 

/*+'  dx  r  iV—2t']dt      '■         z^''  rix      "     . 

/  ,      2  -4-  ./f^f  -+-  y/rî-"^  '  ;   ~        ,.,4  L     y/(ft-X)(X-«)  ' 

•  -1  •        (1  -  1-)  -  "^ 

J'}cos.rcos2rcos3xrf.r,  j  sin- .rcos' xdx,  |  cos'xdx,  /       sin"X(/.r,  j   — ^^ — • 

J(sinix+cos'x)rfi,  /     ^ ,  I       (.«in  X -f- cos  ,r)'dx,  /       : ^ --,  |  tg' X(?.r  : 

„  _/„     (I— ecosx)»  _/„  J^       cos'.r  +  sin'x  J 

Cl .     .                 r        .       ,                 C              ,  C          dr                        Tui-t-x')   . 

I   ^J\  —  x'hxdx,  \  xe'ixnxdr,  \  arc  Ig  xrfx,  I    •  I  dx, 

,'                                     ,1                                 ,/  .'     cil' ,r  ^  sli' .r              J          x'- 

r  dx                 C  arcsin.r    .                 r  ,;.,'•                     P 

/  —, — ,              I    r-dx,              \ ,  I  x'cli.rii.r, 

J  ^"^^       J  „_.^v^  J  "''"^'       J 

r.   I  -f-  .t'   ,                C'            sin''  .riîx 
•ri ; — d.r,  I     — —_ 

X'  J^     y/a' +  h- —  2ab  cos  .r 

8<>7'i.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  dans  son  plan.  On  divise  la  circonférence  en  n  parties  égales  par  les  points 

Ml,  M.,  ...,  >U.  Calculer  la  limite  de  la  moyeime  arithmétique  des  quantités  ■ 

AM, 

8075.  —  Trouver  une  formule  de  récurrence  pour  calculer  l'intégrale      /     .r"  cos  -rjcdx,    n  étant  entier. 
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867(>.  —  On   pose     1,,,,^     |    sin- j  sin  p.rd.r.     Trouver  une  relation  entre  l„,.,,  et  I„,-2.p. 

8677.  —  Moment  d'inertie  d'un  triangle  équilatéral  par  rapport  à  son  centre. 

8678.  —  Etant  donnée  l'intégrale     1  =     /  -— ■    calculer 

/    X-  +  a  da 

1 
8G70.  —  Soit  F  le  foyer  d'une  parabole,  M  un  point  de  la  courbe,  calculer  la  valeur  moyenne  de étendu  à  tous 

F»r 

les  points  de  la  parabole,  la  variable  indépendante  étant  l'angle  de  F.M  avec  l'axe. 
8B80.  —  Donner  une  formule  de  récurrence  pour  calculer     /  sh", ci/r. 

8681.  —  Moment  d'inertie  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  son  axe,  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  une 
génératrice. 

8682.  —  Intégrer  les  équations  diflérentielles 

dii  .  ,  'Im  .  ''V  '/  +  V"  , 

2(/ — ^  =  i/= -4- .r- —  I ,      .r(1— .(■')— — h  (2r' —  !);/=  <u3.       — ^  =— '—,      x>/ —  21/ =  x-,      \'i -*- x'' .y' —  y -h  x  =  0, 


dx                           '                       dx         ~             '  '        dx         X  -^  X 

ily                            ,  tlii                           di 

— xy  =  x  +  .!•',  —-  =  y  +  x.         — 

dx  dx                                 dx 


,     .      ,,  „  'v  ,  'II/  di/    . 

y-  -4-  2ay  +  iby  =  0,  —p-  —  xy  =  .r  +  .;•',        -j—  =  //  -hx,        ~  sin  x  cos  x  —  y  =  e-'' s\n-  x,         x  —  ////'  =  (/  -, 

.'î.rf/' —  7  sin  j;-i- (/' cos  j;  =  0,     2x'ii' +  xi/ =  x- +  l,    (i  —  x^))i' —  xy  —  xi/- =  0,    —^ (ju  =  e""' cos  p.r, 

dx 

dy  ^     .  „    .    ,  .    ,         „        'fil  1— 3x«         ,r|i-i-a;=|. 

-p-  cos  X  +  2)/  sin  ,(•  -I-  2  sui  2,r  -I-  sin  4x  =  0,      — , y ^  . 

dx  dx  X  —  .t'  1  —  x^ 

xy"  -1-2)/'  =  ix-  -f-  fi) sin, r,        -c -rr  -^e-j—  =  (■'^'  +'')  sin  j-,        xLx—-—-t-{i  ■+-  Ix)—^  =  x{l-h  iLx)  ; 
dx-  dx  dx'  dx 

2           /   1         1   \               d-u 
V"  —  5y' -H  6v  =  j;-«2'',     j/'-t- 4i/ =  sin  ajr,     (/"-+- 2;/' -h  i/ =  sin. c  fin  2^-,    y" -i v' -t- ( 1 Im  =  0,    — ■ 4»  =  3f , 

n  ■         \  rt*         //-  /'  i(.r'- 

„       2     ,        y  f.        î 

y  —  2y'  -¥-  y  =  jV-t^        y  y    =  2y  -  +  y-,         y   -> ii  4-  ^  ^  e  ''  ->-  e    '•     (cas  ou      a  =  b),        y"  —  2y'  +  2y  =  2e'  sin  r, 

d-x        ^      dx  ,  .  ,  „  ,       ,  „,  ,„,,        ,  „ 

-1-7  —  2»!-- 1- IN^^  =  sm  iiu,    x-y  -h  axy  +  by  =  x'",    oiy  ]^  = 'iy  y<^,     y"  —  6y  -^~  2\ y' —  2(,y  =  e"  cos  Sx . 

8683.  —  Intégrer  les  systèmes 
d°x         .  I     dx 
— -  -t-  m-)/  =  0,  \   -T-+y  —  3x=  n, 

at-  1     dt 

d'y  j     dy 

— -T  -+-  n-x  =  0  ;  /    ~  -I-  V  —  j  =  0. 

dl-  \     dt 

8684.  —  On  considère  l'équation      — h  ^ —  =  0.     Peut-on  trouver   une    solution    particulière    de   la    forme 

d<:-       dy- 
u  =  f{r)  cos  nO,    en  posant    x  =  r  cos  0,    y  ^  r  sin  6  ? 

8685.  —  On  pose    7t  ^  x'  +  y'  -*-  z-  —  (/:  —  s j  —  xi/,    et  on  demande  de  calculer  une  fonction  f{i<)  vérifiant  l'équation 

jW  _^  JY  _^  _(f[_  _     cPf  d'-l  O'f    _o_ 

Or-        ()!/■        à:-         Oyâ:        O^ôx        âxày 

8686.  —  Reconnaître  si  l'équation  di(Térentielle     {x  —  xy)y'  -i-  y  +iy-  +  x-  =;  0    a  pour  courbe  intégrale  une  conique. 
8687.—  On  donne  l'équation  ditTérentielle    y"  -\-ay'  -f-  by  =:  0,    a  et  6  étant  des  fonctions  de  x.  On  pose    //  ^  »i',     et 

on  demande  s'il  est  possible  de  déterminer  u  de  façon  que  l'équation  dilférentielle  en  »  ne  contienne  pas  de  terme  en   v' . 
Appliquer  à  l'équation    x-y"  +  2mxy'  +  [m[m  —  1)  —  k-x-]y  =  0. 


II.  —  Trigonométrie. 


8689.  —  Remplacer  la  somme    2  arc  tg  j;  -i-  arc  tg  [ix  —\l3)  -t-  arc  tg  (ix  +  <JÎ)    par  un  seul  arc  tangente. 

8690.  —  On  pose    tg  [a  +  \i)  =  a;  -i-  yi,    calculer    a"  -i-  y^  +-  2xy  cot.  2i. 

8691.  —  Calculer    Vi"+~î-     v'n^. 

8692.  —  Simplifier  les  sommes 

sin  a  +  sin  2a  -4-  sin  3a  -I-  ••  -t-  sin  na, 

sm h  2  sin 1-3  sin 1-  •••-!-  fi  —  1  sin  — ^ • 

m  m  m  m 


6-                                        2(n-4)it 
!  COS h  ■■■  +{n  —  1)  cos 
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8693.  —  On  donne    sin  a  =  h,    calculer    tg  —  =  .r. 

8694.  —  On  donne    sin  a  =  fc,    calculer    sin    —  =  x. 

m 

8695.  —  Montrer  que    cos- --     est  racine   d'une  équation    du  troisième  degré   à  coefficients   entiers.    Former  celte 
équation  et  calculer  les  autres  racines. 

8696.  —  Calculer  sin  7.r  en  fonction  de  sin  j.  En  déduire  la  relation    sin= h  sin''  ^^-i-sin=  '-^  =  — 

7  7  1  \ 

8697.  —  Calculer  tg  12,r  en  fonction  de  tg  J.  En  déduire  la  formule    tg'  -^  -f-  tg"  -  -  -t-  te'  —  =  (5 

12  12  12 

8698.  —  Trouver  pour  n  infini  la  limite  de  l'expression 

-r     l=sin  —  -t-2=sin  -1^-t- h(n  —  l)'sin  '"~'^"  ]. 

8699.  —  Si    A  -H  B  +  C  =  X    on  a 

sin  2A  -4-  sin  2B  +  sin  20  =  2(sin  A  -(-  sin  B  +  sin  C)(cos  A  +  cos  B  +  cos  G  —  1). 

8700.  -  On  donne  un  triangle  AHC  dont  les  trois  angles  sont  aigus,  et  on  mène  les  hauteurs    AA',   lîB',   CC.   Calculer 
les  éléments  du  triangle  A'BT,'  en  fonction  de  ceux  du  triangle  ABC. 

8701.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  r,„  )'/,,  c, . 

8702.  —  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  sachant  que  l'on  a    1  —  cos  ,V  cos  B  =  sin  A  sin  B  sin  C. 

8703.  —  Formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  Cas  où  le  triangle  est  équilatéral. 

8704.—  Dans  un  triangle  rectangle  sphéri(|ue  on  a    C  =  -^-    Calculer  c  en  fonction  de  n.  et  6.  puis  en  fonction  de  A  et  B. 


III    —  Géométrie  analytique   à  deux  dimensions. 
8705.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  rectilignes 


21/ =  ±  v^ej  —  .r=  d=  s/S,f -I- x'.     a;  =  v/9(/' —  6  —  V27!/' -I- 9,     21/'  -  i  =  ix' —  2.r,     y  =  2j  ±  v/  *'' "^  '''  : 

V      x-h2 

_l_  x^ 

Il  =  (x  -  n)«i  +  e'^  \/x'-—  1,     a(i  _  cos  .r)  -hx  —  sin  x  =  y  -  sin  ;/,     y  =  x-e  '  ,     if  =  aLx  +-  y/ï^^^-.       Il  =  e  -f'"'  ' 
— ^         — '-  X  —  \  1  I  H-  2  f  /  1    ,  ''  /  1   \  ''         " 

!,^e-.  _,.-.,         y^i^—-.     ^     ,==--L~~.  x=(y+-y  x=.[u-j)^  .«"■■'  =  !/. 

'■"  y  =  7~^'  .'/  =  (n-  -  V'  •  .'/  ^-  •''  si"  -•  Il  =  H-d_; 

i  —JX'  \  X  I  X  ■'  .T  —  1 

(a:»  +  î/'Hoa  +  6!/) -t- ajî/ =  0,  a:' —  !/' +  .r=  +  ;/s  -  .ix  +  1/ +  2  =  0,  jj/»  — 3i,r +  ;/)!/' -i- 2a;' =  n,  .cy' +  j'  — .r»  +  y  =  0, 
JV'  +  y(x  +  y]  +  \  =0,  //'(j;^  -h  ia')  -t-  iay(x'  -  a')  -+-  |x»  —  a')'  =  (l,  ix' +  {y  —  3x)'  =0,  x' -  j/'  —  ax*y  =  0, 
ix'y'-3xy'-hi  =  0,    x'-lx^  ■+^,/) -h2mx-y  =  0.    2r(i/ —  .3)'_3.v(j: -I|=  =  0,    (a  -  y){x-- +  y')  =  b'y\     xi/' -a|x +  {()«=  0  ; 


t). 


X  =  a  sin  /,  ,.  

«cos'f  j  .Ç  =  «(l+C0sM)sin<, 

y  =z /  1/  =  a  sin'  l  cos  t, 

j  X  =  a|2  cos  (  +-  cos 21),  (  .r  -■  (  ■^-  cos  /, 

/  .V  =  a(2  sin  t -t- sin  2<;,  )y  —  l-t-i\ni. 

8700.  —  (Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  polaires  : 

P  =  a(2  cosw  —  cos2m),     p  =  rns  I.) -I .     ?  =  rt(cosw K    ?=«|cosui ]     laire  de  la  boucle), 

cos  2w  \^  cos  M  /  \  4  cos  i.)  j 

"  ,  2  cos  li)  ^   I  ,  .  ,       .  ,  .  .    , 

?  =  — -t-  »,     0  =  ,      s  =  a(sin  M  -+-  cosm)  cos-  w.     o  =  acosu  cos2w,    ?  =  n  sin  u  sin  2m  ; 

cos  u  ■         2  sin  w  -(-  1        ' 

M  =  s(p-(- l)(p-f-2i,    2u=— +i..     ?  = '..(2w'  — 9W4-12),     0  = r-r-     2.'= -?cos  — -sint.)  =  0. 

?         H  C0s(u^2)  2 

87()7.  —  Onconsidèretroisdroites formant  un  triangle  or  t  by  <-  c  —  0,  d  x  »  In/  ^  c'  —  0,  a  x-t-li  y  -+■  c"  —  0,  el 
lin  point  l'(.r„,  j/ol  situé  dans  le  plan  de  ces  droites.  Kludier  la  position  du  point  I'  par  rapport  au  triangle.  Conditions 
pour  (|iie  ce  point  soit  à  l'intérieur  du  triangle,  ou  dans  l'une  des  régions  limitées  par  les  trois  droites. 


I 
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8708.  —  Etant  données  deux  droites  D  et  0',  trois  points  A,  B,  C  sur  D,  trois  points  A',  B',  C  sur  D',  à  tout  point 
M  de  D  on  fait  correspondre  le  point  M'  de  D'  tel  que  l'on  ait  (ABCM)  =  (AB'CM').  Montrer  queles  points  M  et  M'  tracent 
sur  D  et  D'  des  divisions  liomographiques. 

8709.  —  Calculer  l'aire  commune  à  deux  cercles. 

8710.  —  Equation  générale  des  cercles  coupant  orthogonalement  deux  cercles  donnés. 

8711.  —  On  considère  une  cycloïde,  deux  points  M  et  M'  de  cette  courbe  (appartenant  au  même  arceau)  et  où  les 
tangentes  sont  rectangulaires,  i.ieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes,  i^es  tangentes  se  coupent  en  un  point  P,  et  les 
normales  en  M  et  M'  rencontrent  la  base  en  A  et  A'.  Calculer  la  somme  des  carrés  des  côtés  du  pentagone  l'.MABM'. 

lia'  —  V)  2(i'i' 

8712.  —  Construire  la  courbe  déûnie  par  les  équations    x  =  -— •    y  =  — ■ -•     Equation  de  la  courbe  en 

coordonnées  polaires. 

8713.  —  Une  courbe  plane  est  définie  comme  enveloppe  de  la  droite  xcOba  +  )/sin  i  —  ;)  =  0,  p  étant  une  fonction 
donnée  de  a.  Calculer  le  rayon  de  courbure. 

8714.  —  Trajectoires  orthogonales  des  tangentes  à  une  chaînette. 

8715.  —  Etudier  la  développante  d'une  parabole. 

8716.  —  Trouver  la  développée  de  la  chaînette  ;/ =;  ^  ch  —  Calculer  d'abord  les  équations  paramétriques  ;  puis 
éliminer  le  paramètre. 

8717.— Construirelacourbe   a- +,iy^'  =  a-'.    Calculersalongueur.Mèmequestion  pour  la  courbe    (--)   +(-s-)    =  '• 

8718.  —  On  considère  les  deux  courbes  y  =  {{x),  y  =  [/"I-t)]'"  ;  de  la  tangente  à  la  première  déduire  la  tangente  à 
la  seconde.  Comme  application,  construire  les  tangentes  aux  paraboles    y  =  x^,    y  =  v^'.r- 

8719.  —  Construire  la  courbe    x  :=  >    ii  =  btzt.    On  considère  deux  points  île  cette  courbe  tels  (tue     (, -i- ?.,  =  i. 

cos  ( 
Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  joignant  ces  deux  points. 

8720.  —  Si  les  trois  courbes  définies  par  les  équations  homogènes  f{v.  y.  z)  =  0,  9(.r,  )/,  2)  =  0,  '!/(,r,  y,  3)  =  0 
ont  des  points  communs,  la  courbe  jacobienne 

Cr  r;  n  i 

9'r      ?,;      ?;  =  0 

'r','      'V,      'k'-,      I 

passe  par  ces  points.  Cas  où  les  courbes  sont  des  cercles. 

8721.  —  Construire  les  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle    —^ — -  =  k. 

8722.  —  Construire  la  courbe  y' —  .r'  =  (i-\iif- —  x-] .  On  coupe  cette  courbe  par  des  parallèles  ,a  Oj/.  Lieu  des 
milieux  des  points  de  rencontre. 

8723.  —  Etuiiier  la  courbe    j;  =  a    cos  (  -H  L  tg  — -  1,    y  =  a  sin  /.     Construire  la  développée  de  cette  courbe. 

8724.  —  La  transformation    X  =  «J'cos  y,    Y  =  e^  sin  y    conserve  les  angles. 

8725.  —  Du   centre  0  d'une  ellipse   on  mène  la  perpendiculaire  OP  à  la  tangente  au  point  M.    On  pose    OM  =  r, 

;,''  —  r'- 
OP  —  p  ;    démontrer  que   le  rayon  de  courbure  au   point    M   est  de   la  forme Inversement,  trouver  toutes  les 

courbes  pour  lesquelles  le  rayon  de  courbure  est  de  cette  forme. 

8726  — Trouver  les  asymptotes  de  la  cubique  xy{i-i-y  —  a  —  h) -t-fc(.r-<- )/  —  rt>(.r -h  i/  —  h)— t,ri/  =  0.  Equation 
générale  des  cubiques  admettant  les  mêmes  asymptotes  comme  asymptotes  d'inflexion. 

T 

8727.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  l'équation    y  =  aL  cos  —  •     Construire  celte  courbe.  Calculer  la  longueur 

1 
d'un  arc.  Trouver  labscisse  de  l'extrémité  de  l'arc  de  longueur  — >   ayant  pour  origine  l'origine  des  coordonnées. 

8728.  —   Construire  la  courbe    ,r  :=  — ^^- — >      ?/ ^ —     Calculer  l'aire   comprise   entre   les  axes  Ox,  Oy  et 

i  ^  t        '  i  —  l 

la  branche  de  gauche. 

8729.  —  Construire  la  courbe     h''y-  =  x''{a  —  x).    Trouver  les  points  d'inilexion.  Calculer  l'aire  intérieure  à  la  courbe. 

8730.  —  Etant  donnée  l'hyperbole  équilatère  xy  ^==  1,  on  mène  les  tangentes  aux  points  Ni  et  .Nj  qui  rencontrent 
l'axe  des  j;  aux  points  T,  et  T»,  et  on  désigne  par  I  le  point  lie  rencontre  de  ces  tangentes. 
Démontrer  que  l'aire  limitée  par  OSi,  0^2  et  l'arc  N1NN2  est  équivalente  à  l'aire  limitée  par 
l'arc  NiiNiN:,  les  droites  NsT.;,  Tsfi  et  TiNi.  Montrer  que  les  triangles  GIN,  et  OIN2  ont  même 
aire 

8731.  —  Déterminer  les  asymptotes  de  la  courbe 

[iy  —  x){x-  -¥-  2xy  -h  ly°-)  +  y'-  —  xy  +  2x  —  l  =  0 . 
Position  lie  la  courbe  par  rapport  aux  asymptotes. 

8732     —   Etudier  l'enveloppe  d'une    droite  de  longueur  constante    dont    les    extrémités 
^îf    j    décrivent  deux  axes  rectangulaires.  Calculer  la  longueur  de  cette  courbe  et  1  aire  limitée. 
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8733.  —  Construire  la  courbe    p'  ^=  ,      et  calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe  et  deux  rayons  vecteurs. 

873  4.  —  On  considère  la  courbe  a:' — //- -t-S.r^  +  j;=i/ +  ?/' ^  0.  Que  présente-t-elle  à  l'origine?  Calculer  les  deux 
rayons  de  courbure  h  l'origine. 

8735.  —  On  considère  une  famille  de  courbes  (1)  f(.r,  ij,  a,  b]=  0,  a  et  fc  étant  liés  par  la  relation  (2  tp((i,  b  =  0. 
Cette  famille  de  courbes  a  une  enveloppe  (3)  "j/ta;,  ;/)  =  0.  Dans  l'équation  (1)  on  considère  a  et  b  comme  des 
coordonnées  courantes,  et  .r.  y  comme  des  paramètres  liés  par  la  relation  (3).  Déterminer  l'enveloppe.  Application  à 
l'équation     {x  —  af  -t-  (.'/  —  b)'  —  W-  t=  o  . 

8736.  —  Soient  A  et  B  deux  points  de  la  courbe  p  := /'(m)  corresponlanl  aux  angles  polaires  a  et  'ji.  Calculer  le 
volume  engendré  par  le  secteur  OAH  tournant  autour  de  l'axe  polaire. 

8737.  —  Trouver  la  loi  de  succession  des  ordonnées  des  points  d'inflexion  de  la  courbe    y  =  e-'"  sin  h.v. 

8738.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Oj;  el  Oy,  on  considère  une  courbe  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x. 
On  prend  sur  la  courbe  un  point  M,  voisin  de  l'origine,  puis  sur  Ox  un  point  T  tel  que  OT  ^  arc  OM.  La  droite  MT 
rencontre  0;/  au  point  >'.    Trouver  la  limite  de  ce  point  quand  )I  se  rapproche  indéfiniment  du  point  0. 

8739.  —  Etudier  analytiquement  la  transformation  par  inversion. 

8740.  —  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  cliainctle. 

8741.  —  Construire  la  courbe  ai/' =;  .r(x*  —  ii'-).  Une  parallèle  à  la  droite  y  =  x  rencontre  cette  courbe  en  trois 
points.  Trouver  le  lieu  des  milieux  de  ces  points  deux  à  deux,  quand  la  sécante  se  déplace  en  restant  parallèle  à  elle-même. 

8742.  —  D'un  point  M,  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe  j;  ^  (-,  1/  =  ''•  Qi'd  li^'i  l'oit  décrire  le  point 
51  pour  que  ces  trois  tangentes  forment  un  faisceau  harmonique  avec  la  parallèle  .a  Ox  (ou   à   Oy)  menée  parle  point  M  ? 

i  l  l 

8743.  —  On  pose    z  =  x  +  iy,    Zo  —  x  ~  iy\     que  représente  l'équation     — — -jz—rr  ± —^  ~  0,    n  désignant  une 

y/z        v^o        Va 
constante  positive  donnée  ? 

8744.  —  Courbes  à  tangente  constante.  Courbure. 

8745.  —  Construire  la  courbe     y  =  ,r'  H Peut-on  utiliser  cette  courbe  pour  étudier  les  racines  de  l'équation 

.?  ' 

x'  +  3j''  —  fix'  —  4.r'  -1-8  —  0  ? 

8746.  —  On  considère  la  courbe    x^  —  y-  —  S.c^  +-  x'-y  -h  y'.     Calculer  les  rayons  de  courbure  à  l'origine. 

8747.  —  Lieu  des  points  d'inllexion  des  courbes    '/-  =  1  — >>sin=,r,    lorsque  X  varie. 
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ECOLE  NATIONALE  SUPERIEURE  DES  MINES 


Places   réservées  aux   sous-ingénieurs    et    contrôleurs  des   mines 
et  admission    des   étrangers   aux   cours   spéciaux. 

Algèbre   ri   Analyse. 

I.  —  On  ooiisidcrt;  la  fonction  «>(j;),  égale  i'i  h  ynmr  — a<.«T<0  et  à  /  pour  0  <  a;  <  a.  Drvclopppr 
coite  fonction  en  série  de  Foncier. 

II.  — 2092.  Un  point  niatoiiel  est  lance  en  n  suivant  O.i-  à  l'instant  /  =  0  avec  la  vitesse  fo.  Il  se  déplace 
dans  un  milieu  résistant  dont  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  puissance  ini'me  de  la  vitesse  [m  positif, 
mais  non  forcément  entier).  On  sait  que  son  moiivemcntest  régi  par  l'é(]ualion  dilTérenlielle 

d^j:    _  I  dx  Y 

IF  -~  "^  V^j    • 
Intégrer  celle  équation.  Disctiler  le  moment  on  le  point  s'arrèlera. 

III.  —  2093.  Intégrer  l'équation  difrérenlicUe 


dx^  dx 

Discuter  la  forme  des  solutions  suivant  la  \aleur  du  paramètre  réel  ).. 


[24  juin,  de  S  II.  à  midi.) 
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GêomMrie  et  Mécanique. 
1.  —2094.  Trouver  la  développée  de  la  chaincUe  représentée  par  l'équation 

où  a  désigne  une  longueur  donnée. 

I:;xpriiner  l'arc  de  cette  développée  en  fonction  de  l'arc  correspondant  de  la  chaînette. 

11.  —  Un  fil  ABCDEF,  de  poids  négligeable,  est  disposé,  ainsi  que  l'indique  la  figure,  sur 
deux  poulies  P  et  P'  mobiles  autour  de  leurs  centres.  L'extrémité  A  est  lise.  L'extrémité 
libre  F  supporte  un  poids  donné  Q.  Les  parties  rectilignes  AB,  DC,  EF  sont  verticales.  A 
l'instant  où  commence  l'expérience,  la  poulie  P  tourne  en  sens  inverse  du  mouvement 
des  aiguilles  d'une  montre  avec  une  vitesse  m  et  la  poulie  1"  tourne  dans  le  sens  du  mou- 
vement de  ces  aiguilles  avec  une  vitesse  w'. 

On  suppose  que  les  deux  poulies,  ainsi  lancées,  s'arrêtent  ensemble  au  bout  d'un  temps 
T,  que  l'on  mesure.  Connaissant  les  rayons  et  les  moments  d'inertie  des  deux  poulies  ainsi 
que  le  coetTicicnt  de  frottement  du  lil  sur  ces  poulies,  on  propose  de  calculer  les  vitesses 
initiales  w,  (.)'. 

[25  juin,  de  S  h.  à  midi.) 

Géomélrie  descriplice. 

On  considère  un  plan    PaQ'    coupant  la  ligne  de  terre  au  point  a  :     ,r  =  12,     y  —0,     z  =z  0. 

La  trace  verticale  de  ce  plan  fait  avec  la  ligne  de  terre  prise  vers  la  gauche  un 
angle  de  70°.  La  trace  horizontale  fait  avec  la  même  direction  un  angle  de  60o. 

On  demande  de  placer  dans  ce  plan  un  point  M  tel  que  »;  =  2,  y  :=  :.  Par  le 
point  M  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  PaQ'  dirigée  vers  la  gauche,  et 
sur  cette  perpendiculaire  on    porte    une  longueur     MC  =  6. 

Le  point  C  est  pris  pour  centre  d'une  sphère  dont  le  rayon  est  8. 

Déterminer  l'intersection  de  cette  sphère  par  le  plan  PaQ'.  Représenter  cette 
intersection  en  supposant  la  sphère  pleine  et  opaque. 

Observation.  —  Dans  les  données  ci-dessus,  les  points  sont  supposés  rappor- 
tés à  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  dont  l'origine  est  le  centre  de  la  feuille. 
L'axe  des  x  est  la  ligne  de  terre  prise  vers  la  droite.  L'axe  des  y  est  la  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  menée  en  avant  de  ce  plan.  L'axe  des  z  est  la  perpendicu- 
laire au  plan  horizontal  menée  vers  le  haut. 

Toutes  les  longueurs  sont  données  en  centimètres. 

(26'  juin,  de  9  II.  à  midi.) 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


2095.  —  On  considère  une  courbe  r  du  troisième  degré  et  un  de  ses  points  d'inflexion  0.  Parce  point  on 
mène  une  sécante  quelconque  UAB. 

1°  Lieu  du  point  d'intersection  des  tangentes  en  A  et  B  a  1'. 

2°  On  fait  une  transformation  homographique  de  façon  que  0  et  la  tangente  en  ce  point  aillent  à  l'inlini. 
Montrer  qu'avec  des  axes  convenables  l'équation  de  la  courbe  prend  la  forme 

y-  =z  .v^  +px;-hq. 
30  Se  servir  de  cette  forme  pour  démontrer  ce  théorème  dû  à  Salmon  : 

Si  d'un  point  quelconque  M  pris  sur  une  courbe  du  troisième  degré  on  mène  les  quatre  txnyentes  à  la  courbe 
autres  que  celle  ayant  son  point  de  contact  en   M,    leur  rapport  anharmonigue  est  constant. 

A.   DahmojV. 

2096.  —  On  considère  le  cercle     x-  +  y-  —  iax  —  0     et  un  [loint  M,  ayant  pour  coordonnées  x  et  y. 

t"  Trouver  le  conjugué  M'  du  point  M,  dont  l'abscisse  x'  est  égale  à  —  x.  Calculer  a;  et  y  en  fonction 
de  œ'  et  y'  et  inversement.  Quel  est  le  lieu  du  point  M',  quand  le  point  M  décrit  le  cercle  donné  ?  Quand  le 
point  M  décrit  une  droite? 


;J2 
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■2"  Dans  ce  (lornier  cas,  le  lieu  est  une  hyperbole,  dont  une  asymptote  est  parallèle  à  Oy.  Trouver  le  lieu  de 
son  ccnlre  el  l'enveloppe  de  sa  seconde  asymptote,  quand  la  droite  donnée  cnvelojipe  la  parabole  qui  a  pour 
loyer  l'origine  et  pour  sommet  le  point  symétriciue  du  centre  du  cercle  par  rap|)ort  au  point   0. 

30  On  suppose  que  le  point  M  soilsollicité  par  une  l'oi-ce  représenléepai- le  vecteur  MM'.  Troiner  les  lignes 
de  force  et  les  lignes  de  niveau  du  champ  ainsi  ciéé.  On  ajoute  à  cette  force  une  force  égale  à  l'ordonnée  du 
point  M'  changée  de  signe.  Etudier  le  mouvement  iiue  prend  le  point  M,  ayant  pour  masse  l'unité  et  soumis  à 
ces  deux  forces.  Pour  t  =  0,  x  —  2a,  y  —0,  la  vitesse  est  parallèle  à  Oy  et  égale  aussi  à  2a.  Faire  varier 
(  de  0  à  i-r.  seulement.  li.    H. 


DEUXIÈME    PARTIE 
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2006.  —  Elanl  donné  un  rectangle  ABCD,  on  considère  l'enveloppe  des  droites  qui  partagent  l'aire 
de  ce  rectangle  dans  le  l'apport  k,  et  l'on  demande  d'étudier  les  formes  prises  par  celte  enveloppe  quand  k 
varie  de  0  à     -+-  oc. 

Evaluer  l'aire  comprise  à  l'intérieur  de  la  courbe  fermée  qui  forme  l'enveloppe  cherchée. 

Quelles  sont  les  dimensions  du  rectangle  d'aire  minima  circonscrit  à  celte  courbe  et  celles  du  rectangle 
d'aire  inaxima  ? 

i.  Les  axes  de  coordonnées  étant  les  axes  de  symétrie  du  rectangle  et  les  coordonnées  des  sommets 
±  a,     ±b     (a>6),     l'aire  du  rectangle  est  'lab.  Supposons  d'abord  k  inférieur  à  1. 

Une  droite  A  répondant  à  la  question  découpe  dans  le  cas  de 


D 

\lN     N           A 

—  -____ 

-A  -^  — 

y 

°"^' 

,V1' 

À                0 

7'.\ 

M         JC 

la  ligure  un  triangle  AMN  tel  que 
aire  AMN 


=  /.-. 


aire  MBCDN 
La  somme  de  ces  aires  étant  d'autre  part  iab,  on  a 

aire  AMN  =  iab 


Elle  a  comme  équation 


1 

Cette  aire  est  constante  comme  il  est  facile  de  le  prévoir. 
L'enveloppe  de  A  est  donc  une  hyperbole  équilatère  H  d'asymptotes 
AB  et  AD,  résultat  que  l'on  retrouverait  aisément  par  le  calcuL 

i-  —  a){ij  —  h)  —  Iab 


k  -H  1 
\—k 


0. 


au  —  «1/  —  bx  -\-  ab  —      , 

On  voit  que  l'arc  utile  de  cette  hyperbole  est  l'arc  VQ  qui  correspond  aux  deux  positions  limites 

I 


BN'  et  DM'  de  a.  L'abscisse  de  P  est  d'ailleurs    a 


•k  \  -  k 

et  l'ordonnée  de  (J,     b- 


Il  y  a  d'autres  droites  telles  que  a,  (lui  partagent  le  rectangle  en  deux  trapèzes  AM)NiD  et  M|BC.N|. 
Le  trapèze    AM|Nil)    ayant  une  aire  constante,  la  somme  des  segments    AM,    et    DN,   est  constante  el 

égale  à    46 •     Leur  demi-somme  est  donc     ■2b  - — '■ (Jn  en  déduit  que  a,  passe  par  le  pi)iiit  0- 

Les  positions  limites  des  droites  Ai  sont  (Jl)  et  QA. 

En  définitive,  si  A- est  compris,  comme  nous  l'avons  supposé,    entre  0  et   I,  l'enveloppe  des  droites 
A  est  une  courbe  PQRS  formée  de  quatre  arcs  d'hyperbole  équilatère  symétriques  deux  à  deux  par 
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rapport  aux  axes  de  coordonnées.  La  droite  A  reste  tangente  à  un  arc  H  de  cette  courbe  de  P  en  0, 
puis  pivote  autour  de  Q,  reste  tangente  à  l'arc  QR,  pivote  autour  de  R  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'elle  soit  revenue  à  sa  position  primitive. 

Enfin  il  est  inutile  de  supposer  li  supérieur  à  1,  car  à  deux  valeurs  de  /.■  inverses  l'une  de  l'autre 
correspondent  évidemment  la  même  enveloppe. 

Nous  nous  borneroniî  donc  à  supposer  /.■  allant  de  0  à  1.  On  voit  alors  que  l'enveloppe  r  de  A  a 
comme  positions  limites  le  rectangle  ABCD  pour     A:  =  0     et  le  point  0  pour     k  =  l. 

2.  Calculons  l'aire  A  comprise  à  l'intérieur  de  cette  courbe  r. 
C'est  quatre  fois  l'aire  OPQ  limitée  à  l'hyperbole 

.       -,,/'■  1 


Posons  poursimpliûerlecalcul 
On  a  pour  l'aire  cherchée 


•2k 


/.-H-l 


A;  +  1    X  —  a 
=  A,     ce  qui  revient  à  prendre 


=  46a(l  —  X)- 


nbl 


AalAL- 


-rt(i— À) 


nbl 


dx 


=  ia6(l  —  À)  4-  4aiÀLX 
=  ^«^(l— X+  XLX). 
En  reprenant  les  notations  primitives,  on  a 


■  2A-L  ■ 


2k 


l+A-  V       1-hA- 

L'étude  des  variations  de  cette  aire  est  immédiate.  X  varie  dans  le  même  sens  que  k  et  va  de  0  à  1, 
quand  k  va  de  0  à  1. 

D'autre  part  la  dérivée  de  A  par  rapporta  X  est  4a6LX  et  est  toujours  négative.  Donc  X  décroît 
quand  k  va  de  0  à  I,  résultat  d'ailleurs  évident  géométriquement. 

3.  Considérons  un  rectangle  circonscrit  à  la  courbe  r.  Les  cotés  de  ce  rectangle  peuvent  être,  soit 
des  tangentes  à  des  branches  hyperboliques,  droites  que  nous  appellerons  A,  soit  des  droites  passant  par 
un  des  points  P,  Q,  R,  S,  droites  que  nous  appellerons  Ai.  Trois  cas  peuvent  se  présenter.  Le  rectangle 
peut  être  formé  do  quatre  droites  A,  nous  l'appellerons  un  rectangle  de  première  espèce;  ou  bien  de 
deux  droites  A  et  deux  droites  a,,  nous  l'appellerons  rectangle  de  deuxième  espèce.  Enfin  le  rectangle 
peut  être  de  troisième  espèce,  ses  côtés  étant  des  droites  Ai. 

11  faut  chercher  pour  chacune  de  ces  catégories,  quand  elle  existe,  le  rectangle  d'aire  maximum  ou 
^x  minimum  et  ensuite  comparer  les  valeurs  obtenues. 

a)  Prenons  d'abord  les  rectangles  de  première  espèce  formés  de  quatre 
droites  ^  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  0.  La  droite  A  étant  tan- 
gente à  l'hyperbole  H  comprise  dans  l'angle  A,  prenons  la  symétrique 
a'  par  rapport  à  Ox  du  cùté  suivant  du  rectangle  circonscrit,  côté  qui  est 
perpendiculaire  à  A.  La  droite  a'  ainsi  définie  est  tangente  à  la  même 
hyperbole  H  et,  de  plus,  si  l'on  remarque  que  l'angle  de  a  avec  Ox  est 
égal  à  l'angle  de  a'  avec  Oy,  on  voit  que  ces  deux  droites  sont  symé- 
triques par  rapport  à  la  bissectrice  .\Y  de  l'angle  A .  D'ailleurs  le 
rectangle  considéré  ne  sera  à  conserver  que  si  les  deux  points  de  contact  T  et  T'  sont  sur  l'arc  PQ  de 
l'hyperbole  II. 


M 

\ 

0 

/            \ 

A 

0 

''h             F\ 

"S-               \ 

j: 
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L'aire  du  rectangle  correspondant  est  égale  à  quatre  fois  le  produit  des  distances  de  0  à  deux 
cùlés  consécutifs,  donc  à  quatre  fois  le  produit  des  distances  de  0  aux  deux  tangentes  A  et  a'.  Evaluons 
cette  aire  S. 

Il  est  commode  d'ell'ecluer  un  changement  daxes    de  coordonnées  en  [uenant  AX  comme  nouvel 

axe  des  .r  et  AY  comme  nouvel  axe  des  y.  X,  Y,  étant  les  coordonnées  d'un  point  dans  le  nouveau 

(.r—  a)  —  (y  —  lj)                              ( j  _  g)  -f  (y  -  b) 
système,  on  a  X  = ;= >  j  = -= • 

-  v'2  —  <J->. 

L'équation  de  l'hyperbole  11  devient 


Y-  —  X-  =  -iab  —  =  p- 

1  -t-  /.■         ' 


m  posant     p  =  Vi  ai ^^ Les  coordonnées  de  0   deviennent 

*  d  -t-  /.' 


s/2  '  n/^ 

Désignons  par  X,  Y  et     —  X,    Y  les  coordonnées  de  T  et  T'.  Lesdistancesde  U  aux  tangentes  en 
T  et  T'  se  calculent  immédiatement  et  l'on  trouve  ainsi 

4(Y^i  —  \a  -  p-')[\?  H-  Xa  —  p-}   ^    A[{Y?>  —  p^f  -  \H^] 
s  -  X'-  -)-  Y-  ~  X=  +  Y^ 

■    En  remplaçant  X-  par    Y'-— p-,     on  a 

Ji[Y%a^  -  x')  --2p'\'fi  -+-  pHx^-  +  p^-)] 

expression  d'ailleurs  toujours  positive  d'après  la  position  de  0  par  rapport  à  11. 
Sa  dérivée  par  rapport  à  Y  est 

Les  racines  sont  toujours  réelles,  car  (x- -^f' -\-2p-)- —  H<i'p' :^  =i' ^2i'{<^^  ^  ~2p') -^{i^' — -2p'f, 
quantité  toujours  positive.  Donc  S'  a  deux  racines  positives  puisque  ici  |î  est  toujours  positif.  D'ailleurs 
en  substituant  p  dans  S',  on  a  un  résultat  toujours  négatif.  Une  seule  des  racines  de  S'  est  supérieure 
à  jj  et  acceptable  ;  nous  la  désignerons  par  Yj. 

Cette  racine  Y,  doit  correspondre  à  un  point  situé  sur  l'arc  utile  l'O.  Son  ordonnée  Y  doit  être  infé- 

-2b-  -i-  p-  . 

rieure  à  l'ordonnée  de  P,  ordonnée  qui  est  égale  à      — :>r7^ — '       comme   il  est  facile  de  le  voir  en 

remarquant  que  l'équation  de  OP  est    X  =  Y  —  b^/J. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  S'  on  trouve  un  résultat  de  substitution  qui  doit  être  positif  si 
Y,  est  acceptable,  ce  qui  donne  la  condition 

;/(fl  —  3é)  —  •2hp'\a''  —  kab  +  b-)  —  \ab\a  _  i)  >  0. 

Remplaçons   p-  par  sa  valeur    Aab r-.     cotte  condition  devient 

/.-(:>(/"-  —  b«6  -  b-)  —  -21^  (a  —  'àb)  —  b{a  -  b)  >  0, 
QU  (/,•  -  i)[k{-2a'  —  oab  —  b')  —  b^a  -  b).  >  0. 

k  étant  compris  entre  0  et  \,  on  a 

l;(2d-  —  îiab  —  b-)  <  b(a  —  b) . 
Les  résultats  do  la  discussion  sont  faciles  à  obtenir.  La  condition  est  toujours  voriliée  si     «  <  36. 
Si  a  est  supérieur  à  -ib,  il  faut  avoir     /.■  <  k'     avec 

/.'=  V  -  ^) 

2a»  —  bab  —  b'  ' 

nombre  compris  entre  0  et  1. 
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lùiliii,  on  voit  (|ir'il  faut  encore  écrire  que  le  sommet  de  l'hyperbole  H  est  bien  dans  l'angle  xOij 

des  axes,  sans  quoi  les  rectangles  de  première  espèce   ne  peuvent  pas   exister,  condition   obtenue   en 
k  ...  .  b 


<  -llj-      ou  encore     /.■  <;  — 


valeur  k^    toujours  inférieure 


écrivant     jo<;Ai>     ou     \ab 

à  /.•'. 

En  résumé  : 

Les  rectangles  de  première  espèce  n'existent  que  pour     /.■  < ,- .     et,  dans  ce  cas,  il  y  a  une 

■^  2«  —  b 

aire  maximum  pour  S,  donnée  par  S(p),  et  une  aire  minimum  donnée  par  S(Y,). 

L'aire  maximum  correspond  à  un  carré  et  est  égale  à    4;/;  —  3j^.     L'aire  minimum  correspond  à 

un  rectangle  défini  par  la  racine  supérieure  Y,   de 

^(Y)  =  -2iY-  -  Y(i^  -H-  ;y-  -f-  2/3^)  -H  p-'p  =  0. 
On  a  pour  cette  valeur  Y, 

^^  2Yr-/J^  "  4Y, 

puisque  Y,  annule  S'(Y).   Calculons  cette  valeur  en  remarquant  que 


On  a 

S(V,)  =  2(?^ 


4i 


'i  -  -r^  -ir 


'P'-^-lp'-.-K  ^         (a--Hi-. 


.^>pif 


Mais     (a2  -1-  i^  -I-  2;y-)-  —  X2  =  8p2^-.     Donc 

S(Y,)  =  2{,S-2  —  a^)  —  (a^  -+-  p  -I-  V  —  >•) 


=   i^  -  3a-  -  2p»  H-  v/(a'^  -h  ii'  -t-  tp^f  -  8/5^^2. 

r           1                             *  —  *            ^         a  -(-  6            ,        ,    .         ^" 
Rappelons  que     a  =  — - — ^        i  =  — - — ;      p-  =  Aau  — -• 

i)  On  aurait  pu  appliquer  les  coordonnées  polaires  à  l'élude  du  cas  précédent.  Nous  allons  montrer 
par  exemple  comment  on  peut  les  introduire  pour  l'étude  des  rectangles  de  deuxième  espèce. 

P 

Si  0  désigne  l'angle  de  a  avec  Ox  et  par  suite  l'angle  de  AT  avec  AU,  on  a     AT  =  ^^-       et 

^  "  s/siniO 

par  suite     Aë  =  2AT  sin  0.     Le  calcul  de  EG.  puis  de  (jF  et  enfin  UE  s'en  déduit  immédiatement. 

,-,„                              /sinSe                    b-p^J^Uks^i 
OE  =  n  H ï —  a  -{ 

IgO  tg  0 

La  distance  de  0  à  i  est  OEsinO    La  distance  de  0  à  la  perpendiculaire    i,  à  a  est  OP  cos  0.  On 
en  déduit  pour  l'aire  du  rectangle  de  seconde  espèce 
yi  ^  S  =  40E.OP.sin'JcosO. 

l'osons     IgfJ  =  3-,     on  a 

6-p;v/-2  ..  .: „  t?" 


OE  =  « 


S  —  4</ 


Donc 
1  -  /.■ 


[•' 


et 


p--fi 


sin  y  cos  0 


)r 


1+tg^O  i 

1  —  A'    n:^  —  Pv'?« 


S'  =  4a 


l  +  A- 
La  dérivée  est,  par  rapport  à  :, 

\  —k    -  -2n-J  -+-  •ipfiz'  -  ibz'  H-  'in 


i-r-k 


p,li 


1  -+■  k  (1  +  -jy 

L'angle  0  considéré  est  aigu  et  l'on  peut  supposer  que  ;  est  essenlielleineuL  positif. 
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Le  sijine  de  S'  est  alors  le  mt'me  que  celui  de 

^(:)  =  -2a(:^- 1)4-/^/2(33- l)-4/>. 

La  dérivée  est 

;*+  1  _  :*  4-  1  :'-H  l 

/'(:i  =  —  ia  — -^    +3pv/2  — j7—  =  — - —  (3p^/■2  —  'ta:). 

L'application  du  Ihéorèuie  do  HoUe  est  alors  immédiate.  Un  trouve  ainsi  que  si 

243p*  -  43'2a6/j2  -+-  6Wr 
est  positif,  il  y  a  deux  racines  ;,,  z^  positives  pour  f(z)  et  par  suite  pour  S'(:).  Il  n'y  en  a  aucune  dans 
le  cas  contraire.  En  remplaçant  jf-  par  sa  valeur  on  est  ramené  au  signe  de 

k'i'ta^  -h  135//-)  -+-  4/f(2a=  —  '^Ib'^)  -+-  in-. 
Ce  trinôme  en  k  n'a  de  racines  réelles  que  si 

4(2(1^  —  2762)-  _  4„2(4,,2  _^  i;,fi/j2)  ^  97-2i'-(36=  —  a') 

est  positif,  c'est-à-dire  si     a  <  b\/3. 

En  cherchant  le  signe  des  racines  et  les  classant  par  rapport  à  0  et  I,  on  en  conclu!  (}ue  les  racines 
3,  et  «2  de  S'(z)  existent  si  a  >  b\^3.  Mais  que  si  a  <  bi/'d  elles  n'existent  que  si  k  est  compris 
entre  0  et  A',,  ou  entre  /(.  et  1  en  désignant  par  /.,  et  k.^  les  deux  racines  du  trinôme  en  /.-. 

l'ne  valeur  z,  ou  z-,  de  :  n'est  pas  d'ailleurs  toujours  acceptable  11  faut  que  le  point  T  soit  com- 
pris entre  F  et  Q  et  de  plus  que  A,  ne  coupe  pas  le  contour  de  1'.  Si  l'on  désigne  par  6,  et  0-,  les 
angles  aigus  que  font  avec  Oj:  les  tangentes  à  H  en  P  et  Q,  on  voit  que  pour  un  rectangle  de  seconde 

espèce  acceptable  on  doit  avoir 

tg  6.  <  tg  0  <  tg  e,, 

et  de  plus     tg  0  <  cotg  Oj.     Le  calcul  de  tg  6,,  tg  0,  ne  présente  aucune  ditliculté  et  l'on  trouve  aisément 

^^  "'  -  7  1  -h  k  ~  TôF'  ^^  '-  ~  ~     tk     ~  ~f^' 

D'ailleurs  on  a     tg  0,,  <  cotg 'J2     si     k '^>  ko     et      tg  0.  >  cotg  D.j      si      A' < /•„,      la  valeur  de  /■„  ayant 

déjà  été  définie,     /i„  = 7-- 

En  remar(|uant  que     tg  9  =  ;2,     on  voit  que  si     A  >• /î„     on  doit  avoir 

2a  p 

p  p 

Si     k  <  /.„     on  doit  avoir  "i-  <  =  <  ir' 

2a  "îb 

S'{z)  est  du  signe  de     F{z)  =  —^az^  -h'dp'/'ïz^  —  ibz'-'  -h'iaz  —  p'J±.     Les  résultats  de  substitution  mon- 
trent que 

I-Y  A\    est  du  signe  de     k\U^  -  a»)(v''J—  I)  —  2A-[a2(v/-2"-  1)  -+- h'']  —  n\s/ï  —  1), 
\  'ia    ' 

I-ViL)    est  du  signe  de     k-[b\^ï{:ia^  —  6=)  -  u(n-^  -hb-)\  +  2/.-/rV2  +  b-\a  -  Wi), 

vf—)    est  du  signe  de     A-»(36^  -  a'-)(v/2  —  1  ) -I  A-'-[(6v/2  -  7)/-^ -t- «'-] -I- A(3*^2  -  o)i^  -  b\ 

A  iif|ioiivanl  vaiici  .|iie  de  0  a   I ,  on  en  déduira  que    l''(-|-)    est  toujours  négalil.  qu(-l  (|ue  soit  le 

sicne  de     «  — /n':T.     Comme  d'autre  pari      '^  est  compris  entre  :,  et  :,  et   (iiie   celte  valeur  est 

"  ia 

supérieure  à    -^.    on  voit  inie    —    est  toujours  inférieur  aux  deux   racines  :,  et   z.  i|ui   sont  accep- 
2'/  2(1 


tables. 
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Ouant  aux  conditions      :.  <  —     ou     :  <<  -^      leur  étude  est  compliquée.   Il  faudra  chercher 
p  2w 

pour  chaque  valeur  numérique  de  /.'  et  de  —  quels  sont  les  résultats  qu'elle  donne. 

c)  L'étude  des  rectangles  de  troisième  espèce  montre  immédiatement  que  l'aire  d'un  tel   rectangle 
est  maxima  pour     0  =  -^  •      KUe  est  alors  égale  à     afil i   •      Elle  est  ininima  quand  0  a  la  plus 

petite  valeur  possible,  c'est-à-dire  quand  6  est  égal  au  plus  grand  des  deux  angles      —  —  6|     et  0,, 

soit     — -  —  6,.     L'aire  est  alors  égale  à 

/  l  —  ky  /   l  —  k\-        IQa'  a^{l  —  l:Y- 

abl cos-  'Il  =  abl 


1  +  A-  /        "  \  I  -H  yt  7     p'  -h  16a'  a-({  -{-kf-  -t-  h-k- 

Il  resterait  maintenant  à  classer  les  diverses  valeurs  de  S   ainsi  obtenues.   11   faudrait  pour  cela 
classer  d'abord  les  diverses  valeurs  de  a  :  Â-„,  k,,  ki  et  les  racines  de    p(-;t--  )>    F"!  "~^  )  '    '-haciin  de 

ces  classements  conduit  à  classer  des  valeurs  du  rapport  --■    Enlin  dans  chacun  des  cas  ainsi  obtenus, 

il  faudrait  comparer  les  diverses  valeurs  de  S  obtenues  pour  chacune  des  trois  espèces  de  rectangles. 
Il  est  facile  de  voir  que  certains  de  ces  classements  sont  à  peu  près  impossibles  si  l'on  garde  les  deux 

paramètres  y  et  k.  En  pratique  il  faut,  et  c'est  la  seule  méthode,  pour  chaque  valeur  de  —  et  de  A-, 

calculer  ces  diverses  aires  pour  les  classer;  d'ailleurs  certains  de  ces  calculs  comme  celui  de  S(:,)  et 
S(î2)  ne  peuvent  se  faire  que  par  approximations.  Les  calculs  qui  précèdent  ont  servi  simplement  à 
préparer  un  tel  classement.  A.  S.-L. 

Solutions  satisfaisantes:  MM.  Roix,  instituteur  à  Clialon-sur  :»aône  ;  K.  Malaise,  a  Denain  ;  R.  Boïer,  lycée  de  Nice. 


2013.  —  On  considère  uni'  parabole  et  le  triangle  normal  circonscrit  qui  correspond  à  un  point  M  du 
plan  de  cette  parabole. 

1"  Trouoer  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  ce  triangle  est  isocèle,  ainsi  que  le  lieu  du  sommet  N  où 
se  coupent  les  côtés  égaux.  Trouver  aussi  le  lieu  des  deux  autres  sommets. 

-2°  Le  lieu  du  point  M  est  une  cubique  R.  Trouver  les  parties  de  cette  cubique  qui  correspondent  aux 
points  M  pour  lesquels  le  triangle  indiqué  est  réel  et  dire  quelles  sont  /e<  positions  correspondantes  du  point  N. 

'^°  Voir  ce  qui  arrive  quand  le  point  M  est  un  des  points  réels  d'intersection  de  la  cubique  R  avec  la 
parabole  ou  avec  la  développée  de  cette  parabole.  Où  est  le  point  .M  qui  correspond  à  un  triangle  équilatéral? 

1.  La  parabole  donnée  est  représentée  par     y-  —  "ipx  =  U. 

Désignons  par  a  et  i  les  coordonnées  du  sommet  N  adjacent  aux  deux  côtés  égaux,  par  (a',  p.') 
celles  du  sommet  .\",  par  (a",  p')  celles  du  sommet  N'.  »'  et  a",  ^'  et  p"  s'expriment  en  fonction  de  a 
et  p  au  moyen  des  équations  connues  qui  donnent  les  coordonnées  des  points  communs  aux  deux 
courbes  représentées  par  les  relations 

■  2^^  -  pa  +  p'  2ap 

(a)  X,  =  -^ '- ;/,  = 

p  p 

dans  lesquelles  on  considère  a  et  i  comme  coordonnées  courantes.  On  trouve  ainsi  (ces  coordonnées 
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des  points  Communs  élanl  ï,  i',  i"  td  ^,  3',  ^"j 


Exprimons  que   les  distances  du  sommet  N(a,  'fi)   aux  deux  sommets  K'(a',  fi')  et  N"(a",  fi"j  sont 
égales  :  v/ra^^']M-  (P  —  PV  =  v/(a  —  <»")' -4- (?  - 1^")^ 

Après  avoir  élevé  les  deux  membres  de  cette  équation  au   carré  ft  après  avoir  substitué  à    (2',  i'), 
(a",  ^")  leurs  valeurs  données  p.ir  les  relations  (a'),  on  trouve  l'éciuatiori 

il  4|i-  -t-  ipa  —  3/j-  =  0, 

qui  est  celle  du  lieu  cherché  du  sommet   N. 

Itln  remarquant  qu'en  vertu  des  relations  (a'),  »'  et  »"  sont  les  racines  de  l'éiiuatioQ 

/w:2  +  2^i-.,, -H  "-i^i'  =  0, 
on  [letit  désigner  a'  et  a.''  par  .v. 

De  mrme,  désignons  p'  et  b"  par  7  ;   car  en  vertu  de  ces  relations  (a'  ,  fl'  et  fl"  sont  les  racines  de 

l'équation     :>v-' +  i?.;/ -t- yoa  =  0.     On  trouve  alors 

(a")  a  =  -^  {—  y  T  v'y--'^px). 

r 


'' 5 

Il  sullitde  porter  ces  valeurs  de  a  et  de  'fi  dans  l'équation  (I),  pour  oblenii  immédiatement  l'i-qua- 
lion  du  lieu  décrit  par  N'  et  par  N", 

("^)  32j/*  -  4p(20.r  -h  •ip)y^  -  p^(<ix  +  3/^)=  =  0, 

Si  on  élimine  z  et  p  entre  les  relations  {a)  et  l'équation  (Ij,  on  trouve  l'équation  demandée  du  lieu 
décrit  par  (.r,,  1/,),  c'esl-à-dire  ré(|uation  de  la  cubique  K  : 

(3)  27/j,/î  -  (2x,  -  opY[x,  -  f  )  =  U. 

henxléwe  méthode  pour  ohtenir  le  lieu  des  sommels  N'  et  N".  —  On  peut,  sans  recourir  aux  relations 
(a")  et  en  se  servant  uniquement  des  formules  connues  (a),  déduire  le  lieu  des  sommets  N'  et  N"  des 
équations  fi)  et  (3).  En  eflet,  à  un  point  [xi,  1/,)  (point  d'émission  des  normales)  correspond  non  seule- 
ment le  sommet  N(a.  p)  du  triangle  normal  circonscrit,  mais  également  le  sommet  N'  et  le  sommet  N". 
Si  donc,  dans  l'équation  (3)  qui  donne  h;  lieu  du  point  (.c,,  y,)  ou  remplace  les  coordonnées  .r,  el  7,  par 

les  valeurs     x\  —  '- —     et     1/,  = —.     I  équation  ainsi  oliteniie  représentera  le  lieu  des 

P  V 

trois  sommets  N,  N',  N".  Son  premier  membre  devra  donc  se  décomposer  en  deux  facteurs.  Le  premier 

facteur,  égalé  a  zéro,  sera  l'équation  di'jà  connue,  4fi--t-4;)c(  — 3;;-  =  (),  du  lieu  du  point  N.  Donc,  en 
divisant  ce  premier  membre  par  'i^'' -t- 4/)oc  — S//'',  on  trouvera  le  second  l'acleiir  (jui  est  le  premier 
membre  de  ré(iuatioii  du  lieu  des  points  ^'  et  N".  Ell'ectuons  donc  dans  l'équation  (3)  le  remplaceuient 
indiqué  de  .c,  et  de  ;/,   par  leur  valeur  en  fonction  de  a  el  de  fi;  nous  aurons 

128fl'''  -  (l'.)2/>a  -t-  \Up','fi^  -  (:{:«)//^a2  — 't't//ia)p^  —  16/v'a'  -  ■.<,(,p'-y.- -^ilp<'  =  0. 
Divisons  le  premier  membre  de  cette  équation  par     4p*  H- 4yja  —  ."^/j*  ;      nous  trouverons  le  second  fac- 
teur, lequel,  égalé  il  zéro,  sera  l'équation  cherchée  du  lieu  des  sommets  !S'  et  N": 

(2)  3j[^*  — 4)o(-20i-+-3/;)fl--//-(2(»H-3/;)-  =  0. 

Four  obtenir  les  coordonnées  des  points  communs  à  la  cubique  It  et  :i  la  parabole  ilouiii'c,  l'Iliui- 
nons  1/'  entre  l'éfiualion  </-  —  2/;j;  =  0  de  cette  parabole  el  l'éiiualioii  (3)  de  celte  cubi([ue.  l.e  résul- 
tat de  l'élimination  est 

16j:^  -  Hipx'  ~  Wip^j-  -  2%'  =  (2x  -i-  p)\ix  —  iop)  =  0. 
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P 
L'abscisse  double  a-= — -  correspond  dans  les  deux  cotirbesàcieux  coordonnées  imaginaires,    ±pi. 

li'abscisse  -y—  correspond    aux     ordonnées     ± — ^     des  deux  points  d'intersection  réels   A  et   A', 

symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  des  points  communs  à  la 
cubique  R  el  à  la  développée  27;j?/-  —  %{x — p)' =  0  de  la  parabole  donnée.  Le  résultat  de  l'éli- 
mination de  if  entre  cette  dernière  équation  et  celle  de  la  cubique  R  est 

16a;'  — 12^2-2  _2ip2a.  _  7^3  _  [9x -^- pfi'ix  —  Ip)  =  0. 

Ip 
On  voit,  comme  précédemment,  que  l'abscisse     x  =  —  -    correspond  seule  à  des  points  réels  B  et  B', 

dont  les  ordonnées  sont     ±  —^ — ,    et  que  ces  points  sont  égalementsymétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

Pour  trouver  les  coordonnées  du  point  (r,,  )/,)  lorsqu'il  occupera  sur  la  cubique  R  une  position 
telle  que  le  triangle  normal  circonscrit  correspondant  à  ce  point  soit  éqiiilatéral,  nous  emploierons 
deux  méthodes. 

^™  méthode.  —Les  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par  les  équations(l)  et  (2)sont 
tels  qu'on  a  simultanément  NN'  =  NN''  et  NN'  =  N'N",  puisque  pour  ces  points  communs  le 
lieu  du  point  N  est  le  même  que  le  lien  dn  point  N'  ou  du  point  N".  Il  en  résulte  que  lorsque  le  point 
N  se  trouvera  à  un  des  points  d'intersection  des  courbes  (i)  et  (2),  on  aura  NN'  =  NN"  =  N'N",  c'est- 
à-dire  un  triangle  équilatéral.  Pour  trouver  les  coordonnées  des  points  communs  aux  deux  courbes 
(1)  et  (2),  éliminons  |5-  entre  ces  deux  équations.  Le  résultat  de  l'élmiination  est 

a(jo  — a)2  =  0. 

L'abscisse  a  =  p  ne  convient  pas  ;  car  à  cetle  abscisse  correspondent  les  deux  ordonnées  imagi- 
naires  conjuguées   données   par  l'équation     A^--hp^  =0.     A  l'abscisse     a  =  0      correspondent  les 

deux  ordonnées  réelles  ^  =  ±  '-_^— •  Le  système  I  a  =  0,  p  =  H )  donne  un  triangle  équi- 
latéral. A  cescoordonnéesde  Ncorrospondent  les  coordonnéesde  N' et  N"     (0, 3~)-     ( —'  0 

En  prenant     p  =  —  »      on  retomberait  sur  le  même  triangle  équilatéral.  Si  on  introduit  ces  valeurs 


dans  les  formules  (a),  on  trouve  que  les  coordonnées  du  point  d'émission  {.r,,  î/i)  des  trois   normales, 

ou 
le  cas  du  triangle  équilatéral  sont  -—  et  0. 

?"   méthode.    —  Les  relations  [a')  donnent 


ou 
dans  le  cas  du  triangle  équilatéral  sont  -—  et  0.   Ce   sont  celles  du    point   double  C  de  la  cubique    R 


N'N-"2  =  (^'  _  a")-2  -h  (p'  _  p")=  ^  ^:y  ^f"  l(i'       ' 


pi 
Si  le  triangle  normal  circonscrit  est  équilatéral,    le  sommet  iN(a,  |î)  est  à  une   distance  de  la   base 

N'N"  X  /3 
N'N"  égale  à Le  côté    N'N"    est  représenté   par    l'équation     pa- -)- 23y -(- 2p-   =  0.     Une 

deuxième  expression  de  la  distance  du  point  a,  3  à  ce  côté  est  donc     -  En  égalant  les  deux 

v/432_j_p2  ^ 

expressions  du  carré  de  cette  distance,  il  vient 

(4)  V(4|32  _^  ^j,)2  _  3(4^2  _^  p2)2(^2  _  2pa)  =  0. 

Ainsi,  dans  le  cas  du  triangle  équilatéral,  les  coordonnées  a  et  |5  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations 
(1)  et  (4).  En  éliminant  'p-  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  comme  précédemment 

a(p  — a)2  =  0. 
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Cherchons  maintenant  les  coordonnéfis  des  sommets  du  triangle  et  la  longueur  de  ses  côtés  égaux, 
lorsque  le  point  (.r„jy,)  occuiie  les  diverses  positions  de  Ténoncé. 

Supposons  dabord  ce  point  en  A.   Les  coordonnées  de  ce  point  A  ont  été  trouvées  précédemment  ; 


20» 

elles  sont      — —    et 
4 

l'"n  [)orlanl      r,  = 


o/Jv:2 


23p 


ins  la  relation     x, 


2^-  —  pg  +  p- 
P 


il  vient 


8^12  —  4/130  =  21/)2. 


y- -h  ip'x   =  3/J-.     l'^n    résolvant    ce    système,    on    trouve     2=  — 


r>p 


2a^ 


L'équation      (1)     donne 

Fn  emplovant  la  formule  connue     1/,  =  —  — ->    on  voit  que  le  signe    4    convient  seul  pour  l'expres- 

'  p 

sionde  |i. 

Les  relations  (a')  font  connaiire  les  coordonnées  («',  ?■';,  (a",  ^''j  des  sommets  N' et  N" 

5p/f 


=  /j. 


■5p,     p" 


pv/2 


On  calcule    a  —  «',     ?  -  ?',     «  —  »"    et     p  —  ^",     et  on  trouve 


y(aTr^^)2-+r(^IZ]?)î  =  ^/(a_5,")---i-(p— ^")-  =  -^4—'     longueur  des  cùtés  égaux. 

Lorsque  le  point  (x,,  1/1)  vient  en  A',  on  obtient  un  triangle  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x 
de  celui  qui  correspond  à  la  position  A  du  point  (a,,  jy,). 

Pour  que  d"un  point  donné  (x,,  y,)  on  puisse  mener  trois  normales  réelles  à  la  parabole  donnée,  il 
faut  que  ce  point  soit  situé  à  l'intérieur  de  la  développée  de  cette  parabole.  Or  on  sait  que  cette 
développée  rencontre  la  parabole  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  w    (4p,     ±  ^Pv/^). 

On  construit  la  cubique  R,  la  parabole  donnée,  la  développée  de  cette  parabole  et  la  parabole  lieu 
du  point  N.  Les  coordonnées  des  deux  points  réels  B  et  B'  communsji  la  cubique  R  et  à  la  développée 

.       .  .  ''/>  _!_    P^- 

de  la  parabole  donnée  sont,  ainsi  qu  on  a  vu,     x  =  — ,     y  =  ±  -^  ■ 

Tous  les  points  (x,,  1/,)  de  la  boucle  MBB'  étant  extérieurs  à  la  développée  sont  les  points  d'émis- 
sion d'une  normale  unique.  A  ces  points  correspondent  sur  le 
lieu  du  point  N  les  parties  DO'D'  de  la  parabole 

4P-+-4pa  —  ;.tp=  =  0, 
(}ui  se  trouvent  à  l'intérieur  de  la  parabole  donnée.    Lors(|ue  le 
point  (x,,  j/,j  est  en  B  ou  B',  on  a  deux  normales  confondues; 
en  ce  cas  le  triangle  normal  circonscrit  correspondant  à  (xi,  t/,) 
se  réduit  à   un  seul  côté,  car  les  deux  sommets  N'  et  N"  sont 
confondus  en  un  seul  point.  On  a  alors 
'p-  —  'ipa  =  0, 
le  point  N  se  trouve  en  un  des  points  (D,  IV) 

^a  =  -,     ^-4- -3-) 
d'intersection  de  la  parabole  donnée  et  de  la  parabole    I  )  lieu  du 


point  N.  Les  coordonnées  des  points  N'  et  N"  en  ce  cas  seront 


;'        3.  =  p«=±-^, 


.\N'  =  NN'  = 


■ip^/a 
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Lorsque  le  point  (a;,,  )/,)  dépasse  les  positions  B  et  B'  sur  la  cubique  R,  pour  se  diriger  vers  les 
branches  infinies  de  cette  cubique,  il  reste  intérieur  à  la  développée.  Le  point  N  se  déplace  alors  sur  la 
parabole  (1),  à  partir  des  points  d'intersection  (D,  D')  de  celte  parabole  et  delà  parabole  donnée  et  se 
dirige  dans  le  sens  de  la  partie  négative  de  l'axe  des  x.  En  ce  cas  le  triangle  normal  reste  toujours 
réel,  parce  que  le  point  {x^,  i/,)  sera  le  point  d'émission  de  trois  normales  réelles.  Au  moment  où  le 
point  {x,,  y,)  se  trouve  en  C,  au  point  double  de  la  cubique  R,  le  point  N  sera  en  un  des  points  d'inter- 
section (E,  E')  de  l'axe  des  ij  et  de  la  parabole     43- +  4/«  —  3;j-  =  0     (ses  coordonnées  seront,  ainsi 

qu  on  a  vu.     a  =  0,     ?  =  ±  ■——  1       Ce  sont  les  positions   du  point  (a:,,  y,^  et  du  point  N,    [C,  pour 
(.r,,  ï/i)  ;  E  et  E'  pour  N]  correspondant  h  un  triangle  équilatéral.  La  longueur  du  côté  de  ce  triangle 

3»- 
s'obtient  en  portant  dans  la  valeur  de  N'N",  trouvée  précédemment,     a  =  0    et    S^  _  _£_.      On  aura 

NN'  =  NN"  =  N'N"  =  pv/J. 

Remarque.  —  La  cubique  R  jouit  de  la  propriété  d'être  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  la 
parabole  et  passant  par  son  foyer.  L'étude  de  ce  dernier  lieu  se  trouve  développée  longuement  dans  les 
Nouvelles  Annales;  c  est  'pourquoi  on  a  jugé  inutile  de  la  reprendre  ici.  {Nouvelles  Annales,  2e  série, 
t.  .\III,  page  93.)  Ç.KmLX.^  MASSING. 

♦ 

TRIGONOMÉTRIE 

2007.  —  Résoudre  l'équalion 

cos  zx  -+-  cos  X  —  1  =  sm  —  ■ 

En  formant  l'équation  en  sin — t  constater  que  cette  équatinn  du  Y  degré  a  pour  racifie  sin  —  =:  1 
[x  =  180°),     et  calculer  les  trois  autres  racines. 

X 

Posons     sin—  =  u  ;     nous  aurons  successivement 

""  X  X 

cos  2a;  =  1  —  2  sin-  x  =  1  —  8  sin-  — -  ces-  —. 

2  2 

cos  5.r  =  I  —  8m-(  l  —  u-j  ; 

,r 
cos  X  —  1  =  —  2  sin^  —  =  —  2u^ , 
2 

3.r         „     .     a:  x 

et  sm  — —  =  ^  sm  —  —  4  sin'  — . 

2  2  2 

sin-;j-  =  3u—  4u\ 

L'équation  proposée  devient  donc 

8u*  +  4i«3  —  10«-  —  3u  +  1  =0. 
Elle  admet  visiblement  laracine     u  =  \,     et,  une  fois  le  facteur     u— i      supprimé,  elle  se  réduit  à 

8u'-^12u-^-I-2m  — 1  r=  0. 

Cette    nouvelle    équation  admet   la   racine      ^-i      et  se  réduit,  quand  on  supprime  le  facteur 

1 

H -h-,     à  8«- -H  8^^  —  2  =  0. 


Les  racines  de  cette  dernière  équation  sont 

_     —    1   ±  y/j" 
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—  I   —  i/l' 

la  inpiiiièrp,     v  = est  plus  frrandc  qup  I  on  valeur  absolue  ot  ne  convient  pa^;  ;  la  seconde, 

■J-2—  i 
u  =  — - —  1     es!  positive  rt  plus  petite  que   1  :  elle  convient. 

Les  quatre  racines  de  l'équation  en  u  sont  donc 

■r  1 

n  —  = . 

•2  i 

^                                          1  -H  y/i  ■ 

■2    ~         -2.  '  "               "'"  2                      2         ' 
les  arcs  corres[)ondants  sont, 

X  =  (4K+ 1)180°. 

X  =  -ilv .  1 80° -^-  fiO»  et             ( IK  -h  2)180°  —  (10". 

X  =  4K.  180°  -+-  -23''54'  et            r4K  +  2)I80'>  — 23'V.V. 

R.  !V1AM-:N,  il  Albi. 

Honnes  solutions  :  MM .  Uochon,  à  Laon  ;  A.  I^Enoiix  ;  Rovx,  instituteur-adjoint  à  Otialon-sur  Saône  ;  J.  I,k  Bras  ;  L.  Simoî», 

.1  Fourmies;  H.  Pbkvost,  .à  Laon;  A.  Cociirois,  à  Sedan  ;    R.    Diifiiksne,   lycée  Cliarlemagne  ;  H.   Kbohekt,  Paris  ;  N.  Savaby, 

61"=  d'Artillerie  ;  K.  Chibol,  à  Moulins  ;  li.  Bover,  lycte  de  Nice  ;  L.-A.  (Iio'an,  à  Orasse  ;  A.  lionsSEAD,  à  Kournes-en-Weppes  ; 
Stkvenot,  6'  d'artillerie,  h  Tonl. 


.4=>, 

.r 
sin^  =  - 

1 

,'3-1 

'2, 

.r 
et            sin  — 

= 

QUESTIONS  PROPOSEES 


2097.  — On  considère  une  conique  (C)  et  un  |ioinl  quelconque  P;  démontrer  que  les  tangentes  communes 
il  la  (dni(iue  (C)  et  k  un  cercle  quelconque  de  centre  1'  sont  tangentes  à  uneconique  i|ui  a  ponri'oycrs  les  points 
dr  rencontre  de    (C)    avec  la  polaire  de  1".  R.    Rouvaist. 

2098.  —Soient  A  et  H  deux  points  tixes  d'un  cercle  O;  M  un  [Miirit  \arialde  du  plan  de  i-e  cercle  ;  T 
le  p(diil  de  contact  d'une  des  tangentes  k   O  issues  de    M. 

1°  Le  lieu  des  points   M    tels  que     MT  =  XMA -t- [JiMR     est  une  quartique  ; 

2°  Coudilidii  poiii'  ([ue  celle  ipiarlii|Me  devii'Miie  mie  euldqiie  :  la   cdiislruire  l(irs(pie     >.  =  [x  =  — . 

:r  Cas  oii     /.  =  0,     OM  Ideii     |ji  =  0.  E.-N.    Rarisien. 

2099.  —  On  considère  les  cercli's  qui  passent  pai-  un  ]Hdiit  lixe  A  el  qin  iiilerei'pleiil  >ur  une  droite  (f)) 
un  segment    RC   (jui  est  vu  de    A    sous  nu  angle  donni'    ».    Ti'ciuver  ; 

!»  L'enveloppe  de  ces  icreles  ; 

2'  Le  lieu  de  leur  eeuire: 

:t"  Le  lien  du  cetiliv  du  cercle  d'KuliT  du  triangle  AliC.  I»''  Wernei' (1  aehecke. 

2100.  -    l'M  eonsidi're  la  CdUilie  didinie  |iar  les  troit-  équalions 

r  ^  a  ch  t,  y  =  a  sll  (,  z  =:  al  . 

dans  lesip.ieiles   /   diVsigne  le  lenqis,  el  (ui  (u-ienle  celle  courlie  dans  le  si'ns  i\h  niiiu\enienl. 

1°  Trouver  lal'e  de  relie  Cdurlie,  le>  i-iisinus  dircelein-s  île  la  laii-enle,  v[  ninulrei' ipie  celle  eoui-be  est 
l'hélice  d'un  c_\  liirdre  ihuil  ou  ronsli  uira  la  hase.  Trouxer  tontes  les  ludici's  de  ce  e\  lindre. 

2°  Trouver  l'iiodograplie  du  monvemenl  id,  le  lien  dn  pidnl  iditenii  eu  |iiirlaril  a  la  suite  du  veidenr  vitesse 
im  vecteur  équipnllenl  au  vei  lenr  aii-ideralidu. 

3°  FornUT  l'équalidii  du  plan  dMiilaleiir  e|  diderrniner  l'enveloppe  île  sa  Iraee  sur  le  plan  des  ;.r.  Cons- 
truire cette  courbe. 

4°  Une  courbe  vanalile,  qui  dépend  d  Une  coiislaiile  arbitraire  c  e>l  lUninie  paramtdriipieiuent  par  les  deux 
('■(puilions  x  =  f(l,C},  y  =  fl{i,  r)  :  indiquer  le  moyen  d'obtenir  les  courbes  orlliogonales  à  celles  de  ce  fais- 
ceau. Applii|uer  au  l'aisceau  formé  dans  le  plan  des  ;.c  |>ar  la  projection  de  la  courbe  donnée,  quand  la  constante 
a  varie.  '■■•  H- 


BAH-LR-DOC.   —  IMP.   COMTR-IACOURT. 


Ae  HAdnrlPur-liernnl  :  H.  VIIIRKRT. 


23e  Année.  Novembre  1912.  N"  2. 

REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR    LA   CUUlîlUJIilî    IMiè    CU.MljULS 
par  M.  G.  Valiron. 


1.  Je  me  propose  de  retrouver  par  une  autre  inélhode  les  constructions  du  centre  de  courbure  en 
un  point  d'une  conique  que  j"ai  indiquées  dans  un  article  précédent  {Iteoue  de  Mathématiques  spéciales, 
février  iOH,  p.  107).  Je  m'appuyerai  sur  le  théorème  suivant  : 

Le  rapport  des  rayons  de  courbure  en  un  point  de  contact  de  deux  courlies  se  conserve  par  projection . 

Cette  proposition  connue  résulte  immédiatement  du  t'ait  (jue  l'indicatrice  de  Dupin  en  un  point  d'un 
cône  est  formée  de  deux  parallèles  à  la  génératrice,  et  qu'en  deux  points  d'une  même  généi'atrice  les 
indicatrices  sont  honiolhétiques  par  rapport  au  sommet.  On  peut  égalerajnt  la  démontrer  par  des  consi- 
dérations de  géométrie  plane  :  une  perspective  est  une  transformation  homographique,  or  si  nous  con- 
sidérons la  courbe  C,     y  =  f(x),     et  un  point  M{x,  y)  de  cette  courbe,  ?-  le  rayon  de  courbure  en  ce 

point    (compté    avec    un    signe),    et    si    nous    eflectuons    la     transformation      X  :=  — '■ — "^, 

OnX  -+-  b,y  -+-  Ci 

Y  =  — ~ au  point  M'  de  la  courbe  C  transformée  de  C,  le  rayon  de  courbure  R  est  donné 

a.x  +  b^y  +  c,  •' 

par  la  formule     H  =  (  --^— ,,  )    •     Or  \'  et  V  ne  dépendent  que  de  x,  r/,  y',  et  un  calcul  immé- 

.  j        .  X'ï  —  X  V 

diat  montre  qu  il  en  est  de  même  pour    ; >     par  suite 

!/ 

F(x,  V-  '/') 

Il  =  „  =  (j(a-,  y,  y  )  X  r  ; 

'J 
F(.r,  y,y')  et  G(.r,  y,  y')  étant  des  fonctions  rationnelles  de   r,  y,  y'.   11  résulte  de  là  que,  si  pour  deux 
courbes,  x,  y,  y'  ont  les  mêmes  valeurs,  ce  qui  a  lieu  lorsqu'elles  sont  tangentes,  on  a 

R  _  JV 
r  r 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

2.  Démontrons  maintenant  la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Le  centre  de  courbure  enun  point  M  d'une  conique  est  l'intersection  de  l'hyperbole  d'Apollonius  qui 
louche  la  conique  au  point  M,  avec  la  normale  au  point  M. 

On  sait  que  toute  hyperbole  d'Apollonius  r  coupe  la  conique  en  quatre  points  (trois  seulement  dans 
le  cas  de  la  parabolej,  en  lesquelles  les  normales  concourent  en  un  point  de  r  ;  pour  l'hyperbole  tangente 
en  M,  deux  des  normales  sont  confondues  avec  la  normale  en  M  ;  leur  point  d'intersection  est  le  centre 
de  courbure  correspondant,  ce  qui  démontre  la  proposition. 
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Pour  déduire  de  là  une  conslruction  du  centre  de  courbure,  il  suffit  d'applii|uer  le  Ihéorème  de 
Pascal.  On  oblieiU  pour  les  coniques  à  centre  trois  constructions  distinctes  :  si  0  est  le  centre,  Ox.  Gij 
les  axes,  M  le  point  donné,  ï,  T'  les  iuterseclions  delà  tangente  en  M  avec  0,r,  Oij,  N  le  point d'inter- 
seclion  delà  normale  en  M  avec  l'axe  Ox  : 

1°  La  parallèle  à  MT  menée  par  N  coupe  ()\I  en  P  ;  la  parallèle  à  (ly  menée  par  I'  coupe  la  nor- 
male au  centre  de  courljure  C  ; 

2°  La  droite  NT'  coupe  la  parallèle  à  Ox-  menée  par  M  en  Q;  la  parallèle  à  0;/  menée  par  Q  coupe 
la  normale  au  centre  de  courbure  C  ; 

3°  La  parallèle  à  MN  menée  par  T'  coupe  la  parallèle  à  Ox  menée  par  M  en  R,  la  droite  RO  passe 
par  le  centre  de  courbure  C. 

Ces  trois  constructions  ont  déjà  été  indiquées  dans  l'article  cité,  la  première  qui  n'exige  que  le  tracé 
de  deux  droites  autres  que  les  axes,  la  tangente  et  la  normale,  est  bien  connue  (construction  de  Mann- 
heim);  la  troisième  s'appliquo  à  la  parabole  (0  étant  à  l'inQni  sur  Ox),  elle  montre  immédiatement 
(\ue:I)ans  unn  parabole  le  cm  Ire  de  courbure  cxl  /'hoinothétir/ue  dans  le  rapport  — 2,  par  rapport  au 
point  d'incideiKC  de  la  normale,  du  point  où  cette  droite  coupe  la  directrice. 

En  appliquant  la  première  construction  à  l'hyperbole  équilatère,  on  obtient  le  résultat  bien  connu  : 

Dans  une  In/perùote  éijuilatère  le  centre   de  courbure  est  nioiuothéti(iue  dans  le  rapport ,     par 

rapportait  point  d'incidence  de  la  normale,  du  deuxième  point  oit  la  normale  coupe  la  courbe. 

En  effet  (fig.  I),  comme  on  a,  d'après  une  propriété  bien  connue,     MON  =  MM),    on  a    MC  =  MP  ; 

or  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  MN  est  perpendiculaire  à 
OM;  il  coupe  donc  MN  en  un  point  R  tel  que  MR  =  MP,  car 
les  deux  triangles  MNP,  MOR  sont  égaux  ;  il  résulte  de  !à  que 
MR  =  MC,     ce  qui  établit  la  proposition. 

3.  Celle  proposition  permet  d'énoncer  le  théorème  fonda- 
mental sous  la  forme  suivante  : 

/■Jn  un  point  M  d'une  conique,  le  centre  de  courbure  est 
l'homolhéiique  dans  le  rapport  —  2  du  centre  de  courbure  en 
M  de  l'hyperbole  d'Apollonius  qui  est  tangente  à  la  courbe  en  ce 
point,  le  centre  d'homotliélie  étant  le  point  M. 

Or  les  hyperboles  d'Apollonius   d'une  conique   à  centre 
Fj^.  I  sont  circonscrites  au  triangle  formé  par  les  axes  et  la  droite  de 

l'inlini,  c'est-à-dire  sont  harmoniquement  circonscrites  à  la 
conique,  et  si  l'on  considère  une  conique  r  harmoniquement  circonscrite  à  une  conique  C,  on  peut 
d'une  infinité  de  façons  faire  une  perspective  telle  que  la  conique  l"  correspondant  à  r  soit  hyperbole 
d'Apollonius  de  C  correspondant  à  C.  Nous  obtenons  alors,  en  utilisant  le  théorème  rappelé  au  début, 
la  proposition  suivante  : 

Si  la  conique  1"  est  harmoniquement  circonscrite  à  C  et  que  ces  coniquci  se  touchent  au  point  M,  on  a 
entre  les  rayons  de  courbure  lif  et  Rc  au  point  M,  ta  relation 

R,  =  -  2R,. 


4.  Comme  application,  considérons  en  un  point  M  d'une  conique  le  cercle  (|ni  est  tangent  en 
M  et  harmoniquement  circonscrit  à  la  conique  ;  d'après  le  théorème  de  Faure,  ce  cercle  est  orthogonal 
au  cercle  orlhoptique,  son  diamètre  est,  d'après  la  proposition  précédente,  égal  et  opposé  au  rayon  de 
courbure  de  laconique  en  S\.   Ainsi: 
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Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  cunic/ue  est  éijali'l  opposé  au  diamètre  du  cercle   tangent  en   ce 
point  et  orthogonal  au  cercle  orihoptiijue  [Construction  de  Steiner). 

5.  Comme  autre  application,  considérons  une  conique  à  centre  r  donnée  par  deux  diamètres  con- 
jugués Ox,  Oy,  un  point  M  et  sa  tangente  T'MT,  qui  coupe  Ox  en  T,  Oi/en  T'.   La  parabole  u,  qui  est 

tangente  à  Oa:,  (ty  et  à  laconique  r  au  point  M,  estharmoni- 
quemenl  inscrite  dans  r  et  lui  est  tangente  ;  d'après  le  théo- 
rème du  n»  3,  son  centre  de  courbure  C,  en  M  est  l'homothé- 
tique  dans  le  rapport  —  2  du  centre  de  courbure  G  de  r 
(par  rapport  à  M)  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  le  centre  de  cour- 
bure C  de  la  conique  r  au  point  M  est  le  point  d'intersection  de 
la  normale  en  M  avec  la  directrice  de  la  parabole  tt.  Or  cette 
directrice  s'obtient  immédiatement  par  la  construction  suivante 
(fig.'2)  :onprend  l'intersection  R  de  la  parallèle  à  la  normale  MN 
menée  par  T'  avec  la  perpendiculaire  à  Oy  menée  par  M  ; 
^'ti-  2-  l'inlersection  R'  de  la  parallèle  à  la  normale  menée  par  T  avec 

la  perpendiculaire  à  Ox  menée  par  M  ;  la  droite  RR'  est  la  directrice  et  coupe  MN  au  centre  de  cour- 
bure C.  Le  fait  que  le  point  R  est  sur  la  directrice  résulte  immédiatement  de  ce  que  le  triangle  formé 
par  MT'  et  0;/  est  circonscrit  à  la  parabole  et  que  R  est  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

La  construction  ainsi  obtenue  est  la  généralisation  de  la  troisième  construction  du  n°2,  elle  n'exige  que 
le  tracé  de  parallèles  lorsqu'on  suppose  que  les  directions  perpendiculaires  à  Ox-  et  Og  ont  été  déter- 
minées. 


6.  Considérons  maintenant  une  conique  I  inscrite  dans  un  triangle  ABC,  et  une  conique 
C  circonscrite  à  ce  triangle  et  tangente  à  I  au  point  M  ;  soient  Ri,  Rc  les  rayons  de  courbure  de 
ces  deux  coniques  au  point  M  (comptés  dans  an  sens  arbitraire  sur  la  normale),  il  existe  une  conique 
I'  conjuguée  au  triangle  ABC  et  tangente  à  I  en  M,  soit  R^  son  rayon  de  courbure;  comme  la  conique 
G  est  harmoniquement  circonscrite  à  r,  on  a 

1 


Hc=--R. 


1 


donc     Rc 


i 


R.. 


et  comme  i'  est  harmoniquement  circonscrite  à  1,     Rp  =  —  —  R, 

Ainsi  : 

Lorsqu'une  conique  G  est  circonscrite  à  un  triangle  circonscrit  à  une  conique  I,  et  lui  est  tangente  en 
M,  son  rayon  de  courbure  en  M  est  le  quart  de  celui  de  l. 

7.  Comme  application,  on  obtient  la  construction  du  centre   de  courbure    en  un  point  M  d'une 

hyperbole  H  dont  les  asymptotes  sont  Oa-,  Oy.  Si  on  prend  l'homothétique  de  cette  hyperbole  par 

1 
rapport  au  point  M  et  dans  le  rapport  -— .    on  aura  une  hyperbole  H'  passant  par  le  point  0,  les  pomts 

à  l'infini  des  axes  et  tangente  à  l'hyperbole  H  en  .M  ;  son  centre  de  courbure  en  M  est  l'homothétique  de 
celui  de  H.  Cette  hyperbole  H'  est  circonscrite  à  un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  qui  est  tangente 
à  Ox,  Oy  et  à  l'hyperbole  H  au  point  M  ;  son  centre  de  courbure  est  l'homothétique  dans  le  rapport  —  du 
centre  de  courbure  de  cette  parabole  (le  centre  d'homothétie  étant  le  point  AI).  Par  suite,  le  centre  de 
courbure  en  M  à  l'hyperbole  H  est  le  symétrique  du  point  S  où  la  normale  MN  coupe  la  direc- 
trice de  la  parabole  tangente  à  H  au  point  M  et  tangente  à  Ox  et  Oy.  On  a  appris  à  construire  ce  point 
S  au  n"  5. 
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2010.  —  On  considère  toutes  tes  coniques  (C)  conjuguées  par  rapport  à  icn  triangle  OAB  rectangle 
en  0  el  qui  sont  vues  sous  un  angle  droit  du  sommet  C  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB  et  opposé  à  0. 

1"  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres . 

2°  Trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  du  point  C  et  le  lieu  du  point  de  contact  d'une  tangente  menée  de 
ce  point  à  la  conique  variable  (C). 

3°  Trouver  le  lieu  d'un  point  M  tel  que  les  polaires  du  point  G  par  rapport  aux  deux  coniques  qui 
passent  en  ce  point  soient  rectangulaires. 

1.  Prenons  pour  axe  des  .r  la  droite  OA,  el  pour  axe  des  y,  la  droite  OB  ;  posons  OA  =a, 
OB  =  b,  et  désignons  par  \u-  -+  k'v-  -\-  X"ir''  ■+-  "iBvir  +  .  . .  =0  l'équa- 
tion langentielle  de  la  conique  (C).  Les  dérivées  partielles  du  premier  membre 
de  l'équation  de  cette  conique  sont 

Au  -t-  B"v  -+-  B'ir,  B"«  -+-  A'y  +  Bw,  B'u  -f-  Bu  -f-  A';/', 

et  donnent  les  coordonnées  homogènes  du  pôle  de  la  droite  (u,  u,  m)  ;  pour 
l'axe  dos  x,  les  coordonnées  sont  î(  =  0,  u  =  1,  w  —  0,  et  celles  du 
pôle,  B",  A',  B  ;  ce  point  doit  être  le  point  B  de  coordonnées  0,  b,  1  ;  donc 
B'  —  0,  A'  =  Bb  ;  jjour  l'axe  des  y,  i;  =  1,  r  =  0,  iv  =  0  elle  pùle  est  le  point  A,  B",  B' ;  ce 
point  doit  coïncider  avec  le  point  A  de  coordonnées  a,  0,  1  ;  donc  A  =  B'a,  et  l'équation  générale 
des  coniques  conjuguées  par  rapport  au  triangle  OAB  est 

B'au-  +  Bbv^  -+-  A"w-  +  2By«'  -4-  2B'/f«  =  0. 
Il  reste  à  écrire  que  cette  conique  est  vue  du  point  G  [a,  b)  sous  un  angle  droit. 
A  cet  effet,  désignons  par 

(/  —  b  =  "/(x  —  ai 
une  droite  qui  passe  au  point  C;  nous  écrivons  qu'elle  est  tangente  en  remplaçant  u  par  m,  v  par     —  1 
et  ic  par    b  —  ma     dan?  l'équation  langentielle  ;  celle-ci  devient 

B'am-  -h  Bb  -+-  \"{b  —  ma)'  —  2B(6  —  ma)  -h  2B'm{b  —  ma)  =  0   ; 
c'est  une  équation  du  second  degré  en  m,  cjui  donne  les  deux  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues 
du  point  C.   l^n  écrivant  qu'ellris  sont  rectangulaires,  on  trouve 

A"(a-  -4-  b-)  —  B'a  ~Bb  =0.  (ni  A" 

a- 

et  l'équation  générale  des  coniques  (C)  est 

r ,    ,       ^^  a  -t-  Xi 

an-  -f-  Ibv-  +  2>.ivr  +  2i(/r  H —  w-  =  0. 

a'-  -1-0- 

Gcs  coniques  rorinent  donc  un  faisceau  linéaire  langentiel. 

Le  centre  de  cette  conique  a  pjur  équation    /"'  =  0,     c'ust-:\-dire 

4-  '/.b 


B'a  -H  Bb 


u  H-  Xy 


b' 


ses  coordonnées  cartésiennes  sont     x  — 


b- 


II 


0; 

l{a-  H-  //-  ) 


(H->6         •'    "       a  +  lb 
L'élimination  de  "/  onire  ces  deux  éi|uations  est  immédiate  el  le  lieu  des  contres  est 

ax  -\-  bg  =  fl-  -H  6". 
C'est  une  droite  menée  par  le  point  G  perpendiculairemcnl  ii  OC. 


2.    .\ppplons  M.  V.  w  la  polaire  du  poini  C;  en  écrivant  que  son  pôle  es!  le  point  {a,  b),  nous 
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aurons  les  relations 


■  If  =  (la,  Ibv  -+-  lit'  =  Oi,  «  -+-  Iv  -I 7-  "'  =  ''> 

n-  -+-  b- 


et  il  n'y  a  plus  qn'à  éliminer  /  et  0  pour  avoir  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  polaire  du  point  G. 

Le  calcul  se  fait  aisément  en  multipliant  les  deux  premières  équations  par  n  et  b  et  les  ajoutant  ; 

a-«  +  ).6'-u -t- )('(a  H- )./*) 
on  trouve  amsi — =  fi. 

w'  +  b- 

Tenant  compte  alors  de  la  dernière  équation,  nous  obtenons 

fi'-u  -+-  \b-v  , 

=  «  4-  Xy, 


ou  b-u  +  Xa-y  =  (I, 

,    ,  .  .  b'u  .   bv  -\-  w  b  .  , .  .        ,, 

de  là  nous  tirons     a  = -— ,     et,  en  portant  dans  la  relation     a  =  —,     qui  dérive  elle-même 

a^v  au  -+-  w  a 

des  deux  premières  relations,  nous  obtenons  enfin  l'enveloppe  cherchée 

bu{bv  -hw)  +  av{au  -t-  w)  =  0. 

C'est  une  parabole  inscrite  dans  le  triangle  ABO. 

Nous    remarquerons    en  passant  que   le  coefflcient   angulaire   de  la  polaire  du   point     C     est 

u         Àa-  .  .       ,        ,     ,       ■ 

m  = =  — —  •     Ceci  nous  servira  dans  la  dernière  partie. 

V  b- 

Appelons maintenant  (.t,  ?/)  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  conique  (C)  menée  parle  point 

C.  Nous  aurons  à  exprimer  qu'une  droite  u,v,iv  passe  aux  points  Cet(x,  ?/),  qu'elle  a  pour  pôle  le  point 

{x,y)  et  qu'elle  touche  la  conique  (G);  mais  ce  dernier  point  est  une  conséquence  des  autres  relations. 

Nous  avons  ainsi  ua  -j  vb  -+-  iv  =  0,  ux  -+-  oy  -+-  ii>  =  0, 

n-\-Xb 

0.r  ^  au  -+-  tr,  fli/  =  Ibv  -+-  lii',  i)  =  ii -+-  Iv  H w; 

•'  a-^-hb- 

et  il  faut  éliminer  u,  v,  ir,  0  et  ).  entre  ces  cinq  équations.  La  première  donne     ir  =  —  ua  —  vb,     et 

les  autres  deviennent  u{x  —  a)  -+-  v(y  —  i)  =  0, 

(la  —  b){nv  —  bu) 


Ox  =  — bv,  ^y  ^= — ^aii,  0:  = 

prendre  alors     w  =  ?/  —  /',     v  —  a  —  x, 
ex  =  b{x  —  a),  Oi/  =  hi{b  —  y),  Dz 


Nous  pouvons  prendre  alors     w  =  ?/  —  /',     v  —  a  —  x,     et  nous  aurons 

{la  -  b)[a(a  -  x)  —  b(y  -  h)] 


Ujyua.  -t-  uijj 

h  —  la          X  -\-  a         y  ~\~l> 

a"-  H-  b^ 

a         b        ^ 

0                   X         '         y 

X        y 

a'^+b- 

11  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  ).  et  0.  Nous  portons  alors  les  axes  au  point  [a,  b),  nous  changeons  x 
en    x-ha,     y  en    y-hb    et  nous  avons 

(>(x  +  n)  =  bx, 

Les  deux  premières  nous  donnent —  =  "^  ^  "  _^  'i  '^  "    —  J^_,_J1_^2       et  le  Heu  est 

0  X  y 

finalement  (a^-hb^)xy  =  {'ixy  -h  bx  +  ay){ax -h  by) 

ou  2x(/(ax +  iy) -H  a6(.r- +  )/■-)  =  0. 

C'est  une  cubique   unicursale  dont  les   trois  asymptotes  sont  réelles  et  distinctes;  l'origine  est  un 

point  double  isolé  de  cette  cubique. 

Les  asymptotes  sont  x  — —  —  et  y= -,  puis  nx-hb;/  — ^— ;  celle-ci  est  perpen- 
diculaire à  OG  et  passe  par  le  point  V  symétrique  de  I  par  rapport  à  C.  D'autre  part,  les  droites  Cx, 
Gy  et  CD,  perpendiculaire  à  OC,  donnent  une  séparation  en  régions,  et  nous  voyons  de  suite  que  la 
courbe  n'entre  pas  dans  les  régions  hachurées.  Il  suffît  ensuite  d'observer  qu'elle  passe  au  point   I,    de 
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coordonnées — , 

VJI   '& 


pour  qu'on  puisse  la  tracer  sans  peine.  Il  reste  cependant  une  incertitude 
relative  à  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  la  troisième 
asymptote.  Pour  la  lever,  je  coupe  la  courbe  par  cette  troi- 
sième asymptote,  .je  remplace  dans  ré(]uation  de  la  courbe 

ax-hbij     par — >     et  j  obtiens 

(n-  -f-  Ij^j.ry  -+-  ab[x-  +  y")  =  0,  {ax  -h  hy)(ay  -h  bx)  =  0. 

^  Ceci  nous  montre  qu'il  y  a  encore  un  point  de  rencontre  à 
l'infini  et  qu'il  y  en  a  un  troisième  situé  sur  la  symétrique 
de  la  droite  CD  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  des 
axes.  La  forme  de  la  cubique  est  maintenant  fixée. 

3.  Pour  traiter  la  dernière  partie,  il  faut  former  l'équa- 
tion ponctuelle  de  la  conique  (C),  écrire  qu'elle  passe  en 
un  point  donné  (r,  î/\  puis  que  les  deux  polaires  du  point 
C    qui  correspondent  aux  valeurs  de    \   ainsi  trouvées  sont  rectangulaires.  Or  le  coefficient  angulaire 


W 


la  condition  d'orthogonalité  est  donc 


=  ^  1     ou     a').'/." -H  A'  =  0. 


de  cette  polaire  est     ,„    .  .« c .^"- ,, 

I)'  II' 

Pour  former  l'équation  ponctuelle,  nous  allons  écrire  le  tableau  dos  coefficients  de  l'équation  tan- 
gentielle  ; 


Les  mineurs  du  discriminant  sont 


A  =  a, 

B  =  X, 

.V  =U,, 

IV'  =  1 , 

«  -t-  \b 
A   =  — — -> 

B"  =  0. 

a-  -+-  b- 


a^  ■+■  b^ 
A-'A-B'^^^"-^:^'-i. 


b- 


AA'  — B"-  =^lab, 
L'équation  ponctuelle  est  donc 

\nh  —  )?a-     .        Inb  —  h 


B'B'  -  AB  =  —  a), 

B'B  -  A'B'  =  -  Xft, 
BB'— A"B"  =  ). 


—  ]i'  -+-  Hxy  —  2'Aft.r  —  2Xfl(/  +  lab  =  0, 


et  le  produit  des  deux  valeurs  de  l  qui  enrrespondent  au  point  (r,  i/)  est     X'X"  =  —^-      La  condition 

d'orthogonalité  demandée  est  donc 

a'-b-\f-\-b^a-x-  =  0,  ou  li'y- -i- hKv-  =  0. 

Le  lieu  du  point  (r,  y)  se  compose  de  deux  droites  iniaiçinaires. 


nomnniiie.  —  Si  on  veut  traiter  le  problème  en  cDordonnées  poucdn'lles,  il  faut  d'abord  écrire  que 

la  polaire  de  l'orifrino  coïncide  avec  la  droite   Ali, v- -. I  =0.     Ceci  nous  permet  décrire   les 

a         b 

trois  derniers  coefficients,  et  l'équation  de  la  conique  est 

A,r=  +  .\'v^  +  SB'rv  -h h  -'-  —  I  =0. 

a  II 

Il  faut  écrire  maintenant  (|ue  la  polaire  du   point  A  co'incide  avec  0;/  ;  or  celte  polaire  a  pour 
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équation 

ai  \x  +  B"v  +  i)H-^+l-l=0; 
V  '         a  '        a         II 

1 

en  annulant  le  coefficient  de   y,  on  trouve     B"  = —■      et  l'équation  des  coniques  conjuguées  au 

triangle  OAB  est 

Ax2  -H  A'(/^ f-  -\ u  -^  _  I  =  0. 

"^  ab  a  h 

Il  nous  resie  à  écrire  maintenant  que  la  conique  est  vue  du  point  C  sous  un  angle  droit.  Pour  cela, 

nous  formons  l'équation  quadratique  des  tangentes  issues  du  point  [a,  b)  et  nous  écrivons  qu'elles  sont 

rectangulaires  : 

A[ka^  -h  K'P-  -+-  l)f{x,  ;/)  -  [xf!,  -t-  ,jfl,  -^■■■y-  =0, 

(Aa'  +  X'b^-i-  l}(\x'--^-k'y-  -  ^\  -  {\ax  + X'byf  =  0, 
(A  +  A')(Aa'^  -+-  \'h'-  -h  1  )  -  \-a'-  -  A'^i-  =  0. 

La  relation  entre  A  et  A'  est  donc  finalement     AA'(f'-  -+-  b-)  +  A  +  A'  =  0. 
Nous  ne  pousserons  pas  le  problème  plus  loin. 

R.  BOYER,  lycée  de  Nice. 

Bonnes  solulions:  M.  Courtois,  à  Sedan  ;  A.  Rousseau,  ,i  Koiirnes-en  Weiipe  ;  <■.  Lach,  à  Denain. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  a  Foiirmifs  ;  \.  Bour.É,  à  Nancy. 


2015.  —  Etant  donnés  une  hijperhole  II  et  un  point  \  clins  son  plan,  par  le  point  A  on  mime  une 
sécante  variable  Ail,  et  on  considère  la  parabole  P  bitangenlr  à  Ihiiperbole  H  auv  points  M  et  N  où  in 
sécante  AR  la  rencontre  : 

1"  Trouver  l'équation  de  la  parabole  P;  démontrer  que  par  tout  point  du  plan  passent,  lorsque  la 
sécante  AR  varie,  deux  paraboles  réelles  ou  imaginaires  ;  discussion  : 

2°  Démontrer  analytiquement  et  géométriquement  que  la  tangente  à  la  parabole  P  ou  point  I,  oii  elle 
est  rencontrée  par  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  le  point  A,  a  une  équation  indépendante  du 
coefficient  angulaire  de  la  sécante  AR  ; 

3°  R  désignant  le  pôle  de  AR  par  rapport  à  l'hyperbole  II,  trouver  le  lieu  du  point  d'intersection 
de  la  droite  Kl  avec  la  sécante  AR  lorsque  cette  sécante  tourne  autour  du  point  A  ;  nature  du  lieu  suivant 
la  position  du  point  A  dans  le  plan  ; 

k"  Lieu  de  la  projection  du  point  A  .<;«)■  l'axe  de  la  parabole  P  ;  construire  le  li^u  et  trouver  son  aire 
dans  le  cas  particulier  où  l'hyperbole  H  est  équilatère. 

1.  Rapportons  l'hyperbole  H  à  ses  axes,  et  soient  «,  fl  les  coordonnées  du  point  A.  L'équation 
de  H  étant  a^y^  —  b^x^  -+-  a^b^  =  0,  et  l'équation  de  la  sécante  variable  y  —  3  =  m[.r  —  ï),  l'équa- 
tion générale  des  coniques  bitangentes  à  H  sera 

ah/~  —  b-x-  +  a-b-  +  /-[y  -  S  —  m{x  —  a)]^  =  0. 

En  exprimant  quecetteconique  doit  être  une  parabole,  on  obtient  la  condition     À= ■■      et 

a- m'  —  li- 

l'équation  de  la  parabole  P  est 

(1")  [a-m-  —  b^){a-y'^ —  b-x- -ha'-b-)-i-a-b-ig  —  p  —  m(i' —  a)]"-  =0. 

Celte  équation  est  du  second  degré  en  m;  donc  si  on  assujettit  la  parabole  ;i  passer  par  le   point 


r.f;0Mr:riîiE  analytique 


(.r,  y)  du  plan,  on  a  deux  paraboles  correspondant  aux  deux  racines  d«!  l'équation  du  second  degré  en   m 

(2)  ^=^1  +  h'-[x  —  a)21/n-^  -  'ia'-b^{x  -  a)(i/  —  f^)m  -  b'\li  -  a\y  —  i'f-]  =  0, 
oii  l'on  a  posé,  pour  abréger,  11  ^  n-//-  —  ''-•'-  -+-  a.^fr  . 

Les  paraboles  seront  réelles  ou  imaginaires  suivant  la  nature  des  racines  de  l'équation  (i)  ;  on  a 
donc  deux  paraboles  réelles  si  le  discriminant  est  positif,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

aVr-fx  —  a.f{y  —  S)°-  +  [H  -t-  b^{x  —  a)2]f  H  —  «^f,/  _  ^)2l  >  0 
ou  U[H  —  n\y  -3)2-t-6*(r  — a)2]>0, 

ou  enfin 

(3)  [a^v'  —  b'x''  +  a:'b']['2a"^y  —  SA^x.r  —  a^S'^  -t-  i^a^  +  a^^]  >  0. 

Les  régions  où  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que  les  paraboles  soient  réelles  sont  séparées  de 
celles  pour  lesquelles  les  paraboles  sont  imaginaires  par  les  lignes  représentées  par  l'équation 

(i)  (ahf  —  b^x^  -4-  rt262)[.2a23y  —  26-aa?  —  a-^''  -+-  bH'^  +  n=A-]  =  0, 

c'est  à  dire  par  l'hyperbole  II  et  la  droite  i, 

A  ^r;-?;/  —  26'-ï.r  —  a-''/  -+-  h-yP-  -f-  aW  =  0. 

11  est  bon  de  remarquer  que  ces  deux  lignes  H  et  A  constituent  l'enveloppe  des  paraboles  P. 
Ces  résultats  s'expliquent  géométriquement.  Hemarquons  d'abord  que  le  point  A  a  même  polaire 

par  rapport  à  H  et  à  P  ;  en  effet,  cette  polaire  par 
rapport  à  H  contient  le  pôle  K  de  la  sécante  AR  et 
. /  le  point  G  de  cette  sécante,  conjugué  harmonique  de 
A  par  rapport  à  M  et  à  N  ;  et  ces  mêmes  points 
déterminent  la  polaire  de  A  par  rapport  à  P.  Or  la 
polaire  de  A  par  rapport  à  H  est  fixe  ;  donc  le  point 
A  a,  par  rapport  à  toutes  les  paraboles  P,  une  polaire 
KG  fixe. 

Ceci  posé,  soit  A,I  le  diamètre  de  P  qui  passe 
par  A  ;  le  point  I  où  ce  diamètre  rencontre  P  est  le 
milieu  de  la  portion  A.]  de  ce  diamètre  comprise  entre  A  et  sa  polaire  KJ,  et  de  plus  la  tangente  IT 
à  la  parabole  en  I  est  parallèle  à  KJ  ;  cette  tangente  est  donc  fixe  ;  elle  est  parallèle  à  KJ,  à  égale 
distance  de  A  et  de  KJ  ;  toutes  les  paraboles  P  sont  donc  tangentes  à  la  même  droite  IT  ;  c'est  la 
droite  A,  la  vérification  est  facile.  Les  paraboles  P  sont  d'ailleurs  tangentes  à  H  ;  leur  enveloppe  est 
donc  constituée  par  H  et  A. 

2.  J^es  remarques  géométriques  précédentes  démontrent  la  seconde  partie. 

On  peut  l'établir  anah'tiquemcnt.  Il  suflil  de  remarquer  que  l'équation  de  la  parabole  P  peut  être 
mise  sous  la  forme 

'ahn{]i  —  p)  —  b\x  —  a)]2  -+-  (a'm^  -  b')[-la'^y  —  Wax  —  a>p  +  i^a^  +  a'b'']  =  0, 
équation  de  la  forme    Q-H-ll  =  0,     oii     Q  =  0    représente  le  diamètre  qui  passe  en   A,     R  =  0     la 
tangente  à  l'extrémité  I  de  ce  diamètre  ;  c'est  la  droite  A. 

F^a  démonstration  analytique  directe  est  d'ailleurs  facile.  Le  point  I  est  à  l'intersection  du  diamètre 

(3)  a=m(i/ —  ?)  —  ô»(x  —  a)  =  0 

avec  la  parabole,  et  l'on  obtient  le  lieu  du  point  I  en  éliminant  m  entre  les  doux  équations  (1)  et  (o)  ; 
en  tirant  m  de  l'équation  (o)  et  substituant  dans  l'équation  (I),  on  obtient 

(6)  [rt=(t/  —  P)2  —  b\x  -  a)2J[ia'?;/  —  26»xr  —  n^?'  -t-  ft^a^  +  a'-6"]  =  0. 

c'est-à-dire  la  droite  A,  et  les  deux  parallèles  aux  asymptotes  de  H  menées  par  A,  qui  correspondent 
aux  cas   |)arliculiers  oii  la  sécante  AR  est  parallèle  aux  asymptotes  de  H. 

3.  Le  point  1  étant  déterminé  par  l'intersection  de  A  et  du  diamètre  Al,  l'équation  de  IK  est  de  la 
forme  2'/=?!/  —  26»ax  +  n^b^  -h  6'»'  —  a"?»  -t-  l[a''m(y  —  ?)  -  b\x  —  a)]  =  0  ; 
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exprimons  ([ue  cette  dioite  passe  par  le  pùle  K  de  AR  dont  les  coordonnées  sont 

a- m  h- 

■^'  =  -  -3 — 777'         y 


3  —  mr 


et  nous  trouvons 


), 


l,H 


■  a-}i'-,iH>^ 


a'-in'i  —  b-7. 
L'équation  de  Kl  est  donc 
(7)     (a^-i>i^~  6-=()[2a2py  —  ^b-^mx-ha-b-  -^  0-x-  —  a-!ç>-\-{-[l>'a.'-  —  a-f-  —  a-b-][a^m{ij  —  ''^)  —  b^{x  -  aj]  =  0. 
On  obtiendra  le  lieu  cherclié  en  éliminant  m  entre  les  équations  (3)  et  (7).  Pour  cela,  transportons 
les  axes  au  point  A  ;   l'équation  (7)  de  Kl  devient 

(a^^y  -  6-ax)[ia-^//  -  •îb-oiX  +  H,  —  U,ia-y-  —  b^x-j  =  0, 
où  on  a  posé     H,  sz  a-f-  —  i'-i-  -+-  a-b-,     et  l'équation  (5) 

ij  =  inx . 
Eliminant  ?/i,  on  a  l'équation  d'une  conique 
(8)      b-(W-^-  -+-  ll,).i-  —  a-{a-"ç,-^  —  H,)i/-  -  ia-b-xixij 

—  Hi(6-aj;  —  ci'P'j)  —  0- 
La  nature  de  cette  conique  et  les  variétés  dépendent  des  valeurs 
Siùpse   \     "^1^^  f'^%Uwsc      '^^  ^  et  de  a;  or  on  a  facilement 

i  —  a-bHjrT?  —  a-'^-'){a?"^-  —  b''--j?--\-a-b-f. 
Les  courbes  des  genres  sont  l'hyperbole  H  et  l'hyperbole  con- 
juguée H';  les  variétés  correspondent  à  H  et  aux  deux  asymptotes. 
La  ûgure  ci-contre  indique  les  séparations. 

4.    La  direction  générale  des  diamètres  de  1'  ayant  pour  coefficient  angulaire  — --.     l'axe  est  le 
diamètre  conjugué  de  la  direction  perpendiculaire  et  a  pour  équation 

/:-—/;  =  0, 

ou 

(9)  {a-m^  -H  b%a^my  —  b^x)  —  a'-b^a'^  -+-  62)m(?  —  mx)  ^  0. 
La  perpendiculaire  issue  de  A  a  pour  équation 

(10)  b'iy  —  ?)-+-  ahn{x  —  a)  =  0, 

et  l'on  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  7n  entre  ces  deux  équations.  En  transportant  les  axes  au 
point  A  et  réduisant,  on  a  pour  le  lieu  la  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre 

(11)  a-b^(x--hy^)^-hia^x^—  b'-ij%b'-o:x  —  a-'i^y)  =  0; 

on  voit  que  cette  équation  est  la  même  pour  toutes  les  hyperboles  concentriques  et  homothétiques,  ce 

qu'il  est  facile  d'expliquer. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'hyperbole  H  est  équilatère,  l'équa- 
tion (11)  devient 

(12)  (x-2^rf^Y^[xx-{iy)(x'->j^)  =  U. 

La  courbe  a  la  forme  ci-contre,  les  tangentes  aux  points  sur 
Ox  et  Oy  sont  confondues  suivant  la  même  droite;  on  a  supposé  sur 
la  figure     3c>.S. 

Pour  avoir  l'aire  de  la  courbe,  passons  en  coordonnées  polaires. 
L'équation  de  la  courbe  devient 

P  =  (Psintu  —  aCOSio)  cos2uj. 


On  a 


rfS  =  --  p'-chc. 
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dS  =  —  C0S-2c.i(aC0Sw  —  fisini.))-(/(0 

1  r  a2  32  -I 

=  —  cos-:2ul  —(I  -t-cos2(o)-t-  —^{i—  cos -2<i>)  —  a^sinSio  \dm 

=  T !(*'  ~  |3-)cos^  ^o)  —  2x;î sin  iw  cos-  iiM  -+-  {a-  -+-  ^2)  cos^  2ioV(. 


i   r  a^-  —  P                                                                                               a-  +  fc2  -1 

=  y     7 (,cos  6w  +."!  cos  2w)  —  ix'^.  sin  'âoj  cos-  2'-j  h ^-! — (1  -+-  cos  4io)  Irfo), 


et,  on  intégrant, 


1  r  a-  —  a^  /  sin  6(0     ■   3  sin2(u  \        a3  cos'  2w         a^  -i_  fi'-  «2  -t-  S^  ]- 


Ol  Ollfill  s  =    — (oi-'^p). 

s 


lionnes  solutions  ;  MM.  K.  Maugand,  école  ttes  Anglais,  à  Lyon  ;  A.  Courtois,  à  Sedan. 


A.  MACÉ  DE  LEPINAY. 


I-:(;U1J<:     IMlLYrECHMUlE    (1912) 


UUESTIUNS  POSEES  AUX   EXAMENS  UHAUX  (Sitile) 


8748.  -  Cal 


culer  l'intégrale     j  .T"(/'-i,^(h  rlemiue  à  tous  les  rioints  (r,  i/)  de  l'ellipse h  -, 1=0,    s  désignant 

J  '  u-        b- 

l'arc  et  p  la  distance  du  centre  à  la  tangente. 

8749.  —  Construire  la  courbe  2;/^  -+-  3x'  —'oxii'-  =:  0.  Déterminei-  les  tangentes  parallèles  à  Oy .  Trouver  l'aire  de  la 
boucle  située  au-dessus  de  la  bissectrice    y  =  x. 

8750    —  Trouver  la  développée  de  la  courbe    p  =  ae'""'^. 

870 1 .  —  On  donne  deux  aies  obliques  Oc,  Oy,  un  cercle  fixe  passant  par  le  point  0  et  ayant  son  centre  sur  O.r,  et  un 
cercle  variable  passant  par  le  point  0  et  ayant  son  centre  sur  Oy.  Lieu  des  centres  d'homotliétie  des  deux  cercles. 

8752.  —  Ktudierla  courbe  dont  les  coordonnées  (.r,  i/)  d'un  point  sont  données  en  fonction  de  i  par 

1 

x  +  ty  = — — -• 

rt  -4-  cos  <  +  i  sui  t 

8753.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes      —t-\ ; — l- 2ÀJ  +  1  =  U.     l'eut-on  simpUlicr  le  calcul  si  l'on 

(('        2o-  —  6- 

sait  que  l'une  des  trajectoires  est  l'ellipse    -—  +  -j-^ 1=0  '.' 

8754.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  de  courbes    p  =  a=L(Xtg  w). 

8755.  —  Construire  la  courbe    x  —  a  sin  2t,    y  —  b  sin  i.    Calculer  l'aire  de  la  boucle. 

8756.  —  Construire  la  courbe    ax{y  —  x)^  =  ;/'.     Calculer  l'aire  de  la  boucle. 

8757.  —  Etablir  analyliqiiement  les  propriétés  delà  droite  de  Simson.  Enveloppe  de  cette  droite. 

8758.  —  On  considère  une  courbe    r  =  /(O)    qui  passe  à  l'origine.  Trouver  le  rayon  de  courbure  à  l'origine. 

8759.  —  Déterminer  le  cercle  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe    ;/  =  x'  +  .r\     Intersection  du  cercle  et  de  la  courbe. 

8760.  —  Construire  la  courbe     .t  =  «(cos /-)- cosSl).     y  :=  n(sin< -H  sin  .■)!)•     Démontrer  que  sa  longueur  est  égale  à 

celle  de  l'ellipse    x'  +  iy'  =  16a'. 

_i_ 

87ril.  —  Construire  la  courbe    ;/  =  (1  -+■  x]  '  ■     Tangente  au  point    .r  =  0,     y  =  c.     Hayon  de  courbure  en  ce  point. 

8762.  —  Trouver  la  développée  de  la  courbe    //'(n  — .r)  =.r'. 

8768.  —Trouver  l'enveloppe  des  droites  coupant  la  courbe  ,r' h-;/' —  3ii.cy  =  0  et  l'axe  des  .r  en  quatre  points 
formant  une  division  harmonique. 

876i.  —  Déterminer  l'enveloppe  de  l.i  droite     ne  -+-  vy  +  iv  =  0    sachant  qu'on  a    .It'ui'M)  —  2iVu^  —  w'  —  0. 


I 
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8765.  —  Soient  a  et  [3  les  angles  que  font  avec  O.r  les  tangentes  en  deux  points  de  la  cliainette  ;/  =  n  ch  —  ■  Calculer 
la  différence  des  ordonnées  de  ces  deux  points. 

8706.  —  On  considère  la  famille  de  courbes     IL  —    J    +  i_.,-  =  a=,    a  désignant  un  paramètre.  Trouver  le  lieu  des 

points  d'inflexion  de  ces  courbes. 

8767.  —  Construire  la  courbe  x  ^  a{i  —  3(-),  y  =  (t[3l  —  (').  Rectifier  cette  courbe.  Calculer  l'angle  des  tangentes 
au  point  double. 

8768.  —  On  considère  la  famille  de  courbes    /'(.r,  ;/,(i)  =  0,    a  étant  un   paramètre.    Les  coordonnées   d'un  point   de 

l'enveloppe  sont  fonctions  de  a  ;  calculer  — — ,     s  étant  l'arc  de  l'enveloppe.  Appliquer  à  l'enveloppe  de  la  droite 

X  cos  a  i-  1/  sin  a  —  2a  sin  a  =  0. 

8769.  —  Soit  M(?,  ui)  un  point  d'une  courbe  définie  en  coordonnées  polaires.  On  prend  sur  cette  courbe  un  sens  positif 
d'arc,  et  ou  désigne  par  s  l'abscisse  curviligne.  On  mène  la  tangente  MT  dans  le  sens  positif,  et  on  considère  la  demi-droite 
Om  (portée  sur  OM)  qui  fait  l'angle  w  avec  Oj;.  Calculer  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  de  la  demi-droite  MT  et  de  la 
demi-droite  0//. 

8770.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  équations  paramétriques 

.x  =  a(  cos  ot  —  (  sin  ot —  cos  a  |,  »/  =  ft(  sin  3  j-  (cos  i ^  sin  a  ). 

où  (  est  le  paramètre.  Enveloppe  de  ces  courbes  lorsque  a  varie. 

8771.  —  Déterminer  les  constantes  c  et  c'  de  façon  que  la  courbe  définie  par  les  équations 

;V  =  ce' —  ((-I- 1),  x^— cte' -^- c'p' -h{ 

passe  par  l'origine  pour    t  =  f.    Construire  la  courbe  dans  ce  cas  particulier.  .Montrer  que  par  le  point     .c  =  1,     //  =  —  1 
on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  à  cette  courbe. 

8772.  —  Déterminer  les  points  d'inflexion  et  les  points  doubles  des  courbes  définies  par  leurs  équations  paramétriques. 

8773.  —  Calculer  l'aire  d'un  segment  parabolique.  Montrer  que  cette  aire  ne  dépend  que  de  la  portion  du  diamètre 
conjugué  de  la  corde  comprise  entre  la  corde  et  la  parabole. 

8774.  —  Construire  la  courbe  y-{a  —  x)  =  .»;'.  La  tangente  en  un  point  M(.ro,  iju)  rencontre  la  courbe  au  point  M'. 
Calculer  les  coordonnées  du  point  iù'. Former  l'équation  du  cercle  O.MM'. 

8775.  —  Construire  la  courbe  définie  par  les  équations   x- =  cos  2<,     7  =  cos3<.    Eliminer  /  entre  ces  deux  équations. 

8776.  —  Par  un  point  .V  d'un  rercle  on  mène  un  vecteur  AB  di'  grandeur  constante  et  de  direction  variable.  Peut-on 
déterminer  la  loi  de  cette  direction  de  façon  que  le  lieu  du  point  B  soit  constamment  tangent  au  vecteur  AB. 

8777.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  équations  paramétriques 

ae""  .      ,  ae""^     , 

.)•  = (m  cos  a  +  sm  a),  y  = m  sm  a  —  cos  i  , 

1  -I-  m^  1  +  m» 

où  a  est  le  paramètre,  a  et  m  étant  des  constantes.  Trouver  l'équation  de  cetle  courbe  en  coordonnées  polaires. 

8778.  —  Construire  la  courbe    2  arc  sin  j;  =  3  arcsin  y.     Montrer  qu'elle  est  algébrique  et  unicursale. 

8779.  —  Soient  0  et  M  deux  points  infiniment  voisins  d'une  courbe  plane.  On  mène  les  tangentes  en  ces  deux  points, 
et  on  désigne  par  T  le  point  de  rencontre.  Calculer  la  partie  principale  de  l'infiniment  petit  OT-J-TM  —  arc  OM,  en  prenant 
arcOM  =  s    pour  infiniment  petit  principal. 

8780.  —   Relations  entre  les  coordonnées  rectilignes   .r,   i/,  et  polaires  p,   '•>  d'un  point.  Démontrerque  — ; —  =^  ——■ 

()?  <)t 

Démonstration  géométrique. 

8781.  —  Enveloppe  de  la  droite  x  cos  9  4-  (/  sin  Ç  —  (af  +  h]  cos  f  +  {c'^  +  d]  sin  tp  +  e.  Peut-on  supprimer  quelques- 
uns  des  paramètres  ?  Kayon  de  courbure  de  l'enveloppe. 

8782.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  paraboles    y'-  =  ax. 

8783.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  M  ,à  une  courbe  C  on  porte  une  longueur  constante  MP  ;  démontrer  que  la 
normale  en  P  au  lieu  de  ce  point  rencontre  la  normale  en  M  à  la  courbe  C  au  centre  de  courbure  de  cette  courbe.  Ne 
peut-on  déduire  cette  propriété  de  considérations  de  cinématique  ? 

8784.  —  Intégrer  l'équation  ~ — h  xy  =  x  +  x'.  Construire  la  courbe  intégrale  qui  passe  par  le  point  x  =  —  i, 
'J  =  0. 

8785.  —  On  considère  les  droites  ;/  =:  me -l- m',  où  m  désigne  un  paramètre  variable.  Trouver  les  trajectoires 
orthogonales  de  ces  droites. 

8786.  —  On  donne  une  courbe  C  et  un  point  fixe  0  dans  son  plan.  Sur  la  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe  on 
détermine  un  point  T  tel  que  OT  =  TM.  On  mène  par  le  point  0  une  perpendiculaire  .a  la  tangente  en  T  au  lieu  de  ce 
point.  Démontrer  que  cette  perpendiculaire  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  C  au  point  M. 

•1  I  1 

8787.  —  Enveloppe  de  la  polaire  d'un  point  de  la  courbe       —    -i-  —  -  =  —      par  rapport  au  cercle    .r'  -^  y-  =  a-, 

.T'  1/'  u' 

„_„„         n     j-      ,  L  a  +  {d  —  b)t  +  cr-  d -h  {c  —  a)t -h  ht- 

»7o8.  —  Etudier  la  courbe    x  = y  = Montrer  que  cest  un  cercle. 

!-*-("  '  1  4-  r 

8789    —  Calculer  l'aire  de  la  podaire  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  centre. 
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8790.  —  Soient  :  et  :'  les  afQxes  des  riem  points    H  et  M'.    Etudier  la  transformation    2;'  =  :  -t-  — ■        Montrer  que 

cette  transformation  conserve  les  angles. 

8791.  —  Le  point  :  décrivant  une  droite,  quel  lieu  décrit  le  point    z"!    {z  =  x+yi). 

8792.  —  Trouver  la  courbe  intégrale  de  l'équation    y  =  xy"-  +  y''    qui  touche  l'axe  des  r  au  point     r  =  -  —. 

8793.  —  Rayons  de  courbure  à  l'origine  de  la  couibe    .r' +  y' —  Sari/ =  0 . 

8794.  -  Comment  sont  placés  les  points  dont  les  afûxes  z,  lo.  z,,  z<  vérifient  la  relation  -.  _  .  :  . ^  _  ^^  =  —  1  ? 
Montrer  que  la  relation  est  indépendante  des  axes  de  coordonnées. 

8795.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  si  on  porte  sur  chaque  tangente,  à  partir  du  point  de  contact,  une  longueur 
constante,  le  lieu  du  point  obtenu  soit  un  cercle. 

8796  _  Déterminer  une  courbe  sachant  que  l'on  a  a  =  a  cos'  ï,  ss  désignant  l'arc  et  i  l'angle  de  la  tangente  avec 
Ox.  Nature  de  la  courbe  obtenue  (hypocycloide  a  trois  rebroussements). 

8797.  —  Même  question  si  l'on  a  la  relation    .s  =  r''     (spirale  logarithmique). 

8798.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  se  projette  sur  Oc  au  point  de  ren- 
contre de  cet  axe  et  de  la  tangente  en  M.   Développée  de  la  courbe  obtenue. 

8799  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  fixe  à  la  tangente  et  h  l-i  normale  eu 
un  point  soit  constant. 

8S00.  —  On  joint  un  point  H  dune  courbe  à  un  point  fixe  0  et  on  projette  le  centre  de  courbure  relatif  au  point  M 
sur  la  ilroite  OVl.   Déterminer  la  courbe  de  façon  que  cette  projection  soit  symétrique  de  M  par  rapport  au  point  0. 

8801 .  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  centre  de  courbure  relatif  ii  un  point  M  soit  situé  sur  la  polaire  de  ce  point 
par  rapport  k  un  cercle  donné. 

8802.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  normale  limitée  à  0.r  soit  égale  au  double  du  rayon  vecteur. 

8803.  —  Déterminer  une  courbe,  rencontrant    0;/    au  point  A,  telle  que  si  d'un  point  M  de  la  courbe  on  abaisse    MP 

perpendiculaire  sur  Ox,  le  centre  de  gravité  .le  l'aire  0.\MP  ait  pour  abscisse    r,  —    ^   ,    j.'      ''  '-''^"'  '^'bscisse  de  M  et  ii 

une  constante. 

8801.  —  Soient  R  le  rayon  de  ccurburc  en  un  point  d'une  courbe,  et  a  l'angle  de  la  tangente  avec  Ox.  Déterminer  la 

courbe  sachant  que  l'on  a    R= •    a  étant  une  constante.  Même  question  en  supposant    R  =  -7-7-- 

sui  a  »"'   ' 

8805.  —  On  considère  une  courbe  (C)  et  un  point  0  dans  son  plan.  On  mène  la  tangente  MT  et  la  normale  MN  en  un 
point  M  de  la  courbe,  et  on  projette  le  point  0  en  P  et  Q  sur  ces  deux  droites.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  la  droite 
Pi}  passe  par  un  point  fixe  A.  Solution  géométrique. 

8806.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  tangente  et  la  normale  à  ces  courbes  tracent  sur  une  droite  fixe  des  ilivi- 
sions  homographiques.  Cas  particulier  oîi  les  divisions  sont  en  involution. 

8807.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  soit  proportionnel  à  la  distance  de  l'origine 
à  la  tangente. 

8808.  —  Soient  r  le  rayon  vecteur  OM  d  un  point  M  d'une  courbe,  /)  la  distance  du  pôle  à  la  tangente  au  point  M  et 

H  la  longueur  de  la  normale  polaire.   Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  rapport    -^    soit  constant. 

8809    —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'on  ait    -7  =  ar- +  h,     r  étant  le  rayon  vecteur,   /i   la  distance  du  pôle  à  la 

p- 
tangente,  a  et  h  des  constantes.  Pourrait-on  trouver  la  nature  de  la  courbe  par  des  considérations  de  dynamique  ? 

8810,—  D'un  point  M  d'une  courbe  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  Ox,  et  du  point  P  on  mène  PQ  perpendiculaire 
sur  la  tangente  en  M.   Déterminer  la  courbe  de  façon  que     .MQ  :=  a. 

{A  suivre.) 
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Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  conducteurs  des  Ponts  et  Chaussées. 

.1  Ifièbre  et  Anahjse . 

I.  —  Etfinl  (lonn(''  un  .-iir  .\li  di'  clialnctli',  on  a,  i-nlri'  li'  paninn'ti'c  a  (di.stiinco  ilusominct  .*<  t'i  la  baso)  l.'s 
distances     AC  =  a    et     BG  =  i,    horizontale  el  vi'rli(-alc  îles  extrémités  A.   et  B,  et   la  longueur   /  de  ecl  are. 
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la  rohtion 


^l' 


qui  permet  ilo  calculoi' a  quand  on  connaît  a,  ^  et  l. 
Soient    ï  =  400™,    S  =  300™    ot    i  =  600™  ;    on  demande  do  déterminer  gra- 
*"'      phiquement  a  par  similitude,  en  opérant  par  tâtonnement  sur  une  ehainelte  de 
paramètre    a  =  4  centimètres,    puis  d'approcher  de  I.i  ]-acine  i^n  appliquant  une 
lois  la  formule  de  Newton. 

21 


1,8  tracé  sera  fait  simplement  au  crayon  sur  une  des  feuil 
lie  la  composition. 


du  texte 


II.  —2101.  1°  Exprimer  au  moyen  d'une  série  ordonnée  suivant  les  piussan<-es  entières  croissantes  de  x, 
l'inté^i'ale  particulière  ;/  de  l'c'quatioii  différentielle 

y"  =  •'^.v, 
telle  que  pour    a;  ^  0    on  ait    i/  ^  I     et    y  :=  0. 

2°  I  a  série  obtenue   représente-t-elle  cette  intégrale  particulière  pour  toute  valeur  de  a:'? 

3o  Indiquer  une  limite  de  l'ei'reur  commise  quand  on   s'arrête  au   terme  en  a''  inclus,  en  supposant  soil 
a;  >  0       soit      —  2  <  œ  <  0. 

4"  Calculer,  au  moyen  de  cette  série,  arrèti'c  au  terme  en  .r'  inclus,  les  valeui's  numériques  de  ij  qui  cor- 
respondcnl  aii\  quatre  valeurs  suivantes  de  x  : 

—  2,    —  t.     I     el     2, 
en  fixant  chaque  fois  une  limite  de  l'erreur  commise. 

0°  Tracer  correctement,  entre    x=:  — 2    et    a;  =  2,    la  courbe  qui  repn'senterinté'graleparticulière  consi- 
dérée, en  prenant  4  l'entimètres  pour  unité  ;  amorcer  cette  courbe  au  delà  de    x  ^^  —  2. 


Mécanique  et  Géométrie. 

I.  —  2102.  Di'lerminer  à  un  centième  près  l'intensité  minimum  V  et  la  pente  m  correspondante  que  doit 
avoir  la  vitesse  initiale  d'une  balle  élastiquepour  que,  lancée  du  point  0  et  rebondis- 
sant successivement  en  A  sur  une  paroi  verticaleet  en  B  surune  paroi  horizontale, 
elle  revienne  exactement  à  son  point  de  diqiart,  dont  les  distances  à  ces  parois  sont 
respectivement    a  =  3"",    b  —  i"'. 

On  négligera  le  diamètre  de  la  balle  et  le  frottement. 

11.  —  lin  disque  solide  évidé  intérieurement,  ayant  la  forme  extérieure  d'un 
cylindre  de  O^jiO  de  diamètre  et  un  poids  de  350  grammes  flotte  sur  une  masse  liquide 
indéfinie,  et  exécute  de  petites  oscillations  verticalesdont  la  durée  est  - —  de  seconde 

(aller  et  retour  compris). 

Déterminer  le  poids  spéci(ii|uc  du  li(|uide  en   négligeant    sa  résistance  et    la 
dét'ornialion  de  la  surface  libri'. 

Epure  de  Géométrie  descriptive. 

La  feuille  remise  aux  candidats  étant  divisée  en  deux  parties  égales  dans  le  sens  de  la  largeur  par  la  di'oilc 

\'Vi,  on  tire  les  axes  H'H',  et  xz'  de  la  partie  de  droite  et,  sur  le  second 
de  ces  axes,  on  prend  le  point  (o,  o')  tel  que  chacune  de  ses  projections 
soit  a  105™™  de  HH,. 

Ce  point  [o,  o')  est  le  centre  d'une  sphère  de  65'"™  de  rayon  sur- 
montant un  cylindre  de  révolution  d'axe  vertical  (oj,  o'z')  ayant  41™™ 
de  rayon,  et  limité  d'autre  part  au  plan  horizontal  dont  la  trace  ver- 
ticale est  H'H',. 

On  demande  : 

1°  De  représenter  le  solide  formé  par  la  sphère  et  le  cylindre  sup- 
posés opaques  et  limités  à  leur  intersection  commune  ; 

2°  D'indiquer  les  ombres  (propres  et  portées)  déterminées  sur  le 
solide  ainsi  constitué  par  des  rayons  parallèles  à  (R,  R')  ; 


V 

V 

0' 

X  ' 

j' 

.'/' 

0 

\r 

o 

/ 

40- 

y  : 

'"Z 

H'; 

^           0 

o 

K 

X 

u 

V,; 

X 
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3°Dcconstruire  la  porsppctive  cavalièfe  du  snliilc  iiinliri'\  eu  pri'iKint  cdiuinr  rcpn'M>ii(ali(in  du  Iriodro  (oai/;, 
oVi/';')  (li'tini  sur  la  moitié  de  droile.le  Iricdre  Oxy:  de  la  niditié  de  liauclip  dinit  l'oiiijiiu'  ()  istsui  l'axi' de  rcttr 
sorondo  moitié  à  40"""  au-dessus  du  lu-olongement  di;  H'H',,  l'axe  ne  étant    incliiii^  à  Kio  >ur  iidli'  dr-nilc,  ol  le 

rapport  do  réduction  sur  cet  axe  étant  égal  à  —  ■ 

N.B.  —Les  lignes  de  construrtian  étant  tracées  en  rouge,  on  tigtu-era  en  noii-  les  arêtes  du  solide  repré- 
senté (celles  qui  sont  cachées  étant  eu  |iointillé),  en  bleu  lesliniiles  des  ombres  (consulérées  seuleineiil  sui'  les 
parties  vues),  les  ombres  elles-niéines  élant  iiuliquéi's  pai'  une  leiule  légère  ou  des  hachures  bleues. 


DEUXIEME   PARTIE 
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2011.  —  I"  f)'i  demande  d'intégrer  l'équalion  dif/'érentielle 

■j-hf  —xij-hy-  =  0 

et  de  déterminer  celle  de  ses  inlrgrnles  qui  prend  la  valeur  \  po'ir     x  =  \ .     /'étudier  celle  fonction  et 
construire  sa  courbe  représentative . 

"I"  Trouver  la  pe.nto  maximum  des  tunqcntes  n  cette  courije,  h',  point  <l'>>i/levion,  el  te  li^'u  de  ce   point 
quand  la  constante  d'intégration  varie. 

Mêmes     iiuestions    pour   l'équation      .i-i/' H- 2.ri/ —  i/=  =  0.       cl.    en    plus,    trouver    les    trajectoires 
orthogonales  des  courbes  intégrales. 

1    l/cqualion  proposée  est  en  même  temps  une  équation  homogène  et  une  équalion  de  lîernonlli  : 
on  peut  donc  l'intégrer  de  deux  façons. 

Divisons  le  premier  membre   par  y-  et  posons  —  =  ::     nous  aurons  successivement 

X'-^ .V—-f-i=().  -J  = ■—, 

;/■'        .'/  !/' 

1 

puis  .T-:'-f-3:  =1,  xz'-^-z  —  —. 

X 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  z.r,  le  second  de  Lr  :  nous  avons  donc  immédiatement 

.r 

-,l-  =     X.r,  ,/  =   -j-^. 

Or,  pour     .1=1,     1/  =  1   :      donc     l,G  =  I,     G  r=  *•     et     >j  = 


I    t    Lr 
Cette  fonction  est  définie  de  0  ii      -h  x  ;     elle  est  nulle,  ou  pluli'it  inliniment  petite  el  négative  pour 

X  =  -h--:     le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point,  qui  est  la  limite  de  —  quand  .r  tend  vers 

0,    est  égal  à  0  et  la  courbe  part  du    point    O  tangentiellemeiit  a  Oc.   Pour      L.r  =  —  1,       .r  —  -  . 

e 

1/   devient  infini  et  passe  de     —  x      à     +  x  .     Pour     .r  —  -h  so ,     j/  est  infini  el  positif.  —  est  nul  ;  la 

.r 

courbe  a  donc  une  branche  parabolique  dans  la  direction  Or. 

Lx 
La  dérivée  «/'  est    y'  =  — -—  ;    el\e  est  négative  avant  1,  positive  après.  La  fonction  décroît 

^  uX  -+-  1  j 
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il 


depuis  .r  =  0  jusqu'à  .1=  I,  passe  par  un  minimum  pour  x  =  \,  et  croit  ensuite.  Le  minimum 
est  d'ailleurs  é^al  à  t  ;  la  r.ourbe  traverse  la  droite  ?/  =  -c  et  reste 
ensuite  conti  nuellement  au-dessous,  comme  on  le  voit  sans  peine  en  formant 

—  a'L.i- 
Lx  -+-  1 
Cette  forme  nous  fait  prévoir  qu'il  y  a  un  point  d'inllexion,  en  lequel 
la  pente  de  la  tangente  est  maximum,  et  ceci   se  vérifie  en  formant  la 

\    Lj; 

dérivée     seconde,     y"  =  — -, t-t--       Le      point     d'inllexion     a   pour 

i'i  L,c -t- 1)'' 

coordonnées     x  =  fi.     y  =  — '       et  la  pente  de  la  tangente  en  ce  point, 
1 


la  pente  maximum,  est  — -• 

2.  Dans  le  cas  général.     ;/ 


aurons  donc 


Lx-hC 
■2  —  G—Lx 


Lx  -^C  —  1 

(Lx^C)^ 


!/    = 


.,(L.r  +  C)^ 

Le  point  de  pente  maximum,  le  point  d'inllexion,  a  son  abscisse  détinie  par  Lx4-C  =  iJ,  alors 

X                           {                                                                                                                 l                     .  . 

:  —      et     v'  =  —  •       La  pente   maximum   est   donc    toujours    égale  à      —  et   le   lieu    du  point 


d'inflexion  est  la  droite     v  =  — 

Si  on  prend  x  négatif,  la  courbe  intégrale  a  pour  é(iualion     7  = 


Ses  points  se 


L(  —  a-)  H-  C 

déduisent  de  ceux  de  la  précédente  en  changeant  .r  en  —  x  ;  elle  est  donc  symétrique  de  la  précé- 
dente par  rapport  à  l'axe  des  y,  et  le  lieu  des  points  d'inflexion  est  symétrique  du  précédent  par  rapport 
au  même  axe. 

Pour  intégrer  la  seconde  équation,  on  peut  aussi  procéder  de  deux  façons.  Nous  appliquerons 
cette  fois  la  méthode  employée  pour  les  équations  homogènes  ;  nous  poserons  y  =  tx,  et  l'équation 
deviendra  tx -i- 1  -h  it  —  l-  =  0, 

dx   _        dt       _    1    /     (//  di  \ 

""  ~  ~    fi  -'M   "■  T  \  <  _  3         T./' 

<  —  3  y  —  3.C    _   x^ 

~~y  "^ 

1 


Nous  en  déduisons  de  suite 


L  — 


L 


:3C.r 


V 


c 


Si  l'on  veut  que     y  =  1     pour     x  =  I,     il  faut  prendre     C  =  — —\   alors 

3x 

Celte  fonction  est  définie  pour  toute  valeur  de  x,  et  discontinue  pour    .f  = ijv'*.    Sa  dérivée, 


1  .^ 


1  —  4  r' 


xj'  =  3— 3-7T'   s'annule  pour    .r  =  —y-2     en  passant  du  positif  au  négatif,  et  on  a  le  tableau  de 


variations  suivant  : 


X 

- 

X 

croit 

1 

-  V-i 

croit 

y^i 

croit 

+  X; 

y' 

-+- 

-+- 

0 

- 

y 

0 

croit 

+  X 

—  X) 

croit 

y'2 

rnaximuiii 

décroît 

0 
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d'où  l'on  déduit  sans  difOcullé  la  courbe  li^'urativp.  Elle  est  tangenle  à  l'origine  à  la  droite  de  coefQcient 

x'  -  I 


-  i  <'T 


angulaire  3  et  comme     ij"  =  l-lv'' ■ 


,   ,  ,      s'annule  sans 

(1  -^:>x'f 

changer  de  signe  pour  x  =  0,  et  de  nouveau  pour  .c  =  1 
en  passant  du  négatif  au  positif,  le  point  de  coordonnées 
x—\,  y  —  I  est  un  i)oint  d'inllexioii.  La  tangente  en  ce 
point  a  la  [)ente  minimum     —  I . 


De     y 


:ic.i 


on    tire      ./"  =  18C^^-^|^-^^  •  Les 


c  —  x'      '"  '■"       ■'       ■  -    ((]-x'y 

coordonnées  des  points  d'inllexion  des  courbes  intégrales  sont 
donc,  en  fonction  de  C,  .r  —  '{/ — 2C  et  y  =  y— ^C,  d'où, 
quel  que  soit  C,  x  —  y.  Le  lieu  de  ces  points  est  donc  la 
droite     y  —  x  =  0,     bissectrice  de   cOy. 

'frajecloires   (irilioyonalcs.    —  On    obtient  l'équation  dif- 

1 

férentielle  des  trajectoires  orthogonales  en  changeant  y'  en ^     dansl'équation donnée,  cequidonne 

)/'()/-  —  -Ixy)  4-  X-  =  U. 

'/ 
Celte  équation  s'intègre  encore  en  posant     -^  —  i. 


On  a 


d'où 


Il   faut  décomposer   en   éléments  simples 


dl 

l-\-x  —- 
dx 

1 

l'  —  2t 

dx 

-'-''       di 

X             l 

-±t^+\  '^'■ 

■ 

2<  -  r- 

(^~i).  ('-H^)'  ['-^) 


'il  —  t- 


,  la  décomposition  est  de  la  l'orme 
A  B  C 


Les  diviseurs  du  dénominaleur  étant 


i'  —  -Ii'  +  i  t  —  l 


2/  —  i 


..(, 


i  -H  ^:i 


I  -  v/5 


1  +  s'o  I  -  v'5 

En  faisant  successivement    t  =  \,    i  =  - — , —  >    l  —  — ; — 


On  a  donc 


dx 


A  =  I, 

dl 


li  =^ 
1 


i  +  v^g  ,       i-/5 

4-l{|/-l)(< j^ 

■i 

I 


C{t-i)i^l 
on  trouve 


1  4-v/3 


G  =  — ■ 


dl 


l  —  i 


v/3      _  l  +  v/5         v/S      _  1  -  <J5 


d'où  L— =  —  L(<  -  1) -H -7-1 


'/ 
et,  en  remplaçant  l  par  -^ 


=  ir/iiziiiiti^\^'"  _î_i 

^/5  "  2<  — (I  —  y/o)  1\  2^-(l-v/S)/        '-ij' 

1 

•   _       X         /  iy  —x{i  +  ^5)  \  y/s 
r~  y  —  x     \  2,/-.c(l-v/3)  / 
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d'oi'i  enlin 


V  —  ^ 


2y  —  x([  -4-v'o')  Wâ 


2y  — a-(l-v/5)/ 
y  -  .r  =  0,        ou        2y  -  .r(l  —  v/o)  =  0,         cl     pour 


Pour       C  =  0,       on     trouve 
2y—  x{l  -h\/o}  =  0. 

Parmi  les  trajectoires  orthogonales,   il  y  a  donc  trois  droites  qui  passent  à  l'origine,  et  qu 
trouver  directement  en  posant      y  =  ax,      et  cherchant  la  constante  a. 

M    UOU\,  instituteur-adjoint  à  Ghalon-sur-Sari 

lionnes  solutions:  SHl.  .Vmiré  GnAniE,  lycée  Saint-Louis;  L.  Simon,  à  Fourmies  :  V.  Codrtois,  Ui'  d'infanterie 
Raynionii  Chiiioi,,  à  Moulins;  .1.  Lk  Ruas  ;  Wlailimir  Stortz  ;  H.  KiioBEKr,  à  Paris;  Stevexot,  6'  d'artillerie,  a  Toul  ;  L. 
A   Koo'SEAu,  à  Fournes-en-Weppe  ;  G.  L»ch,  à  Denain  ;  R.  liovKn,  lycée  de  Nice. 


G  =  oc, 
'on  peut 


à  Sedan 

A.    GlOAN 


-,     où  a  désigne  une  conxtante  nrhilrnire. 


2017.    —  On  roiisidrre  la  fonriion      y  ^=  

.r  —  '/ 

l'J  Trouver  la  foiiclion    V   telle  que     Y  —  i/  =  a     et  calculer  Y'  en  fonction  de  x  et  d'.  \  . 

2°  La  courbe  Y  e^t  une  hyperbole,  h'iudier  sa  déforni'ition  et  trouver  le  lieu  de  son  centre  quand  a  varie. 

3°  Soit     Z  =   —  •       Les  asi/mplotes  des  courber    Y    et  A  forment  un  triingle  qui  reste  semblable  à 

X 

lui-même  quand  a  varie.  Appelons  f(a)   l'aire  de  ce  triangle  Quel  est  le  lieu  du  point     x  —  a,     y  =  /(a). 
4"  Cne  de.?  asymptotes  rencontre  la  courbe  Z.    Donner  les  abscisses  de  ces  points  en  fonction  de   a    ri 
leurs  lieux. 


l.On  a 


Y  =  a  H-  1/  =  a  -+- 


.r-  —  ac  -h  a- 


on  en  déduit     (.r  —  o)Y  =  x"-,     et  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

2.r  —  Y 
(x  —  a)\'  4- "^    =  2a:,  ou  ^    = 


2.  On  peut  écrire     Y  = 


^  X  +-  a  A- 


,     et  pour  construire  cette  courbe,  ou  peut 


d'abord  construire  la  droite     Y  =  x  -f-  a,     puis  augmenter  les  ordonnées  de  cette  droite  de  la  quantité 

— .     On  reconnaît  ainsi  que  la  courbe  est  une  hyperbole  admettant  pour  asymptotes  les  droites 

X  —  a 

Y  =  x  -H  «,     X  —  a  =  0. 

On  a  d'ailleurs     Y' =   ^(•^~-^'  ,     et  pour  étudier  les  variations  de  Y,  il  suffit  de  distinguer   deux 

(X  —  a)- 

cas,  suivant  que  a  est  positif  ou  négatif. 
t»     a>0. 


2o     a<0. 


a; 

X 

0 

a 

2a 

-h  00 

y 

—  00 

/ 

0 

\ 

—  X      \     -j-  X 

\ 

■'M 

If 

-H  oc 

X 

ta 

a 

0 

-+-» 

X 

/ 

4rt 

\ 

—  00    1   H-  » 

^\ 

0 

/ 

-t-oo 

La  courbe  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x. 


ALGEBRE  El  ANALYSE 


Le  centre  est  le  point  de  rencontre  des  deux  asymptotes,     ;/  —  x  +  a,     .c  —  «  =  0  ;     éliminons  a 


y 

// 

/ 

/'/^'^ 

V 

X 

entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons     Y  =  ^c,      <iui  représente  une  droite  passant  par  le   point   0 
et  qui  est  le  lieu  du  centre  quand  a  varie.  C'est  aussi  le  lieu  du  point  A  où  la  tangente  est  parallèle  à  Or. 


3.  -Nous  avons     Z  = 


aY 


OU       /   =    z=  «  + 


X  XX  —  a         .(■  —  a  X  ^  a  x  —  a 

Nous  obtenons  encore  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont     y  =  n     el     x  —  a. 
Nous  avons  ainsi  les  trois  asymptotes     y  =  x-\-a,     y  =  a,     r  =  a,    qui  restent  parallèles  kelles- 
mêmes  quand  a  varie  ;  donc,  le  triangle  qu'elles  forment  reste  semblable  à  lui-même.  Ce  triangle  est 
rectangle  isocèle  et  les  longueurs  des  côtés  de  l'angle  droit  sont  égales  à   |  a  ]  .  Donc,  l'aire  f{a)  de  ce 

triangle  est  égale  à    -^»     et  le  lieu  du  point    x  =  n,     y  =  ~     est  la  parabole    y  =  —. 


4.  Les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  l'asymptote    y  =  x  -h  a    el  de  la  courbe  Z  sont  raci- 
ax 


nés    de    l'équation 


—  x4-  c,      ou       i- 
0(1  +  v/ô) 


•  ax  —  II-  =:  0  : 
a([  — 


on    a    donc 


Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont     .r,  -j- ii  = 
On  obtient  donc  les  deux  points 


X2    = 

r,(.3 


J-\ 


rt(.3  -  v/5^ 


.) 


fl(I+v/5) 


"(3+ v'ô) 


Quand  a  varie,  le  premier  ilécril  ladroite 


et  Xi  - 

1/         3  -H  /s 


"(<  -  v/-^) 


y,  = 


et  le  second  la  droite 


n(3  —  /5) 


3-v/5 


•»•         t  -t-  /f)  -r         1  —  v/5 

li.  I)LII''I{KSNF,,  lycée  Charlomagnc. 


Ronnes  solutions  par  MM  t).  Bki.i.oux  ;  \\.  BovEn,  lycée  de  Nice;  Atiiln'  Couiirois,  1 17«  ri'iiifanterie  à  Sedan;  Ilaymond 
Chihoi.  à  Moulins  ;  Dagnacx.  .i  Dijon  ;  H.  FiionfiuT,  fi  Paris  ;  G.  I.acii,  à  Denain  ;  G.  M.,  k  Lyon  ;  A.  Housseau,  .'i  Fournes-en-Weppes  ; 
M.  Roi:\,  h  Chalon  sur-Saflne  ;  I..  Simon,  à  Foiirmics  ;  Stkvknot,  6«  ilartillerii'  à  Toul  ;  Wlaiiiinir  Sturtz. 
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2019.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  trianfjle  ABC  comme  bases,  on  construit  trois  triangles  isocèles  sem- 
blables P^BG,  PeÂ-C,  PcAB,  dirigés  à  la  fois  vers  l'intérieur  ou  vers  l'extérieur  du  triangle  ABC. 

1°  Montrer  que  les  droites  AP^^,  BPy,  GPc  se  coupent  en  un  même  point  P. 

2°  Quand  l'angle  à  la  base  varie,  le  point  P  décrit  une  conique  équipasse  au  bary  centre  G  du  tri  angle  ABC. 

3"  Les  perpendiculaires  abaissées  de  A,  B,  G  sur  les  côtés  correspondants  du  triangle  P^PgP,,  se  coupent 
en  un  point  Q  de  la  conique  T. 

4°  La  corde  PQ  de  la  conique  r  passe  par  un  point  fixe. 

5°  Les  côtés  du  triangle  P^P^Pç^  enveloppent  trois  paraboles  qui  ont  pour  directrices  les  médianes  du 
ti'iangle   ABC. 

I  et  2.  Soient  0  le  centre  du  cercle  circonscrit   au  triangle.  A',  B',  G'  les  milieux  des  côtés  BC, 

CA,  AB.  Désignons  par  û  l'angle  à  la  base  des  triangles  isocèles  semblables 
P^BC,  PgAG  et  Pc^B,  Lorsque  0  varie,  les  droites  APr  et  AP^  sont  les  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  ;  par  suite,  les  points  Pi,  et 
Pc  tracent  .sur  OB'  et  OC  des  divisions  homographiques.  On  en  conclut  que 
les  droites  BP^elCPc  sont  des  rayons  homologues  de  faisceaux  homogra- 
phiques, et  que  le  point  P  commun  à  ces  droites  décrit  une  conique  (r)  passant 
par  les  points  B  et  G. 

Pour     0  =  0,     P|,  est   en   B',   Pc  en  G',    et    le    point  P  est  le   centre 

de  gravité  G  du  triangle;  pour  "=  ^'  Pu  cl  ^c  sont  à  l'infini  respectivement  sur  OB'  et  OC',  donc  le 
point  P  coïncide  avec  l'orthocentre  H  du  triangle  ABC.  Enfin  pour  0  =  —  A,  P^  est  sur  .\B,  P,;  sur 
AC  et  le  point  P  est  au  point  A. 

II  en  résulte  que  la  conique  {V)  passe  par  les  cinq  points  A,  B,  G,  G,  H. 

Et  ceci  montre  que  la  droite  APa  passe  par  le  point  P,  car  si  AP^  rencontrait  BPj,  et  GP^  en  des 
points  distincts  P' et  P",  ces  points  seraient  sur  r,  et  la  droite  AP^  rencontrerait  l'  en  trois  points, 
A,P'  et  P'. 

Donc  les  trois  droites  AP^,  BP„  et  GPc  sont  concourantes. 

3.  Nous  allons  démontrer  que  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  à  la  droite  PbPc  rencontre 
OA'  en  un  point  Q^  tel  que  les  angles  à  la  base  du  triangle  isocèle  Q^BG  soient  égaux  à    -^ 0. 

PcG'         PbB'        ^    „ 

Nous  avons  = —  =  tg  9  ; 

AC  AB'  ^ 

par  le  point  C  menons  une  perpendiculaire  à   G'B',    et  sur  cette  perpendiculaire  prenons  une  longueur 


CD    telle   que    l'on    ait 


puis,    traçons  le  vecteur   DQa 


CD    _      1 
G'B'   ~  1^ 

équipollent  à  AB',  ou  à  C'A'.  Je  vais  montrer  que  AQa  est  perpendiculaire 
à  PbPc  et  que  le  point  Q*  est  sur  OA'. 
Nous  avons  en  efTet 

AG'    _    CD_  _    DQ,v   _     1 
PcG'   ~   C'a'  ~"  B'P„    "^   tgO  ' 
et  nous  voyons  que  le  contour  polygonal    AG'DQa    se  déduit  du  contour 

1 


PcG'B'Pb  par  une  homothélie  dans  le  rapport 


tgO 


suivie  d'une  rotation 


d'un  angle  droit.  Par  suite,  les  résultantes  de  ces  deux  contours  AQa  et 
PbPc  sont  rectangulaires. 
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Do  plus,  DQa  étant  équipoUent  à  C'A',  A'(Jv  est  équipollenl  h  CD,  ce  qui  montra  que  A'0\  est 
perpendiculaire  à  BC,  ou  que  Qa  est  sur  OA'.   Nmis  avons  aussi 

A'Qa  _  _l A'Qa 

B'C    ~    tgO    "~    A'C  ' 

ce  qui  monire  que  l'anfcle  BCO^  est  égal  à 0. 

On  en  conclut  que  les  perpendiculaires  menées  de  A,  B,  C  sur  les  côtés  du  triangle  P-^Pi,Pr  ren- 
contrent OA',  OB',  OC  aux  sommets  Qa.,  Qb,  Q.  des  triangles  isocèles  semblables  0,BC,  QoCA,  QcAB. 
Par  suite,  ces  perpendiculaires  passent  par  un  rm'me  point  O,  situé  sur  la  conique  r. 

4.  Les  deux  poinis  P*  et  Qa  tracent  sur  OA'  des  divisions  en  involution,  car  on  a  A'Pa  =  A'C  tgO, 
et  A  Qa  =  A'CcotO;  on  en  déduit  A'Pa-A'Oa  =  A'C.  Le  couple  de  droites  APa,  AOa  engendre 
donc  un  faisceau  involutif  de  sommet  A,  et  les  cordes  PO  qu'il  intercepte  sur  la  conique  {!")  passent  par 
un  point  lixe. 

Or,  quand  P\  est  en  0,  PaP"  et  PaPo  se  confondent  avec  OB'  et  OC;  par  suite  le  point  Q  est 
en  A,  et  PQ  passe  par  le  point  0.  Il  en  est  de  même  quand  P„  ou  P,;  sont  en  0.  Le  point  fixe  où 
convergent  les  droites  PQ  est  donc  le  centre  0  du  cercle  circonscrit  an  triangle  ABC. 

5.  La  droite  PbPc,  joignant  les  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques  tracées  sur 
OB'  et  ()C.  enveloppe  une  conique  tangente  à  ces  deux  droites.  Celle  conique  est  d'ailleurs  une  para- 
bole (11a),  puisque  les  points  à  l'infini  des  deux  divisions  se  correspondent. 

Cette  parabole  est  aussi  tangente  au  côté  B'(.',  qui  est  la  position  de  l'i.P,-.  correspondant  à  '>  =  0. 
Par  suite  la  directrice  de  la  courbe  passe  par  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  circonscrit 
OBC,  c'est-à-dire  par  le  point  A'. 

D'autre  part,  la  droite  Pi.Pc  passe  par  le  point  A,  lorsque  les  droites  AP,,  et  APc  se  confondent 
suivant  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  A.  11  en  résulte  que  ces  bissectrices  sont  tangentes  à  la  parabole 
Ha,  et,  comme  elles  sont  rectangulaires,  la  directrice  passe  par  le  point   A. 

On  on  conclut  que  la  directrice  de  IIa  est  la  droite   AA'. 

M.  ROUX,  instituteur  il  Chalon-sur-Sa('ine. 

lionnes  solutions  par  MM.  P..  Bigaiid,  lycée  Victo'"-Hugo,  à  Besançon  :  Marescalciii  ;  François  Margand,  école  des  Anglais, 
à  Lvon. 
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Algèbre  et  Trigonométrie  ^M.  (ii-RMin). 

r>»42.  —  Ktu.iier  le  système  d'équations    (i.r  -4-  hy  -+-  rz  =  il.    a'.r  ■+■  by  -I  f':  -    (/',    n".r  +  b'y  -f-  c":  =  ri' 
5943.  —  Etudier  le  système  iir  i- ';!/-+  es  =  0,  a'x  +  li'n -^  c'z  —  0. 

5944    —  Etudier  le  svstî'me    n.r +  bii -^- cz -■  0, h  ^  + -^  =  (l.     .r -{- y -h  z  —  0. 

a  h         r 

r>94.'>.  —  Limite  de  l'expression     — (/<  entier)  pour  n  inflni. 

5946    —  Etude  de  O'  pour    a  >  1.     Déraontrerque    (n')''  =  "'"•    PO'""  -"^  «'  W  frjelionnaires. 
5947.  —  Etude  du  nombre  c  ;  montrer  que    e  <  3  ;    montrer  que    2,7  <  c  <  2,8. 


I 
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5948.  -  Etudier  les  séries 

3" +  2                               3" +  5  /       H- +  \        \"- 

«n  =  ■  '  "..  =  -: r  ;  "»  = 


-  n^  '  \  ?i'  -H  y/  +-  1  / 

Limite  supérieure  de  l'erreur  commise  eu  s'arrêtant  au  second 

71- 

n  ' 
terme. 

5950.  —  Etudier  les  séries 

i/h  -+-  1    .  \/n      .  "  +  ^   ■  „    _  ViTi'jTT       Vii> 1  •  11    to-2    '^   ■ 

«,.  =  — ;  u„  =  — ^^ ^  !/„  =      ,7^~  '  ""  —  v"!   +  1  —  >"'  —  1  ,  M»  —  tg-  - — , 

n'^  +  5  n'  +  1  yn  4n 

_   Ln  .  _  _U_  ,  _  (-  11"»    .  _   (— 1)V» 

'"  ~  ^  '  '"  ^   y/y?   '  "  ~  ■JiF^'l  "  ^      n  +  l 

5951.  —  Etudier  la  série      u,,  —  nx"  ;     cas  particuliers  de     ■!■=—'     limite  supérieure  de   l'erreur    commise   en 
s'arrêtant  au  second  terme.   Calculer  la  somme  de  cette  série. 

5952.  —  Etudier  les  séries 

_  „  _      _    J'V'l  _    X"\/ll 

,,  —     l  ).    ,  „  —        ,  ,._.,,  „  _   ^^^  ^  .  „  _  ^^^  ^  ^     (cas  1 1,    .(  _  —  „). 


.r"s/)t 

M., 

n-x" 

/ri- 4 

n'  -1-  1 

M„  = 

j-"' 

"( 

2"  -h  3") 

M,.  = 

nx" 

ll-i" 

[  -1-  «' 

i/..—  — :=r-.      "..=  —5 — -.    U„  =  — ; ,      «„=  — (casde    x  =  3), 

'■  -    ■    ■                         "'-^  "■                      »(1  +-2")  ?H3"  +1) 

"Ln                        a'iiLrt  .r" 
'           II,,  =  — . 


5953.  —  Dérivées  de    X'",    a'     e- ,    e ''  ,    arctga;,     arotg— '     L(H-.c  —  2,r-'),     x"'"'..    x '■' ,    (1-i^.i;)',     {i+x\ 


(•4). 


(1  + j-l'B--,    Il  +  sin  x)' 


5954.  —  .Appliquer  la  formule  des  accroissements  finis  aux  expressions 

sin  4(1» —sin  45°,  fsiu  41"  _  gsin  40°,  L251  —  L230    (vérifier  au  moyen  de  la  règle  à  calculs). 

5955.  —  Variations  des  fonctions  suivantes  : 

r  ^  —  '  ''  e  '  JL  -1-  Lx 

y  =  e     '  ,         y  =  e  /■-,  ,  y  =  t'  ^-i .  '■>  ~  'x'  H  =  xe  ^  ,  i/  —  {^  +  x)e  ',  y  =  -^' 

(/  ■=  .(■'  ,  y  =  J  r   ^  y  ^   {l  +  x)    '    • 

5956.  —  Variations  de   la   fonction      1/  =  Lj  1  h ]  — Montrer  que     l(  1  H )  > .,     à  l'aide  de  la 

formule  des  accroissements  finis. 

1  1 

5957.—   Développer  en   série    (1  4- .r)'"  ;      — ;    (l+jp'    (casde    x= .     limite  supérieure  de  l'erreur 

(1  4-.!'^-  2 

commise    en   s'arrêtant    au    second    terme);      il+x)-'        application    au    calcul    de   y/iBlO  ;      (1- j)''      (1 x-' 

cas  de 


"^) 


1  —  ix  +  ix-  i  —  ix  +  Sx' 


5958.  —  Développement  en  série  de    L(l  —  x)  ;    appliquer  à    .f  =   _  >     limite  supérieure  de  l'erreur  commise  en  ne 

1     ,      1 
prenant  que  le  premier  terme.  —  Appliquer  au  calcul  de  L—   a    —    près. 

5959.  —  Développement  en  série  de    ij  =  L(i—x'-].    Appliquera    x—y     et  calculer  la  valeur  trouvée  à    près. 


100 

—  X 

•       pn  «prip.    Anntiriiipr  nil   cnlriil   lip   1.9.     I.imi^p    *iiin(5ripiirp    ilp  Ppri-piir    i.nivti 


1 

5960.  —  Développer    L •     en  série.  Appliquer  au  calcul  de  L2.  Limite  supérieure  de  l'erreur  commise    en  ne 

prenant  que  le  premier  terme. 

1  —  2a- 

5961.  —  Développer    L -—      en  série,  et  étudier  directement  la  série. 

1  -h  OX 

5962.  —  Développer    L(l  — ,1.)  —  L(l  —  2x)    en  série;  intervalle  de   convergence  ;  nature  de  la  série  aux  limites  de   cet 
intervalle. 

5963.  —  .Même  question  pour    L(l  —  3j)  —  L(l  —  x). 

5964.  —  Développer  en  série  la  fonction    .(/ =  L(l  — x)  —  L(!  — a.i),    0<o<l;    étudier  la  série  obtenue. 

5965.  —  Développement  de  arc  tg  j;  en  série  ;  application  au  calcul  de  it  ;  limite  supérieure  de   l'erreur  commise  en 
ne  prenant  que  les  5  premiers  termes. 

5966.—  Développer  en  série    arc  tg  .     arc  tg 


1  —  rt» 
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59G7.  —  Développer  arc  siiu  en  série;  application  à 


—  '•    évaluer  la  somme  ;i  —   près. 
2  10     '^ 


Ô969 
5970 
5971 
5972 
5973 
5974 
5975 


—  Développer  en  séries    arc  sin  (âxy'l  —  J").    arc  sin  (3x  —  4x'). 

—  Développer  en  série    y  =  L[x  -f-  y/l  -i-  x'']  ■ 

—  Calculer  les  deux  premiers  termes  du  développement  de  tg,r. 

—  DHelopper  en  série    y  =  e' .  cos.r. 


—  Ordre  infinitésimal  de    7I  —  cosj;+  \/tëx,    x  désignant  l'intiniment  petit  principal. 

—  Dillérentielle  totale  de    :  =  /(«,  v),    u  et  !)  étant  des  fonctions  données  de  x  et  y. 

r  =  0. 


L  cosx 
—  Limite  de        .    .,.        pour 


sin  Sx 

5976.  —  limite  de pour  x  infini. 

X"'        (•-' 

5977.  —  Limite  de  x"'Lx,  pour    x  =  0. 

i 

5978.  —  Dérivée  de    y  =  x  '      et  valeur  de  cette  dérivée  pour    j;  =  0.     Même  question  pour 

I  1 

y  =  (C0S3-)  .'■  ,  y  =  (sin  j)!-^,  y  =  (1  +  j)  ^'"^  . 

/         ./•  \"'+i 

5979.  —  Limite  de    (  cos —  1  pour 

5980. 


il  infini;  même  (uiestion  pour     (  cos \-  ti;'  —  1 

\         in-  1         ■"     »î  / 
Limite  pour    j;  =  0    des  expressions  suivantes  ; 


(cos . 


(cos  X)  si"  X 

(cos  'ixY- 


(cos  a;  +  sin  x) 
(2  cos  a;  —  t"|'-' 


(cos  X  -+-  ros  Hx  —  cos  ix) 
(l+tgx)!'. 


5981.  —  Dérivée  de    y  =  (1  +  tgjr)  j:  ;    limite  de  cette  dérivée  quand  x  tend  vers  0. 

5982.  —  Déterminer  les  constantes  a  et  b,  de  façon  que  l'expression 

cosj  a 

tende  vers  0  en  même  temps  que  x. 

5983.  —  Même  question  pour 
I  "        /  cos  J  a 


1 


sin  X  -+-  sin-a;        x  L(l  -h  x) 

5984.  —  Trouver  les  valeurs  de  :  vérifiant  les  équations 

e"  =  i,  e'~  =  1,  e'"  =  —  1,  e'~  =  e,  c'' 


■-  =  i  4-  v^, 


2i 


e'"  —  i 


3i, 


2, 


sm  :  =:  —  i, 
est-elle  réelle 


L(l  -H  sin  j)        x 

e''  =  i  +  i,  e' 

{^<--  —  3ie'-  _  2  =  0, 
tg:;=:2(. 


=  6, 


5985.  —  Pour  quelles  valeurs  de  :,  l'expression    e''  -t 
5980.  —  Kacines  quatrièmes  de  l'unité. 

5987.  —  Racines  cinquièmes  de  l'unité.  Somme  des  carrés  de  ces  racines. 

5988.  —  Racines  sixièmes  de  l'unité. 

5989.  —  Racines  de  l'équation    x'°  —  1=0;    calculer  leur  somme,  la  somme  de  leurs  cubes. 

5990.  —  Racines  douzièmes  de  l'unité.  Calculer  la  somme  des  cubes  de  ces  racines. 

5991.  —  Calcul  de  sin -7-   en  (onction  de  sin  a.  Somme  des  racines,  somme  de  leurs  carrés. 


5993.  —  Calculer  tg^ —    en  fonction  de  tgo  ;  les  trois  racines  de  l'équation  obtenue  sont  réelles  ;  calculer  la  somme 

de  leurs  carrés. 

1  r. 

5994.  —  liésoudrc  l'équation    arc  tg  x  H- arc  tg— •  =  —  • 

5995.  —  Ktudier  l'équation    x  —  lgx  =  0. 

5996.  —  Nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    .r'  —  3x'  —  1=0. 

5097.  —Même   question  pour     x' -f- x' -f  x  —  2  =  0,    a;' +  x' -+- x— 10  =  0.     Déterminer   la   racine  réelle  par  la 
méthode  des  iiarties  proportionnelles. 


f 
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5908.  —  Etudier  l'équation    j;'  —  x-  —  i  =  0.     Calculer  la  racine  positive  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles. 
Somme  des  carrés  des  racines.  Même  question  pour    x'  —  4.t'  —  1^0,    x'  —  •Jj;  -+- 1  =:  0. 

5999.  —  Condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation    x'^  +  pi:  +  Q  =  0.     Former  l'équation  qui  admet  pour  racines 
les  carrés  des  racines  de  l'équation  proposée. 

6000.  —  Conditions  pour  que  l'équation     x^ -i- px^ -t- qx -h  r  ^  0    ait  une  racijie   triple.  —  Somme  des  carrés  des 
racines  de  cette  équation.  —  Former  l'équation  aux  carrés  des  racines  de  la  proposée. 

GOOl .  —  Equation  au.x  différences  des  racines  de    x'  +  px  +  q  ^  0,    puis  aux  carrés  des  différences. 
6002.  —  Etudier  l'équation    2x' —  3x^  —  t  =0;    calculer  la  racine  positive  par  la  méthode  des  parties  proportion- 
nelles. —  Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  sommes  des  racines  de  la  proposée,  prises  deux  à  deux. 
60U3.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 


rdx  r      dr  r         dx  Ç     dx  C  x'-dx  C 

Z  +  ix-  J    3  +  5x-  I    x'-hx-i-l  I    l  —  x'  J    x'—i  j 

r  x'dx  _        r    dx  r  ^ht"         r  dx'  r   -/,<■ 

j    d'  +  ip'  j    (i+x'-r'  j    i-^x''  j    x-^-sIx'  J    x=- 

I  ,T=^'  I   ~ ?= 7  '  1   —  V  1  +  —  •'''•.  I  Vi^^^dx,  /  /r=TT  dx 

J     X-t-\/i+X  J     X'-i-'Jx  +  'i.  ^/     I  V  X  J  J 

I   v'3  — ix- dx,  I   \/4x  —  X-  dx,  i   y/l  +  x  —  x'-dx,  I   y/l -f- 4x  —  x'  dx,  f 

I  \/x-  +  x+  l  dx,  I  .ïV  —  J-'''  ''-i'i  I  jV3  —  ix-  dx,  j  ./'Vl  -+  •i-  dx,  l  x-^l  +  x 

/v/i+i»  r  -r-dji-  {'  jc'dx  r    dx  r 

C     dx  r 

j  r'  I  sinJT 


{\+x'-f 

six 

-  H 

dx 
v'j.-^  -I-  X  +  1 

x^  dx, 
dx 


X'Jx-  +  x  +  i 
v'i  +  cos'x  dx. 


{\+x-)-^ 
6004.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes 


I    siii.r               J    cosx                 /    l  +  :!cosj;                I  l+sin-x  I    1 -i- 3  cos*  x  / 

r     cos  xdr                   r      ;      J                  r  ■   .  ,                r  ,                r    dx  r    dx 

I -•  I   C05'.r  dx,  I   sui' a;  dx,  I  co5"'j;  dx,  I  -, —  >  i  

/    (2-i-sm.r|-                I                                 I                               1                                I    sin'x  /    sin'x 

/  '- —  '             I  '&"  -r  dx,           j  arc  sin  x  dx,  l  x^arc  sin  x  dx,            I  arc  tg  — - — ^  dx,  |  c 

/e''^  co&2xdx,  I  Lx.dx,  j  {Lx  —  i)'dx,  j  (.-■"'' ''"jdj  j  ,  I  

J                           J                                  J                                J    «^^2  J    "^  +  2 

J    e'-hi  J    f'-t-3  J     3 +  «2'  J    es-t  — 1 


cos-x-f-  2  sin-  X 


cos  X  dx, 
dx. 


6005.  —  Calculer  les  intégrales  définies 


Jsin'xdx,  l     cos''"  X  lia-,  i      cos-"xJx,  I        — 


cos- X -1-6-  sin-  X 


6006.  —  Formule  de  réduction  pour  le  calcul  de  l'i 


ntégrale       / 


6007.  —  Valeur  moyenne  d'une  fonction  ;  appliquer  à  la  fonction  sin  x,  prise  entre  0  et  — 

1        1 

6008.  —  Variation  de  la  fonction    y  =x{Lx-l-l).    Calculer   — ,  —^  parla  règle  4  calculs.  Calculer  laire  comprise 

entre  la  courbe  et  l'axe  des  x,  et  déterminer  le  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

j_ 

X  i 

6009.  —  Aire  limitée  par  la  courbe    )/ =   -^^^^-     et  son  asymptote. 

yi  —  X 


6010.  —  .Aire  limitée  par  la  courbe    i/  =  2x  -H  3  d=  /3—  5x^ 

6011 .  —  Longueur  d'un  arc  de  parabole. 

6012.  —  Trouver  la  courbe  dont  la  longueur  de  la  tangente  est  constante.  Longueur  de  l'arc. 

6013.  —  Longueur  de  l'arc  pour  la  courbe  déflnie  par  l'équation    u'  =^  — ~- • 

Il x]^ 

6014.  —  Longueur  de  l'arc  de  la  courbe     y'  r= 


56  QUESTIONS  PROPOSÉES 


6015.  —  Longueur  de  l'arc  de  la  courbe     0  =  1+  cos  u  ;     longueur  totale.  Centre  de  gravité  de  cet  arc. 
G016.  —  Volume  d'un  segment  spliérique  à  deux  bases,   de  hauteur  h. 

0017.  -  Aire  et  volume  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

0018.  —  Aire  d'une  surface  de  révolution  ;  application  à  l'aire  de  la  splière. 

0019.  —  Aire  d'un  paraboloïde  de  révolution  limité  par  deu\  plans  perpendiculaires  à  l'axe. 

6020.  — 'Aire  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  parabole  que  l'on  fait  tourner  autour  de  la  tangente  au 
sommet 

6021.  —  Moment  d  inertie  d'un  triangle  par  rapport  à  sa  base  ;  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  graml  ave;  d'une 
sphère  par  rapport  à  un  de  ses  diamètres  ;  d'un  ellipsoïde  de  révolution  par  rapport  à  son  axe  ;  d'un  tore  par  rapport  à  son 
axe  ;  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  son  axe.  Centre  de  gravité  du  volume  et  de  la  surface  de  ce  cône. 

0022.  —  On  considère  la  courbe  d'équation    ?/ = —  Longueur  de  l'arc;  centre  de  gravité  de  l'arc;  aire 

limitée  par  la  courbe  et  deux  ordonnées  ;  centre  de  gravité  de  cette  aire.  Surface  engendrée  par  la  courbe  en  tournant 
autour  de  Ox.  Moment  d  inertie  par  rapport  à  l'axe,  du  solide  limité  par  cette  surface  et  deux  plans  perpendiculaires  à 
Taxe. 

0023.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  équations    x  =  t  —  sin  (,     ;/  =  1  —  cos  (,     0  <  (  <  2t:. 

l.ongueui'  de  l'arc  ;  centre  de  gravité  de  l'arc.  Aire  et  volume  engendrés  par  rotation  autour  de  l'un  des  axes  de  coor- 
données. 

0024.  —  Aire  limitée  par  la  courbe  x  =  cos^  (,  ij  =.  sin^  t.  —  Longueur  de  l'arc  ;  centre  de  gravité  de  l'aire  limitée 
par  les  deux  axes  et  la  courbe.  Volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant  autour  de  Oy.  Aire  de  la  surface  engendrée  par 
la  couibe. 

0025.  —  Aire  limitée  par  la  courbe  x  =  cos'  <,  //  =  sin'  t  et  les  axes  de  coordonnées.  Aire  de  la  surface  de  révo- 
lution engendrée  par  cette  courbe  en  tournant  autour  de  Ox. 

0026.  —  Centre  de  gravité  d  un  arc  de  parabole  ;  de  1  aire  comprise  entre  l'axe  de  la  parabole,  un  arc  de  la  courbe  et 
deux  perpendiculaires  à  1  axe. 

6027.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  dune  demi-ellipse  ;  d'un  quart  d  ellipse. 

6028.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d  une  boucle  de  lemniscate. 

6029.  —  Centre  de  gravité  du  volume  d'une  demi-sphère. 

6030.  —  Centre  de  gravité  d'un  demi-ellipsoïde  de  révolution. 


0031.  —  Intégrer  l'équation     )/'  =  i  / '—^    et  mettre  sous  forme  algébrique  la  relation  entre  \i  et  x. 

V    i  —  X- 


(.4  suivre.) 
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2103.  —  Soient  (1.)  le  cercle  ayant  son  centi-e  en  un  point  M  variable  d'une  ellipse  (E)  et  tangent  au 
grand  axe  de  (E),  et  (D)  le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  de  (E)  connue  diamètre.  Le  lieu  des  centres  de  simili- 
tude des  cercles  ((^j  et  (D)  se  compose  de  deux  paraboles. 

E.-.N.    l!ARisn;N. 

2104.  —  Soit  M.\l'  une  droite  joignant  les  extiéinités  de  deux  deuii-diainètres  conjugués  M,  M'  d'une 
ellipse  et  V  l'un  des  loyers  de  l'ellipse.  Trouver  et  construire  les  courbes  : 

lo  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  l'MM'; 
2°  Lieu  de  l'ortiiocentrc  du  même  triangle. 

E.-.N.    lî.ARISlE.N. 

EiiRATUM.  -  N»  de  septembre  1912,  p.  C0«.  .V  la  doiixitnie  ligne  de  la  niieslion  20'.)0,  lire  cercle  au  lieu  de 
sexlique. 


■AR-Ls-DDc.  —  iHP.  coMTE-McaDET.  Lt  Hédacleur-Gériinl  :  H.  VUIBEUT. 


23e  Année.  Décembre  1912.  N»  3. 

HEVUE    DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR   LA    UÉSULUTION  D'UN   SYSTÈME  D'ÉQUATIOxXS 
RÉCURREMES  DU   PREMIER    DEGRÉ 
1>-M-  M   H.  Beghia. 


On  rencontre  souvent,  en  particulier  dans  la  recliercho  de  cerlains   développements  en   série,   des 
systèmes  d'équations  de  la  forme  : 

px„  =  a„, 

pa\  -+-  q.i-„  =  0,, 

px.,  -H  qx^  -+-  rx^  =  0,, 

(.'-'  1  px..  -+-  qx.^  -+-  ?'J-,  -h  i\r„  =  (I,, 


p,  q,  r,  s  étant  des  constantes  données,  a„  une  fonction  donnée  de  l'indice  n  ;  x„,  x,.. .,  .r„. . .,  étant 
des  inconnues  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Les  valeurs  des  premières  inconnues  x,,,  Xi,  x,, . . .  s'obtiennent 
immédiatement  de  proche  en  proche  ;  mais  en  procédant  ainsi,  il  est  rare  qu'on  aperçoive  la  loi  don- 
nant x„  en  fonction  de  n. 

Pour  y  arriver,  je  considère  l'équation  auxiliaire 

(1)  o(x)  —  p  +  qx-+-  rx-  +  Sx'  =0  ; 
soient  X,  p,  v  ses  racines. 

Je  multiplie  la  première  des  équations  (I)  pari,  la  deu.Kième  par  X,  etc.,  la  (n  +  l)""'  par  X", 
et  je  les  ajoute  ;  il  estévident  que  dans  l'équation  obtenue  x^„  .r,,. . .,  ./■„_,,  ont  des  coefficients  nuls  de 
la  forme  X»ç>(X)  ;  cette  équation  se  réduit  donc  à 

(2)  7)X"x„  4-  (/jX"-'  +  qK")x„_^  +  (pX"--  -I-  <//,""'  +  rl")x„_,  =  a„  -h  «iX  h-  a.X-  h h  n„X". 

Première  méthode.  —  .l'écris  la  première  des  équations  (I),  puis  la  somme  des  deux  premières, 
multipliées  respectivement  par  1,  X,  puis  la  somme  des  trois  premières,  multipliées  respectivement  par 
1,  X,  X-,. . . ,  enfin  la  somme  des  [n  -+- 1)  premières,  multipliées  respectivement  par  1,  X,  X-,. . .,  X"  ;  je 
forme  ainsi  un  deuxième  système  d'équations  récurrentes  dont  l'équation  générale  est  l'équation  (2).  Si 
on  la  divise  par  X"~-,  on  voit  que  le  nouveau  système  est  de  même  forme  que  le  premier,  mais  plus 
simple,  puisque  cette  équation  (2)  ne  contient  plus  que  trois  inconnues  au  lieu  de  quatre.  En  opérant 
de  même  sur  ce  nouveau  système,  on  obtient  finalement  un  système  d'équations  à  une  inconnue  de  la 
forme    px„  =  a,,;    le  problème  est  résolu. 

Deuxième  mélhode.  —  Si  les  trois  racines  X,  |x,  v  sont  distinctes,  je  puis  écrire  l'équation  (2)  et  deux 
autres  analogues  : 

(3)  PH^''^,, -t-(piA""'-f-^H")x„_i-t-(pii"^-  +  9lA""' 4->'ia")x,j_2  =  Oo -Hai[x +■••' 
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Ces  trois  équations  ("2),  (3),  (4)  sont  du  premier  degré  en  r„  x■„_^,  x,,,,  ;  leur  déteruiinaiit  est 

il  est  donc  ditîrrcnl  de  zéro,  di;  sorte  que  ces  équations  donnent  .i,i. 

Cette  méthode  est  en  défaut  si  À  =  \j.,  car  il  manque  une  équation  ;  mais  j'en  obtiens  une  nou- 
velle en  ajoutant  les  équations  (!)  après  lesavoir  multipliées  respectivement  par  0,  1,  2X,  ...,iù"-', 
dérivées  des  coefficients  I,  X,  À-,  . . . ,  X"  que  j'avais  utilisés  précédemment.  Dans  l'équation  obtenue,  les 

coefiicients  de  x„,  a,,  x,,  ...,x„_3  sont  nuls,   comme  élanl  de  la  forme   -jr- [^''^(X)] .  Cette   nouvelle 
équation  est 

(5)     iml"-'x„  -+-  [p{n  —  ■1)X"--  -+■  qnA"~'].v„__^  -(-  \p{n  —  2)X"-'  -+-  </(»  ~\)a"'-  -h  JviX"-']j'„__, 

=  (?!  -4-  SajX  -H  3o.,X-  -+-...  _^-  ria„X"-'. 

Le  déterminant  des  équations  (i),  (4),  (5)  est  dilléront  de  zéro  ;  il  se  réduit  en  eflel  à 

Enfin,  si  ).  —  n  =  v,  on  aura  une  nouvelle  équation  en  ajoutant  les  équations  (I)  respectivement 
multipliées  par  0,  0,  2,  G/ ,  n{n  —  1)X""',  dérivées  secondes  des  coefficients  1,  X,  X=,  ....  X"  précé- 
demment utilisés. 

La  méthode  se  généralise  évidemment  pour  un  nombre  quelconque  d'inconnues  ;  les  équations  obte- 
lenues  sont  toujours  distinctes. 

Exemple.  —  Soit  à  résoudre  le  système  dont  l'équation  générale  est 
x„  —  3j'„„,  -+-  iix„_,  —  .r„_3  =  1 . 

La  première   méthode  conduit  successivement  à  des  systèmes  dont  les  équations  générales  sont 

(«-+-n(« -1-2)                            (n-+-l)((i-H2i(n-+-3) 
x„  —  2x„_,  4-  a-,,  .2  =  n  -T   1  ;  .r„—  x„,^  = '  .r„  = . 

La  deuxième  méthode,  si  l'on  remarque  que  1  est  racine  triple  de  l'équation  auxiliaire     ■i{x)  =  0, 

conduit  au  système  suivant  en  .r„,  a"„_,,  x,^_.,  : 

x„  —  2a-„  _,  -I-  .r„_.,  =»!  +  !, 

,  ,,  »!'"   -+-  I) 

>ix„  —  (2)1  -1-  i)x„_,  +  (n  -t-  l)a;„_2  =  ~ 

n(rt  — l)(»-4-l) 
>i(»j  -  l).r„  — 2(»j2_  lj.r„_,  +  n(»H-  ljx„^,  =  ^ i~ -• 
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SITUKK  A   UNI-  DlSTANCIi:  CO.NSTANTK  DU    POLNT  DM  CONTACT 

|.inr  .M.  M.   Garetle,  piolt-sst'ur  an  lycée  de  Valciicieiiiies. 


Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  donnée  C;  on  suppose  celte  dernière  orientée  et  que 
sur  la  tangente  en  M  le  sens  positif  est  le  même  que  sur  la  courbe,  et  l'on  désigne  par  a  l'an^gle  de 
0.r  cl  de  ce  sens  positif.  Au  point  M  on  fait  correspondre  sur  la  tangente  le  point  P  tel  que  MP  =  p, 
p  étani  une  fonction  inconnue  de  l'arc  5  qui  sur  C  détermine  M.  Ou  se  propose  de  déterminer  p  de 
telle  sorte  que  la  normale  en  P  ii  la  ligne  r  décrite  par  ce  point  passe  constamment  par  le  centre  de 
courbure  1  de  G  en  M.   Pour  qu'il  on  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  ?  soit  égal  à  une  constante  a. 
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En  elTet,  j:  et  y  désignant  les  coordonnées  de  M,  X,  Y  celles  de  P,  on  a  X  =  a- -i-,o  cos  «, 
Y  =  y  +  psina.  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  r  sont  dX,  rfY. 
D'autre  part,  en  prenant  pour  sens  positif  sur  la  normale  en  M  celui  qui  fait  avec 


Ox  l'angle     «h-—      et    en  posant     MI  =  R,     on  obtient,  pour  projections  de 

Rafa).     Pour  exprimer  que 


IP  :     pcos  a  H- R  sin  a,     p  sin  a  —  Rcosa     (avec     ds  ■■ 
IP  est  la  normale  en  P  à  1",  on  écrit 

(p  cos  a  -t-  R  sin  ^)d\  -i-  (p  sin  a  —  R  cos  a)rfY  =  0. 
En    développant    et    tenant    compte    de      dx  =  cos  oïds,      dij  —  sin  arfs      et 
ds  =  Rrfof,     on   arrive   à     do  =  0,     c'est-à-dire     p  =  <i,     a  étant    une    constante 
donnée. 

Délerminalion  du  centre  de  courbure  L  de  F  en  P. 

On  suppose  maintenant    p  =  u.     La  normale  IP  a  pour  équation 

(1)  (X  —  x){a  sin  a  —  R  cos  al  —  (Y  —  y)(a  cos  ï  +  Rsina)  n-aR  =0. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  L  de  cette  normale  IP  avec  son  enveloppe  s'obtiennent  en 
adjoignant  à  (1)  l'équation  difïerendée  qui  s'écrit 

(2)  (X  —  x)[{a  cos  a  +  R  sin  a)rfa  —  cos  adR]  +  (Y  —  y)[{a  sin  a  —  R  cos  a)c/a  —  sin  arfR] 

0. 


On  pose 


=  A     et,  d'après  (1),  on  a 

R  sin  : 


X  —  X  = 


la  cos 


À—  1 
En  substituant  dans  (2),  on  obtient 

rfR 

«  ~l — 


-+-  adli  -^  Wds  = 

■-  R  cos  a  -+■  Xa  sin  a 
X—  i 


0=  H-  K' 
Soit  Cl  la  développée  de  C.  On  suppose  que  le  sens  positif  sur  C|  est 
le  même  que  sur  sa  tangente  IM  en  I  et  que  celui-ci  est  celui  déjà  choisi 


qui  fait  avec  Ox  l'angle    a 


alors  le  sens  positif  sur  la  nor- 


male à  C,  fait  avec  Ox  l'aniile     a 


s,  désignant  l'arc  de  C,  et  J  le  centre  de  courbure  de  C,   en 


I,  on  a     1.1 


ds. 


dR 


—j-7      car    Sj  =  R-|-C'=.    On  change  le  sens  positif  sur  IJ  de  façon  à  avoir  le 


même  sens  que  sur  la  tangente  en  M  à  G  et   l'on   doit  écrire 


du  —  .  ^  IJ 

-—  =  -  IJ.     Donc     /.  = r— — 

rfa  a^-f-R^ 


Soit  Q  le  point  où  la  perpendiculaire  en  I   à  IP  coupe  MP. 


On  a    MQ  = ;      donc      PO  =    — 


R= 


et    /  = 


PQ 


LI 


l'égalité      -^~  =  -^     montre  (jue  le  point  L,  centre  de  cour- 

Ll^  PO 

bure  do  r,  est  l'intersection  de  JtJ  ot  PL 

(Tout  ce  qui  précède  peut  se  retrouver  aisément  par  le  centre 
instantané  de  rotation,  et  la  construction  de  L  que  l'on  vient 
d'indiquer  n'est  alors  autre  que  la  construction  deSavary  ) 

Soit  P,  le  symétrique  de  P  par  rapport  à  M.  P,  décrit  une 
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ligne  r,  correspondant  à     MP,  =  n,  =  — n     et   dont  le  centre  de  courbure  est  alors  déterminé   par 

dK  d\\ 


L,P, 


donc 


On  a 


>■>  = 

LJ 
L^P 
.Al7 


+-  R- 
Ljf 


R- 


LI 
LP 


MP,  LP    _        j 


puisque  -^^ 


MP  LI 

=   -  1  et 


L.l 


LI 


MP  L,!', 

donc,  d'après  la  réciprociue  Ju  théorème  des  transversales,  les  trois  points  L,  L,,  et  M  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  chercher  ce  que  doit  être  G  pour  que  L  soit  toujours  le  milieu  de  IP.  Dans  ce  cas,  L,  étant 

toujours  à  l'infini,  le  lieu  de  P,  est  une  droite  et  le  lieu  de  M  est  une  tractrice  correspondant  à  la  valeur 

I  a  I    ds  la  longueur  de  la  tangente.  On  obtient  ainsi  relativement  au  lieu  de   P  une  propriété  de  la 

tractrice  que  l'on  peut  vérifier  directement. 

Il  est  intéressant  de  rechercher  les  courbes  C  telles  que  À  conserve  une  valeur  constante.    Soient 

adR 
C  ces  nouvelles  courbes.  On  a  trouve  ,,^  =  /rfï.    l  étant  une  constante,  on  peut  mtégrer  et 


R^ 


écrire    a(x 
arrive  à 


j„)  =  arc  Ig 


R 


comme    on   peut     supposer     a„  =  0,     on    a     R  =  atgÀï;     puis   on 


a/cos  I  tgÀi  rfï.  y  =  '(J'sin  ;  tg  Xi  rfa. 

Le  calcul  de  ces  deux  intégrales  se  ramène,  dans  le  cas  général,  à  celui  des  intégrales  binômes. 
On  peut  pour  ces  courbes  C  remarquer  la  propriété  suivante  :  la  droite  ML  touche  son  enveloppe 

en  un  point  K  tel  que  les  deux  ligures  de  trois  points  alignés 
KLM  et  L,IP,  sont  semblables.  En  effet,  on  a  trouvé  précédem- 
ment pour  les  coordonnées  ?,  t]  de  L 

R  sin  I -H  Xij  cos  ï  — R  cosa-+- X»  sin  i 

5  =  a-+ T-î '  ^'  =  ^-^ nn = 

on  en  déduit  facilement  que  réquation  de  ML  est 

(  I  )        (X  —  x)Çm  sin  a  —  R  cos  »)  —  (Y  —  y)(}'a  cos  a 

-1-  R  sina)  =  0 
On    différentie    et   l'on    tient  compte    de      R  =  a  tg  >.i, 
(/R  =  ((),  1  +  {g-lcL)dx.     On  obtient  ainsi 

(X— i)(sin  a  — Xcos  a  tgXa)  —(Y  —  j/)(cosoi  +  X  sin  a  tgXa)  -+-  R  =  0. 
En  adjoignant  cotte  équation  à  celle  de  .ML  où  l'on  a  fait     R  =  a  (gXa.     on  trouve  de  suite 

X  —  X  =  -- — -•  Ù  cos  a  +  sin  »  tg  X,), 
(X  désignant  l'abscisse  de   K,  x  l'abscisse  de  .M).  Or,     /a  cos  a -i- a  sin  a  tg  Xa    c'est    (; — x)(X —  1), 

X— .T \_   _   MK 

'-•'■   ~  X+  1  ~  M" 
KL ,  _  J^ 

KM  ~  ÛP, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 


.      ..         {x-m-x- 

donc    A  —  .r  =  ; et 

A-   —    1 


On  conclut  de  là 
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2020.   —  Elanl  donnée  l' équation  di/férenliplle 

x^ij"  —  iii/  -H  (2  4-  ■c-)ij  —  0, 
trouver  le  développement  en  série  de  y  suivant  les  puissances  croissantes    de  x;  cela  fait,  en  déduire  un 
changement   de  variable  permettant  d'obtenir  directement  l'intégrute  générale.  Construire  les  courbes  inté- 
grales. 

1.  Posons  y  =  Oa  -h  OiV  -+-  a,:v'  -|-  •■■  4-  a„.r"  +   ■■  ; 

on  en  déduit  y'  =  a,  -h''2a,x  -(-•••+  na„t"''  -+■     -, 

y'  =  -2n.,  -i-3.2^ï.jr-i-  ■■■-+-  n(n  —  \)a„x"~-  -4-    ■■. 

Substituant  dans  l'équation  dillérenlielie 

(I  )  a'-(/'  —  ■ixy'  H-  (-2  +a:-;;/  -  0, 

puis  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  x.  on  a  les  relations 

i  «0  =  0, 

i  -2a,  —  2«,  =  0, 

I  2a. -i-oo  — io.-t-2a2  =  0, 

'  '2a.~\-a,~C>a.  +  6fi..  =  0, 


±a„  -+-  «„_ ,  —  '2na„  -h  mn  —  I  /'„  ;=  0, 


On  voit  immédiatement  que  la  première  de  ces  relations  donne  «o  =  0,  ce  qui  était  évident,  que 
la  seconde  et  la  troisième  se  réduisent  à  des  identités,  que  la  quatrième  donne  a.j  =  —-—,  enfin 
que  la  relation  générale  donne  la  loi  de  récurrence 

(n.  —  2){n  —  i)a„  -+-  a„_,  =  tl,  ou  'ï„  =  — 


(n  —'i)(n-  1) 
qui  lie  chaque  coelTicient  à  celui  qui  le  précède  de  deux  rangs. 

Si  n  est  pair,  tous  les  coefficients  s'exprimeront  en  fonction  de  «j  ;  si  n  est  impair,  ils  s'exprimeront 
tous  en  fonction  de  a,;  il  restera  donc  dans  l'intégrale  générale  y  deux  constantes  arbitraires  «,  et  Oo, 
ce  qui  devait  être. 

On  trouve  immédiatement 

a,  n- 


S?»  -1):     ■  -^  '    (2»)! 

Cherchons  si  la  série  qui  donne  y  est  convergente.  Supposons  d'abord     fl,rt.3==0,     et  formons  le 


rapport 


si  n  est  impair  et  égal  à     2/j-t-l,     ce  rapport  est  égal  à '—— j-i     si  n  est  pair  et  égal  à  2/7, 

I«,    ,(■ 
le  rapport  est  égal  à !     dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  tend   vers  zéro,  et  la  série  est  convergente 
a,   2/5 

quel  que  soit  x. 

n„  a„  X 

II  en  est  de  même  si  «1  ou  (7,  est  nul  :  car, dans  ce  cas,  le  rapport 


!/„_.,  (7„_.2  {n  —  2)(«  —  r 

tend  vers  zéro  si  n  croît  indéfiniment. 
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La  série  ;/  étant  convergente  quel  que  soit  x,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (l)  est 


(2)     y 


+  (-ir 


- 1)"- 


[2"-l) 


i2«  -  1) 


2.  Si  on  écrit  »/  sous  la  forme 

r       x'      x'' 
+  ,,^,|,, .__  +  ___ 

on  remarque  que  l'intégrale  générale  a  pour  valeur 

(3)  y  =  a;  [fli  cos  X  -t-  a.,  sin  x]. 

Cette  remarque  donne  le  moyen  d'obtenir  directement  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée. 
Posons  en  effet  y  =  /x-,  d'où  y'  =  t'r  -+- 1,     y"  =  t"x  +  2(', 

et  substituons  dans  l'équation  (1);  cette  équation  devient,  après  simplifications,  et  divisant  par  .t', 

(4)  f-h(  =  0; 

c'est  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants,  dont  l'intégrale  générale  est 

t  =  A  cos  a-  -h  B  sin  x  ; 
on  a  donc 

(5)  y  =  x[A  cos  .r  4-  B  sin  r]  ; 
c'est  l'intégrale  (3j  déjà  obtenue. 

3.  La  courbe  intégrale  (3)  est  facile  à  construire.  Supposons  a,rt2  :p  0  :  la  courbe  passe  par 
l'origine,  elle  y  a  pour  tangente  la  droite  de  coefficient  angulaire  ai  ;  elle  admet  um;  infinité  de 
sinuosités  qui  rencontrent  l'axe  des  x  h  l'origine  et  aux  points  pour  lesquels     n,  cos  a;  -h  a,  sin  r  =  0, 

c'est-à-dire     tgx  = ,     d'où    a  =  A--h«,     a  étant  l'un  d'eux. 

a. 2 
Toutes  les  sinuosités  sont  d'ailleurs  tangentes  aux  deux  droites  issues  de  l'origine  et  de  pente 

m  =  ±  f/a^+al-     Coupons   en   effet  la  courbe  par  la  droite    y  =  mx    passant  par  l'origine  ;   nous 

aurons,  pour  déterminer  les  abscisses  des 

points  d'intersection,   l'équation 

(Cl)      )»  =  ni  cos  .r  -\-  a,  sin  .r  ; 

cette  droite  sera  tangente  si  l'équation  (6)  a 
une  racine  double,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

—  a,  sin  .r  4-  ">  cos  .r  =  0, 

a,  ,  Tz 

ou    Ig  .r  =  ^>       d  où       X  =  KT.  -{-  ^  -+-  r~y 

°  rt,  2 

.  ,•        •  "i  "" 

car    les    deux     directions el     -^ 

a,  Cl 

sont  rectangulaires.  Donc  la  courbe  est   tangente  aux.  points  d'abscisse     x  =  /•- -t- a  + -—      à  la  droite 

y  =  mx,     m  satisfaisant  à  l'équation     m  —  «,  co.<x -t- a,  sin  .r,     d'où     m  =  ±  v'a?  +  o'^. 
La  courbe  intégrale,  où  on  a  supposé     «i  >  0    et    aj-<(),     a  donc  la  forme  ci-dessus. 

A.   MACÉ  de  LP.I'INAY. 


lionnes  solutions  :  M.M.    Nvegaaiii.  ;  II.    Kiiootin,  à  Pans,  W.    Stlbiz  ;    Belloi: 
Li  Châtre;  (t.  Lacii  et  A.  Rousseau. 

Assez  bonne  solution  :  M.  de  l.un  Stuocig. 


1,.    Simon,  à    Fourmies  :  !..    Naucellk,  à 


-♦ 
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2021.  —  l'étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  et  deux  cercles  tangents  en  0  à  Oy,  Fun  dans  le 
plan  des  xg  de  rayon  a,  l'autre  dans  le  plan  dfs  gz  de  ragon  2i7,  on  considn-e  les  quadriques  contenant 
ces  deux  cercles  : 

1°  Trouver  l'équation  générale  de  ces  quadiiques  et  discuter  leurnature  ; 

"2"  Trouver  le  lieu  des  centres  et  séparer  sur  te  lieu  les  portions  qui  correspondent  aux  centres  des  diverses 
espèces  de  quadriques  ; 

'■i°  Trouver  l'équation  de  la  sphère  de  Mange  relative  à  une  quelconque  de  ces  quadriques  ;  démontrer  que 
toutes  ces  sphères  sont  orthogonales  ci  une  sphère  fixe  ngant  son  centre  dans  le  plan  des  xz,  et  trouver  leur 
enveloppe. 

1.  Les  deux  cercles  donnés 

p  =  0,  [  X  =  0, 

)  X'  -+-  g-  —  2ax  =  0,  }  g-  +  :-  —  ioz  =  0, 

apparliennent  à  la  sphère  x'  +  g-  -\-  z-  —  iax  —  'laz  =  0. 

Donc  l'équation  générale  des  quadriques  cherchées  e?t 

(  1  )  .7=  +  )/--!-  ;•=  -^  2X,rc  —  2./  c  —  iaz  =  0, 

et  renferme,  ce  qui  devait  être,  un  paramètre  arbitraire  À. 

Pour  discuter  la  nature  de  ces  surfaces,  employons,  par  exemple,  la  méthode  de  l'équation  en  S. 
Comme  B  =  0,  B"  =  0,  l'équation  en  S  se  réduit  à  (A  —  S)(A' —  S)(A"  -  S)  —  (A' —  S)B'-  =  0, 
ou  (l-S)[(l-S)^-).=  i  =  0, 

dont  les  trois  racines  sont  1+5-,  1,  1 — '- 

Calculons  D,  ;  on  sait  que,  ,r„,  g,,.  :„  désignant  les  coordonnées  du  centre,  on  a     D,  =  — /;  ;     or 

ici  les  équations  du  centre 

(2)  x~hlz—a=ù. 

donnent 

o(2X-  1) 

on  en  déduit 

CO  r),  =  -  (flj'„  H-2rt:,;  _        ,,     , 

^    '  A-  —  1 

Les  valeurs  remarquables  de  À,  rangées  par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  sont 

-1,  1.  "-^ 

4 

et  donnent  le  tableau  ci-après  de  discussion. 

Pour     À  =  ±  I.      on  voit  immédiatement  que  la  qiiadrique  est  un  paraboloïde  elliptique  ;  pour 

),  =  —,     un  cône  réel  ;  enfin  pour    >  =  0,     elle  e?t  une  sphère. 

2.  Le  lieu  des  centres  s'obtiendra  en  éliminant  X  entre  les  équations  (2)  du  centre  :  on  trouve 
l'hyperbole  équilatère  du  plan  des  xz. 

(5)  y  =  0,  xi  r  —  a''  —  :;-  -  2r/)  =  0. 


g  =  Ù, 

>x-t-;— 2(z  =  0 

?/=n, 

^_   a(X-2)  . 
'a-  —  1 

<9/-i-  '.   — 

a 

-(4X--5) 

64 


GÉOMÉTRIK  ANALYTIQUE 


Signes  des  racines 

lie  l'équation 

en  S 

Signe  de  1), 

Nature 

des 

quadriques 

X<-1 

—      -(-       -H 

-4- 

H, 

).  =  —  1 

PE 

-!<><< 

+      -H       + 

— 

E 

).  =  1 

PE 

1<^<Y 

+      +      — 

4- 

Ho 

;S 

Cône 

!<> 

+      -1-      — 

- 

II. 

Mais,  pour  séparer  sur  le  lieu  les  centres  des  diverses  quadriques,  il  est  préférable  d'employer  la 
forme   paramétrique,  et  de  se   servir  des    expressions   (3)   des    coordonnées    du    centre    : 

a(2À-1)  a{l  —  ^2) 

y=0,  i 


En  faisant  varier  X  de 
—  co 
0    —     — « 

0       —        —   3 


r  —  l  l-  -\ 

X     il     +00,     on  a  le  tableau  suivant  : 


8« 

T" 


II, 


ce 


il, 


-+-     a     +     0 
—     0+0 


La  branche  supérieure  de  l'hyperbole  correspond  tout  entière  aux  centres  d'ellipsoïdes  ;  dans  la 
branche  inférieure,  les  arcs  pointillés  sont  les  centres  des  hyperbo- 
loïdes  à  deux  nappes  ;  l'arc  AO  donne  les  centres  des  hyperboloïdes  à 
une  nappe  ;  le  point  I  est  le  sommet  du  cône;  le  point  K  le  centre  de 
la  sphère. 

3.  On  sait  que  la  sjjhère  de  Mouf^c  relative  ù  une  quadrique  a  pour 
centre  le  centre  de  la  surface,  et  que  le  rayon  est  donné  par  la  formule 


Or,    ici      a  i-  «'  +  n"  =  A  —  À-,      D,  = 
L'équation  de  la  s])hère  de  Monge  est  donc 


a=(4).  —  5) 

—h r-^'     ^  =  1-À=. 


ou,  après  simplidcations, 

(C)  (X=_l)(a;»+y^ 


I  "  >2_i       I    "^'^       1"         X»  — I     I  (X»  — 1) 

-f-  :')— 2(7(2X  —  l).i'-2a(X  — 2):— 2a^(2X  — 5)  =  0. 
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6Î5 


L"équation  (6)  dépend  d'un  seul  paramètre  X  ;  donc  l'enveloppe  est  une  surface  enveloppe  de  pre- 
mière espèce,  lan^enle  à  chaque  enveloppée  suivant  le  cercle  intersection  de  la  sphère  avec  la  sphère 
infiniment  voisine.  On  obtient  l'équation  de  cette  enveloppe  en  écrivant  que  l'équation  (6)  admet  en  X 
une  racine  double,  ce  qui  donne 

(7)  (x- -h  y-  -h  z^){x'^ -h  y-  -t-:^  —  2ax  —  iaz  —  iOa^-)  -h  a'^ix  -h  :  +  2a)-  =  0. 

C'est  une  surface  du  4*=  ordre  passant  deux  fois  par  le  cercle  de  l'iniini  et  symétrique  par  rapport  au 
plan  des  xz.  Il  est  très  facile  de  voir  que  c'est  une  surface  nmllagmalique  dont  la  déférente  est  le  lieu 
des  centres  des  quadriques  considérées.  Il  suffit,  d'après  la  définition  des  anallagmatiques,  de  faire  voir 
que  les  sphères  variables  sont  toutes  ortiiogonales  à  une  sphère  fixe. 
Ecrivons  qu'une  sphère  fixe,  ayant  son  centre  dans  le  plan  des  xz, 
x-  -\-  \f  -+-  :-  —  2ar„x  —  2:„:  -!-  ,a  =;  0 
est  orthogonale  à  la  sphère  variable  (6) 

()-  —  l)(.r^  +  y'  -4-  :^}  —  2n(-2X—  l)a;—  2a(X  —  2)3  -  'i.a\f-  —  S)  =  0  ; 
on  a  la  condition  d'orthogonalité 

(8)  2aa:„(2X  -  1)  -h  2a(X  —  2):o  -  K^'  -  1)  —  2a-(2X  -  5) . 

Mais  cette  relation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  X,  les  coefficients  des  ditïérentes  puissances 
de  X  doivent  être  nuls  séparément.  On  a  donc,  pour  déterminer  x„,  c^  et  (ji,  les  relations     ,a  =  0,     et 

j  2x„  +  3„  +  2a  =  0, 
{  x^  +  2:o  +  5a  =  0, 


d'où 


lo  = — -  •     la  sphère  fixe  a  pour  équation 


(9) 


et  son  rayon  est 


y--HS-  — 


2a 

aJH- 

8a 

3 

6 

La  propriété  est  donc  démontrée. 


A.  MAGE  de  LÉPINAY 


Bonnes  solntions  :  MM.  L.  Nalxelle,  à  L;t  Chiitre;   G.  Estebe.v;  G    Lica,   à  Douai;  A.  Rousseau,  à   Fournes-en-Weppes  : 
A.  Courtois,  à  Sedan. 


GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


2039.  —  Le  carré  abcd  représente  la  projection  horizontale  d'un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  les  arêtes  ont 
12="  de  longueur,  l'arête  de  bout  Wi  étant  au-dessus  de  l'arête  horizontale  CD,  projetée  verti- 
calement en   c'd' . 

Dans  le  plan  horizontal  de  l'arête  CD,  on  considère  les  deux  droites  qui  ont  pour  projec- 
tions horizontales  ad  et  bc.  Par  ces  droites,  on  fait  puser  deux  paraboloïdei  ayant  pour  géné- 
ratrice commune  AB  et  pour  plan  directeur  commun  un  plan  perpmdiculaire  à  XR. 

i"  Représenter  par  ses  deux  projections  le  solide  compris  dans  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre,  au-dessus  du  plan  horizontal  de  l'arête  CD  el  au-dessous  des  deux  paraboloides. 

2"  Figurer  les  ombres  déterminées  sur  ce  solide  par  des  rayons  lumineux  dont  la  direction 
a  pour  projections  R  et  R'.  [Ecole  polytechnique.  Concours  de  1912.) 

Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  régulier  est  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées.  iSous  obtenons  donc  immédiatement  ses  projec- 
tions  0,  o'    après  avoir  construit  celles  du  tétraèdre    abcd,    a'b'c'd'  d'après  les  données  de 


Bord  ùifèriew 


de  la-  feuiUxL 

l'énoncé.  Comme  le  plan  vertical  cod  est  un  plan  méridien  de  front,  nous  avons  le  rayon  de  la  sphère  en  joi 
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gnant  o'c'  etnoiis  en  déduisons  ses  deux  contours  apparents. Chacun  des  paraboloïdcs  a  une  génératrice  de  bout 
AB,  et  par  suite  le  contour  apparent  vertical  se  réduit  au  point  o!b'  pour  tous  deux.  L'un  a  pour  génératrice 
verticale  la  verticale  du  point  R,  et  l'autre  la  verticale  du  point  A;  donc  les  contours  apparents  horizontaux  se 
réduisent  aux  points  h  et  n. 

Intersection  des  solides.  —  Les  deux  paraboloïdcs  sont  symétriques  l'un  de  l'antre  par  rapport  à  la  verticale 
passant  par  le  centre  de  la  sphère.  Donc  les  courbes  d'intersection  de  chacun  d'eux  avec  la  sphère  seront  .symé- 
triques par  rapport  à  cette  verlicale;  par  suite  les  projections  horizontales  seront  symétriques  par  rapport  au 
point  0.  et  les  projections  verticales  le  seront  par  rapport  .lu  diamètre  o'a'.  Nous  conslruirons  seulement  l'in- 
lerseclion  du  paraboloïde  de  gauche  avec  la  sphère  et  nous  obtiendrons  l'autre  par  symétrie. 

Poinis  remarqxiaUes.  —  Le  point  (a',//)  est  un  point  double  pour  la  projection  verticale  de  la  courbe;  l'une 
df-s  tangentes,  correspondant  ;i  l'arc  projeté  en  b,  est  la  verticale  o'b'  puisque  le  plan  tansentau  paiaboloïde  en 
{h,  b')  est  de  profil  ;  l'autre  est  dans  le  plan  tangent  en  (a,  a')  qui  est  de  bout,  et  par  suite,  pui.squ'il  contient  la 
génératrice  de  front  passant  en  A,  c'est  la  projection  verticale  de  cette  génératrice   a'e'  qui  donne   la  tangente. 

Le  plan  horizontal  CD  coupe  la  sphère  suivant  le  petit  cercle  de  rayon  OC  qui  coupe  la  génératrice 
(gc,  g'c')  aux  points  rj,  (f  et  f,  c',  ce  dernier  donnant  un  point  sur  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère; 
la  tangente  au  point  C  est  la  perpendiculaire  au  plan  des  normales  en  ce  pointa  chaque  surface;  nous  avons 
construit  la  normale  (cV,  en)  au  paraboloïde  dont  les  projections  sont  respectivement  perpendiculaires  à  fc  et 
il  cy  et  nous  avons  mené  l'horizontale  (/m,  h'n'),  d'où  la  tangente  cherchée  (•(.  On  obtiendrait  la  tangente  en 
(g,  g')  par  le  même  procédé. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  s'obtiennent  en  prenant  le  plan  horizontal  auxi- 
liaire passant  par  son  centre;  il  nous  donne  sur  le  paraboloïde  la  génératrice  horizontale  projetée  en  bk  d'où 
les  deux  points  {l,  V)  et  (m,  m')  ;  nous  avons  construit  la  tangente  au  point  V  en  cherchant  la  ligne  de  front 
l'p'  du  plan  des  normales  aux  deux  surfaces  en  ce  point,  et  pour  cela  nous  avons  mené  par  le  centre  de  la 
sphère  la  parallèle  (op,  o'p')  à  la  normale  Im,  au  paraboloïde.  La  perpendiculaire  2'8'  à  cette  ligne  de  front  est 
la  tangente  cherchée.  Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  sont  sur  la  génératrice  de  front 
{cf,  c'f),  mais  le  point  c'  subsiste  seul  puisqu'on  enlève  la  partie  solide  située  au-dessus  de  la  génératrice 
commune  AB.  On  obtient  autant  de  points  de  la  courbe  d'intersection  que  l'on  veut  en  appliquant  la  construc- 
tion par  lignes  de  niveau,  qui  nous  a  donné  les  points  {l,  V)  et  (m,  m'),  et  on  achève  de  tracer  la  courbe  par 
symétrie  comme  nous  l'avons  indiqué. 

Ombres  portées.  —  En  raison  de  la  direction  des  rayons  lumineux,  le  paraboloïde  de  gauche  reçoit  la 
lumière  sur  toute  la  surface  visible  intérieure  à  la  sphère.  Quant  au  paraboloïde  de  droite,  on  voit  que  le  plan  de 
bout  qui  projette  la  direction  R'  et  qui  passe  par  la  génératrice  AB,  arête  supérieure  du  solide  conservé,  coupe 
sa  surface  suivant  la  génératrice  de  front  (rq,  r'q').  Donc  toute  la  portion  de  surface  située  au-dessous  de  ce 
plan  est  dans  l'ombre,  et  l'autre  partie  est  éclairée. 

Enfin  on  voit  sans  difficulté  que  les  deux  portions  de  sur/ace  sphérique  qui  limitent  le  solide  sont,  l'une 
bmvdg  sur  l'hémisphère  obscur,  l'autre  symétrique  par  rapport  au  centre,  sur  l'hémisphère  éclairé.  On  en 
déduit  la  représentation  figurée  sur  l'épure.  Il  est  à  remarquer  que  la  partie  inférieure  du  solide  comporte  en 
projection  horizontale  deux  arcs  de  petits  cercles  dg  et  ac  qui  sont  tous  deux  cachés  par  le  solide. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  {Suite) 


8811.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  Oc  en  T  et  0;/  en  T  ;  la  normate  au  même  point 
rencontre  O.r  en  N  et  Oy  en  N' ;  NT'  et  TN'  se  coupent  au  point  P.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que    OM  =  OP. 

8812.  —  Soit  MT  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe,  OP  la  perpendiculaire  menée  de  l'origine  0  à  cette 
tangente,  w  et  Ç  les  angles  que  font  OM  et  OP  avec  Ox,  déterminer  la  courbe  de  façon  que    tg  u.  tgo  =  Ir. 

8813.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  0(/  au  point  T.  Par  ce  point  on  mène  une  parallèle  à  O.r 
qui  rencontre  en  P  la  normale  au  point  M;  puis,  on  mène  P:  symétrique  de  PM  par  rapport  à  PT.  Déterminer  la  courbe 
de  façon  que  P:  touche  son  enveloppe  au  point  P. 
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8814    —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  rayon   de  courbure  soit  égala    >      a  étant  une  constante  et  x 

COS'  a 
l'angle  de  la  tangente  avec  Ox. 

8815.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  si  l'on  abaisse  d'un  point  fixe  0  une  perpendiculaire  01*  sur  la  tangente  au 
point  M,  l'aire  du  triangle  OMP  soit  constante. 

8SI6  —  On  considère  une  courbe  passant  par  l'origine  0  ;  la  tangente  en  un  point  M  rencontre  0.r  au  point  T. 
Drtormincr  la  courbe  de  façon  que  le  centre  de  gravité  de  l'arc  O.M  ait  même  abscisse  que  le  point  T. 

8817.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  si  par  cliaque  point  on  mène  une  droite  faisant  un  angle  constant  avec  la 
tangente,  cette  droite  enveloppe  un  cercle. 

8818.  —  On  prend  sur  la  tangente  en  un  point  M  dune  courbe  une  longueur  MA  =  a,  et  sur  la  normale  une  lon- 
gueur   MB  =  b,    a  et  b  étant  des  constantes,  puis  sur  la  droite  AU  un  point  C  tel  que    -^  =;  k.     Déterminer  la  courbe 

l'I! 
de  façon  que  le  point  C  décrive  un  cercle. 

8819.  —  Les  points  A  et  li  étant  construits  de  la  même  manicre,  déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  AMB  passe  par  un  point  fixe. 

8820.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  cercle  de  rayon  constant,  passant  par  un  point  fixe  0  et  par  un  point  M 
de  la  courbe,  détermine  sur  la  tangente  en  .M  une  corde  de  longueur  donnée. 

8821 .  —  Trouver  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  constant  toutes  les  ilroitcs  passant  par  un  point  fixe. 

8822.  —  Par  un  point  C,  situé  sur  la  normale  en  un  point  M  d'une  courbe,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la 
courbe  en  R  et  la  tangente  en  M  au  point  A.  On  prend  MA  comme  infiniment  petit  principal.  Calculer  l'ordre  infinitésimal 
de  AB. 

8828.  —  Déterminer  l'enveloppe  de  la  droite  i^  cos  »  —  )/  sin  <f  —  p  =0,  sachant  que  p  est  une  fonction  de  Ç  véri- 
fiant la  relation     /)/)"  —  2/»''  =  p-, 

8824.  —  D'un  point  SUj-,,,  ?/„)  on  mène  les  tangentes  MA  et  MB  à  la  parabole  //' —  2/),r  =  0.  Former  l'équation  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  M.AB. 

8825.  —  Enveloppe  des  paraboles  ayant  un  foyer  fixe  et  dont  la  directrice  passe  par  un  point  fixe. 
8826    —  Enveloppe  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  cordes  d'une  parabole  passant  par  le  foyer. 

8827.  —  Trouver  l'expression  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  d'une  ellipse  dont  les  anomalies  excen- 
triques sont  2a,  2j3,  2-;,  25. 

8828.  —  Inscrire  dans  une  ellipse  un  triangle  ABC  tel  que  la  tangente  en  chaque  sommet  soit  parallèle  au  ci'.té 
opposé.  Ktant  donné  un  point  M  de  l'ellipse,  déterminer  le  triangle  ABC  de  façon  que  le  rapport  anharmonique  (MABO)  soit 
égal  à    —  1 . 

8829.  —  Lieu  des  projections  du  centre  d'une  ellipse  sur  les  tangentes  à  la  courbe.  L'équation  du  lieu  est 
{x°  -f-  i/'|=  =  a'j;'  +  b^y''.     Construire  cette  courbe. 

8830.  —  On  donne  deux  coniques  (S)  et  (S'|  et  un  point  P.  Par  ce  point  on  mène  deux  sécantes  PAB  et  PCD  dans 
la  conique  (S),  ces  deux  sécantes  étant  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  (S').  Démontrer  que  la  droite  joignant  les 
milieux  de  AB  et  CD  passe  par  un  point  fixe.  Ne  peut-on  déduire  cette  propriété  du  théorème  de  t'régier? 

8831 .  —  Equation  générale  des  hyperboles  équilatères  asymptotes  à  l'axe  des  x  et  tangentes  à  la  droite  i/  =  .t  tg  o. 
Combien  y  en  a-t-il  qui  passent  par  un  point  donné  du  plan  .'  Lieu  des  points  par  on  passent  deux  hyperboles  se  coupant 
à  angle  droit. 

8832.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole  rencontre  l'axe  au  point  T.  On  prend  le  symétrique  T'  de  T  par 
rapport  au  point  M,  et  par  le  point  1'  on  mène  une  droite  A  perpendiculaire  à  MT    Enveloppe  de  la  droite  A. 

8833.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  parabole  (|ui  sont  vues  d'un  point  fixe  sous  un  angle  droit. 

8834.  —  Lieu  des  projections  du  centre  d'une  hyperbole  sur  ses  tangentes.  Construire  ce  lieu. 

8835.  —  Combien  y  a-t-il  de  coniques  ajant  un  foyer  donné  et  passant  par  trois  points  donnés  ?  Etude  anal)  tique  et 
géométrique. 

8830.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  O.c,  0,v  et  deux  points  A  et  \'  sur  Or.  lin  point  .M  est  variable  sur  une 
droite  A.  AM  roncontre  0//  en  I',  PA'  coupe  O.M  en  M'.  Lieu  île  M'.  Solution  géométrique. 

8837 .  —  Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  rayons  de  deux  cercles  tangents  à  la  parabole  y'  —  ipx  =  0,  et  tan- 
gents entre  eux  au  foyer  ? 

8838.  —  Condition  pour  que  quatre  points  d'une  ellipse  soient  sur  un  cercle. 

8839.  —  Trouver  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  ayant  pour  asymptote  0;/  et  tangentes  à  la  droite 

1/  —  mx  =  0 . 

8840.  —  On  donne  une  conique  et  un  point  P.  Parce  point  on  mène  une  sécante  quelconque  PAR.  Lieu  du  milieu 
de  AB. 

8841 .  —  Former  l'équation  ayant  pour  racines  les  coefficients  angulaires  des  normales  issues  d'un  point  (a,  ?)  à  la 
parabole    i/'  —  2px  =  0.     En  déduire  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  parabole. 

8842    —  Comment  peut-on  obtenir  la  développée  d'une  ellipse  ?  Calculer  l'aire  limitée  par  celte  développée. 

8843,  —  On  considère  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le  point  0  et  pour  axe  focal  O.r.  Soit  M  un  point   de  l'ellipse,  c 

la  longueur  O.M,  V  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  OM  et  ils  l'élément  d'arc.  Calculer  l'intégrale      /  j— ^     étendue  au 

contour  de  l'ellipse. 
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8844.  — Etant  donnée  la  parabole  déûnie  par  les  équations  paramétriques  a;  =  (i(* -i- bi +c,  y  =  a't-  -+-b't -\-  c',  on 
demande  la  condition  que  doivent  vérifier  les  t  de  quatre  points  de  la  courbe  pour  que  ces  points  soient  sur  un  cercle.  En 
déduire  les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole. 

8845.  —  Par  un  point  M{a,  |3|  on  mène  les  tangentes  MA  et  MB  à  une  ellipse h- 1  =0.  Former  l'équa- 
tion du  cercle  passant  par  les  points  A  et  B  et  le  centre  de  l'ellipse. 

8840.  —  Construire  la  parabole    (-X  —  n)-  —  a{y  —  j)  ^  0.     Equation  de  l'axe  ;  équation  réduite. 

8847.  —  On  considère  deux  paraboles  homofocales  ayant  leurs  axes  perpendiculaires.  Quelle  relation  doil-il  exister 
entre  les  paramètres  pour  que  la  tangente  commune  soit  parallèle  à  la  droite    ;//  =  mj;'! 

8848.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère,  et  on  considère  un  cercle  C  touchant  l'hyperbole  au  point  M  et  la  ren- 
contrant en  deux  autres  points  A  et  B.  Démontrer  que  AB  est  perpendiculaire  à  OM,  0  étant  le  centre  de  l'hyperbole.  On 
suppose  ensuite  que  le  cercle  passe  par  le  point  0.  Trouver  le  lieu  de  son  centre,  lorsque  le  point  M  décrit  l'hyperbole. 

8849.  —  Former  l'équation  générale  des  paraboles  passant  par  l'origine,  par  le  point  j:  =  k,  ?/  =  0  et  ayant  pour 
direction  asymptotique  x  +  ij  =  b.  Lieu  des  points  de  contact  de  ces  paraboles  et  des  hyperboles  équilatéres  asymptotes 
à  Ox  et  Oy. 

8850.  —  En  un  point  M  d'une  parabole  on  mène  la  normale  >1N,  la  perpendiculaire  à  l'axe  .MP  et  la  symétrique  MQ 
de  MiN  par  rapport  h  MP.  Trouver  l'enveloppe  de  51Q  quand  le  point  .M  décrit  la  parabole. 

8851.  —  Condition  pour  que  les  deux  coniques 

Ax^  4-  2Bxy  +  Cy-  +  2Dx  +  2E,v  +  E  =  0,  Xx-  +  i^'xy  +  C/y'-  -+-  iD'x  -4-  2Ky  +F  =  0 

soient  liomothétiques. 

8852.  —  Déterminer  les  cercles  osculaleurs  à  une  parabole  aux  extrémités  de    la  corde  focale  perpendiculaire  à  l'axe. 

8853.  —  D'un  point  M  on  peut  mener  trois  normales  à  une  parabole.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  .M  pour  que  l'une 
d'elles  soit  bissectrice  de  l'angle  des  deux  autres  ? 

8854.  —  D'un  point  M  on   mène  les  tangentes  MA,  MB  à  l'hyperbole -1=0.     Le  cercle  OAB  rencontre 

a-  b- 

la  courbe  en  deux  autres  points  C  et  D  ;  du  point  0  on  abaisse  OP  perpendiculaire  sur  CD.   On  demande  le  lieu  du  point  P 
lorsque  M  décrit  une  droite. 

8855.  —  On  donne  une  conique  et  dnix  points  fixes  M  et  .M'  de  cette  conique,  diamétralement  opposés.  Un  point  \'  est 
variable  sur  la  conique.  Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  PJIM'. 

8856.  —  Que  représente  l'équation    (xsina—  j/cos  a)=  —  2lcy  =  0  '?    Enveloppe  des  axes  quand  3.  vai'ie. 

8857.  —  Lieu  des  centres  des  ellipses  qui  passent  par  l'origine,  dont  les  foyers  décrivent  les  axes  O.r,  0//  et  dont  la 
somme  des  carrés  des  axes  est  constante. 

8858.  —  Aire  comprise  entre  la  parabole  et  sa  développée.  Intersection  des  deux  courbes. 

8859.  —  Déterminer  sur  une  parabole  de  foyer  E  et  de  sommet  0  un  point  M  tel  que  l'on  ait  arc  OM  =  /rFM. 
Discuter. 

8860.  —  Etudier  la  conique    y  = '—^ Equation  des  axes  ;  équation  réduite. 

8801.  —  Etant  donnée  une  conique  C  et  deux  points  P  et  P',  démontrer  qu'il  existe  une  coni((ue  passant  par  les 
points  P,  P'  et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  P  et  P'  à  la  conique  C. 

8862.  —  Etudier  l'intersection  de  deux  coniques  qui  ont  un  foyer  commun  et  dont  les  axes  focaux  sont  perpendicu- 
laires. Traiter  la  question  en  coordonnées  polaires. 

8863.  —  On  donne  une  conique  et  une  corde  normale.  Déterminer  le  point  de  Frogier  et  le  centre  de  courbure,  et 
comparer  ces  deux  points. 

8864.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure  au  point  (x,  y)  de  la  conique    A,/;'-  -f-  2Bx.i!/  +  C//^  -t-  2Dx  -+-  2Ky  +  F  =  0. 
S865.  —  Une  droite  A  rencontre  une  ellipse  en  deux  points  A  et  B.  Les  normales  en  A  et  B  se  coupent  en   un  point 

M,  et  du  point  M  on  peut  mener  deux  autres  normales  MC.  et  .MO  à  l'ellipse.  Former  l'équation  de  la  droite  CD. 

8866.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  ileux  points  A  et  .M  de  ce  cercle.  Former  l'équation  de  la  parabole  oscu- 
latrice  en  M  à  ce  cercle  et  dont  l'axe  est  parallèle  i»  OA. 

8867.  —  On  donne  la  parabole  ;/'-—  ipx  =  0,  et  l'on  demande  le  lieu  d'un  point  tel  que  les  normales  issues  de  ce 
point  à  la  parabole  et  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  ce  point  forment  un  faisceau  harmonique. 

(.4  suivre.) 
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2105. — On  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  une  droite  AB  qui  rencontre  Ox  en  A  et 
Oi/  eu  B. 

1°  Connaissant  l'équation  ponctuelle  de  la  courbe  (C)  décrite  par  le  milieu  C  de  AR,  trouver  l'équation 
tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 

•1°  Examiner  les  cas  où  la  courbe  (G)  est  une  droite,  un  cercle,  une  krouzcurve  d'axes  Ox,  Oy. 


70  ALGÈBRI'] 

3°  Lorsque  la  courbe  (C)  esl  une  droite,  l'enveloppe  de  AB  est  une  parabole.    Tiouvpr,  lorsque   la  droite 

(C)  varie  en  passant  par  un  point  lixc,  U'  lieu  du  foyer,  du  sommet  de  celte  parabole,  ainsi  que  l'enveloppe  de 

son  axe,  et  de  sa  tangente  an  sommet. 

Louis  SiRK,  à  Lyon. 

2106.  —  On  considère  un  faisceau  ponctuel  de  coniqnes  et  une  droite  A  ;  le  pôle  de  A  décrit  une  conique  r 
harmoniquemonl  circonscrite  au  faisceau.  Les  tangentes  à  p  aux  somnietsdu  triangle  conjugué  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  situés  sur  une  même  droite  A';  les  deux  droites  A  et  a'  sont  l'éci  proques.  Soit  r' 
la  conique  qui  correspond  k  A'. 

Démontrer  que  si  l'une  des  droites  A,  A'  tourne  autour  d'un  point  fixe,  l'autre  enveloppe  une  conique 
harmoni(iuenient  inscrite  au  faisceau,  que  le  point  d'intersection  de  A  et  de  A'  décrit  une  cubique,  et  que  le 
quatrième  point  de  rencontre  des  coniques  V  et  I"  décrit  une  sexlique  ayant  trois  points  triples  aux  sommets 
du  triangle  conjugué. 

.l.-(i.    .Nir.OLKSCO. 

2107.  —  Soit  M  le  point  le  plus  haut  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  0  qui  roule  sur  une  droite 
A  et  ijui  actuellement  touche  la  cycloïde  au  point  M.  Soit  AB  une  parallèle  à  A  qui  coupe  la  cycloïde  en  A  et 
le  cercle  en  B.  Montrer  que  AB  =:  arc  B.M,  et  en  déduire  la  construction  du  centre  instantané  de  rotation  qui 
correspond  au  point  A  de  la  cycloïde. 

L.    M0NT.\UÏ. 
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2023.—  0,t  considère  deux  séries  {u)  et  (u)  doiit  /es-  termes  généraux  u„  et  v„^  sont  définis  parles 
équations 

dont  lesquelles  a,  h,  c    sont  des  constantes  connues. 

Calculer  l'expression  des  termes  généraux  w„  et  v„  en  fonction  de  i<„  et   i\. 

Première  solution.  —  1.  Je  puis  d'ahord  simplifier  ce  problème  en  exprimant  x„  (')  on  fonction 
des  X  seuls.  F.n  ellel,  nous  avons 

.r„  =  ax„_^  +  6i/„^,  =  oa;„_,  -h A(ïx„_,-f-?i/,i_2)5 

puis.  —  "r,,  .|  +  k  ^x„-i  -t-  ?(»a.v.:,  +  ?■!/-.  .0!  =  ■■•> 

et,  lie  proche  en  proche, 

.r„  =  ax„  .,  -(-  a4[x„_2  +  ?x„_,  -i-  ^^.i-„_,  H h  P'-^Xo]  +  ?""' .  iy»- 

Kn  ajipliquant  au  terme  a-„_|, 

.r,,^,  =  aa;„_j  -+-  ^b\x„_^  -+-  ?x„_j  -f-  ,S-x„_5  H 1-  p'-'x,, |  -i-  (i"-= .  6i/o. 

Multipliant  les  deux  termes  de  celte  égalité  par  ^  et  soiislravant   membre  à  membre  de  la  précé- 
dente, il  vient 

.i„  =  (n-t-3)x„„|   -+-  [rh  —  «3)x„_.j, 
cl  par  symétrie, 

\l,i  =  (a  -H  6);/,,-,  -t-  (flf>  —  65t)V"-2. 
équations  de  la  forme 

x„  =  Ax„_,  -H  Hx„_a, 
oïl  A  et  U  sont  connus,  et  pour  laquelle  a;,  est  une  donnée  et  x,  se  calcule  on  fonction  desdonnées  xo  et  ;/„, 

,T,  =  a.r,,  -y-  l)g„ . 
2.  .le  suis  donc  amené  k  étudier  la  série 
(1)  x„  =  Aj-„_,-v  B.r,,.,. 

Posons     (2)  x„  =  \„x,  ■+■  B„r„. 

(I)  L'auteur  iIb  la  question  nppetln  x„  et  U„  ce  qui  a  été  déslRné  par  ii,.  et  i\  dans  l'énonc*  de  la  question  N"  2023  . 
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En  égalant  ces  deux  formes  de  x„,  il  vienl 

Xn  ^  A„a;i  -+-  B„Xo  =  A(A„_|X,  -t-  B„_i.r„)  +  B(A„_.,.ri  -+-  B„_2Xo) 
=  (AA,._,  -)-  BA„_.,)x,  +  (A  B„_,  +  BB„_j)a-o  ; 
d'où,  enidenlitiaiil  les  coefficients  de  x,  et  Xj, 

(3)  A„  =  A.A„_, -)-B.A„_,, 

(4)  B„  =  A.B„_,+B.B„„2. 

3.  Le  problème  revient  donc  à  exprimer  A„  et  B„  en  ibnction  des  premiers  termes  A  et  B.  En 

appliquant  l'équalion    (1)  aux  termes  Xo,  x,,  x.,,  il  vient 

j-o  =  O.a-,  + 1  .a-o,  A„  =  0,  1!,.,  =  1, 

a,-!  =  l.a-i +0.a;o,  d"où  )    Ai  =  l,  H,  =  0, 

x%  =  Aa;i  -t-  Bj-o,  (    A2  =  A,  \h  =  H. 

Les  termes  successifs  A3,  B,,,  A.,  B.,   ...   s'olHiennent  en  appliquant  successivement  les  équations 

(3)  et  (4)  : 

A3  =  A2-t-B,  B,  =  A.B, 

A4  =  A'-+-iB.A,  Bi  =  A2B  +  BS 


Dans  ce  qui  va  suivre,  je  supposerai  les  polynômes  A„  et  B„  ordonnés  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  A. 

4.  Une  première  propriété  des  polynômes  A„  et  B„  me  permet  de  limiter  la  recherche  aux  polynômes 
A„  seuls.  Je  vais  démontrer  en  effet  que 

(5)  B„  =  B.A,,.,. 

Le  fait  est  exact  pour  le  polynôme  B,  =  B  =  Bx  1  =  B  x  A,,  et  pour  le  polynôme 
B,  =  AB  =  BA,.     Supposons-le  vrai  pour  n  et     n  —  1,     nous  aurons 

B,,^,  =  AB„  +  BB„_,. 
Or,  par  hypothèse,     B„  =  BA„_,     et     B„_,  =  BA„_2,     d'où 

B,,^,  =  ABA„_,  +  B.li.A,,^,  =  B(AA„_,  H- BA„_,)  =  B.A„. 
La  propriété  est  donc  générale  ;  et  je  rechercherai  seulement  le  développement  de  A„. 

5.  Je  dis  que  le  polynôme  A„  est  de  degré  (n  —  1)  en  A.  Le  tableau  des  polynômes  Ao  et  A3  montre 
que  c'est  exact  pour  eus.  Ce  fait  est  général.  Supposons-le  vrai  pour  A„  et  A„_,.  Nous  aurons 

A„+,  =  AA„-hBA„_,. 

Le  i"'  terme  AA„  est  de  degré  n  en  A,  le  second  de  degré  n  —  2  en  A,  donc  la  somme  est 
bien  de  degré  n. 

On  démontrerait  aussi  facilement  que  les  polynômes  A^,,  d'indice  pair  sont  divisibles  par  A.  Ils 
sont  donc  le  produit  de  A  par  un  polynôme  de  degré     {in  —  2). 

6.  Les  polynômes  A2„+,  de  rang  impair  sont  homogènes  en  A-  et  B  ;  les  polynômes  A-,,,  de  rang 
pair  sont  égaux  au  produit  du  facteur  A  par  un  polynôme  homogène  en  A-  et  B.  Autrement  dit  : 
Dans  chaque  terme  des  polynômes  .\„,  la  somme  de  l'exposant  de  A  et  du  double  de  l'exposant  de  B 
est  constante.  De  plus,  le  premier  lerme  étant    A"^'  =  A"''.B'',     cette  somme  est  égale  à    n  —  1. 

La  propriété  se  vérifie  pour  n  =  2,  n  =  'à.  Je  dis  qu'elle  est  générale.  Supposons  qu'elle  soit 
vraie  pour  A„  et  A,,^,;  ils  affecteront  la  forme  suivante  : 

A„  =  A"-'  -\  ,ûi„BA"-^-4-.,a„B2A"-^  -1-  •■■-l-;,_,5',.B^-'A"-'-''+'  -h  j.a^B'-A"-^''-'  -+-■■, 

A,,,,  =  A"-h,ï„.,BA"--  +2ï„+,B2A"-*H h^a„+,B?A"--^  H 

Appliquons  l'égalité  A„+.2  =  AA„+i  -h  BA„  ; 

le  polynôme  A,h2  aura  des  termes  de  la  forme  B''A"~-p  et  pas  d'autres.  La  propriété  cit  doac  ginérale. 
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De  plus,  le  coefficient  de  ce  terme  est 

Cette  équation  va  me  permettre  de  chercher  l'expression  du  coefficient  général  ^,a„. 

7.  Cherchons  le  coeflicient  ,oi„^t  du  terme    BA"~'  dans  le  polynôme  A,,^^.   L'identification    donne 

immédiatemenl 

,a„jo  =  ia„4,  -+-  1. 

La  l'ormulp  générale  précédente  s'applique  dmc  au  ca-;  où     /)  =  0,     en  faisant  la  convention 

(G)  „-^,  -  1. 

Les  coeflicients  o  sont  donc  délerminés  par  l'i'quation  générale 

(7)  A.    =,»„-,H-;,-,«„-'2; 

on  peut  les  calculer  par  récurrence,  connaissant    ^a,,  =  ja,,.,  =  ■■   =  I. 
De  plus,  l'expression  explicitée  de  A3  donnée  plus  haut  montre  que  : 

Je  dresse  donc  le  tableau  de  a    pour  les  premirres  lignes,  en  indiquant  par  des  tlèches  la  manière 
de  passer  jjar  addition  de  deux  figures  à  une  troisit^me. 

p  =  0  1  2  3 


2 

1\ 

0 

0 
0 

0 
0 

4 

N 

.Sn 

\«\ 

0 

5 

^^' 

^" 

6 

4 

3 

\u 

Ce  tableau  est  identique,   à  la  disposition  des  lignes  et  des  colonnes  prrs,  au  triangle  de  Pascal, 
tint  par  sa  composition  que  par  son  mode  de  récurrence  : 

1  0  1 

' Ji  0  1 1^ 

. .. ^.  0  1 ^cî jq 

1  3  ;<  1  1         '<>i  c^  Cl 

Donc,  en  général,  j.""  =  G„_,,_|, 

ce  (ju'on  vérifie  aisément  en  remplaçaul  dans  l'équation  (7)  les  coollicionts  par  leurs  valeurs 

L.„_j,_l    —  \Jn-l1-2    T^  ^,l-;i-2' 

conséquence  immédiate  do  la  propriété  classique  des  combinaisons  : 

Cf;  =  Ci;_,-+-cf;:|. 

8.  Nous  pouvons  donc  maintenant  écrire  en  entier  l'expression  du  polynôme  A„  : 
A„  =  A"-'  H-C,',_,BA"-=  +  CL.B^A"-=  -(-••■+  ('.!;_,,_, B"A"-=''-'  -h  ■■• 

L'expression  de  B„  s'en  déduit  au  moyen  de  l'équation  (S)  : 

B„  =  BA„.,  =  BA"-^  -+-C,',_,B'A"-»  -h  •  ■  ■  +  C;;_„_,B''^'.A"^'''-2  -h 

Lc  problème  est  donc  complètement  résolu. 

R.  HUMIiRY,  élève  à  l'Kcole  nationale  supérieure  des  Mines. 

lionne  solution  :  A.  lioussEAu,  à  Fournes-fn-Weppes. 
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Deuxième  solution.  —  Supposons  que  m„  et  v„  soient  les  coefficients  de  x"  rtans  le  développement  de 
deux  fonctions  U(.r),  V(.)-),  qui  vérifient  les  relations 

l     V  =  al'x-i-b\x +  u„, 
'^'  I     V  =  .+  i  +  .,,. 

Alors,  entre  les  coefficients  u„,  ?f,i-i,  r„,  r„_i,  existeront  les  deux  relations 

(     ti„  =^  au„-i  -+■  6t",i_i. 
(      r„  =  ai'„-i  +^r„-i. 
En  résolvant  les  équations  (1)  on  obtient 

!..  _  Un  -h  x{bvo  —  Bno) 

~    1  —  (a  4-  'i]x  -+-  (aS  —  b7.)x^  ' 
Vo  +  x{oLU„  —  ai'ii) 


(  1  —  (a  +  (i)a;  +  {a'fi  —  hx)x^ 

\        i 
Soient  — .    — ^  les  racines  du  dénominateur  commun  à  U  et  V;  on  aura  par  exemple, 
p        q 

_    „„-|-a;(fei-n  —  SmJ    _         A  li 

ipx — l)(OJ- —  I)  1  — px         i — qx 

La  décomposition  en  éléments  simples  fournit  de  suite  les  valeurs  de  A.  B  en  fonction  de  n.  h,  a,  fi,  u,,  et  vo 
Pour  X  assez  petit  on  aura 

A  fi 

j  _  =  Ml+px-\-  p-x'-  H h  p'Kr"  +  ■■■),  ^  __  =  r!(t  +  ?a-  +  q-x^  -\ h  q"x"  H ). 

Le  coefficient  ti„  de  x"  dans  le  développement  de  U(x)  sera  donc 

)<„  =  Ap«  +  Bg". 
La  valeur  de  r„  serait  de  même  v„  =  X'p" -\-  B'ç", 

A',  R'  étant  aussi  deux  fonctions  de  n,  b,  a,  p,  wo,  l'o  s6  calculant  comme  A  et  B. 

Jean  MCHiRliET,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 

Troisième  solution.  —  On  peut  écrire 

^M„  ^=  a^Mn-1  -f-  6|3lî„_l, 

bv„  ^  abu„-i  -+-  b&v„-i, 
et  bv„  =  ^u„  —  (a^  —  a&)«„_i, 

6r„_i  =  Swn-i  —  (aj3  —  a6)M„_2. 
Kn  remplaçant    6d„_i     par  sa  valeur  dans  l'expression  qui  donne  u„,   on  a 

v„  =  (a  +  2)('„_i  —  (a^—  a&)i/„_o. 
On  aurait  de  même 

v„  t=  (a  +  b)v„^t  -+-  (a6  —  ib]v„-<>. 
On  sait  que  l'on  peut  alors  écrire 

»„  =  pq"  +  rt", 
l'n  ^=  p'q^'  +■  r't", 
q  et   /  ('tant  les  racines  de  l'équation 

X^  —  (a  +  P)X  +  (n^  ^  o..ft)  =  0, 
p,  )•,  p'  et  r'  étant  définis  parles  équations 

(  /^  +  r  =  »„, 

(  pg  -i-  j-«  ^  «1  ^  aî(o  4-  6»„, 
\  p'  -+-r'  =  Vo, 
I  p'q  ■+■  r't  =1  3tM„  +  jîyo. 
On  a  facilement 

auo  -h  6i'o  —  'î'o 


q-t 

9"o 

—  OMO- 

-fcfo 

q-t 

' 

otîfo 

-t-^i'o- 

—  «lïo 

?-« 

rjvo 

—  aKo- 

-  lii'o 

q-t 


OKOMKTRIR  analytiqur 


On  a  alors 


De  rrirme 


:„  =  — — —  [(««0  +  bv„  —  tiiis)q"  +  [qv^  —  aii„  —  br^y] 
=  T^TT  î"""  +  bv(,){ri"    -   l")  — Uoî<(9"-'  —  ("-')] . 


.1.  I.E  BI'.AS. 


r.RO.METRI !•:    AXALYTIur r. 


2012.  —  Le  sommet  A  d'un  anrjle  BAC  se  meut  sur  une  droite  0  et  ses  câtés  AB  et  AC  passent  par 
deux  points  fixes  lî  et  C.  On  prend  sur  AB  et  AC  /es  points  l)  e/  E  /e/s  que     RD  =  CE  =  /r.     Trouver 

l'enveloppe  de  la  draite   Dlil. 

Prenons  la  droite  A  pour  axe  des  x,  une  droite  perpendiculaire  quelcontiue  pour  axe  des  y  et 
désignons  par  (a,  /;)  et  {n',  b')  les  coordonnées  des  points  R  et  C. 

Nous  allons  chercher  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  droite  DE.  Soit  ux  +  vy  +  ir  —  Q 
réqualion  de  cette  droite.  Prenons  un  point  A  quelconque  sur  O.r,  dont  nous  désignerons  l'abscisse 
par  X,  et  calculons  les  coordonnées  du  point  D  où  la  droite  AB  rencontre  DE. 

L'équation   de  AB  est     ■ — '■ — -  =  r--      celle  de    DE      k.c -h  r(/-+- «•  =0;      en  résolvant   ces 

deux  équations  nous  obtenons 

J.{hv -h  w)  —  air  i().M4-(i') 


).M  —  {au  ■+-  bv)  m  —  {aii-+-  bv) 

Puis,  nous  écrirons  que  la  distance  de  ce  point  au  |)oint  B  est  égale  à  I;  :  ceci  nous  donne 

[).{bvA-ii')  —  aw  T-       r        b{ht-hir)  /,!' —  I-- 

hi  —  [au  -V-  bv)  J         |_  \u  —  (nu  H-  bvf  J 

ou  (),  —  a)-(au  -t-  hr  -f-  «')'  +  ^°(«"  -H  6u  +  «'/-  =  k^lu  —  [au  -4-  bo)]\ 

OU  encore,  en  posant    au  v-i,v  ^  ic  =  H     et  en  ordonnant  par  rapport  à  \, 

(  I  )  X=(IP  -  khi-)  -+-  2X[A:-uf«!«  -1-  bo)  —  aH=]  +  'a-  -+-  b-)\V  -  h-(au  -+-  bvY  =  0. 

De  même,  en  écrivant  que  la  droite  AC  rencontre  la  droite  DIÎ  au  point  E  tel  que  CE  =  /.'. 
MOUS  trouvons 

(2)  \h  I!'-'  —  hhi')  H-  2) [khi'a'u  +  b'v)  —  a'W^]  -(-  [a"-  +  h'-W  —  />'(«'"  -+-  6V)'  =  0. 

Nous  aurons  l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  en  éliminant  X  entre  ces  deux  équations.  Co 
calcul,  assez  pénible  et  peu  intéressant,  nous  montre  que  l'enveloppe  est  une  courbe  de  huitième  classe 

BEMAriouK  I.  —  Los  points  D  et  l'i  décrivent  deux  cercles  égaux,  ayant  pour  centres  les  points  R  et 
C.  Ils  tracent  sur  ces  deux  cercles  des  séries  qui  sont  en  correspondance  (2,  2).  Comme  ces  ponctuelles 
sont  du  second  ordre,  les  deux  faisceaux  de  rayons  Pi),  PE  qui  joignent  le  point  P,  fixe,  pris  n'iui- 
|)orte  où  dans  le  plan,  aux  points  mobiles  D  el  K,  sont  (>n  correspondance  Ci,  4).  Par  conséquent,  les 
deux  faisceaux  superposés  dont  nous  parlons  ont  liuil  rayotis  doubles  el  l'enveloppe  de  la  droite  DE 
est  une  courbe  de  huitième  classe. 

Rkmahoiik  11.  —  Parmi  les  nombreuses  méthodes  analytiques  qui  perniollent  de  trouver  l'équation 
langenlii'Ue,  la  suivante  me  parait  assez  simple.  Prenons  la  droite  AR  pour  axe  de<   r  et  la  perpendicu- 
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laire  au  milieu  pour  axe  des  y  ;  les  deux  cercles  mentionnés  auront  pour  équations 

(a;  _  a)2  -1-  ;/'-  =  R-^  et  (.r  +  n)'-  -h  y-  =  K*  ; 

la  droite  A  sera  représentée  par 

A.r-hRl/-HC  =  0, 

et  les  deux  rayons  AB  et  AC,  par 

)/  =  l(x — a),  y  =  X'(x  +  a). 

Kn  écrivant  que  ces  rayons  se  coupent  sur  A,  nous  aurons  successivement 

la  -(-  Vrt  2aXX' 

et  enfin  A(Aa  +  l'a)  -+-  2DaXX'  -+-  C(X  —  X')  =  0, 

1  I 

ou  (Aa-)-C)^H-(A«-C)— +2Ba  =  0. 

D'autre  part,  soit 

ux  +  l'ii  -+-  IV  =  0 

l'équation  de  la  droite  DE;  en  écrivant  que  le  rayon     ;/  =  l{x—a)     coupe   le  premier  cercle  et   cette 
droite  au  même  point,  nous  aurons  aisément 

(X2  -H-l)(rt!(  +  irY  —  W{u+lv)-  =  0 


— -H  l)(a«+"')'  — R'(y +  ") 


0. 


Un  calcul  analogue  nous  donnerait  de  même 


l  ](««  —  ;/')-  — ll-(  y -(-«)' 


1  1 

De  là,  nous  tirerons   —  et   — »   et  nous  porterons  dans  la  relation  trouvée;   nous    aurons   amsi 

X  A 

l'équation  tangentielle,  compliquée  de  radicaux. 

Aucune  de  ces  méthodes  ne  donne  de  renseignements  intéressants. 


2018.  —  Soient  P  ri  Q  deux  points  fixes  sur  une  conique  C.  Par  P  et  Q,  on  mène  deux  cordes 
pai-allèles  variables  PP'  et  QQ',  rencontrant  la  conique  aux  points  \"  et  Q'.  Trouver:  i°  le  lieu  du  point 
de  rencontre  de  PQ'  et  P'Q  ;    2°  l'enveloppe  de  la  droite  P'O'. 

1.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  PQ  et  pour  axe  des  ;/  le  diamètre  conjugué  de  cette  corde  par 
rapport  à  la  conique.  Si  l'on  désigne  alors  par  a  et  — a  les  abscisses  des  points  P  et  Q,  l'équation 
de  la  conique  peut  s'écrire 

(  l  )  f{x,  y)  =  j-  H-  Cl/'  -l-  2H.Î/  —  a^  =  0. 

Soit  m  lecoeHicient  angulaire  variable  des  droites  PP'  et  QQ';  l'équation  de  l'ensemble  de  ces  deux 
droites  est 

(2)  <f(.i',  y)  ^  (i/  —  7nx)'  —  a-m-  =  0. 

Le  point  M,  commun  aux  droites  PQ'  et  P'Q,  est  l'un  des  pùles  doubles  relatifs  aux  coniques  (1) 
et  (2)  ;  les  deux  autres  sont  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  PP',  et  le  point  de  rencontre  de  P  Q'  et 
PQ.  Celui-ci  se  déplace  sur  PQ. 

Les  coordonnées  des  pôles  doubles  sont  déterminées  par  les  équations 

o,  *,',  o. 

X  Cy  -t-  E         Ej/  —  a- 


m[y  —  mx)  y  —  nix  — a'- in' 


76  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


On  aura  donc  le  lieu  du  point  M  en  éliminant  m   entre  ces  deux  équations.   On   a  immédiatement 
en  considérant  les  deux  premiers  rapports 


et  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  formée  par  le  deuxième  et  le  troisième  rapport,   on   obtient, 
après  suppression  du  facteur     (Cj/  -+-  E)-, 

yHi{x'--hCy^)  +  y(E'-  —a^C)~  a=E]  =  0. 

Au  facteur  y  correspond  l'axe  des  x  qui  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  PQ  et  P'O' ;  le  lieu 
du  point  M  est  la  conique 

E(a;=  4-  Cy^)  +  iy(E'  —  a=C)  —  a=E  =  0, 
qui  a  mêmes  directions  asymptotiques  que  la  conique  donnée  et  qui  passe  par  les  points  P  et  O. 

Cette  courbe  n'existe  que  si  E  =^  0,  c'est-ii-dire  si  la  conique  n'a  pas  son  centre  à  l'origine, 
milieu  de  PQ.  Si  en  effet  P  et  Q  étaient  diamétralement  opposés,  les  droites  PQ'  et  P'Q  seraient 
parallèles. 

2.  L'équation  de  l'ensemble  des  droites  PQ  el  PO'  s'obtiendra  en  combinant  linéairement  les 
équations  (I)  et  {'2)  de  façon  que  y  soit  en  facteur  dans  le  premier  membre.  On  voit  immédiatement 
que  cotte  équation  est 

ou  m-[x^  -+-  Cj/^  -H  2E»/  —  a-]  —  {y  —  mx)'  -h  a^m-  =  0 

ou  enfin  y[m-{Cy  -\~  2E)  +  '2mx  —  y]  =  0. 

Il  en  résulte  que  l'équation  do  la  droite  P'Q'  est 

m=(Gy  -+•  2Ej  +  2m,i-  -  y  =  0, 
et  que  l'enveloppe  de  cette  droite  a  pour  équation 

.t2+?/(C,v-(-2E)=0, 
ou 

(a)  .r-  H-  Cv"  -t-  2E,v  =  0. 

C'est  une  conique  qui  est  bitangente  à  la  conique  donnée  aux  points  de  rencontre  avec  la  droite 
de  l'infini. 

Les  coni(iues  (l)et(3)  sont  ou  deux  hyperboles  ayant  mêmes  asymptotes,  ou  deux  ellipses  homn- 
Ihétiques  et  concentriques,  ou  deux  paraboles  ayant  un  contact  de  troisième  ordre  à  linfini. 

A.  DUPOM,  école  des  .\nglais,  à  Lyon. 

Solution  géométrique.  —  Les  points  P'  cl  o'  tracent  sur  la  conique  donnée  (C.)  des  divisions 
homo^'rapliiques,  car  à  tout  point  P'  correspond  un  seul  point  Q'  et  inversement.  Les  points  doubles  de  ces 
divisions  sont  évidcnurient  les  points  à  l'infini  de  la  conique.  On  en  conclut  que  l'enveloppe  de  la  droite  P'O' 
est  une  conique  (('.')  l>itangentc  à  la  conique  ;C)  aux  points  à  l'iiitini. 

D'autre  part,  PQ'  et  QP'  décrivent  des  faisceaux  hoiuograpliii]ucs  ayant  pour  sommets  P  et  Q.  donc  le  lieu 
du  point  M,  commun  à  ces  deux  droites  est  imc  conique  [('.,)  passant  par  les  points  P  et  O.  Si  le  point  P'  est 
à  l'infini,  il  en  est  de  même  du  point  o'  ;  les  droites  PQ'  et  QP'  sont  parallèles  à  une  direction  asymptotique  de 
la  conique  C.  On  en  romlut  que  laconique  (C,)  a  mêmes  directions  asymptotiques  que  la  conique  (C). 

André  COCRTOIS,  à  Sedan. 

r.onnes  solutions  par  MM.  II.  BoïKn,  h  Nice  ;  Uagnau.x.  il  Dijon  ;  François  Mahoand,  l'cole  des  Anglais,  à  Lyon  ;  (î.  I.acm,  à 
Oouni;  Jean  Moorhkt,  élève  à  l'école  normale  su^iérieure  ;  A.  ltou«smo,  a  Kournes-en-\Veppes. 


2025.  —  Soit     y  —  f{x)     l'équation  d'ttno  rniirhe  rnpporire  il  deux  nxi's  rectangulaiirs  :  on  considère 
un  point  .M(.t,   '/)  dr  retlr  courbe,  dont  on  d(^siffne  l'ordonnre.  par  PM,  et  on  porte  sur  PM   un  vecteur  PM', 
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leA  que  PM.HM  =  ii-,  a  étant  une  constante.  Quand  If'  point  M  décrit  lu  courbe  (C)  envisarjéc,  le  point 
M'  décrit  une  courbe  {C j. 

1°  Déterminer  la  courbe  (C)  de  façon  que  les  tangentes  aux  courbes  (C)  et  (C'j,  aux  deux  points  M 
et  M',  forment  avec  l'ordonnée  MM'  un  triangle  MM'T   d'aire  constante,  /,-. 

2°  Déterminer  la  courbe  (C)  de  façon  que  ce  triangle  MMT  ait  pour  expression  générale  de  son  aire  lu 

...  <iy 


fonction 


dx 


2(a=  +  y") 


1.  -Nous  supposerons  que  le  triangle  .MTM'  soit  positiflorsque  le  contour  MTM'  est  parcouru  dans 
le  sens  direct.  Alors  l'aire  est  égale  en  grandeur  et  en  signe  au  produit  — MM'.  PI.  en  appelant  PT  la 
distance-vecteur  du  point  T  à  l'ordonnée  MM'. 

Or  PM  r:.  ;/>  '"''^''^-V '  MM'=---v.  Uautre  part,  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  (C) 
est     Y  —  7/  =  i/'(X  —  X)  ;     celle  de  la  tangente  à  la  courbe  iG'j  est 

a-  a-Il' 

y  y- 


puis 


En  retranchant  les  deux  équations  Tune  de  l'autre,  nous  avons 

')■ 


PT 


Nous  avons  donc  à  poser 


[a-  —  ?/-)- 


•2k-, 


y'{"-  -+-  y'') 

t/x  _   2(a-  +  y^)rf.v   _        dg 

k'    ~ 


dg 


par  suite, 


(a-  —  g-y 
X  —x„  i 


k-' 


(a  -  g)-         (a  -H  yy   ' 
a  —g         a~^g  a'  —  if 


La  courbe  (G)  est  une  cubique  facile  à  construire.  Nous  porterons  d'abord  les  axes  au  point  (x„,  0), 
ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  ainsi  : 

k-         a'-  —  g'- 
Nous  voyons  alors  que  les  droites     g  =±  a,     a.-  =  0     sont  les  trois  asymptotes  et  les  signes  de  x, 

quand  g  varie  depuis  —  x  jusqu'à  -h  oc,  sont  évidents.  La 
courbe  a  dès  lors  la  forme  ci-contre;  elle  admet  l'origine 
comme  centre. 

Toutes   les  autres    courbes   (C)    dérivent   de  celle-ci  par  des 
translations  le  long  de  Ox. 

2.    Si  nous   égalons   l'aire    du    triangle   à    la  quantité  indi- 

,aÈL 
dx 


J 

y 

0, 

/^ 

____^ 

X 

-a 

(^ 

quee 


-2{a-'-  -h  g^) 


nous  obtenons  l'équation  dilTérentielK; 


x'g 


('^'  —  y-)-    _         

tg\a^^xf)         ^(a^+g-) 
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Celte  équation  s'écrit 


■'      =  ±  -?«x    -  dx. 


Intégrée,  elle  devient 


a  — y        a  -H  1/ 
a  —  y 

,,     «  +  .'/  ±-7^ 

(-   •  =  e       l/o;   ■ 

a  — y 

Ceci  donne  deux  familles  de  courbes  et  on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  changeant   i/  en     —  y.    Ces 

deux  familles  sont  donc  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  Ox-. 

M.  ROUX,  à  Cbalon-sur-Saône. 

Bonnes  solutions:  MM.  J.  Le  Huas  ;  A.  Coi:san,  lioum.mie  ;  II.  1  rkbert,  à  Paris  :  0.  Esteben,  SS"  d'artillerie;  L.  Simon,  à 
Fourmies  ;  A.  Kousseau,  a  Fournes-enWeppes  ;  R.  Chirol,  à  Moulins  ;  A.  Coirtois,  14T<:  d'infiinterie  à  Sedan  ;  N.  Savarv,  61' 
d'artillerie. 


ECOLE  CENTRALE  (1912) 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


Algèbre  et  Trigonométrie  (M.  (iÉnAim)  (Suite). 

U032.  —  Intégrer  les  équations  suivantes: 

/'2r  —  Il 

y' =  y  ^>  {\  -^  x]y'  —  2y  =  x,            xy'  —  3y  —  x-  ->-i, 

(1  —  x^)y'  —  xy  =  X-,  (l  —  x')y'  +  2xy  =  l  +  x',          y'-*-     _    ,  =  x, 

2u  .                         1                       ,            4»                     1 

y  —  ,       .  =  t',         [\  +  xW  +  2y=  -,  y  ■             — 


1—1=  .r  —  1  1— a;'         (\  —  x]^ 

y\/l  -  X"-  +  y  —-^_ 1/  =  0,  y'<Jl  +  x"  -+-  y  —y  =  o,  a-j/'  +  3i/  =  e^, 

v/1  —X-  ^/^  +  X- 

y'  cos  j  -H  !/  sin  x  =  1—2  sin-  .r,  )/'  ces  x  —  Si/  sin  x  =  cotg  .r,  )/'  sin  x  +  2y  cos  x  —  1  +  sin'  x, 

1 
y'  sin  iT  —  y  cos  j  =  I  -+-  ces'  x,  y'  sin  j-  —  2y  cos  a;  =  1  -f-  ces'  »•,  ;/  cos  a;  —  3i/  sin  x  =  ——5 — > 

1  +  sin  a;  ,  „     .  1  -+-  cos  ,i-  , .  ,'/  , 

y  sin  a:  -(-  21/  cos  a;  -  : 1  y  cos  x  —  2u  sin  x  — r-. >  y  tg  ./ ; —  =  1 . 

cosVr  sin' a;  cos'x 

(>033.  —  Trouver  une  fonction  entière  de  x  vérifiant  l'i^iuation    y' —  j/  =  0. 
0034.  —  Intégrer  les  équations 

y"  —  3y'  =  4x  -(-  $■'■',  y"  —  Zy'  =  e^  -1-  e'^,  2y'  cos  x  +  y"  sin  x  =  cos  x,  j/"'  -+- 1/  =  sin  x, 

j/'-f- 4.1/ =  sinxcosx,  v" -t- 4!/ =  X -(- cos' X,  y"  —  âj/' +  2;/ =  x -1- cos  x.  1/"  —  Si/' -f- 2j/ =  x  +  e^^ 

y"  -hiy'+y  =  l  +  e~',  y"  —  4j/'  -f  4;/  =  x  +  c^^,  y"  —  6y'  +  9y  —x  -1-  e^'. 

<iOi{5.  —  Calculer  les  dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction     ,(/  =  (arc  sin  .r|'. 

En  déduire  une  équation  différentielle  entre  1/'  et  y"  et  trouver  une  fonction  entière  de  x  qui  vérifie  cette  équation. 
Même  question  pour    y  =  [i{x  ■+-  v/i~+ a,')]'- 

603G.  —  Dérivées  de  la  fonction  y  =  cos  [m  arc  cos.c).  En  déduire  une  éi[U.ilioii  diirérentielle  vérifiée  par  la  fonction 
y.  Vérifier  pour    m  ==  1,  2,  3.     Intégrer  au  moyen  d'une  fonction  entière. 

Giométrie  analytique  et  Mécanique  (M.  Jaulo.nski). 
(féomitrie  analytique  à  deux  dimensions. 


6037.  -Construire  la  longueur  .(  -  v/      "'  "^    — 
V    a'  +  b'  +  ttb 
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6038    —  Forme  trigononiarique  de   l'équation  d'une  droite,  6  étant  l'angle  des  axes  de  coordonnées.  —  Application 
soit    0  =  GO»,    3x  —  5y—  2  =  0    l'équation  de  la  droite,  trouver  la  distance  de  l'origine  à  la  droite. 

«>039.  —  Tangente  commune  à  deui  cercles    a;' -*-//= —  R- =  0,    (x  —  a]-- ^  if  ~K' =  i).  —    Discussion. 
6040.  —  Construire  les  courbes  : 

y  = ^ ^1  X  =  — p •  y  =  2x—,  iji  —'2x  —  x-,  y  =  3x -i-  2  ±:  \,/.f-  —  ix, 

I , X  -(-  v/l  —  X-  x'  —  v/^*  —  3.r 

J  =  (/  —  5  ±  V  If  —  dy  +5,  1/  =  3x  —  1  ±  v/x  —  3,  .'/  =  ; -'  .'/  = \ . 

.'/  +  'Jy^  —  *  1  ±  V  1  -t-  !/"  sino;  _         tga; 


1/-I-3  y— 2  •"         x  —  2 

Construire  la  courbe    x  =  — •     // 


r-  —  1  in  —  I  ) 

6042.  —  Construire  la  courbe    x  =  — '- — ; — •     y  =  — -;     points  doubles  ;  la  courbe  donnée  est-elle  unicursale  .' 

i  ^  tg  £  1  —  tg  f 

6043.  —  Construire  les  courbes 

sin  w  cos  2(.j  I  —  2  cos  u  sinoi-t- 2  cosu  — 1 

p  r=  ■ 


1  —  tg  oj  '  1  -H  tg  ti)  1—3  ros  w  COS  M 

^_  tg^  ^^  tgu 

1  —  3  sin  ti)  '  sinon- COS  u 

G044 .  —  Asymptote  de  la  coui  be    r'  —  y^  —  xy  —  x  —  y  =  0. 

6045.  —  Enveloppe  de  la  droite    À.r  -\-  v-'J  —  ''"'  =  "•     '>  *^'  H-  étant  deux  paramètres  liés  parla  relation    '/.-  -t-  |i-  —  a'  :=  0. 

6046.  —  Enveloppe  de  la  droite    àj- +  \^y—  1  =  0,    sacliant  que     t--\ = 

A         [i  a 

6047.  —  Enveloppe  des   cercles  de   rayon  K  qui  interceptent  sur  Ox  et  Oi/  des  cordes  AB  et  CD  dont  la  somme  des 
carrés  est  donnée. 

6048.  —  Enveloppe  des  droites  telles  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  deux  points  fixes  F  et  F'  soit  égale 
au  carré  dune  longueur  donnée  (. 

6049.  —  Enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  dans  une  ellipse. 
6050    —  Mener  à    x-  —  Ipy  =  0     une  normale  de  coefficient  angulaire  m. 

6051.  —  Trouver  sur  une  parabole    y^  —  2px  =  0    un  point  j-,  y,  tel  qu'en  ce  point  le  coefficient  angulaire  de  la  nor- 
male soit  m. 

6052.  —  Mener  du  point     r  —  a,    y  =  ?    une  normale  à  la  courbe    x-  —  2//-  —  a'  =  U. 

6053.  —  Rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  un  de  ses  sommets. 

6054.  —  Centre  de  courbure  à  l'origine  de  la  courbe    j/-  —  x'-  —  2,i-  =  0. 

6055  —  Centre  de  courbure  en  un  point  d'une  parabole. 

'■        '/"  .      .  > 

■1=0;    construire  la  courbe. 

(I- 

6057.  —  Développée  de  la  courbe    x-  -i-  iy-  —  1  =0. 

6058.  —  Développée  de  la  parabole. 

6059.  —  Développée  de  la  courbe    xy — a-  =■  0. 

6060.  —  Construire  la  courbe    p  = ^    former  l'équation  de  la  normale  en  un  point.  —  Développée  de  cette  courbe. 

cos'  tu 

6061.  —  Interpréter  linégalité    x- —  y'  +  xy —  l  >  0. 

\X  -i-  V){X —  1) 

6062.  —  liésoudre  le  système — >  0,    x-—y-—2x  —  0. 

6063.  —    Réduction    de    l'équation    d'une    conique;      x-  —  xy -r  y'  —  i  —  !),      x- -^  xy  —  y'-i-2x+iy  —  l  =0, 
Uj  —  2x)°-^  X  +  y  =  6,    {x  —  ^yf-^  5x-{-y  —  l  =  0. 

6064.  —  Calculer  l'aire  de  l'ellipse    x'  -+-  :i;/-  +  xy  —  1  =  0. 

6065.  —  Foyers  de  la  conique    xy  —  a-  =  0    (axes  rectangulaires). 

6066.  —  Conditions  pour  qu'une  droite    i( r  -h  vy  +  iv  =  0    soit  axe  d'une  conique. 

60G7.  —  Equations  des  coniques  qui  passent  par  l'intersection  de  deux  coniques  données.  —  Kxiste-t-il  dans  ce  fais- 
ceau de  coniques  des  paraboles^  des  hyperboles  équilatères,  des  cercles? 

6068.  —   Equation  générale   des  coniques  passant  par  quatre  points  donnés  ;  combien  passe-t-il  de  paraboles  par  ces 
quatre  points  ?  Construire  la  direction  de  l'axe,  puis  l'axe  pour  chacune  de  ces  paraboles. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

6069.  —  Propriétés   du   plan    P  -I-  X'J  =  0  ;    démontrer  que  si  X  varie  toujours  dans  le  même  sens,  le  plan   tourne 
toujours  dans  le  même  sens. 
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6070.  —  Equations  de  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux  droites  dans  l'espace. 

6071 .  —  Mener  p:ir  la  droite    a;— y—  3  =  0,    y  +  -2c  —  iz  =  0    un  plan  perpendiculaire  au  plan    ix  ^  o.v  —  2j  =  0. 

6072.  —  Distance  du  point     (2,  3,-1)     à  la  droite    .r  —  2s  —  2  =  0,    )/  —  3:  4-  1  =  0. 

6»»73     —  Distance  du  point    (—  I,  1,-2)    à  la  dro'te    -T  +  Ji  —  z  +  i  —  0,    -^x  —  y  -^  3z  —  l  —  0 . 

6074.  —   Mener   par   la   droite    3j-r  2;/  —  :  —  1   -  0,    .r  —  !/+:=  0     un    plan    faisant    l'angle  0  avec    la  droite 
X  =  y  =  ;.    —  Discussion . 

6075.  —  Mener  par  la  droite    x  —  ;/  +  :  ^  0,     3.r  +  //—;=-  I)     un  plan  faisant  l'angle  0  avec  la  droite 

X    !i    ; 

T  ~  I  ~  T' 

6076.  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites 

(D)     X  =  y.     :  =  0  :  (D')    ./■  =  z  -+-  I ,    y  =  0. 

6077.  —  Distance  des  deux  droites 

(D)    X  =  ;/  =  :;  (D)    a;  =  2;-+-l,    y  -  3;  -  1. 

6078.  —  .^ngle  des  génératrices  du  cône    .r= +  //"—:■  + i/x  =  0    déterminées  par  le  phin    y  —  mx  =  t)  ;    maximum 
de  cet  angle. 

6079.  —  Sur  la  surface    x-  —  y- +  2z  =  0    on  prend  la  génératrice  rectiligne    z  =  0,    .r  =  y    et  on  fait   tourner 
un  plan  autour  de  cette  droite.  Comment coupe-t  il  la  surface?  Variation  de  l'angle  de  celte  droite  avec  la  première. 

6080.  —  Ontre  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe  gauche.  Trouver  ce  centre  en  le  considérant  comme  pied  sur 
le  plan  osculateur  de  l'intersection  de  deux  plans  normaux  inûniment  voisins. 

6081.  —  Rayon  de  courbure  de  l'hélice  circulaire. 

6082.  —    Centre   et  rayon   de  courbure    au   point    .r  =  l,     i/ =  2,     î  ^  1      à   la   ligne    définie   par  les  équations 
xy  —  2r  =  0,    xz  —  i  —0. 

6083.  —  Normale  principale  à  la  courbe    x=  a  cos  o,    y  ^  b  sino,    2  =  c  9. 

6084.  —  Equations  de  la  binormale  à    une   courbe  gauche.   —  Binormale   à   une   courbe  d'équations    xy  —  3  =  0, 
xz  —  y-  =  0. 

[A  suivre.) 
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2108.  —  Déterminer  et  discuter  les  trajectoires  orthogonales  d'un  système  de  triscctrkes  de  Maclaurin 

x{x^  -+-  y'-)  =^  a(3a;'-  —  )/-) 
OÙ  a  est  le  paramètre  variable. 

iJi  \\erncr  (I.^kdf.cke. 

2109.  —  Soient  M  un  point  variable  d'une  ellipse  fixe,  G  le  centre  de  courbure  de  M,  N  le  symétrique 
de  M  par  rapport  à  ("..  Le  lieu  du  point  N  est  une  sextique  unicursalo.  Montrer  que  l'aire  algébrique  totale  de 
cette  courbe  est  égale  à  l'aire  de  l'ellipse. 

E.-N.  Barisien. 

2110.  —  On  considrre  un  cercle  (C)  et  une  tangente  fixe  T  à  ce  cercle.  Soit  P  la  projection  sur  T  d'un 
point  quelconque  M  de  C.  L'enveloppe  du  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  MP  .se  compose  de  la  droite  T  et 
d'une  sextique  unicursale  fermée,  à  deux  points  de  rebroussenient.  Montrer  que  : 

io  I/airede  cette  courbe  est  équivalente  à  cinq  fuis  l'aire  du  cercle  ; 

2"  La  différence  des  arcs  de  la  sextique  compris  entre  les  points  de  rebroussenient  est  égale  à  deux  l'ois  le 
périmètre  du  cercle. 

E.N.  B.\RisiK.N. 

2111.  —  Discuter  la  surface 

{a-z  — y-)-  ^  ia^x  {a  =:  constante). 

D'  Werner  G.^edkcke. 


iA»-t8-Dnc.  —  iMP.  coMTB-McgoET.  Le  HédacUur-Gérant  :  H.  VUIBERT. 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


NOTE  SUR  LES  TRA.IECTOIRES  SOUS  UN  ANGLE  CONSTANT  DE  DROITES  OU  DE  CERCLES 

p;ir  M    R.   Dontot,  élevé  à  l'École  normale  supérieure. 


Soient  {x„,y„)  les  coordonnées  d'un  point  .\  d'une  droite  ;';,  a,  i  les  paramètres  directeurs  de  cette 

droite     sur  laquelle    le     segment     AM    a  la  valeur   r.  Nous 
supposerons  a,  p,  r,  x^,  y^  fonctions  d'un  paramètre  /. 

Les  coordonnées   {x,  y)   du  point  M  sont  données  par  les 
formules 

(    y  =  î/o  -+-  ?'-, 

et,  quel  que  soit  t,  nous  avons 

OL^-^P^    1, 

arfa  +  Sd?  =  0. 
Soit  0  l'angle  de  la  droite  z'z  avec  Ox; 
du  =  ad?  —  pda. 

Lorsque   t  varie,  le  point   M    décrit  une  courbe  (f)  ;  prenons  sur  elle  un  sens  positif  MT  et  cher- 
c'nons  la  relation  qui  doit  exister  entre  ï,  ?■,  x,,,  y^,  r  pour  que 

(AîCSl)  =  V. 
Nous  avons 

■    ..         'd'/  —  i-dx 

sin  \    = — ■ , 

ds 

nl.t  -+-  bdu 

(2)  \   '''^=  ûT-' 

to-  V  =   '<^.V  —  t'dx 
■xdx  -+-  '^dy 

Nous  choisirons  pour  point  A(X(|,  j/,)    le  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enveloppe  (E:  ;    de 

plus,  nous  prendrons  le  sens  :':  tel  que 

a  =  È^,  a  ^  ^ 

ds„  '  '^         ds„ 

{dsa  représente  l'élément  d'arc  de  l'enveloppe). 

En  remplaçant,  dans  les  formules  (^),  dy,  dx,  ï,  î  par  leurs  valeurs,  on  obtient  les  formules  connues 

rrfe 
1     sm  V  = 

(3) 


sin 

V 

= 

ds 

-' 

cos 

f    r 

V 

= 

ds. 

+  dr 
ds 
rd<) 

dsr,  -hdr 
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L'c(|unlion  (lillùronlielle 

rdn  —  dr  1^;-  V  —  (/.<„  Ig  V  =  0 
permet  de  calculer  /•  en  fonclion  de  l.   Elle  est  liuéaire  ;  on  en  conclut  : 

Théorème  I.  —  L'équation  des  trajectoires  sous  l'angle    V    de  droites  s'obtient  par  deux,  une  ou    () 
quadratures  suivant  que  l'on  connaît  0,  une  ou  deux  trajectoires  particulières . 


Théorème  II. 


Soient  M,,  M2,  M.,,  Icf  trois  points  d'une  droite  varinijlc,  qui  décrivent  trois  trajec- 


toires sous  l'angle  V:   le  rapport 


M.M3 
M,  M, 


demeure  constant  et  indépendant  de  V  quand  la  droite  varie. 


Soit  maintenant  K  le  rayon  de  courbuie  en  M  do  la  trajectoire  {■[);  désignons  O.r,  M  T  par  i: 

-/  ----  V  -+  II, 
dy.  =  du. 

l'ar  suite,     K  =  -777-  ;      la  première  des  équations  (3)  devient 


do 


\{ 


sin  V 


Théorème  III.  —  Les  centres  de  courliure  des  trajectoires  sous  an  anijle  constant  des  tangentes 
à  une  courbe  (E),  aux  /loints  situés  sur  une  de  ces  tangentes  sont  sur  la  normale  correspondante  à  la 
courbe  (E). 

Théorème  IV.   —  L':s  développées  des  trajectoires  sous  l'angle    V    des  tangentes  a  une  courbe  sont 
des  trajectoires  sous  le  même  angle  des  normnles  a  cette  courbe. 
Enfin,  en  vertu  du  théorème  11, 

Théorèm.e  V.  —  Les  raijons  de  courbure  l{,,  [{.,  I!,,  des  trajectoires  (yi))  iy^),  (y^)  sous  le  même 
angle  des  tangentes  à  une  courbe  en  trois  points  d'une  même  tangente,  vérifient  la  relation 


Ri  — Ho 


Cette  constante  ne  dépend  pas  de  l'angle   V . 

Trajectoires  sous  l'angle    V  d'une  famille  de  cercles. 

Soient  x„,  y„  les  coordonnées  du  contre  0.  0   le  rayon  d'un  cercle  variable  (C);  soit  M(a:,  y)  un 

point  de  ce  cercle;  désignons  par  v  l'angle  Ox.  CM;  j-o.  J/oî  Pi  ^ 
seront  des  fonctions  d'un  même  paramètre  /.  Le  point  0(a:„,  »/o) 
décrit  alors  une  courbe  (E),  dont  la  tangente  :':  au  point  0  fait  avec 
O.r  un  angle  a  : 

Ox,  z'z  =  a. 
F..e  sens  positif  sur  la  courbe  (E)  sera  le  sens  des  arcs  croissants. 
Lepoint  M  décrit  une  trajectoire  sous  l'angle  V,  (y),  du  cercle,  quand 
la  langente  .MT  à  la  courbe  lieu  de  M  (sens  positif,  sens  des  arcs 
croissants)  l'ail  avec  la  tangente  MA  au  cercle  (sens  des  v  croissants) 
l'angle  V  :  - 

^{^J\T  =  V. 

Soit  (/.v  l'arc  de  trajectoire  (y)  : 

—  sin  vdy  —  cos  vdx 


sin  V  — 


ds 


cos  V  = 


sin  vdx  -+-  cosvdfi 
ds 
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Or,  les  coordonnées  du  puint  M  sont 

.r  =  Xo-f-  p  CCS  V, 

y  =  ?/o+  ?  sin  i'  : 

par  suite,  en  tenant  compte  de  ce  ([ne     t/i/,,  =  ds^  sin  a,     dj\^  =  ds„  ces  a, 

f  .    ,,         — dsocosiv  —  3.)  —  rfa 

sin  \   = 


ds 

-rf,- 

sin  («  —  a) 

-+-pa!u 

ds 

—  (/s 

oCOS(i;  —  a) 

-do 

cos  V  = 

il^  V  =         ,      . 
—  asj  sin  (u  —  aj -t- prfy 

L'équation  dilîérentielie 

pdo  sin  V  —  rfp  cos  V  —  dso  cos  (V  -+-  u  —  aj  =  U 
permet  de  calculer  u  en  fonction  de  t.   Posons  en  effet    V-f-u  —  a  =  w  ;     il  vient 

do  =  di  -\-  rfw, 
et,  par  suite,  l'équation  s'écrit 

dti) .  p  sin  V  — .  ds^  cos  u>  —  t/p  cos  V  -^  prfa  sin  V  =  0 . 

to 

Posons  enlin     t<; —  =  /. 

dt .  2p  sin  V  -i-  (prfa  sin  V  —  dp  cos  V  -+-  ds„]t-  -h  {pd%  sin  \'  —  dp  cos  V  —ds„)  =  0. 
C'est  une  équation  de  Riccalti  ;  elle  a  été  donnée  déjà  par  M.  J,  IIaag-,pour  les  trajectoires  orthogo- 
nales {Revue,  page  69,  décembre  1908)  sous  une  forme  un  peu  différente;  l'auteur  de  la  note  en  ques- 
tion en  déduisait,  pour  les  trajectoires  orthogonales,  dillérentes  propriétés  qui  appartiennent  aussi  aux 
trajectoires  sous  un  angle  constant,  à  savoir  : 

Théorème.  —  Soient  quatre  trajecloires  quelconques  (•(■,),  (yo),  {-(3),  (y.)  et  soient  M,,  M,,  M3,  JL  les 
points  où  elles  coupent  un  même  cercle  ;  le  rapport  anharmonique  (M1M2M3M4)  reste  constant,  quand  le  cercle 
varie,  et  indépendant  deV angle  V. 

Théorème.  —  i'î  l'on  cannait  une  ou  deux  trajectoires  particulières,  les  autres  se  déterminent  par 
deux  ou  une  quadrature. 

Par  exemple  : 

Théorème.  —  Les  trajectoires  sous  l'anyle  V  de  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  fixe  s'obtiennent 
par  une  seule  quadrature. 

Soit  R  le  rayon  de  courhure  de   (-;)  en   M  et   C  le  centre   de  courbure  ;   désignons   par  S   l'angle 

OxJÀi'  =   ol^OM  -H  OiÛMX  +  AlCmÎ, 

f>   =  u  4-  -^  +  V, 

rfp  =  dv. 

Donc  R  =  —;—■ 

du 

Proposons-nous  de  chercher  la  relation  qui  existe  entre  R,  v  et  les  quantités  constantes  quand  le 
point  M  demeure  sur  le  cercle  (G)  ;  autrement  dit,  éliminons  ds  et  dv  entre  les  deux  premières  équa- 
tions (4)  et 
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Nous  avons,  en  éliminant     do  — 


R 

sin  Vrfs 


(/.s'„  cos  (y  —  a)  —  d^, 
i  cos  V T"  )''''■  =  ~  '^■''o  si"  ("  —  ')• 


R 


rfso  cos  (y  —  i)  -f-  rfp]  =  0, 


ou  enûn,  en  éliminant  ds. 

—  dso  sin  V  sin  (u  —  a)  h-  (  cos  V 

ce  qui  peut  s'écrire  encore 

rfjy  R  cos  (V  -i-  y  —  a)  —  p  cos  (u  —  »)j  +  'Vp(R  cos  V  —  p)  =  0. 
Remarquons  que  les  parenthèses  changées  de  signe  représentent  les  projections  de  OC,  la  première 
sur  :':,  la  seconde  sur  OH  :  donc 

pr.  ;,,  OC    __        rfp 
ds„ 


(3) 


pr.  ON.  OC 

1°  Supposons     V  =  — •      pr-oviOC  =  p.     On  trouve  dans  ce  cas,  le  théorème  suivant   indiqué  par 

M.  A.   D  dans  la  solution  de  la  question  1927  {/Irvne,  pa^e  314,  octobre  I9H)  : 

Théorème.  —  Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  orthogonales  de  tous  les  points  du  cercle  dans 
inir  de  ses  positions  sont  sur  une  droite  A  perpendiculaire  à  la  tangente  au  lieu  du  centre;  l'abscisse  de 
cette  perpendiculaire  par  rapport  au  centre,  mesurée  sur  lu  tangente,  le  sens  positif  étant  celui  du   mou- 


cement,  est  —  p 


Cette  droite  Ji  passe  parles  points  de  contact  du  cercle  et  de  son  enveloppe. 

2°  Supposons    rf?  =  0  ;     ?  =  C'^     Le  théorème  dans  ce  cas  est  modifié  comme  suit  : 

Théorème.  —  Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  sous  un  angle  constant  de  cercles  de  rayons 
constants,  en  tous  les  points  du  cercle  dans  une  de  «eç  positions  sont  sur  la  normale  correspondante  au  lieu 
du  centre. 

3°  Revenons  au  cas  général. 

L'égalité  (o)  exprime  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  — Les  centres  de  courbure  des  Irajectoires  sous  un  angle  constant  V,  en  un  point  M, 
quand  varie  l'angle  V,  sont  sur  une  droite  fixe. 

Cette  droite  joint  le  centre  du  cercle  passant  par  M  an  point  oi^i  la  tangente  on  M  à  ce  deinier 
rencontre  la  droilo  A. 

Il  est  désormais  très  simple  de  construire  en  un  point  .M  le  centre 
de  courbure,  situé  à  l'intersection  de  cette  droite  et  do  la  normale  en  M. 
Proposons  nous  enfin  de  chercher  le  lieu  décrit  par  le  centre  de 
courbure  G  quand  le  point  M  demeure  sur  le  cercle  (C).  Nous  pren- 
drons deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  passant  par  0,  dont 
l'un  0.r  est  confondu  avec  z'z  ;  nous  poserons  u>  =  o  —  ». 
Soient  .T.  y  les  coordonni'es  de  C 

(  .r  =  p  cos  (o  —  R  cos  (V  +  w), 
\  1/  =  p  sin  uj  —  R  sin  (V  +  u>)  ; 
en  vertu  de  l'égalité  (5),  nous  avons  de  plus 

.r  da 

p  —  R  cos  V  dsa 


«V 
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Posons  —  =  —  ,  R  = 


rf«„         k  cos  V 


Les  équations  (6)  s'écrivent 


X  =  cos  (o(p  —  R  cos  V)  +  sin  to .  R  sin  V, 
!/  =  —  cos  uj .  R  sin  V  -H  sin  uj(p  —  R  cos  V)  ; 
ajoutons-les  membre  à  membre,  après  avoir  élevé  chacune  d'elles  au  carré  ;  il  vient 
X-  -^y^  =  (p  —  R  cos  V)-  +  R2  sin-  V. 
Remplaçons  R  par  sa  valeur,  en  fonction  de  x, 

x-  +  î/2  =  k'x^  -+-  (p  -  kx)-  tg-  V. 
Le  lieu  cherché  est  une  conique  ayant   pour  axe  :':  ;  la  polaire  du  point  0  est  la  droite  A;  les 
points  d'intersection  de  cette  droite  et  du  cercle  (G)  appartiennent  à  la  conique;  elle  y  coupe  donc 
orthogonalement  le  cercle. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  sous  l'angle  V  de  cercles  variai/les,  en  tous 
les  points  M  de  l'un  quelconqui  d'entre  eux  (G)  sont  sur  une  coinque  qui  coupe  orthogonalement  le  cercle 
(C)  aux  points  où  il  touche  son  enveloppe. 
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2027.  —  Déterminer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 

Au(a-„,  î/d),  A,(x,,  y,),  Aafxo,  y-i),  en  fonction  du  rapport  anharmonique  des  quatre  points,     rf  =  (MA^ÀiAo). 

Soient  (a",,, '7o)>  (^i>  Î/Oi  {^^j  Vi)  les  coordonnées  de  trois  points  A,  B,  G  du  plan,  par  rapporta  deux 
axes  rectauiîulaires.  Considérons  le  point  .\I  dont  les  coordonnées  sont  données  par  les  formules 

(1  —  m)>x„  -h  m'^Xi  —  m{\  —  niYix^ 


(1  —  jn)x  -I-  m^  —  m[  l  —  7?!)t 
(1  —  ni)xy„  -+-  jnpi/,  —  m[\  —  m,-(y^ 


(1)  x  = 

et     (2^  y  = 

(1 — m)x-\-m^ — m(l  —  ï«;Y 

lorsqu'on  fait  varier  m  de     — oo     à     -l-ac,     ce  point  décrit  un  lien,  qui  est  une  courbe  unicursale. 

Cette  courbe  passe  par  A,  B  et  G,  quels  que  soient  les  paramètres    a,  p  et  Yi    car  on   trouve  :   pour 

m  =  0,     X  =  x^,     y  =  y^;     pour     în  =  1,     .?■  =  ,r,,     i/  =  j/,  ;     pour     m  =  y:  ,      x  ~  x^,     y  =  )/;. 

Cette  courbe  est  d'ailleurs  une  conique  ;  l'élimination  de  m  entre   les  équations  (l)  et  (2)  peut  se 
faire  comme  il  suit  : 

Les  équations  (1)  et  (2,i  s'écrivent 

(3)  ( i  —  m)y.{x  —  x„)  +  m'i{x  —  xi)  -~  m[\  —  viYi'yX  —  ^2)  =  0 

et      (4)  (1  —  m)x(y  —  j/„)  +  m?(y  -  y,)  —  w(l  -  my^ig  -  y,)  =  0. 

_  l  —  u  1  —  V 

En  posant     —  =  et = ,     elles  deviennent 

m  (V  1  —  m  ir 

a(,r  —  a"u)w  -+-  p(a;  —  xi)v  -|- y(.'<'  —  a,".i)/('  =  0, 

«(.y  —  ?/o)w  +  P(!/  —  ?/')"  -hiiy  -  y2)«'  =  0  ; 

d'autre  part,  on  a  identiquement 

111 

1 \ =  0. 

u  V  w 

En  remplaçant  dans  cette  équation  m,  y  et  w  par  des  quantités  proportionnelles  tirées  des  deux 

précédentes,  on  met  le  résultat  de  l'élimination  sous  la  forme 
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(x  —  x,)(>j  —  m)  —  (.1-  —  a-i)(y  —  ;/.,)         {x  —  x,)(ij  -  ?/.,)  —  (a;  —  x,)(y  —  »/„) 


(x  —  Xi){y-  yo)-(a;  — x„)(;/— t/iT 


ce  qui  peut 

s'écr 

re  encore 

(3) 

- 

a 

p 

V 

Q 

X 

;/     1 

X         II 

1 

|.r 

.'/ 

1 

Xl 

.'/.  1 

.r,     ;/, 

1 

x„ 

.'/,) 

i 

Soient 

X.2 

?/-■  1 

^■„     .'/.. 

1 

.(1 

.'/' 

1 

.r 

y 

1 

■r 

y    '1 

X      v       1 

— 

■fi 

?/2 

1 
1 

,          (^ 

= 

X. 

x„ 

y.,  i 

' 

Il 

— 

■'l         ?/l         ' 

P  =  0,     Q 

=  0, 

U  = 

=  0 

sont  les  équalio 

ns  des  d 

roites  BG,  CA. 

AL^ 

;   l'équation 

a 

(1 

*i  = 

0 

est  celle  d'une  conique  passant  par  les  points  A,  r5  ot  C.  On  peut  disposer  des  paramètres  a,  |i  et  y  de 
façon  que  cette  conique  soit  quelconque. 

Lorsque  M  parcourt  cette  conique, le  rapport  anharmonique     fi  =  (CABM)  =  TTV'irr'      i't?n<ii'dé 


comme  ayant  un  signe  ('),  varie  de     - 
algébrique.  En  particulier,  il  est  égal 


BA     MA 

en  prenant  une  fois  et   une    seule  toute  valeur 


0 


I 


M     est  en     A,     {x^,  y„\ 
M     est  en     B,    (xi,  t/i), 
à     ±x      si     M     est  en     C,     {x.,,  y.,). 

D'autre  part,  à  tout  point  de  la  courbe  correspond  une  valeur  du  paramètre  m  et  une  seule  :  il  y  a 
donc  une  relation  homographique  entre  m  ot  jji.  Or  ces  deux  paramètres  sont  égaux  trois  fois,  en  A,  en 

B  et  en  C.   La  relation  est  donc 

m  =  \x. . 

Ainsi,  le  paramètre  m  n'est  autre  que  le  ra[)porl  anharmonique  (CABM)  ;  les  formules  (I)  et  (2^ 
donnent  les  coordonnées  d'un  point  d'une  conique  en  fonction  du  rapport  anharmonique  délini  sur  la 
courbe  par  le  point  mobile  et  par  trois  points  fixes. 

11  reste  à  déterminer  les  valeurs  qu'il  faut  donner  à  a,  ji  et  y  pour  que  la  conique  soit  un  cercle. 
On  peut,  pour  cela,  développer  l'équation  (fi)  et  écrire  ([ue  c'est  l'équation  d'un  cercle,  ou  bien  écrire 
([ue  la  courbe  passe  i)ar  le  point  de  coordonnées  homogènes  x  =  \,  ?/  =  ',  n  =  0.  .Mais  il  est  plus 
rapide  de  se  servir  de  la  forme  connue  de  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  A|)pploiis 
p,  q.  r  les  distances  d'un  point  du  plan  aux  trois  côtés,  la  distance  à  un  côté  étant  positive  pour  les 
points  du  plan  qui  sont  relativement  à  ce  côté  dans  la  région  où  est  le  sommet  opposé  (de  façon  que  les 
points  intérieurs  au  triangle  ABC  soient  ceux  pour  lesquels  les  trois  distances  sont  positives)  ;  alors 
l'équation 

1       ï       1  - 

P        'I        '■   ~ 
représente  le  cercle  circonscrit  au  triangle,  si  a,  ^  et  v  sont  proportionnels  aux  hinguenrsdes  ci'ilés,  ou 
aux  sinus  des  angles. 


(i)  M.  (;ii.  Michel,  dans  la  noti^  de  la  llcviir.  ii»  de  mars  lilUti.  a  inoniré  les  coiiventlons  qu'il   faut  faire   pour  attribuer 
ItC      MC 
''    "TTT  •  "TTT    ""  sinne  (|iil  soit  relui  liu  rapport  anliarnionii|tiiv 


mécaniqul; 
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On  a  posé 


on  aura  donc 


j' 

y 

1 

p  = 

•l'i 

!/i 

1 

=  j'(y, 

—  y 

X., 

y^ 

1 

p 

yi>,  — T2)  +  x,)/, -xoi/i 


£    étant  égal  à      ±1.      Pour  choisir    e,    il  faut  remarquer  que  la  distance  du  point    C{x,,  yi)    au  côté 
.\li(l'  =  0)     doit  être  positive;  donc 

-       ■'■.     !/.     1      >0. 
I  ^'i     ?/.'     »    ' 


On  voit  alors  que     e  =  +  1     si  le  déterminant 


x,       '/,       I 

„  R 


a  le  si^ne     -h.     On  aura  de  même 


,0 

et  les  trois    e,  e',  t"    sont  égaux,  car  les  déterminants  obtenus  en  permutant  circulairement  les  indices 
0,  1,  2  sont  égaux. 

L'équation  de  la  conique  peut  donc  s'écrire 


[i)  &  (I) 


0: 


P  1  '■ 

pour  que  ce  soit  l'équation  du  cercle  circonscrit,  il  faut  que  a,  3  et  y  soient  proportionnels  à  a-,  b-  et  c' 

Les  expressions  demandées  sont  donc 

(t  —  m)a^.c,,  -h  mb-Xi  —  m(l  —  m)c^x=, 

X  =^  ■ ^ » 

(  l  —  vi)n'-  -I-  inb-  —  m(l  —  m)c^ 

(1  —  m^a-ij^  +  mb-yt  —  ni(l  —  m)c-i/s 


(1  —  m)a-  -t-  mb^  —  ?n(l  —  vi)c^ 
a'  =  (j-,  —  x,)"-  +  (,y,  -y-2)-, 
b'  =  (X2— ./■„)•- +  (»/,  — i/oJ-, 
c-=  (.r„  — .r,)'  + (;/„—. '/O'- 


A.  U. 


Autre  solution  de  M.  L.  Montaut,  élève  de  l'Iîcole  Centrale 


MECANIQUE 


2022.  —  Un  point  malériel  de  masse  1  d'kril  ta  spira'e  logarithmique  r=  a"  sous  l'influence 
d'une  force  centrale  V.  Trouver  l'expression  de  cette  force  V,  ainsi  que  la  loi  de  la  vitesse  ;  réciproquement, 
trouver  l'équation  générale  des  trajectoires  décrites  par  le  point  matériel  sous  l'influence  de  la  force  F  pré- 
cédemment  obtenue,  ainsi  que  la  loi  dti  mouvement  sur  cette  trajectoire  ;  choisir  ensuite  les  constantes  pour 
que  la  trajectoire  soit  la  spirale  donnée,  et  les  interpréter  géométriquement. 

1.  La  force  F  étant  une  force  centrale,  la  formule  de  Rinet 


—  ^[(7)*(7)"] 
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nous  donnera  l'expression  de  cette  force.  Or,  puisque     r  =  a"     est  l'équation  de  la  trajectoire,  on  a 
1  =  a'\  (v)'  =  -  «'"L.  (1)"  =  a-XLny  =  1(U)^ 

On  a  donc,  m  étant  égale  à  1, 

La  force  est  attractive  et  en  raison  inverse  du  ruhe  de  la  distance. 

L'expression  de  la  vitesse  en  fonction  de  r  et  de  '•  est,  dans  le  cas  des  forces  centrales  (2"  formule 
de  Binet), 

et  ici 

(2)  u'-i  =  --  I  1  -4-(Lr7)-J; 

la  vitesse  sur  la  trajectoire  varie  en  raison  inversi;  df  la  distance. 

2.  /{rciproquernent ,  cherchons  la  trajectoire,  le  point  matériel   de  masse  1    étant  soumis  ;'i  la  force 
centrale  F  précédemment  obtenue  : 

F=--^[l+(La)^]. 

La  formule  de  Binet,  où     Ht  =  I,     donne  ré(iuation  diiïérenlielle  de  la  trajectoire  : 
ou,  en  simplifiant, 

(3)  (f)' -(■;-'>('"')'  =  '' 

équation  différentielle  du  second  ordre,  linéaire  et  à  coeflicients  constants.  L'équation  caractérisli(|ue 
ayant  pour  racines    rt!,a,     l'intégrale  ffénérale  est 

—  =  Ar-'-'-'-f-Be-"-", 
r 

ou  encore 

1 

Ct)  —  =  Art"  -I-  Ba-% 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Kri  nous  plaçant  dans  le  cas  général     AB=:0,     étudions  le  mouvement  sur  la  trajectoire.  Le  prin- 
cipe des  aires  nous  donne 

)•'- —  =  C,  don  dl  =  —r-dM. 

dt  (. 

Or,  en  dillérenliant  l'cqiialion  (4),  on  a 

—  ^  =(Aa"-B^(-")Lr/.r/n, 

1 

Kxprimons  le  second  membre  en  fonction  de       :    de  l'equalion  (4)  nous  lirons  l'expression  de  n". 

jiar  suite  celle  de   a   '    en  fonction  de  — ,     et  nous  avons 


--\/-^-' 


il'où  rff)  =  — 


Ar;"— Ba  "  =  y/___4AB, 
I  dr 


rH.a      I  1 

4AB 


v/f- 


MÉCANIQUE  8Ù 


On  aura  enûn 

1 

dt  =  — 


CLa    y/l  _  4AB/- 
En  intégrant,  nous  obtiendrons  l'expression  simple  de  /,  en  fonction  de  r, 

qui  définit  le  mouvement  sur  la  trajectoire. 

3.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  constantes  pour  que  la  trajectoire  soit  la  spirale 
donnée.  L'expression  de  la  vitesse,  dans  le  cas  dos  forces  centrales,  en  fonction  de  r  et  de  0,  étant, 
comme  nous  l'avons  rappelé, 

"-{(7)'-(fr} 

on  a  ici  v'  =  C'[{ka"  -h  Brr"}'  +  (Aa"  —  Ba-'')^(La)2], 

ou,  comme  on  l'a  vu  tout  à  l'heure, 

ou  enfin 

(6)  v'-  =  c4[l  +  (La)»]  ^  —  A\B[La  yl  ■ 

Si  l'on  veut  que  la  loi  de  la  vitesse  soit  celle  prccédemmenl  établie  sur  la  trajectoire  proposée, 
V-  =  — j-  [l  +  (Lo)-],     on  voit  que  l'on  doit  avoir     AB  =  0. 

La  trajectoire  sera  donc  l'une  ou  l'autre  des  spirales 

(7)  —=.\a"  (8)  —=Ua". 

r  r 

Ces  deux  spirales  sont  inverses  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  l'origine,  ou  encore,  l'une  d'elles  est 
symétrique  par  rapport  ;i  l'axe  polaire  d'une  liomothétique  de  l'autre,  le  centre  dt  l'homothétie  étant  à 
l'origine. 

11  suffit  donc  de  considérer  l'une  d'elles, 

(8)  -^  =  Ba'"  ou  rr=  —.a". 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  dernières  spirales,  oii  la  constante  B  varie,  se  déduisent  de  l'une 
d'elles  par  une  rotation  autour  du  pôle.  Supposons  en  efTet  B  >  U  (B  négatif  reviendrait  à  prendre  la 
spirale  symétrique  par  rapport  au  pôle),  et  posons  B  =  a"o,  ce  qui  est  toujours  possible.  L'équation 
de  la  spirale  devient 

r  =  a»-"o^ 
et  l'on  voit  quepir  la  rotation  de  l'axe  polaire  d'uu  angle  0^,  la  spirale  précédente  devient  la  spirale 
donnée     r  =  «". 

Ou  voit,  en  résumé,  que,  dans  le  cas  où  AB  =  0,  toutes  les  trajectoires  peuvent  se  déduire  soit 
par  symétrie,  soit  par  rotation,  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  de  la  trajectoire  proposée. 

A.  MACÉ  de  LÉPLNAV. 
Assez  honncà  solutions  ;  MM.  A,   liouui':,  iycûe  ilu  Nancy  ;  A     Courtois,  ;i  Sed;m. 
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ÉCOLE    l'OLYTEClLNloi'l':   (1912) 


QUESTIONS  l'OSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  [Fin.) 


^(j(;8.  —  On  considère  l'équalion     AB  =  O,    A,  B,  C  étant  lies  foiutioiis   litiéaiies.    (Jue  ie(iiéseiite   cette  équation  ? 
C'est  une  conique  tangente  aux  droites    A  ^  0    et    li  =  0   aux  [loints  il  et  b  où  elles  sont  lencontrées  par  la  droite    C  =  0. 
Les  droites  variables    A  ^  XC,     B  =  [iC    rencontrent  la  conique  aux  points  m  et  m'.  Knveloppe  île  m«i' lorsque    /. -4-ij.  =  o. 
8809.  —  Exprimer  que  la  droite    HX  +  vy-t-w  =0    passe  par  le  centre  de  la  conique 
—        <  +t'  _         t  +  2 

■^  "~   <= -+-2«  + 3'  ""   <»  +  2<  +  3' 

En  déduire  les  coordonni^es  du  centre. 

8870.  —  Dans  un  plan  une  droite  A  a  tourné  d'un  angle  a  autour  d'un  point  0.  Enveloppe  de  la  droite  qui  Joint 
deux  points  homologues.  On  trouve  que  l'enveloppe  est  une  parabole.  Déterminer  ses  éléments. 

8871.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P.  Par  ce  point  on  mène  les  tangentes  PA  et  PB;  le  cercle  PAB  rencontre 
l'ellipse  en  deux  autres  points  A'  et  B'.  Montrer  que  le  pôle  du  Ait'  par  rapport  à  l'ellipse  est  situé  sur  le  cercle. 

8872.  —  Construire  la  courbe  x''  —  a-{.c  -h  ij j  =  0.  La  tangente  en  un  point  .M  rencontre  la  courbe  en  un  autre 
point  N.  Lieu  du  milieu  de  MN. 

8873.  —  Soient  F  le  foyer  d'une  parabole,  M  un  point  de  la  courbe  et  C  le  centre  de  courbure  au  point  .M.  Lieu  de  l.i 
projection  du  point  C  sur  JIF. 

8874.  —  On  considère  les  ellipses  passant  p.ir  deux  points  A  et  1!  et  telles  que  AB  soit  un  des  liiamètres  conjugués 
égaux.  Equation  générale.  Lieu  des  sommets 

8875.  —  Normales  issues  d'un  point  1'  à  une  parabole.  Si  le  point  P  est  sur  la  développée  on  peut  mener  seulement 
deux  normales.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  joignant  les  pieds. 

8876.  —  Trouver  l'équation  du  cercle  oscnlateur  au  sommet  de  la  parabole    .v-  -t-  i/"  =  [ix  -  n)  ros  0  -l-  y  sin  0|-. 

8877.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  points  homologues  de  deux  divisions  homograpliiques  portées 
sur  O.r  et  Oij,  et  définies  par  trois  couples  de  points  homologues. 

8878.  —  Ktant  donnés  une  ellipse  et  un  point,  former  l'équation  des  tangentes  issues  de  ce  point  à  l'ellipse,  puis 
l'équation  des  bissectrices  de  ces  tangentes. 

8879.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  parabole  qui  passent  par  un  point  fixe. 

S880.  —  Le  cercle  osculateuren  un  point  M  d'une  ellipse  rencontre  l'ellipse  en  un  autre  point  N  Trouver  l'enveloppe 
de  la  droite  Jl.N. 

8881.  —  On  donne  une  ellipse,  et  on  demande  l'équation  générale  des  paraboles  ayant  un  contact  ilu  deuxième 
ordre  avec  l'ellipse  en  un  des  sommets  de  cette  ellipse. 

8882.  —  On  donne  une  parabole  de  foyer  F.  Par  ce  point  on  mène  deux  sécantes,  faisant  un  anirle  constant,  et  ren- 
contrant la  courbe  en  M  et  .M'.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  M  et  M' . 

8883.  —  Par  deux  points  fixes  A  et  li  situés  dans  le  plan  d'une  ellipse  on  mène  des  parallèles  aux  rayons  vecteurs 
F.M  et  l'.M  d'un  i)oint  de  l'ellipse;  lieu  du  point  de  rencontre. 

8884.  —  Former  l'équation  de  la  conique  passant  par  les  points  communs  h  distance  finie  des  droites  P  —  <], 
P  =  b,    P  =  c,    Q  =  o,    Q  =  b,    Q  =  c,    non  situés  sur  la  droite    P  =  Q      P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires. 

8885.  —  Soient  F  un  foyer  d'une  ellipse,  M  un  point  de  la  courbe  ;  calculer  la  projection  sur  F.M  du  rayon  de  cour- 
bure en  M. 

888G.  —  Deux  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles  et  se  coupent  à  angle  droit  en  leui-s  deux  points  d'intersection.  La 
distance  des  axes  étant  constante  et  égale  à  a,  trouver  le  minimum  de  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes. 

8887.  —  Développée  de  la  parabole.  Inversement,  si  une  cubique  a  un  point  de  rebroussoment,  est  symétrique  par 
rapport  à  la  tangente  en  ce  point,  et  n'admet  d'autres  branches  infinie*  que  des  branches  paraboliques  dans  la  direction 
perpendiculaire  à  l'axe  de  symétrie,  cette  courbe  est  une  développée  de  parabole. 

8888.  —  Construire  géométriquement  les  points  de  rencontre  d'une  ellipse  et  d'un  cercle  ayant  son  eeiilre  sur  le  grand 
axe,  dans  le  cas  où  les  quatre  points  de  rencontre  sont  réels.  Se  servir  du  théorème  de  Desargnes. 

8889.  —  Déterminer  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  (.r,,,  i/„)  à  la  conic|ue  définie  par  les   équatioDS 
,.  .  nt'  t-  hl  +  c  ni'  -+-  h'I  +  c' 

paramétriques    x  =  — : ; ,      y  =  — : r . 

l'y.       Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

8890.  —  On  ronsi  1ère  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  ayant  même  origine.  Chercher  les  points  qui  ont  mêmes 
coordonnées  dans  les  deux  systèmes. 

8891 .  —  On  donne  un  cercle  et  une  droite  dans  l'esp,iee.  Déterminer  une  droite  rencontrant  à  angle  droit  le  cercle  et 
la  droite.  Solution  géométrique. 
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8892.  —  On  considère  les  trois  plans  a.z  +  fy  -\-  ez  =  Kj,  fx  +  61/  -4-  ds  =  Kj/,  ex  +dy  +  cz  =  K-.  Déterminer  K. 
de  façon  que  ces  trois  plans  aient  une  droite  commune.  11  y  a  (rois  solutions.  Montrer  que  les  droites  correspondantes 
forment  un  trièdre  trireclangle. 

8893.  —  On  fait  tourner  le  point  M(.r„,  ;/„,  :-„],  d'un  angle  a  autour  de  la  droite  x  =  y  =  z  (axes  rectangulaires). 
Trouver  les  coordonnées  du  point  après  In  rotation. 

8894.  —  Le  plan  des  xij  étant  horizontal,  trouver  les  courbes  de  pente  constante  situées  sur  la  surface    î-  —  2ay  =^  0. 

8895.  —  Mener   pur  le  point   (x„,   y„,   z„)   une  droite   rencontrant   en   deux  points  la  courbe    .T  =  — •     )/  =  ' 

t       '  i  —  1 

c  =  •■    Discuter. 

(  +  1 

889G.  —  Toute  courbe  dont  le  plan  osculateur  passe  par  un  point  fixe  est  une  courbe  plane. 

8897.  —  On  donne  deux  droites  D  et  0',  un  point  A  sur  D  et  un  point  A'  sur  D'.  Vne  droite  variable  A  rencontre  0 
et  D'   en  des  points  M  et  M',  tels  que    MM'  =AM  -i-A'M'.    l^ieu  de  la  droite  A. 

x''  +  ip 

8898.  — On  considère  la  surface     ~  =  a'i/ h ; — :— •    Y  a-t-il  des  droites  sur  cette  surface  .'  Section  de  la  surface  par 

le  plan     :  =  /(.      Construire   la   section  en  coordonnées   polaires.    Etudier   les  trajectoires   orthogonales   de  ces  sections 
quand  h  varie. 

8899.  —  Trouver   les   coordonnées   du    sommet   de    la   parabole    section    du    cylindre      //'  —  2/)j;  =  0      par  le  plan 

ax  -h  by+  es  —  0. 

8900.  —  Calculer  le  volume  engendré  par  une  cyeloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

8901.  —  Trouver  le  centre  de  courbure  de  l'hélice    x  —  a  cos  t,    y  ^=  asin  (,    ;  —  K^    Lieu  de  ce  point. 
8902    —  Déûnitions  et  propriétés  de  l'hélice  conique. 

8903.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  deux  droites. 

8904.  —  A  tout  point  {x,  y,  z)  de  la  surface  :  ^=  'Plr,  y)  on  fait  correspondre  le  point  {x',  y',  :')  par  les  formules 
x' =  X,  y' ^  y,  z' =  F{x.  y.  :).  Déterminer  la  fonction  F(j;,  y,  z)  pour  que  les  normales  en  deux  points  homologues 
se  rencontrent. 

8905.  —On  considère  les  équations  ar  ;=:  Ii(cos  0  cos  ft  sin  !t  —  sin  o  cos  a),  ;/ =  "(cos  6sin  çsin  u  H-cos  ocosa), 
s  =  Il  sin  6sin  11.  On  suppose  que  u  est  une  variable  indépendante  et  que  R,  6,  »  sont  des  fonctions  données  d'une  autre 
variable  v.  Que  représentent  ces  équations'? 

8906.  —  On  considère  la  surface    :  = 1 —^ — •    V  a-t-il  des  droites  sur  cette  surface  ?  Trouver  les  lignes 

de  plus  grande  pente. 

12  1 

8907.  —  On  donne  la  courbe    j;  =  —  <(=(-,     //  =  —  abf,     :  =  —  b'L'.     Montrer  que  la  tangente  fait  un  angle  constant 

avec  une  droite  fixe.  Plan  osculateur. 

8908.  —  Un  plan  coupe  les  arêtes  Ox,  (iy,  Oz  d'un  trièdre  en  trois  points  A,  B,  C.  Trouver  l'enveloppe  du  plan  quand 
le  volume  du  tétraèdre  OABC  est  constant. 

8909.  —  Trouver  les  lignes  de  plus  grande  pente  d'un  cylindre  oblique  dont  la  base  est  un  cercle  horizontal. 

8910.  —  Trouver  les  génératrices  de  la  surface    xyz  +  x  +  y  -h  z  =  0. 

891 1.  —  Lieu  des  perpendiculaires  communes  à  la  droite     x  =  y  ^^  z     et  aux  génératrices  de  la  surface    xy  =  az . 

8912.  —  On  donne  un  cercle  et  une  droite  D  rencontrant  le  cercle  et  perpendiculaire  à  son  plan.  Trouver  la  surface 
engendrée  par  une  droite  rencontrant  le  ceicle  et  la  droite  D  en  faisant  avec  eux  des  angles  égaux. 

8913.  —  Calculer  l'aire  latérale  d'un  cône  à  base  circulaire. 

8914.  —On  considère  le  tore  engendré  par  le  cercle  (x — a)--i-î-  — R-  —  0,  y  =  0  tournant  autour  de  0:.  On 
le  coupe  par  le  plan  z  =  mx,  et  on  fait  tourner  la  courbe  obtenue  autour  de  la  droite  j/  =  0,  ;  =  mx.  Trouver 
l'équation  de  la  surface  obtenue  et  son  intersection  avec  le  tore. 

8915.  —  Déterminer  les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée  fiar  une  droite  assujettie  à  rencontrer  les  droites 
X  =  0,    1/  =  0     et    X  =  a,     y  —  z,    et  le  cercle    ;  =  0,    x'-  +  y'-  —  2ax  =  0. 

891G.  —   Etudier  la   surface    x  =  .     (/  =  .     :  =  Eormer  l'équation  en 

{u+i:—i}'       '  \ii -t- V  —  Vj-  {u-hv  —  i)'' 

X,  y,  z. 

8917.  —  On  donne  un  cercle  et  une  droite  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  et  rencontrant  le  cercle  en  un  point. 
Etudier  la  surface  réglée  engendrée  par  vuie  droite  rencontrant  le  cercle  en  A,  la  droite  donnée  en  li,  la  longueur  AB  étant 
égale  au  diamètre  du  cercle. 

8918.  —  On  considère  la  courbe  x  =  i(t' +  21- —  '61],  y  =  ■211' —  oi' —  31),  s  =  i' +  3(.  Rectifier  cette  courbe. 
Montrei'  que  les  normales  principales  sont  perpendiculaires  à  0;. 

8919.  —  On  corisidere  un  cercle  dans  l'espace  défini  par  son  centre,  son  rayon  et  la  normale  à  son  plan  menée  par  le 
centre.  Equation  de  ce  cercle  avec  le  minimum  de  paramètres.  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  cercle  en  fonc- 
tion d'une  seule  variable 

8920.  —  On  considère  la  courbe  x  =  t'  —  il-  —  l,  y  =  V  +  21-  +  1,  :  =  2t'  —  (.  Plan  osculateur.  Points  doubles 
de  la  projection  sur  le  plan  des  .r//. 
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8921     EtuiUer  les  iioiiiiales  issues  d'un  [loint  a   la   couibe    x  =  l',     ij  =  l'.    z  =  t\     Cas  où  le   [joint  est  sur  la 

courbe. 

8922.  Etuiiier   la  surface     z  =  — ; -■     Calculer   le   volume  compris  tntre  cette  surface  et  les  [ilans    z  ^=  a, 

.  —  (,  oue  devient  ce  volume  pour  b  inlinl  ?  Trouver  les  li{|!iies  de  pente  de  cette  surface.  Représenter  celte  surface  en 
géométrie  descriptive  et  construire  ime  ligne  de  pente. 

8Î)2S.  —  Ftudier  la  surface  engendrée  par  une  droite  de  longueur  constante,  assujettie  à  rencontrer  deux  droites 
fixes  rectangulaires,  non  situées  dans  un  même  plan. 

8924.  —  Mener  par  le  point  A(.ri,,  i/o.  :o)  des  plans  osculateurs  à  la  courbe  x  =  (,  y  =  (',  :■  =  ('.  Le  point  A 
peut  il  être  centre  de  gravité  du  triangle  des  trois  points  de  contact  ? 

8025.  —  On  considère  la  courbe  x  =  (',  y  =z  t',  z  =  V .  Condition  piuir  (|ue  quatre  points  soient  dans  un  même 
plan,  l'ar  les  deux  points  /  =  1  et  <  ^—  t  on  mène  un  plan  qui  rencontre  la  courbe  en  M  et  K .  Trouver  la  surlace 
engendrée  par  la  droite  M.\l'. 

cos  y  thi  dx 

S92G.  —  Sur  la  surface     e-  =  on  définit  deux  familles  de  courbes  par  les  relations      — '■ —  =  ± 

cos  X  cos  X  cos  y 

Montrer  que  ces  familles  de  courbes  sont  orthogonales. 

8027.  —  Déterminer  les  droites  de  la  surface    x-(a  —  :i'-  -t-  y'ia  +  z)-  =  (a-  —  i-y'-". 

8928.  —  On  considère  les  deux  courbes  x  —  a&i' +  {),  y  —  ou,  z  =  0  et  .r  —  a{2v'  +  l),  y  —  0,  :  =  oi\ 
Esistet-il  des  courbes  dont  les  tangentes  rencontrent  ces  deux  courbes? 

8029.  —  Condition  pour  que  le  plan     ux  +  ry  +  nz  +  1  =  0    soit  langent  à  la  surface     \'y:  +  y's-c  -+-  ^xy  =  I . 

8930.  —  Etudier  la  courbe  gauche  d'JCnie  par  les  é(|uations  .i'- h- ;/•  =  a-,  —  :::=  L —  Cosinus  directeurs  de  la 
tangente.  Rectifier  la  courbe  à  partir  du  point  (0,  n,  01. 

8931.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  les  deux  droites  ;/  =  7iix,  :  =  <i 
et    y  = —  mx,    :  =  —  o,    et  parallèle  au  plan    vx  +  i//+  irz  =  u. 

8932.  —  Etudier  la  courbe    x=  l(t  —  ^),    y  —  — z  = ■•     Projections  de  celte   courl)i>  sur  les  (dans  de 

coordonnées.  Y  a-t-il  des  quadriques  contenant  cette  courbe  ?  La  courbe  a-t-elle  des  symétries'? 

8933.  —  On  donne  la  surface  :|j:-  +  !/•')  —  n'-x  =  (i  On  mène  la  normale  en  un  point  M.  Quel  lieu  doit  décrire  le 
point  M  pour  que  cette  normale  rencontre  la  surface  en  deux  autres  points  confondus  ?  Equation  du  cùne  s'appuyant  sur 
la  courbe  lieu  et  ayant  pour  sommet  l'origine. 

1-  +  ir       --' 

8034.  —   On  donne  un  liyperboloîde  de   révolution  à   une    na[)pe  ayant   pour  axe    0:,        7^— ; 1  =  0  ; 

trouver  sur  cette  surface  les  courbes  vérifiant  la  relation  i\dz  =  xdy  — ydx.  Etudier  la  projection  de  ces  courbes  sur  le 
plan  des  xy.  en  passant  en  coordonnées  polaires. 

8035.  — Que  représentent  les  équations  x+mz  =;  a  cos  a,  y' siir  a  =  a(a  —  .r  sin  2ji  ?  Onfait  tournercettecourbe 
autour  de  0:.  Calculer  la  surface  engendrée. 

893G.  —  Trouver  sur  le  cylindre  y-  —  2px  =  0  les  courbes  dont  la  tangente  fait  un  angle  cmstant  avec  le  [ilan  des 
zy.  Etudier  leurs  [irojections  sur  le  plan  des  zy. 

8037.  —  On  donne  un  cercle,  une  droite  D  perpendiculaire  à  son  plan  et  rencontrant  ce  cercle.  Etudier  la  surface 
engendrée  par  une  droite  variable  rencontrant  le  cercle  et  la  droite  l)  et  faisant  avec  celle-ci  un  angle  constant.  Etudier 
les  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  du  cercle 

8938.  —  On  fait  tourner  la  chaiiiettc    y  =  a  cli—     autour  de  Ox.  Calculer  l'aire  compiise  entre  ilcux  parallclcs. 

8939.  -  On  considère  le  cylindre  z' —  iiiy,  le  plan  horizontal  étant  le  plan  des  ,ry.  Trouver  les  courbes  de  celte 
surface  qui  ont  une  pente  constante. 

8940.  —  t.tant  donnée  la  surface  {x'+  y")Z  —  ii'x  —  0,  trouver  les  normales  ([ui  sont  tangentes  à  la  surface  en  un 
point  dillérent  du  pied. 

jjO.'d.  Etant  donnés  les  deux  cylimlres      x'  t   :-  =  a",      y-  -+- z^  =  Ir.      trouver  le  plan  osculatcuren  un  point  île 

l'intersection. 

8942.  —  On  considère  la  surface  définie  par  les  é<|ualions      r  =  cos  it  —  r  fin  11.      y  =  sin  11  -+-  r  cos  11.      z  —  ( 

Construire  géométriquement  un  point  de  la  surface,  trouver  sur  celle  surface  les  ciuirlics  telles  (lue  le  plan  osculateineii 
chaque  point  soit  tangent  à  la  surface. 

89/13.  —  On  considère  la  siuface     ;  =  x  tg  —  •      IHudier  l'indicatrice  et  les  rayons  de  courbure  principaux.  Mémos 

questions  pour  les  surfaces    2=a;sin— >     :  =  ^-^.     Comparer  les  résultats. 
'  '  an 

8944.  —  On  coupe  la  surface  x''  +  y'  4-  ;'  —  "'  par  une  droite.  Déterminer  le  centri'  des  moyennes  dislances  des 
points  de  rencontre.  .Montrer  que  ce  point  ne  peut  être  sur  l'un  des  axes  sans  être  à  l'origine. 

8045  —  Trouver  la  perspective  de  la  courbe  y  =  fi,  f\x.  :)  =  0  sur  le  plan  :  +  or  —  0.  le  centre  de  projection 
ayant  pour  coordonnées    x  =  0,     y       0,    z  =  11 . 

Sî>'i(>    —  On  donne  un  cercle,  une  pcr|jen(liciilain'  an  |d.in  du  lercle  p.i-sant    ['.\r  le  Cintre  et  une  parallèle  à  ce  pi. in. 
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Former  l'équation  de  la  siirliice  engenrirée  T'""  "ne  droite  rencontriinl  le  cercle  et  les  droites  données.  Section  de  la  surface 
par  des  plans  parallèles  au  plan  du  cercle. 

8947.  —  Ktudier  la  courbe  .£  =  2ir  4- 3C' —  30,  i/  =  J(P  —  3(-  -  .!/),  z  =  r-h'M.  Cilculer  l'arc,  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente.   Déterminer  la  normale  principale. 

8048    —  On  considère  la  courbe    z  =  x",    y-  =  2.t:.     Longueur  d  un  arc  de  courbe;  plan  osculateur. 

8!)4!).  — Ou  considère  la  surface  :(.T'=  +  \/'-\  —  2ax!i  =  0.  Déterminer  les  droites  situées  sur  cette  surface.  Calculer 
le  volume  limité  par  cette  surface  et  compris  entre  le  plan  des  .ry  et  le  plan    x  +  y  —  a  ^  0. 

8950.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  limité  h  son  sommet  et  il  une  section  droite.  On  coupe  ce  cône  par  un 
plan  parallèle  à  une  génératrice.  Déterminer  ce  plan  de  façon  (|ue  l'aire  du  segment  parabolique  déterminé  soit  maximum . 

8!)51.  —  Trouver  les  lignes  de  plus  grande  pente  d'un  cAne  oblique  à  base  circulaire  horizontale. 

8952.  —  Centre  de  courbure  de  l'hélice  circulaire.  Lieu  des  axes  des  hélices  osculatrices  à  une  hélice  donnée  en  un 
point  donné. 

8953     —  Etudier  la  couibe    x  =  fi  sni-  t,    y  —  lu  sin  (,     :  =  a\\  -  sin  /  cos  /).     Hayon  de  courbure. 

8954.  —  Etant  donné  un  cylindre  ayant  pour  section  droite  une  chaînette,  chercher  les  courbes  de  ce  cylindre  qui 
font  un  angle  constant  avec  les  génératrices. 

8955     —  On  considèie  le  mouvement  défini  par  les  équations     -•-  =  (■,      -'-  =  F,     — ^  =  ('.     Calculer  le  rayon 

al  al  ilt 

de  courbure  de  la  trajectoire.  Vériûer  le  résultat  par  des  considérations  de  cinématique. 

8056.  —  On  fait  tourner  la  parabole  y^ —  Ipx  =  0  autour  de  Or;  calculer  l'aire  de  la  surface  engendrée,  comprise 
entre  deux  parallèles. 

8057.  —  Etudier  les  quadriques  déûnies  par  les  équations  : 

a--i- jc— !/=+ I  =  0,  x'- —  2xz  —  y'^  —  iyz  +  ix  —  i  =  a     (génératrices!, 

.X-  —  t/'+  c'^  —  ±Ty  +  2j:  —  3(/  -f  1  =  0    (directions  principales  et  sections  circulaires),  (/:  +  :.c  +  j-y  =  I, 

;/:  + :.r -f- j"// +  ,r +;/-+-:=  0,  i- —  2//: -f- 2:  =  0,  a:- +  y- +  3y: -i- 2.i- —  :  4-  1  =  0     (sections   circulaires), 

x'^  +  y-  —  z-  —  2;/:  +  2t  —  ?/  +  1  =0    (directions  principales),  .i=  +  ^y'  —  2y;  =  0    (sections  circulaires), 

.)■'-  +  j'î  ~  y'-h  1  =  0    (génératrices),  {y  —  zf-h  (s  —x]-  +  (x  —  y)'-  -hix  —  i\j  =  0, 

a:'-  -I- y'  +  :'  —  j";  -f-2.f -4-  4//  =:  0.  yz  +  zx  +  xy  +  x  +  y  -¥  z  =  0,  x'  —  y' -h  z'  —  ixy  +  2j;  —  3y  +  1  =  0, 

2(,r  —  y,-  +  (y  —  :f  +  3(j;  -  s)^  +  2j;  —  y  +  3  =  0,  a-  —  2y:  +  a-  =  0 

8958.  —  Ktant  donnée  une  quadrique  [{x,  y,  :)  =  0  rapportée.!  trois  axes  quelconques,  trouver  l'équation  du  cône 
asymptote. 

8959.  —  Etudier  la  quadrique  ,)-  +  y-  +  Iz-  —  ixz  —  2:  =  0.  Former  l'équation  du  cylindre  circonscrit  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  0:. 

8960.  —  Déterminer  un  paraholoide  hyperbolique  connaissant  :  1°  une  génératrice;  ;;"  un  plan  tangent  et  le  point  de 
contact;  3°  la  direction  de  l'axe.  Le  paralioloïde  est-il  déterminé?  Former  son  équation. 

8961.  —  Former  l'équation  générale  des  quadiiques  passant  par  l'axe  des  i.  On  considère  l'une  de  ces  surfaces,  et 
l'on  demande  le  lieu  îles  normales  à  cette  surface  en  Ions  les  points  de  0;. 

8902.  —  On   considère  une  droite  A  passant  parles  deux  points  Air,,  //,,  z,)  et  rî;j,,  y,,  3:).   Former  l'équation  de  la 

droite  conjuguée  de  A  par  rapport  à  la  quadrique 1-^ V- 1  =0. 

f('  ïï-         c' 

896:{.  —  l'ar  deux  cercles  donnés  dans  l'espace  peut-on  faire  passer  un  cône  du  second  degré?  Construire  les  cônes 
pass.int  par  deux  cercles  (|ui  se  coupent  en  deux  points  A  el  li. 

8964.  —  Que  peut-on  dire  des  plans  asymptotes  li'une  quadrique? 

8965.  —  Conditions  pour  que  deux  ellipses  situées  dajis  deux  plans  perpendiculaires  soient  les  projections  orthogo- 
nales d'un  même  cercle. 

8966.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  un  point  A  sur  Or,  un  point  B  sur  Oy  et  un  point  C  sur  0:.  Former 
l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  les  droites  0.\,  AC,  CB,  80.  Paiaboloïdes  du  faisceau. 

H  -I-  )i  II  —  u  \  -\-  UV 

8967.  —  Quelle  est  la  nature   de   la   surface    x=  a  ,    y=h  ,     z=  e  ?    Plans    cycliques    de 

1  —  uv  \  —  uv  1  —  uo 

cette  surface. 

8908.  —  On  lionne  une  sphère  et  une  ([iiadrique  concentriques.  On  mène  une  tangente  commune,  et  on  considère  les 
plans  tangents  aux  points  de  contact.  Démontrer  que  ces  deux  plans  sont  parallèles  à  deux  plans  diamétraux  conjugués  d'une 
quadrique  fixe,  quelle  que  soit  la  tangente  commune. 

8909.  —  Etudier  la  surface    r=a •     y  =  6 ■ ;= Elle  est  du  deuxième  degré  ;  quelle 

u-  —  V-  H-  —  V-  II-  —  v' 

est  sa  nature  ? 

8970.  —  On  considère  le  paraholoide     -^  =  ^--  -t-  —      (n  >  /;).     Déterminer  les  ombilics  et  trouver  le  rayon   de  la 

;)  '!-        fc'- 

sphère  tangente  au  paraholoide  aux  ombilics. 

8971.  —  Donner  une  représent.ition  paramétrique  de  l'ellipso'ide  -  + h 1=0. 

a-        '/'        c' 
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{y  —  :)'-Hl:  —  x)i  +  x 


re|ii(sent('   un  |iiir,iboloiilc.   Trouver   le 
En    (lédnire    les  coordonnées  d'un  point 


8972.—  Montrer  que  Téquation     2(.r — »/| 
sommet  de  ce  paral)oloide. 

8973.  —  Trouver  les  génératrires  de  l;i  quadri(|ue    ;/:  -H  :j-   t- xh  +  1 
de  la  surlace  en  fonction  rationnelle  de  deux  paramètrus. 

8974     —  Déterminer  l'angle  au  sommet  d'un  cùnedc  révnlulion  pour  r|u'il  soit  capable  .l'un  Iricdrc  trireclangle  inscrit. 

8975.— Uétermiiiorlesaxesdel'ellipsesectiondertdlipsoiile      -r -f-  —r   *- —, 1  =  0     pailcplan     ii.r  t   cii+irz  —  O. 

8976.  —  Etudier  la  (luadrique    .rv  —  :  =  0.     Calculer  l'angle  di's  génératrices  qui  passent  au  point    |.r„,  i/„.  -„).    I.icu 
des  points  de  la  surface  pour  les(|uels  cet  angle  est  conslanl. 


—  1  =1  0      par  la  droite     —   = 


—  ■      llcicrminer  l'imlicati  Ice  de 


8977.  —  On  coupe  la  surtace     — 

a- 
la  surface  et  l'un  des  points  obtenus. 

8978.  —  Ou  donne  dans  le  plan  des  xy  un  cercle  passant  par  l'origine,  et  une  droite  A  rencontrant  le  ceide.  Kxiste- 
t-il  une  quadrique  passant  par  le  cercle,  l'axe  des  ;  et  la  droite  A  '?  Equation  de  cette  quadrique.  Faire  une  épure  en  prenant 
le  plan  des  xy  comme  plan  horizontal.  Déterminer  l'intersection  de  la  surface  et  d'un  plan. 

8979.  —  I.icu  lies  cenlies  des  (iuadri(|ues  passant  [lar  trois  droiles  dont  l'une  rencontre  les  deux  autres.  A  priori  ce  lieu 
esl-il  une  ligne  ou  une  surface?  r.as  particulier  où  les  trois  droites  font  l'axe  des  x,  l'axe  des  1/  et  la  droite    x  =  n.    y —■  0. 


8980.  —  On  tonsidère   la   famille  de   i|uaJriques  homofocali 


Ir- 


1=0.     Etudier  celles 


de  ces  (iuadric|ues  qui  passent  par  un  poini,  qui  sont  tangentes  à  une  droite  ou  à  un  plan. 

8981.  —  Kludier  la  quadrique    x-  +  4i/3  =  q'.     Lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  génératrices. 

8982.  —  Etant  donnés  deux  cercles  d'une  quadrique  (non  situés  dans  des  [dans  parallèles),  montrer  que  ces  deux  cercle» 
sont  sur  une  même  sphère.  Lieu  des  rentres  de  ces  sphères. 


8983    —  Déterminer  la  section  centrale  de  l'ellipsoïde 
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-H 1 —  1  =0     adiiiiltant  un  axe  dirigé  suivant  la 


droite    j  =  i/  =  s.    Trouver  les  coordonnées  des  foyers  réels  de  la  section. 

8984.  —  Trouver  .sur  un  paraboloide  hyperbolique  équilatfcre  une  courbe  telle  que  la  langenle  en  un  point  M  et  l'une 
des  génératrices  passant  au  point  Si  soient  symétriques  par  rapport  à  l'autre  génératrice  du  point  M. 

8985.  —    Représentation    paramétri(|ué    de    l'ellipsoïde.      Etant     données     les     formules 

—  2m  —  2b 

y  =   <..!  .  n..i   .    ,  '     "  =  '  ■-..  .   n..o~: — T'     montrer  (|u'elles  représentent  un  ellipsoilp. 


iii'-  +  Oi;'+  i 


iu'  +  9b' 


4!(»  +  9()2  -t-  4 


U=  =  0    et  .le 


8986.  —  Peut-on  faire  passer  des  cônes  par  l'interseclinn  de  la  sphère    (.r  —  i)'  +  (ï  —  ?i"-*-  (:  - 

j."        y^        s- 

l'ellipsoïde      -r  +  -',.-  h : 1  =  0? 

n'        h-        (.' 

8987.  —  On  donne  un  paraboloïde  et  un  point   A     l'aile  point   A   on   mène  une  s''C,inte   rencontrant    la  surface   aux 
points  M  et  M'.  Déterminer  la  sécante  de  fai;on  que  les  normales  au  paraboloïde  en  M  et  M'  soient  dans  un  même  plan. 

8988.  -  Quelles  sont  les  qua  Iriques  dont  toutes  les  sections  planes  se  projettent  sur  un  plan  fixe  suivant  des  cercles  ? 


'  V.    —  Géométrie  descriptive. 

8989.  -  Ktant  donné  un  cube  ABGDEf'GIl,  on  considère  le  \A.\n  dAfini  par  la  droite  AI",  el  les  points  K  et  I.,  milieux  des 
areles  HE  et  110,  Conslniire  la  projection  du  cube  sur  ce  |dan. 

'■     8990.-    Construire    la    symétri(|ue   d'une   droite  donnée   par    cippoit   au  deuxième 
bissecteur. 

V    8991.  —  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  et  à  la  ligne  de  teire. 
■    ^'   8992.  —  On  doiuiedeuxdroilesperpendiculaires  {on,  o'a)  et  (ob,  o'h),  lapiemièi'e  étant 
horizontale.  Construire  un  triédre  trirectangle  dont  ces  droites  sont  deux  arêtes.  Placer  sur 
ce  trièdre  un  triangle  île  gian  leur  donnée. 

8993.  —  Angle  de  deux  plans  dont  les  traces  sont  en  ligne  droite.       .     ,.  / 
8!»9'«.  —  On  donne  un  plan  défini  par  ses  traces  et  dans  ce  plan  une*  courbe  déterminé^ 
par  son  rabattement  sur  le  plan  boiizontal.  Pai-un  point  du  plan  vertical  niencr  des  tangentes 
à  la  projection  verticale  du  cercle. 
;  899r>,  —   On   donne  un   pl.in    défini    par  ses   traces  et  un  cercle  situé  dans  ce  plan, 

déterminé  par  son  rentre  et  son   rayon.  (  onsiruire  les  (loinls  de  ce  cercle  dont  le  rapport  des  dislances  au  plan  horizontal 
el  au  plan  verticil  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

8996    —  Plans  tangents  communs  .à  deux  cflnes. 
I         8997.  —  Mener  à  un  cylindre  ayant  pour  base   un  cercle   horizontal   un   |daii  langent  faisant  un  angle  donné  avec  le 
plan  horizontal. 

I         8998.  —  Trouver  l'ombre  propre  et  portée  (au  llambeau)  d'un  cône  ayant  une  base  horizontale  circulaire  el  son  sommet 
en  un  point  de  la  ligne  de  terre. 
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>     8909.  —  Plans  tangents  parallèles  à  deux  cônes  donnés. 

/  9000.  _  Perspective  d'un  cercle  horizontal  sur  le  plan  vertical,  le  point  de  vue  étant  dans  le  plan  horizontal.  Cette 
perspective  peut-elle  être  un  cercle  ? 

/  9001.  —  On  donne  un  cercle  situé  dans  un  plan  de  profil  et  tangent  aux  deux  plans  de  projection.  Déterminer  un  point 
de  vue  de  façon  que  la  perspective  du  cercle  sur  le  plan  vertical  soit  un  cercle.  Lieu  de  ce  point. 

/  9002    —  On  donne  un  cùne  à  base  circulaire  horizontale  et  un  plan.  Trouver  le  centre  de  la  section. 

9003.  —  On  donne  un  cylindre  de  ri^voUiticn  dont  l'axe  est  dans  le  plan  vertical,  et  un  cône  dont  le  sommet  est  sur 
l'axe  du  cylindre,  d  jnt  la  hase  est  une  hyperbole  équilatère  située  ilans  le  plan  horizontal  et  dont  une  asymptote  est 
parallèle  à  la  ligne  de  terre    Etudier  l'inlerserlion  du  cône  et  du  cylindre. 

9004.  —  Une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  verticales.  In  cùne  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  tangent  à  l'ellipse  en  un  des  sommets  du  grand  axe,  et 
pour  sommet  un  point  situé  sur  la  verlii-ale  du  point  de  contact.  Intersection  des  deux  surfaces 

900Ô.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  de  rayons  l  et  2.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cônes,  le  sommet  de 
chaque  cùne  se  projetant  au  centre  de  la  base  de  l'autre.  Intersection  de  ces  deux  cùnes. 

■  900G.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  un  cercle  horizontal  et  dont  les  sommets  se  projettent 
horizontalement  sur  ce  cercle. 

—  90O7.  —  Mener  à  une  sphère  des  plans  tangents  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 
^    9008.  —  l'oint  brillant  d'une  sphère. 

9009.  —  Construire  une  sphère  passant  par  deux  points  et  tangente  à  deux  plans.  Cas  où  les  deux  plans  sont  les  plans 
de  projection. 
"*  9010.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  à  un  plan. 

—  901 1 .  —  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  commun  à  deux  sphères. 

9012.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite.  Construire  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  et  à  la  sphère  donnée 
et  dont  le  centre  est  situé  sur  la  droite. 

9013.  —  Condition  pour  que  l'ombre  portée  parune  sphère(ombre  au  flambeau)  sur  le  plan  horizontal  soitune  hyper- 
--  bole  équilatère. 

9014.  —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné  tangente  aux  plans  de  projection  et  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

9015.  —  Construire  la  sphère  passant  par  les  quatre  points  fl(0),  6(0),  c(a),  rf(S),  délinis  par  leurs  projections  horizon- 
-   taies  et  leurs  côtés. 

9016.  —  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre  dont  une  base  est  horizontale. 

9017.  —  Plans  tangents  communs  à  trois  sphères  \ 

>  9018.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  un  point  o(0)  et  une  droite  /;(0)  c(IO).  Construire  une  droite  qui  soit  à  des  dis- 

tances  données  du  point  a  et  de  la  dioite  bc. 
y  9019  —  On  donne  un  carré  dans  le  plan  de  cote  zéro  et  une  circonférence  inscrite  dans  ce  carré.  C'est  le  contour  appa- 
rent horizontal  d'une  sphère  tangente  au  plan  horizontal.  Elle  est  éclairée  par  un  point  lumineux  se  projetant  en  l'un  des 
sommets  du  carré  et  ayant  pour  cote  le  diamètre  de  la  sphère.  Trouver  l'ombre  portée  de  la  sphère  sur  le  plan  horizontal, 
y  9020.  —  Construire  un  tétraèdre  connaissant  là  base  dans  le  plan  horizontal,  deux  dièdres  adjacents  et  le  rayon  de  la 
sphère  inscrite. 
V       9021.  —  Point  double  de  la  méridienne  d'une  surface  de  révolulion. 

9022.  —  Section  plani'  d'un  parabolo'ide  de  révolution  à  axe  vertical.  La  parabole  méridienne  est  définie  par  son  som- 
met et  son  foyer. 
y.   9023.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  h  un  ellipsoïde  de  révolulion  à  axe  vertical. 

9024  —  On  donne  une  parabole  dans  le  plan  horizontal  ayant  son  axe  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  On  fait  tourner 
celte  courbe  autour  de  son  axe  ;  elle  engendre  un  paraboloide  de  révolution.  On  coupe  ce  parabolo'ide  par  un  plan  délini  par 
ses  traces.  Déterminer  l'intersection. 

9025.  —  On  donne  un  axe  vertical.  C'est  l'axe  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  une  conique  qu'on  définit  en 
donnant  les  traces  de  son  plan,  et  son  rabattement  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  Ombre  propre  (au  flambeau),  le 
point  lumineux  étant  quelconqu»!. 

9026.  —  On  donne  un  axe  de  front  (1),  D)  et  une  coni(|ue  située  dans  le  plan  de  bout  D'  et  définie  par  son  rabatte- 
ment sur  le  plan  horizontal.  Trouver  le  contour  apparent  de  la  surface  engendrée  parla  conique  tournant  autour  de  l'axe. 

9027.  —  Ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  par  un  tore  à  axe  vertical,  éclairé  par  un  point  lumineux. 

9028.  —  Section  plane  d'un  cône  de  révolution  à  axe  quelconque. 

■^      9029.  —  On  donne  deux  droites  A,  B  et  un  plan  P.  Faire  tourner  la  droite  B  autour  de  A  de  façon  qu'elle  devienne 
parallèle  au  plan  P. 

9030.  —  On  considère  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  et  un  cùne  circonscrit  ayant  pour  centre  un  point  du 
plan  horizontal.  Construire  la  section  du  côce  par  le  plan  tangent  à  la  sphère,  parallèle  au  plan  horizontal. 
^  9031.  —  Construire  un  cône  de  révolution  connaissant  trois  génératrices. 

9032.  —  On  définit  un  cône  de  révolution  par  son  axe,  son  sommet  et  son  demi-angle  au  sommet.  Construire  la  trace 
horizontale  de  ce  cône.  Déterminer  les  foyers  de  cette  conique  et  les  asymptotes. 

9033.  —  Normales  communes  à  deux  cônes  de  révolution  dont  l'un  a  son  axe  vertical  et  l'autre  son  axe  de  bout. 

9034.  —  Construire  un  trièdre  SABC  connaissant  la  face  SCC,  le  dièdre  G  et  l'angle  de  l'arête  SC  et  du  plan  SAB. 


96  ECOLE  POLYTECHNIQUE (EXAMENS  OKAUX) 


9035.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  un  anslo  donnt'  avec  le  plan  horizontal  et  silui'e  ;i  une  distance 
donn/'e  d'une  droite  donni'''e. 

003(i.  —  Construire  un  cône  de  révolution  connaissant  son  sommet,  son  axe  et  snclianl  iin'il  est  tangent  à  un  cylindre 
de  révolnlion  dont  l'axe  est  liorizontal. 

î>037.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  un  ciine  de  révolution  défini  par  son  axe.  son  sonimet  el  son  angle  :<u  sommet. 
On  donne  la  projection  horizontale  d'un  point  du  cône,  trouver  sa  cote. 

9038.  —On  donne  trois  droites  parleurs  projections  graduées,  l'une  d'elles  étant  horizontale.  Par  un  point  mener 
un  plan  faisant  avec  ces  trois  droites  des  angles  égaux. 

î)03!>.  —  (In  donne  un  cône  de  révolution  défini  par  son  axe,  son  sommet  et  une  sphère  inscrite.  Etant  donnée  l,i 
projection  horizontale  d'un  point  du  cône,  trouver  la  projection  verticale  et  le  plan  tangent. 

«(040.  —  Par  un  point  mener  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projfclion. 

î)04l  _  Construire  un  cône  de  révolution  tangent  à  trois  droites  données,  sachant  que  l'axe  est  vertical  et  connais- 
sant le  demi-angle  au  sommet. 

UOi'2  —  On  donne  un  cône  de  révolution  ayant  son  ase  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  On  le  coupe  par  un  plan  dénni 
par  le  point  on   il  rencontre  l'axe  et  par  une  horizontale.  Déliiniinor  un  point  de  l'inleiseclion  et  la  tangente  en  ce  point 

Or43.  —  Une  droite  quelronciue  lourrip  autour  de  la  ligne  de  terre  Mener  à  la  surface  engendrée  un  plan  tangent 
parallèle  à  un  plan  donné. 

0044.  —  Mènera  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  des  plans  tangents  parla  ligne  de  terre. 

0045.  —  Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite,  le  point  de 
contact  étant  sur  un  méridien  donné. 

0046.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  coupant  une  surface  gauche  de  révolution  k  axe  veitical  suivant  luie  hyper- 
bole é(|uilalère. 

î)047.  Trouver  sur  une  surface  gauche  de  révolution  ;'i  axe  vertical   une  génératrice  faisant  un  angle  donné  avec  la 

ligne  de  terre,  ou  avec  une  droile  de  profil 

i)04S  —  Construire  le  plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical.  Pôle 
d'un  plan.  Droite  conjuguée  de  la  ligne  de  terre. 

O040  —  Trouver  les  contours  apparents  de  la  surface  engendrée  par  la  ligne  de  lerre  tournant  autour  d'un  axe 
quelconque. 

0050.  —  Etant  données  quatre  droites  en  géoméirie  cotée  (lui  rencontrent  une  mémo  horizont.ile,  trouver  s'il  existe 
d'autres  droites  rencontrant  les  quatre  droites  données. 

O05i.  —  On  considère  la  surface  définie  par  l'équation  ,'/:  =  J.  l'axe  des  .r  étant  la  ligne  de  terre,  et  le  plan  :  =  0 
le  plan  liorizont.il.  intersection  de  la  surface  et  d'un  plan  de  hout. 

9052  —  On  considère  un  paraboloide  hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  horizontal  et  admettant  deux  généra- 
trices dont  l'une  est  verticale.  Inlersectinn  de  la  sniface  et  d'une  droite.  On  se  donne  la  projection  horizonlale  d'un  point  de 
la  surface;  trouver  la  projection  verticale  et  le  pl.ui  tangent. 

0053.  —  On  donne  un  paraboloide  liyperboliii\ie  défini  i.w  i\n  plan  directeur  lior  izontiil  il  ilcux  génératrices  quel- 
conques. 

1"  Déterminer  un  point  de  la  ligne  il'ombre,  les  rayons  lumineux  étant  à  i.'i"  ; 

2°  Mener  par  une  droite  un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole  équilalère  ; 

3»  Sommet  : 

i"  Plan  polaire  d'un  point  ; 

5°  l'Ole  d'un  plan. 
"^        0054.   —  Trouver  le  sommet  d'un  paraboloide  hyperboli(|ue  défini  par  un   phin   directeur  horizontal   et   deux   géné- 
ratrices de  profil. 

0055.  —  On  considère  un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  de  front,  l.icu  des  poinis  où  se  croisent  deux 
génératrices  rectangulaires. 

0056.  —  Mener  à  un  paraboloide  hyperbolique  un  pl.iii  t.uigent  parallèle  .à  un  plan  donné. 

V  0057    —  Montrer  que  l'ombre  portée  (au  fiamhcaui  par  lui  paraboloide  bypcibolique  sur  un  plan  directeur  quelcon(|ue 

est  une  parabole. 

0058  — Trouver  le  sominit  d'un  paraboloide  équilalère  défini  par  deux  g.'ni'rati  ices  de  front  et  un  plan  directeur 
horizontal. 

0050.  —  On  donne  une  parabole  dans  le  pl.in  hoiizoïilal.  une  droile  D  et  un  point  .\  Kxisle-l-il  un  paraboloide  pas- 
sant par  la  parabole,  la  droite  et  le  point  .'  l'ims  le  cas  où  il  existe,  d/lrmiiner  les  ]>lans  directeurs  et  des  gi^nératricc  s  de 
chaque  système. 

0000  -  Déterminer  le  sommet  d'un  paraboloide  hyperl>olii|ue  défini  par  quatre  arêtes  consécutives  d'un  tétraèdre 
régulier.  Le  paraboloide  est-il  quelconque  .'  Inversement,  tout  paraboliirle  équilalère  peutil  élre  iléfini  de  celle  manière'? 

00B1  .  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  défini  pnr  deux  génératrices  el  un  plan  .lirecteiir  horizontal,  d  un 
point  lumineux  (J,  s'I.  Trouver  l'ombre  portée  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal,   liranches  infinies. 

0002.  —  Mener  nu  même  paraholoiile  un  plan  tangent  par  une  veiticale. 

0003  —  On  donne  un  paraboloide  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  direCenr  horizontal.  Construire  le  lieu  .les 
points  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires.  Tangente  en  un  pidnt  du  lieu 

9064.  —  Intersection  d'un  cône  qui  a  pour  base  un  cercle  horizontal  et  d'uin'  sphère  ay.inl  pour  diamètre  la  hauteur 
du  cône. 
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-•-      0065.  —  Mener  à  nn  ellipsoïiie  de  révolution  à  axe  Terlical  des  plans  langents  par  nne  dioile. 

'.(0(»6.  —  l'n  cercle  de  front  tourne  autour  il'un  axe  vertical  qui  se  projette  verticalement  suivant  la  ligne  de  rappel 
du  centre  du  cercle    Intersection  de  la  surface  engendrée  et  du  cylindre  qui  n  le  cercle  pour  section  droite. 

!>0fî7.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du  tore. 

!)0<>8.  —  In  paraboloTde  équilatère  a  pour  plans  directeurs  les  plans  de  projection;  il  est  défini  en  outre  par  son 
sommet  (S,  S)  et  un  point  (n.  a\.  Construire  un  point  (6,  h')  quelconque  de  la  surface  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 
Construire  un  cylindre  de  révolution  tangent  au  paraboloïde  au  point  |b,  (/')  et  touchant  un  plan  donné  par  ses  traces  P'ï!.). 

!>0('>0.  —  Iniersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'une  sphère. 

i)070.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  circonscrits  à  une  même  sphère. 

0071.  —  Ombres  de  l'écuelle.  Rayons  à  45°. 

0072.  —  Une  ellipse  située  dans  un  plan  de  front  tourne  autour  de  son  grand  axe  supposé  vertical.  En  l'un  des 
sommets  île  cet  axe  on  construit  le  cercle  de  courbure,  que  l'on  prend  comme  directrice  d'un  cylindre  de  bout.  Intersedion 
des  deux  surfaces.  Etude  analytique. 

0073.  —  Ombres  propre  et  portée  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

0074.  —  On  donne  deux  droites  qui  se  coupent  A  et  B.  Trouver  sur  une  troisième  droite  C  un  point  M  tel  que  le 
rapport  de  ses  dislances  aux  droites  A  et  U  soit  égal  à  un  nombre  donné. 

0075.  —  Intersection  de  deux  hyperboloîdes  de  révolution  qui  ont  leurs  axes  verticaux  et  une  génératrice  de  front 
commune. 

007(i.  —  Intersedion  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  qui  a  pour  section  droite  l'un  des  cercles  de  la  méii- 
dienne  principale. 

0077.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'une  sphère  bitangente.   Plans  des  courbes  d'intersection. 

0078.  —  On  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  de  proûl,  et  on  prend  la  section 
comme  directrice  d'un  cylindre  à  génératrices  horizontales.  Déterminer  l'intersection.  Etude  analytique. 

0070.  —  On  donne  une  parabole  et  le  cercle  de  courbure  au  sommet.  La  parabole  tourne  autour  de  son  axe,  le  cercle 
autour  lie  la  directrice.  Intersection.  Étude  analytique. 

OOSO.  —  Une  surface  gauche  de  révolution  est  définie  par  un  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front  (A,  A'I  dont  l.i 
trace  horizontale  est  (o,  a).  On  considère  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  horiz'ontal  tangent  en  (o,  a']  à  la  trace 
horizontale  de  la  surface  et  dont  le  sommet  est  sur  la  génératrice  (A,  .Vi.  Intersection  des  deux  surfaces. 

0881  .  —  On  coupe  une  surface  gauche  à  axe  vertical  par  un  plan  de  bout,  et  on  éclaire  la  surface  par  un  point  lumi- 
neux   Trouver  l'ombre  à  l'intérieur. 

0082.  —  On  éclaire  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  des  rayons  lumineux  dont  les  projections  font  45»  avec 
la  ligne  de  terre.  Déterminer  le  point  brillant  pour  un  observateur  placé  à  l'infini  dans  la  direction  de  l'axe. 

008:$.  —  On  donne  dans  le  plan  vertical  de  projection  deux  cercles  égaux  tangents  extérieurement,  les  centres  d  et 
u'  étant  sur  ime  même  horizontale.  Le  cercle  o'  tourne  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  u'  et  le  cercle  w'  autour  d'un 
axe  vertical  passant  par  le  symétrique  de  o'  par  rapport  à  m'.   Intersection  des  deux  tores  ainsi  engendrés.  Etude  anjilytique. 

0084.  —  lieprésentation  topographique  d'un  ellipsoïde  dont  le  point  le  plus  haut  est  un  ombilic. 

0085.  —  Trouver  le  contour  apparent  horizontal  d'un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front.  Déterminer 
analytiquement  le  foyer  de  ce  contour  apparent. 

008(î  —  On  considère  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front.  Sur 
celle-ci  on  prend  un  point  S,  qui  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  hase  est  un  cercle  situé  dans  le  plan  du  cercle  de  gorge 
et  tangent  h  ce  cercle.  Intersection  des  deux  surfaces. 

0087.  —  On  donne  nn  paraboloïde  défini  par  deux  génératrices  de  front  et  un  plan  directeur  horizontal.  Déterminer  un 
point  ni  du  paraboloïde  et  le  plan  tangent.  Construire  un  cylindre  de  révolution  tangent  au  paraboloïde  au  point  m  it 
ayant  son  axe  horizontal. 

0088.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  limité  .t  son  sommet  et  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 
Le  sommet  est  dans  le  plan  horizontal  et  la  base  au  dessus.  Sur  celle  liaso  on  place  un  cercle  de  rayon  plus  grand.  On 
demande  les  ombres  propres  et  portées  du  système,  les  rayons  lumineux  étant  de  front. 

0080  —  Intersection  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  le  cylindre  qui  a  pour  directrice  le  cercle 
osculaleur  à  la  parabole  méridienne  en  son  sommet,  dont  les  génératrices  sont  horizontales  et  font  un  angle  de  4j°  avec  le 
plan  vertical  de  projection. 

0000.  —  On  donne  un  cercle  horizontal  et  deux  droites  D  et  Di  rencontrant  le  cercle.  Montrer  qu'il  existe  une  qua- 
drique  passant  par  le  cercle  et  les  deux  droites.  Trouver  le  centre  de  cette  quadrique.  Section  plane   Etude  analytique. 

0001.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  un  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front,  et  on 
demande  l'intersection  de  cette  surlace  avec  le  paraboloïde  hyperbolique  qui  passe  par  l'axe  et  la  génératrice  et  qui  a  un 
plan  directeur  hoiizontal.  Elude  analytique. 

9002.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  ayant  pour  base  une  conique 
horizontale  et  passant  par  une  génératrice  de  front  de  la  surface. 

0003  —  On  donne  deux  ellips"S  hitang'ntes  dans  le  plan  vertical.  L'ellipse  extérieure  tourne  autour  de  son  grand  axe, 
et  l'autre  autour  de  son  petit  axe.  Déterminer  la  projection  verticale  de  l'intersection. 

0004.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  révolution  tangent  dont  l'axe  est  dans  le  plan  de  front  du  centre 
de  la  sphère. 

0005.  —  On  do.ine  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  D  et  .^  dont 
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la  seconde  est  verticale.  Intersection  de  cette  surface  et  dun  cùne  passant  par  la  droite  D  et  ayant  pour  base  un   cercle 
liorjzonlal. 

ÎK>0(».  —  On  considère  un  ellipsoïde  quelconque  dont  deux  plans  principaux  sont  parallèles  aux  plans  de  projection 
Construire  un  point  de  la  surfiice  et  le  plan  tant;ent  en  ce  point. 

!K)97.  —  Représentation  topographique  d'un  paraboloîde  dont  le  point  le  plus  haut  est  un  ombilic. 

!MI1>8  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  résolution  à  axe  vertical  et  d'un  tore  engendré  par  le  cercle  de  gorge 
tournant  auiour  d'une  de  ses  laiigenles  de  bout.  Trouver  l'éiiuation  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection. 

!)0!(JI.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
rencontre  l'axe  du  tore  et  passe  par  les  centres  des  cercles  qui  constituent  la  méridienne  principale.  Le  rayon  du  cylinilrc 
est  en  oulre  égal  au  rayon  de  ces  cercles. 

îdOO  —  On  donne  une  circonférence  dans  le  plan  horizontal.  C'est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  se  projette 
horizontalement  sur  la  circonrérence  et  a  pour  cote  6.  Lne  sphère  a  pour  diamètre  la  hauteur  du  cône.  Intersection  du 
cône  et  de  la  sphère. 

ÎMOI  .  —  On  donne  une  hyperbole  dans  un  plan  de  front.  On  fait  tourner  cette  courbe  autour  de  son  axe  imaginaire, 
et  l'axe  n'id  de  l'hyperbole  autour  d'une  asymptote  ;  intersection  des  surfaces  engendrées. 

!M02  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent.  L'un  des  axes  est  vertical,  l'autre 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  les  denii-angles  au  sommet  sont  égaux  à  -f 

0103.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'une  sphère  bitani:ente  ayant  son  cc^ntre  dans  le  plan  équatorial  du  tore. 
3104.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  ayant  puiir  section  dioite  une  parabole  tangente  .i  l'un 
des  cercles  méridiens  en  un  point  de  l'équateur  et  bitangente  à  l'autre  cercle. 

t)l05.  —  On  donne  une  sphère  ;  un  cône  de  révolution  a  son  sommet  au  point  le  plus  à  gauche  de  la  sphère,  son  angle 

au  sommet  est  égal  à  — >   son  axe  est  de  front  et  lune  des  génératrices  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.    Intersection  des 

deux  surfaces. 

VI.  —  Cinématique. 

0106.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  sur  ce  cercle.  Un  point  M  se  déplace  sur  ce  cercle  de  telle  façon  que  le 
vecteur  vitesse  MV  se  projette  sur  la  droite  MA  suivant  le  vecteur  MA.  Etudier  le  mouvement  du  point  .M. 

0107.  —  Vu  point  M  se  déplace  sur  la  surface  x'-ia  —  zï- +  )iHa -i- z\- —  {a- —z'^-  =  0  de  façon  que  son  accéléra- 
tion ;o;t  lonstr.r.iuf.nt  tangente  il  la  surface.  Déicrminer/le  mouvement  On  suppose  que  le  point  au  temps  <  =  0  est  à 
l'intersection  de  la  surface  et  de  la  droite    :  =  0,    x  z=  ij. 

0108.  —  Dans  un  mouvement  circulaire  on  a  la  relation  y  =  Ov/JT  ï  désignant  la  gran.ieur  de  l'accélération  totale, 
r  celle  de  la  vitesse  et  a  une  constante.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  qui  porte  l'accélération. 

OIOO.  —  Etudier  et  discuter  le  mouvement  dont  l'Iio  lographe  est  une  spirale  logarithmique,  le  diagramme  des  espaces 
étant     s  ^  e' . 

0110.  —  Calculer  la  vitesse  et  l'accélération  du  point  P  de  la  développante  d'un  cercle,  le  point  correspondant  M  du 
cercle  ayant  une  vitesse  angulaire  constante. 

01  11 .  —  Cn  segment  de  droite  AB  se  déplace  dans  un  plan,  de  façon  que  le  point  A  décrive  une  droite  d'un  mouve- 
ment uniforme  de  vitesse  i\  et  que  le  mouvement  du  point  B  soit  aussi  uniforme  avec  la  même  vitesse.  Trajectoire  du  point  ft. 

Ol  12.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  tel  que  le  rapport  de  ses  vitesses  aréolaires  par  rapport  à  deux  points  llxes 
soit  constant.  Solution  géométrique. 

Oli:i  —  i;n  point  mobile  pnrcnurt  II  parabole  y' —  2p.r  =  0  de  façon  que  la  projection  de  l'accélération  sur  l'axe 
des  y  soit  proportionnel  e  à  la  composanle  de  la  vitesse  suivant  l'axe  îles  r.  (''.qualions  du  mouvement.  Ilodographe.  Au 
temps    1  =  0.    le  mobile  est  ii  l'origine  et  po.ssè.le  une  vitesse  initiale  i'„. 

01  14.  —  Vn  point  se  meut  sur  la  courbe  p  =  o(l  -(  cos  w)  suivant  la  loi  des  aires  autour  du  |iô|i'.  Kludier  le  mou- 
vement et  déterminer  l'Iiodographe. 

on.").  —  Ktudier  le  mouvement  d'un  point  qui  décrit  un  ci'rcle  de  manière  que  l'hodoiiraphe  du  niouvemenl  p,ir  rapport 
A  l'origine  soit  la  parabole    y'  —  ipx  —  0. 

0110  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  (x,  y-  :)  sachant  que  les  projections  de  la  vite.>se  sur  les  axes  sont  respec- 
tivement   V^  =r  K(i/'  -*  :'  — X'),     V„  =  — 2Kri/,     V.  =  —  2K.r:. 

0117.  —  Ln  point  parcourt  la  courbe  l.r'  (  i/»|>  =  in'tr"-  —  if- )  de  façon  que  la  vitesse  aréolaire  soit  constante.  Etudier 
le  nioiivement  du  point,  déterminer  l'accélération  totale. 

Î»I18.  —  I  ne  ligure  plane  tourne  autour  d'un  de  ses  points  0,  de  manière  (|ue  la  projection  de  la  vitesse  d'un  point  M 
sur   dx  soit  constante.  Ouel  est  l'hodographe  d'un  point  quelconque  de  la  ligure  ? 

01 10.  —  Trouver  la  trajectoire  d'un  mobile  (lUi  possède  une  accélération  constante  parallèle  à  la  droite  y  =  m.r,  et 
(|ui  au  temps    (  =  0    est  placé  i\  l'origine  et  admet  une  vitesse  initiale  parallèle  à  la  ilroite    ;/  =  .r. 

9120.  _  Etudier  le  mouvement  circulaire  où  l'accélération  est  constante  en  gramleur.  Exprimer  l'accélération  lan- 
gcnticlle  en  fonction  de  l'arc. 

0121.  —  Si  un  point  décrit  un  cercle  sous  l'action  d'une  force  centrale,  l'hodographe  est  une  conlipie. 

0122.  —  Un  point  d'un  cercle  qui  roule  fur  une  ilroile  parcourt  sa  tr.ajcctoirc  avec  une  vitesse  constante  Loi  du  rou- 
lement. Accélération  du  mobile  \  un  instant  donné. 


=^-  Peut-on  définir  la  trajectoire  comme  enveloppe  d'une  droite  ■ 
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9123.  —  Un  point  décrit  une  parabole  avec  une  -vitesse  angulaire  constante  autour  du  foyer.  Pour  quelles  positions  du 
point  la  composante  de  l'accélération  dirigée  vers  le  foyer  est-elle  nulle  ? 

t)124.  —  Un  point  mobile  décrit  une  ellipse  avec  une  vitesse  lonnue.  Comment  peut-on  calculer  l'accélération? 

VII.—  Dynamique. 

9125.  —  l'n  point  décrit  une  ellipse  sous  l'action  d'une  force  newtonienne.  Déterminer  les  positions  du  point  pour 
lesquelles  la  vitesse  de  la  trace  de  la  tangente  sur  la  directrice  relative  au  centre  de  force  est  maximum . 

912<».  —  Mouvement  d'un  point  pesant  attaché  par  deux  ûls  à  deux  points  fixes  situés  au  même  niveau  :  variations  des 
tensions  des  lils. 

9127.  —  l'n  point  décrivant  une  parabole  sous  l'action  d'une  force  newtonienne,  sa  projection  sur  la  directrice  se  ment 
comme  si  elle  était  attirée  par  le  foyer  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance. 

9128.  -  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  ceiilie  Dxe  proportionni'lli'iiii'ut  à  la  dislani-c,  dans  nii  milieu 
où  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  vitesse. 

9129.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  attiré  p^sr  un  centre  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance.  Cas 
particulier  où  le  plan  passant  par  le  centre  0  et  par  la  vitesse  initiale  est  vertical. 

9130.  —  Ktudier  le  mouvement  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  droite  et  soumis  à  l'action  d'un  centre  fixe 
situé  en  deliors  de  la  droite,  et  (|ui  l'attire  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance. 

9131.  —  On  donne  un  pendule  à  tige  rigide  mais  sans  masse.  On  le  lance  dans  un  plan  vertical.  Avec  quelle  vitesse 
faut-il  le  lancer  pour  qu'il  arrive  au  point  le  plus  haut  avec  une  vitesse  nulle  ?  Si  on  remplace  la  tige  par  un  ûl  llexible,  en 
lançant  le  point  avec  la  vitesse  trouvée,  le  fil  reste-t-il  tendu  ? 

9132.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  constante  dont  la  direction  tourne  d'un 
mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  donnée. 

9133.  —  Etudier  le   mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  de  la  force  centrale    F  =  — Le  mobile  est 

((•=-9c"r_ 
lancé  du  point  de  l'axe  polaire  situé  à  la  dislance  c   du  pôle,  avec   une  vitesse   initiale  perpendiculaire  à   Ox  et  égale  à 

9134.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  02,  0:  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Eludier  le  mouvement 
d'un  l'oint  pesant  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  l'origine  0  et  l'axe  des  ;. 

9135.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  situé  dans  un  plan  vertical.  On  lance  le  point  avec  une  vitesse 
initiale  dirigée  vers  le  haut.  Jusqu'à  quel  point  monte  le  mobile'? 

9136.  —  Un  point  M  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  i  est  attiré  par  un  point  0  du  cercle 

par  une  force  ayant  pourintensité  •  ?»  étant  la  masse  du  point.  A  l'instant  initial,  le  point 

um' 

SI  est  placé  à  l'extrémité  du  rayon  perpendiculaire  à  CO,  et  la  vitesse  initiale   V„   tend  à  éloigner 
le  point  du  point  0.  Ktndier  le  mouvement  du  point  M. 

9137.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  suivant  la  loi  de  Xewton. 
Condilion  pour  que  la  trajectoire  soit  une  circonférence. 

9138.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  dans  un   milieu  où  la  résistance  est 
proportionnelle  à  la  vitesse.  1»  Mouvement  rectiligne  ;  2°  Mouvement  curviligne.  Hodograplie. 

9139.  —  A  l'extrémité  d'un  fil  élastique,  fixé  en  0,  on  accroche  un  point  matériel  M  de  poids  P;  il  tend  le  fil.  Le  ûl 
étant  maintenu  dans  cet  état,  on  le  place  horizontalement,  toujours  li\é  en  0.  On  abandonne  le  point  M  sans  vitesse. 
Dans  quelle  direction  part-il  .' 

9140.  —  Un  point  se  meut  dans  un  plan  ;  il  est  soumis  à  un  champ  de  forces  tel  que  la  force  soit  proportionnelle  à 
la  vitesse  et  normale  au  déplacement.  Etudier  le  mouvement. 

3_ 

9141.  —  On  donne  dans  le  plan  des  xy  la  loi  de  forces    X  =  0,    V  =  îi(a=  —  j-2)  -'  .     Etudier  la  trajectoire. 

9142.  —  On  considère  un  champ  de  forces  dont  les  compo.-antes  X  et  Y  sont  exprimées  en  fonction  des  coordonnées 
polaires  r  et  0     Condition  pour  que  le  champ  dérive  d'nne  fonction  des  forces. 

9143.  —  On  considère  le  champ  de  forces    X  =  — ^ — •     \  =  '■ — •     Z  =  vin.     Pour  quelles  valeurs  de  n 

{X-  +  H-I"  U'+y-j» 

y  a-t-il  une  fonction  des  forces  ? 

9144.  -  Etudier  le  mouvement  d'un  point  se  déplaçant  sur  Ox  et  soumis  à  l'action  de  la  force    X  =  3^-  —  2x. 

9145.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  cycloide. 

K         X 

9146.  —  Etudier  le  mouvement  rectiligne  produit  parla  force    F  =  — ^ -■     Condition  pour  que   le  mouvement 

soit  périodique. 

9147.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  vertical  et  un  rayon  OM.  Un  point  pesant  glisse  le  long  de  OM,  rebondit  en 
M  sur  ce  cercle  et  décrit  alors  une  parabole,  l'éterminer  l'inclinaison  de  OM  pour  que  cette  parabole  passe  par  le  point  le 
plus  bas  du  cercle. 
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9148.  —  In  point    M    diVi it  une  ellipse  sons  l'action  d'une  force  newtonienne  dirigée  vers  un  foyer.  Trouver  les  po.si- 
tions  du  point  M  pour  lesquelles  la  projection  m  sur  l'axe  focal  a  la  plus  grande  vitesse. 

01'»!).    —    F.tU'lier  le  mouvinient    d'un  point  matériel  soumis  à  l'action  de  la  force  centrale    F  =  — '_  .     On   donne 

)•■- 

0>l(i  —  a,     r„ -;  \/-l^.     et  l'angle  a„  que  fait   la  \ilesso  initiale  avec  OM»   a  pour  sinus  V/ —•■ 


lu  50. 


Kludier  le  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  l'action  de  la  force  centrale     F=  m;. 
1 


C.ondillons 


initiales  :  t\  =  a,  Oj  =  0,  tu  a,,  =  — •  l.a  vitesse  initiale  est  celle  qu'aurait  le  point  s'il  arrivait  de  l'infini  sous  l'action  de 
la  force  F,  la  trajectoire  étant  rectiligue. 

!)lôl.  —  Ftudier  le  mouvement  de  deux  points  matériels  M  et  M'  mobiles  sans  frottement  dans  un  plan  horizontal  et 
réunis  par  un  fil  inextensible  et  sans  niasse,  qui  traverse  im  iuineau  fl\e  infiniment  petit. 

'.MÔ2.  —  In  point  .M  décrit  une  ellipsede  façon  (|ue  le  rayon  vecteur  joignant  ce  point  à   l'un   des  foyers  décrive   une 

aire  proportionnelle  au  temps,  yuelle  est  la  force  qui  sollicite  le  point? 

„         'àH'-m 
!>153.  —  Etudier  le  mouvement  produit  par  la  force  centrale     t  =  ; — ■ 

,,7 

0154.  —  Etudier  le  champ    \  =  (/:,    Y  =  zx,    /  =  xi/.    Lignes  de  forces.  Surfaces  de  niveau. 
9155.  —  Etudier  le  mouvementd'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance. 
915G.  —  Etudier  le  mouvement  (l'un  point  attiré  par  deux  centres  fixes    A  et  B    proportionnellement  à  la  distance.  On 
suppose  le  point  placé  sur  la  droite  AB,  la  vitesse  initiale  étant  portée  sur  cette  droite. 

9157.  —  In  point  est  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance.  HoJograpIie.  Conilition  pour  que  la 
trajectoire  soit  une  circonférence. 

9158.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  plusieurs  centres  fixes,  proportionnellement  à  la  distance. 

!I159.  —  On  donne  une  ellipse  dont  un  désaxes  est  vertical.  On  mène  la  normale  en  un  point  M,  et  cette  normale 
remontre  l'ellipse  en  un  autre  point  N.  Vn  point  matériel  tombe  sur  MNdeM  enN.  Où  faut-il  prendre  le  point  M  pour  que 
la  durée  du  trajet  soit  la  plus  courte  possible  ? 

9KÎ0.  —  Trouver  l'expression  d'ime  force  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  en  fonction  du  rayon  vecteur,  de  façon 
que  la  tr.ajectore  soitune  spiiale  logarithmique. 

91(51.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  un  cercle  de  centre  0  Déterminer  la  loi  du  mouvement  de  façon  que  1  hodogra- 
plie  relatif  au  point  0  soit  un  cercle  passant  par  le  point  0.  Kn  déduire  la  force  qui  produit  le  mouvement 

91(>2. —  Un  point  pesant  M  est  mobile  sans  frottement  sur  une  droite  verticale  D  II  est  relié  ,i  un  fil  élastique  passant 
par  un  point  0  situé  en  ilehors  de  0.  l.a  longueur  naturelle  du  fil  estégale  a  la  distance  OH  du  point  0  .à  la  droite  D,  et  la 
tension  de  ce  fll  est  proportionnelle  à  l'allongement      f  =  K(0M  —  OH).     Etudier  le  mouvement  du  point  M  . 

91<;:}.  —  Un  point  matériel  pesant  M  est  assujetti  à  décrire  un  cercle  vertical  sans  frottement  II  est  remorqué  par  un 
point  I'  auquel  il  est  relié  par  un  fil  qui  décrit  le  cei'cle  d'un  mouvement  uniforme.  Comment  varie  la  tension  du  fil  .' 

91  (»'<.—  Un  point  décrit  une  ellipse  sous  l'action  de  deux  forces  dirigées  vers  les  fojers  et  fonctions  des  distances  r  et  r, . 

K 


Si  l'une  des  forces  est  ar,  l'autre  est  de  la  forme 


—  >     k  étant  une  constante. 
l'r 


91G5.  —  Un  point  se  meut  sous  l'action  iledeux  forces centra'es  ]ir  otiiir,.   Démontrer  que     ;ii'  — —  -t-  ;ii»'j  — ; —  =  C. 

III  al 

9I(>(>    —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  parabole  K  axe  vertical. 

91<>7.  —  D'un  point  0  on  lance  dans  \\i\  plan  vertical  des  mobiles  de  même  masse,  avec 
la  même  vitesse  initiale,  mais  dans  des  directions  dilTérentes.  Trouver  l'enveloppe  des  para- 
boles trajecloiies. 

9I(»8.  —  Un  point  matériel  M  est  attiré  par  un  centre  fixeO:  il  décrit  une  trajectoire 
avec  une  vitesse  inversement  proportionnelle  à  la  distance  OM.  Déterminer  la  trajectoire 
et  la  force 

.9HJ9.     —    Un   point  pesant  se  meut  sur  une   courbe  dans  un  plan  vertical  ;  déterminer  cette  courbe  de  façon   que  la 
composante  verticale  de  la  vitesse  soit  constante 


■VIII.  —  Statique. 


9170.  —  Faire  la  réduction  d'un  système  de  forces  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  polygone  plan  en  leuis    milieux  et 
proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés.  On  suppose  les  forces  dans  le  plan  du  polygone. 

9171.  —  On  considère  un  polygone  plan  ou  gauche  AIIC.D.,  .III,.  Réduire  le  système  de  forces   Ali,  lU'.,  CI»,  . ..,  111..  LA. 
9172.—    On  donne  un  svtième  de  forces  situées  dans  le  plan  de  deux  axes  rectangulaires  Oj-  et  Oi/.  («alculer  les  mo- 
ments   résullants    .N,  .Y,  .>"    par   rapport    h    Irois  points    (n,  M,  (((',  (/')    ft    (o',  fc").     Démontrer    <|ue   si   le  déterminant 
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l  a    b      N    / 

a'    b'     N'        est  nul,  lesvstéme  est  réJuctilile  ;i  une  force  unique  p;issant  par  l'origine.  Inciilemiiienf,  connaissant  le  nio- 
I  a     b"    N"  I 
ment  résultant  d'un  système  par  rapport  à   l'origine,  trouver  le  moment  résultant  par  rapport  au  point  (,ro,  i/o,  :o). 

9173.  —  On  donne  un  triangle  AliC,  1!C  =  a,  CA  =  p,  AB  = -.•.  En  A,  B,  C  on  applique  des  forces  parallèles  ayant 
pour  intensités  —  a,  p,  r  et  on  désigne  par  A'  le  centre  de  ces  forces,  l'uis  aux  mêmes  points  ou  applique  un  deuxième 
système  de  forces  parallèles  (la  direction  n'étant  pus  la  même  que  pour  le  premier)  et  ayant  pour  intensités  x,  —  p,  y. 
.Soit  B'  le  centre  de  ces  forces.  Enfin  on  désigne  par  ('/  le  centre  de  trois  autres  forces  i,  p,  —y  appliquées  en  A,  B,  0. 
Démontrer  que  les  droites  AV,  l!b',  CC  sont  concourantes.  Appliquer  le  tliéoicme  de  Jean  deCéva. 

y  1 74.  —  Soit  le  tétraèdre  SABC.  Tiouver  la  résultante  générale  dusyslème  de  forces  SA,  SB,  Si;,  BC.  CA,  Ali,  elle 
moment  résultant. 

!>175.  —Quatre  forces  inconnues  se  font  équilibre:  deux  d'entre  elles  ont  des  lignes  d'action  données  et  les  deux 
autres  sont  appliquées  en  des  points  donnés.  Monlrei'  que  la  ligne  d'action  de  chacune  de  ces  dernières  décrit  un  plan. 

9176.  —  Aux  sommets  d'un  triangle  ABC  on  applique  des  forces  parallèles  respectivement  égales  à  Ig  A,  tg  B,  tg  C  ; 
déterminer  le  centre  île  ces  forces. 

sin  A  sin  B  siii  C 

9177.  —  .Même  question  si  les  forces  ont  pour  intensités    — , :-i      — ;:, — >   ; tt- 

cos  B  cos  C      cos  G  cos  A        cos  A  cos  B 

9178.  —  Déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  chaînette. 

9179.  —  Centre  dé  gravité  de  l'aire  de  la  boucle  d'une  strophoide  droite,  de  l'iiire  d'une  boucle  de  la  courbe 
p  =  1  cos  H«  {n  entier). 

9180.  —  Cenire  de  gravité  de  l'aire  limitée  par  les  droites    u  =  0,    '"  =  -7      et  la  courbe     p»  =  «- cos  w 

9181.  —  Centre  de  gravité  du  volume  d'un  hémisphère. 

9182.  —  Centre  de  gravité  du  volume  engendré  par  la  boucle  de  la  strophoïde  droite  tournant  autour  de  l'axe  de 
symétrie. 

9183.  —  Conditions  d'équilibre  d'un  solide  qui  a  deux  points  fixes. 

9  18'm.  —  riéterminer  la  position  d'équilibre  d'un  point  atliré  par  trois  centres  fixes  proportionnellement  à  la  distance. 

9185.  —  Un  donne  un  cercle  dans  un  plan  vertical  et  on  considère  deux  points  matériels  pesants  assujettis  à  rester 
sur  le  cercle  et  reliés  par  un  fli.   Position  d  équilibre  avec  frottement. 

9186.  —  Un  point  pesant  est  mobile  avec  frottement  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  vertical.  Il  est  attiré  p.ir  un  point 
de  l'axe  proportionnellement  à  la  distance.  Déterminer  les  positions  d'équilibre. 

9187.  —  On  considère  dans  un  plan  verlic.il  une  verticale  l)  et  une  courbe  C  tournant  sa  concavité  vers  le  bas.  Une 
barre  pesante  reste  tangente  à  la  courbi  C,  et  l'une  de  ses  extrémités  repose  sur  D.  Hélernuner  la  courbe  C  de  f.ii,on  qu'il 
y  ait  équilibre  dans  toutes  les  positions. 

9188.  —  Trouver  la  posilio.i  d'équilibre  d'une  planchette  rectangulaire  située  dans  un  plan  vertical  et  dont  deux  côtés 
s'appuient  sur  deux  points. 

9189.  —  Un  corps  solide  pesant  louche  les  (dansde  coordonnées  aux  points  [a,,  b,,  0),  (0,  b:,  C:),  («j,  0,  Cj)  ;  les  cosinus 
dincleurs  de  la  pesanteur  étant  i.  ,3.  ■; .    Trouver  les  conditions  d'équilibre. 

9190.  —  Un  pointpesantest  mobile  avec  frottementsurleparaboloide   2:  =  — -^_  —  1      0:  étant  viTtical  et  dirigé  vers 

((-         b- 
le  bas    trouver  la  projection  sur  le  plan  xOy  de  la  ligne  d'équilibre  limite. 

9191  .  —  Une  tige  AB  est  mobile  dans  un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité  A.  Au  milieu  I   de  AU  est  articulée 
I  une  autre  tige  IC  dont  la  longueur  est  égale  à   la   moitié  de  AB,  et  le   point  C  est  assujetti   à  se 

déplacer  sur  la  verticale  du  point  A.   lin  B  est  appliqué  un  poids  P  et  en  C,  à  la  tige  IC,  est  appli- 
quée une  force  t\  On  déniante  la  position  d'équilibre.  Les  tiges  sont  supposées  sans  poids. 

9192.  —  Les  directions  positives  des  axes  faisant  entre  elles  des  angles  de  Gi)°,  on  considère 
les  droites  1/  =  a,  Z  ^  —  a  ;  z  ^  a,  a;  =  —  a  ;  x  =  a,  y  ^=  —  a.  Un  point  est  sollicité  par 
trois  forces  attractives  norma.es  à  ces  droites  et  proportionnelles  ii  la  distance,  le  coefficient  de 
proportionnalité  étant  le  même.  Position  d'équilibre. 

9193.  —  On  donne  un  secteur  circulaire  OAB  suspendu  par  sa  pointe  0  dans  un  plan 
vertical,  et  une  aiguille  01  fixée  à  ce  secteur  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  AOB.  Par  le  milieu 
'■j  de  l'arc  AB  on  mène  une  droite  uL  parallèle  à  O.A.  On  applique  un  poids  P  au  point  B,  le 
secteur  bascule  et  l'aiguille  01  va  rencontrer  wL  en  un  point  M.  Uelation  entre  la  longueur  uVl  est 
le  poids  P.  Si  uL  est  graduée,  le  secteur  peut  servir  aussi  d'instrument  de  pesée. 

9194  —  Un  octaèdre  régulier  pesant  peut  tourner  autour  d'une  de  ses  arêtes  supposée  fixe. 
Position  d'équilibie.  Faire  une  épuie. 

9195.  —  Deux  tiges  pesantes  AB  et  1!C  sont  articulées  au  point  B.  Le  point  A  est  fixe  et  le  point  C  se  déplace  avec 
frottement  sur  un  plan  horizontal.  Positions  d'iquilibre.  Peut-on  vérifier  graphiquement  si  une  position  de  la  figure  est  ou 
non  une  position  d'équilibre? 

9196.  —  On  considère  une  tige  pesante  AB.  L'extrémité  II  est  reliée  à  un  point  fixe  0  par  un  fil,  et  au  point  A, 
situé  plus  bas  que  le  point  B,  est  appliquée  une  force  horizontale,   l'osilion  d'éiiuilibre. 
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î(l!(7.  —  Deux  tiges  pesantes  OA  et  AB  sont  articulées  au  point  A.  Le 
point  U  est  fixe  et  le  point  II  se  drplace  dans  un  plan  sans  frottement,  l'usition 
il'équililire. 

9198.  —  L'n  point  non  pesant  assujetti  iv  rester  sur  une  parabole  est  attiré 
par  le  foyer  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance  et  repoussé  par  ta  direc- 
trice par  une  force  également  proportionnelle  il  la  distance.  Klmlirr  les  positions 
d'équilibre  suivant  les  valeurs  des  coeflicienls  d'altraclion. 

91î!9.  —  On  donne  deux  plans  !•  et  P'  éRalenient  inclinés  sur  le  plan  horr- 
zontal  H,  leur  inlerseolion  étant  dans  le  plan  II.  Deux  cylindres  égaux  0  et  0' 
sont  tangents  entre  eux  et  langents  l'un  à  l',  l'autre  il  P'.  Un  troisième  cylindre 
0'  repose  sur  0  et  0'.  Calculer  l'action  mutuelle  de  0  et  0'. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2112.  —  Ou  con.siiicre  une  équation  dn  Iroisiùnne  degré 

aj;'  -+-  3bx^  +  icx  +d  =  0, 
dont  on  désigne  par  a,  %  '(  les  trois  racines. 

1')  lin  demande  de  former  le  polynôme    V{x)  =  S  (2  —  (i/^ia;  —  y)-,     et  de  nionti'cr  que   ce  polynôme  est  à 
un  facteur  près  le  hessien  du  polynôme  proposé. 

2°  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suilisante  poui-  que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  racines 
réelles  et  distinctes  est  que  les  deux  racines  de     P{x)  =  0    .•soient  imaginaires. 

:}"  Former  l'équation  qui  admet  pour  lacincs     P(a:),  V\^).  V{-{).  E    II. 

2113.  —  Etant  données  deux  droites  I),  i,  un  plan  P  passant  par  I)  coupe  A  en   un  point  .M.    Trouver, 
quand  le  plan  P  varie,  le  lieu  engendré  par  la  perpendiculaire  menée  par  M  ;i  ce  plan. 

.Ican  MouRiuîT,  Ecole  normale  supérieure. 
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2024.  —  On  considùre  les  parallélogrammes  AI5CI)  circonscrits  à  une  rtlipsi-  dont  les  côtes  sont  paral- 
lèles à  deux  diamètres  conjugués. 

Soit  F  l'un  des  foyers  de  Velli})sc. 

1°  Le  lieu  de  l' orthocentre  des  Iriany  les  lAli,   l'UC,   \'CU,   FDA  est  une  coni'ptr. 

2"  /.'•  lieu  du  cmire  des  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  est  une  qnartiipie  ;  la  construire. 

•j,"  On  a  F.\"-f-rLi  -+-KC"-l- il)    =  constante. 

1.  Supposons  l'elliiisf  raiipurlée  a  ses  axes,  et  désigiiuiis  par  ■:>  l'anoinalie  i'\cciilri(ino  du  puiiil  lie 
contact  de  la  langente  Ali.  l/équalion  de  cette  tangente  est  alors 
(Al{)  6i;  cos  (S -i- a!/ siii  <p  —  aô  =  0  ; 

on  en  déduit  léiinalion  de  liC  en  y  cliaii;,'eaiil  9  en     'f  4    ■^'     ce  ([iii  doiinr 

(BG>  —  ''•!'  sin  <i  -f  (11/  cos  tp  —  ai!i  =  0, 

T. 

et  celle  de  AI)  l'ii  y  changeant  's,  en     o  — -^  > 

(AD)  I1.1:  sin  f  —  ag  cos  &  —  ah  =  0. 
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On  vérilie  immédiatement  que  les  droites  BG  et  AD  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de 
l'ellipse. 

En  résolvant  les  équations  de  AB  et  de  AD,  on  a  les  coordonnées  du  point  A 

(A)  j:  =  a(cos  o  H- sin  ç),  j/ ==  i(sin  o  —  ces  o), 
et,  en  résolvant  les  équations  de  AB  et  BC,  on  a  les  coordonnées  du  point  B 

(B)  X  =  rt(cos  ç  —  sin  o),  y  =  b[cos  o  -4-sin  œ). 

Cherchons  les  coordonnces  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  FAB  ;   il  suriil  de  prendre 

l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  F(c,  0)  sur  AB, 

y  a  sin  o 

X  —  c         b  cos  o 

et  de  la  perpendiculaire  menée  de  A  sur  FB;  l'équation  de  cette  droite  est 

y  —  6(sin  o  —  cos  '■?)  a(cos  f  —  sin  ç)  —  e 

a;  —  a(cos  ç;  +  sin  cp)  6(cos  o  -t-  sin  o) 

ou  j^.i'  —  a(cos  <f  -+-  sin  tf)][(i(cos  ts  —  sin  'f)  —  c]-\-\y  —  i(sin  o  —  costp)]6(cos  9  +siQ  o)  =  0. 

,         .  (x  —  c)a  sin  o 

En  remplaçant  dans  cette  équation  y  par     '-^    on  obtient  sans  difliculté 

cos  o 

uc    .    ^ 
X  =  —  c  cos2o,  puis  v  = ;—  sin  zo. 

On  en  conclut  que  les  coordonnées  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  F"AB  sont 

«c     .     -, 

X  =  —  c  cos  2(3,  1/  = —  sin  2o. 

u 

Par  suite,  le  lieu  de  ce  point  est  une  ellipse  qui  a  pour  équation 

X-  b'-ti- 

H-fV—  1   =  "• 

C-  irc' 

Cette  ellipse  est  aussi  le  lieu  des  points  de  concours  des  hauteurs  des  triangles  F'BC,  FCD  et  FDA. 

2.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  w  du  cercle  circonscrit  au  ti'iangle  FAB.  On 
pourrait  délerniiner  ce  point  par  l'intersection  de  deux  perpendiculaires  aux  milieux  de  deux  côtés.  Il 
sera  plus  simple  d'utiliser  les  coordonnées  du  point  de  concours  des  hauteurs. On  sait  en  effet  que,  dans 
un  triangle,  le  centre  du  cercle  circonscrit  w,  le  centre  de  gravité  U  et  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs H  sont  en  ligne  droite,  et  que  l'on  a  la  relation  segmentaire 


Oj(i 

1 

.ull 

•j 

On  en  déduit 

1 

V':     = 

1 

3 

'-4 

:ir,-  —  .T|, 

?/...    = 

•IVi;  —  .'/il 

-2 

-• 

s  avons  trouvé 

Xn  =  —  c  cosStf, 

!/ii  =  - 

-  4^sin2i. 
b 

Nous  savons  que 

3a-,;  =  j-.^  +a-,j  -\-Xy  =  a(cos  'f -h  sino)  4- «(cos  o  —  sin  o)  -i-c  =  in  cos  ç  +  c, 

•-"Vu  —  î/a  -t-  !/»  +  '.h'  =  ^(si'i  ?  —  cos  ç)  -+-  bicos  o  +  sin  tf)  =  ib  sin  =.. 

On  voit  alors  (|ue  les  coordonnées  du  point  oj  sont 

, , ,                                        ,                      ,                                      (7/-  +  ac  cos  es)  sin  o 
(,1)  a-  =  (a -I- ccos  9)  cos  ç,  y—  ; — :- -• 
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Si  nous  y  remplaçons  sin  o  et  cos  o  parleurs  valeurs  en  fonction  de  Ig -'->  -r  et  y  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  tg  ^>     et  on  voit  que  le  lieu  du  point  ,„  est  une  courbe  unicursale  du  quatrième 

degré. 

Pour  consiruire  ce  lieu  nous  garderons  les  équations  (I)  et  nous  disenterons  les  variations  de  x 
et  y  quand  <{■  varie.  Un  aura  évidemment  toute  la  courbe  en  faisant  varier  o  dans  un  intervalle  d'éten- 
due égale  à  2::,  par  exemple  de  — -  à  -+- -.  Mais  si  l'on  change  9  eu  — o,  x  ne  change  pas  et 
y  change  de  signe  ;  donc  la  courbe  est  symélriijue  par  rapport  à  Ojc,  et  on  en  aura  la  moitié  en  faisant 
varier  o  de  0  k  it. 

Calculons  les  dérivées  de  x  et  y  par  rap|)ort  à  -i.  Nous  trouvons  aisément 

tac  cos-  -0  -f-  b-  cos  o  —  oc 


dx  ■      ,        ^  d.'l 

— ;—  =  —  sin'v(a-l-2c  COS'i),  -^- 


La  première  s'annule  jiour  cos  9  = 
3. 


2c 


ceci  ne  peut  arriver  que  si   n  <  i^c,  ou  a^<4(a2 — 6-), 


ou  enlin     b' <,  — — •      Lorsque  cette  condition   est   remplie,    il  existe  un   angle   a   obtus   tel    que 


cosa  = • 

ze 

d>i 

—'-  s'annule  lorsque  cos  o  est  égal  h  l'une  des  racines  du  trinôme 

F(cos  (t.)  ^  'iac  cos-  o  -1-  i-  cos  -f  —  ac. 
Ce  trinôme  a  deux  racines  de  signes  contraires  ;  nous  avons 

l.\—  1)  =  ac-  b-,  F(0)  =  -  ac,  \-\-h  1)  =  uc  +  b\ 

La  racine  jiositive  est  comprise  entre  0  et    -l-  I,     elle  est  le  cosinus  d'un  angle  aigu  ?.  Pour  que 
la  racine  négative  soit  le  cosinus  d'un  angle,  il  faut  (jue     !<'( — 1)     soit  positif,  c'est-à-dire     ac<Cb-, 

a}[a^ — b-)^l>\     ou     /y' +  0*6- —  a'  <  0.     On  on  déduit     i- < Lorsque  celte  condition 

sera  remplie,  nous  désignerons  par  y  l'angle  obtus  correspondant  à  la  racine  négative  du  trinôme. 

On  a  donc  trois  cas  à  distinguer. 


On  voit  sans  difliculté  ([ue <<  — ; — 


PllEMlER  (AS. 


n\<Jh—  1) 


Les  deux   angji's  a  el    y    existent.   Comme   un    a     FI IT  )~ ~'     "^'     '' ( 

F(— 1}>0,     cos  •;  est  compris  entre  cos  a  et     — 1,     el  p;ir  siiil(î     ï  >  ■'•. 
Nous  avons  alors  le  tableau  de  variation  suivant  : 


0      et 


0 

0 

? 

r. 

a 

ï 

T. 

dx 
d-i 

0 

- 

- 

- 

(1 

-H 

-t- 

u 

X 

a  +  c 

\ 

(1 

'\ 

((- 
{mi  II.) 

/ 

/'     " 

-  ("  -  c; 

d,, 

-+- 

0 

- 

-- 

- 

0 

-h 

II 

0 

/ 

[max.] 

\ 

b 

\ 

\ 

(viiii.) 

/ 

u 
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On  a  deux  cas  de  figure  suivant,  que  la  valeur  de   y  correspondant  à    °  —  ^,    cosç  = — .     est 

y 


.=  >- 


t=<_ 


positive  ou  négative.  Elle  est  positive  si     h"-  >  —^     négative  si     b-  <z.  —  ■ 

Deuxième  Cas. <  «'■  <  —t-- 

L'angle   ■(  n'existe  pas,  et  nous  avons  le  tableau 
0  ?  -r  =" 


( 

y 

^ 

1 
/ 
i 

0 

/'  X 

\ 
\ 

/ 

/ 

0       \        -^- 
4c 

(min.') 


(inax.)     ^  .       Il 


Troisième  Cas.      6-  >> 
L'angle   y   n'existe  plus 


3a' 


? 

0 

P 

2 

■K 

.1- 

a  +  c 

\ 

\ 

0 

\ 

—  ia  —  c) 

y 

0 

,- 

(max.) 

\^ 

6 

\ 

0 

(a  — c) 


3   Nous  avons 

FÂ"  =  [a(cos  ?  +  sin  ?)  —  cf  -+■  6-(sin  -f  —  cos  ?)-  =  2a-  +  c-  sin  2^  —  2ac(cos  ç  -H  sin  ? ), 
FB"  =  [a(cos?  —  sin  o)  —  cj* -I- 6'(cos=> -t- sinu)^  =  2a-  —  c-sin2?  —  2ac(cos  9  —  sin  9), 


106  l'IlYSIOUE 

et  par  suite  FA"  -+■  FB'  =  ia^  —  iac  cos  9. 

Les  points  C  et  D  étant  respectivement  symétriques  de  A  et  B  par  rapport  au  centre,  les  coor- 
données de  C  et  D  se  déduisent  de  celles  de  A  et  B  en  changeant  9  en    it-t-ç.     On  a  donc 

FC'  -+-  FD^  =  ia-  +  Aac  cos  9, 
et  FÂ'4-FB-  +  FC'+FD'  =  8a=. 

André  COURTOIS,  147"  d'infanterie,  ;\  Sedan. 

Solution  géométrique  de  la  troisième  partie.  —  Soient  M,  N,  P,  Q   les  points  de  contact  des  côtes 
AH,  RC,  CD,  DA  du  parallélogramme.  Le  point  M  est  le  milieu  de  AB,  FM 
est  alors  médiane  du  triangle   FAB 
et  l'on  a  KÂ^+ FB- =  2FM-  +  2ÂM''; 

,^  .  de  même  FC^ -1- FD^  =  2Fp- +  2ÏÏP% 

et,  en  ajoutant, 

FÂ'  -t-  FB-  +  FC-  +  Fïï-  =  2(Fm'  -h  FP=)  +  iôô-. 
(  )!•     m-  +  FP-  =  2(IF'  -I-  2ÏÏM\      donc 

FÂ'  +  FB'  +  FC'  +  FD^  =  4c2  +  mW  +  ÔQ^J  ; 
comme,  d'après  le  théorème  d'Apollonius,  on  :i      OM'  -I-  0(J-  =  a-  +  b-, 
on  en  déduit 

FÂ'-  -(-  FB-  +  FC^  -+-  i^-  =  4c2  -4-  i{a'  -+-  b^i  =  S'»-. 

J.  NYEGAARD,  39"  d'artillerie  à  ïoul. 
lionne  solutiDii  prir  M.  .M.  Koox,  instiluUuir  a.  Chiiloti-siu-Saône. 
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1852.  —  De  l'eau  étant  pincée  dans  un  vase  qu'on  supposera  protégé  contre  tout  échange  de  chaleur 
avec  le  milieu  ambiant,  on  y  fait  passer  bielle  à  bulle  de  l'air  sec  pris  à  la  pression  H  et  à  la  température 
T,  et  qui  se  sature  d'humidité  en  traversant  le  liquide.  Ecrire  une  relation  entre  la  masse  d'eau  M  contenue 
à  un  moment  donné  dans  le  vase  et  su  température  t.  Calculer  à  1°  près  la  température  la  plus  basse  que 
icnu  puisse  atteindre    à    l'aide   des  données  suivantes  :     H  =  760""',     T  =  15°.     Chaleur  spécifique  de 

l'air  :     C  =  0,'2'-i1 .      /tensité  de  la  vapeur  d'eau  :     0  =  —  =  0,()2ri.     Chaleur  de  vaporisation  de  l'eau  : 

).  =  C0f),5  —  0,69o<.     Forces  élastiques  ma. rima  de   la    rapeiir   d'eau  de  degré  en  degré,  de  O"  à  10",  en 
millimétrés  de  mercure  :     1,()  ;  'i,'.l  ;  5,3  ;  5,7  ;  (i.l  ;  O,.")  ;  7,0  ;  7, a  ;  8,0  ;  8,6  ;  9,i2 . 

Soit  m  la  masse  d'une  petite  quantité  d'air  traversant  le  liquide.  Cet  air,  en  se  refroidissant  île 
T  à  /,  apporte  une  quantité  de  chaleur 

mCfT  —  /). 

Le  passage  de  cet  air  ])ri)duit  dans  la  masse  d'eau  une  variation  de  température  dt  \  l'eau  fournit 
donc  une  quantité  de  chaleur 

—  M»//. 

lùilin,  il  se  vaporise  une  quanlité  d'eau     —  d)&,     ce  ([ui  absorbe  une  quantité  de  chaleur 

—  XrfM. 

S'il  n'y  a  pas  d'échange  de  chaleur  avec  le  milieu  ambiant,  on  doit  avoir 

(I)  mC(ï  —  /)  —  Mrf<  =  —  XrfM. 

Désignons  d'autre  part  |iar  u  le  volume  jirimilif  de  la  ninsse  m;  on  a  entre  ces  deux  nombres  la 


( 


I 
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relation 

H  I 

^  '  760    1  H- aT 

Au  sein  de  l'eau,  l'air  prend  un  volume  v'.  une  pression     H — f,    une  température  (  :  on  a  donc, 
en  appliquant  la  loi  de  Mariotte, 

(3,  "H        ^  v\\i  -  /■) 

Le  volume  de  la  vapeur  d'eau  produite  est  aussi  c',  ce  qui   donne,  o   désignant  la  densité  de  cette 
vapeur, 

(4)  —  rfVl  =  v'oa-  ^ 


760    l+x< 
Eliminons  v  et  v'  entre  ces  trois  dernières  équations,  il  vient 

i         t 
Portons  cette  valeur  de  m  dans  l'équation  (1)  et  nous  aurons  la  relation  cherchée  : 

Le  second  membre  est  nécessairement  négatif;  dt  est  donc  négatif  ou  positif  suivant  que  le  second 
facteur,  fonction  complexe  de  /,  est  positif  ou  négatif.  La  température  /  sera  stationnaire  si  l'on  a 

/ 

ou,  en  introduisant  les  données  numériques, 

606,3  —  0,mu  =  4  (  "7^—  1  )o,:i;{7i  15  —  t), 

1600—1,83/  =  f-^— l){lo-0, 
760  _    1615  — 2,.s:j< 

Si  l'on  forme  les  valeurs  numériques  des  deux  membres  pour  diverses  valeurs  de  t,  on  trouve,  en 

.     ,.  ,  760  „  1615  —  2,83/ 

particulier,  pour     t  =  i",      — r-  =  143,4, =  124, 

/  15  —  l 

—  30,        —         133,3,  —  133,8, 

—  4",        —  124,6,  —  lie. 

C'est  donc  presque  exactement  pour     /  =  3°     que  l'équation  est  satisfaite. 

La  chaleur  spécifique  employée  dans  ce  calcul,  0,237,  est  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante. 
Eu  réalité  l'air,  s'il  passe,  dans  l'appareil,  de  15°  à  3°,  passe  en  même  temps  de  la  pression  760  à  la  pres- 
sion 760  —  5,7  =  7o4,3.  Ces  pressions  sont  dans  le  rapport  de  1,0075  à  1.  En  même  temps,  le  volume 
de  cet  air  passe  de  y  à  w',  volumes  qui  sont  dans  le  rapport  1,03565.  La  chaleur  spécifique  est,  en  réalité, 
intermédiaire  entre  C  et  c  ;  on  peut  la  calculer,  en  partant  de  la  valeur  provisoire  3°,  à  l'aide  d'une 
formule  de  thermodynamique  qui  donne 

0,226. 
En  recommençant  les  calculs  avec  cette  nouvelle  valeur,  on  a 

760    _    1692  —  2.9/ 
/      "        15  —  t 
Les  valeurs  du  second  membre  sont,  pour     /  =  2°,     129,7, 

-  3°,     140,8, 

—  4°,     152,7. 
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Une  construction  graphique  donne  alors  pour  solution 

t  =  '2».6."i, 
nombre  différant  très  peu  du  premier,  et  il  est  évident  que  l'inlroduction  de  celte  nouvelle  valeur  dans 
le  calcul  de  la  chaleur  spécifique  ne  modifierait  pas  sensiblement  le  résultai. 


ECOLE  CENTRALE  (1912) 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


Géométrie  analytique  et  Mécanique  (M.  Jaiilonski). 
Géométrie  analyUque  à  Iroix  dimensions.  (Suite  ) 

6085.  —  Cône  supplémentaire  d'un  cône  donné. 

6086.  —  Equation  d'une  surface  de  révolution;  lïcourbe  génératrice  a  pour  équations    l(x,y,z)—  0,     gla-,  !/,:)=  0 

et  l'axe  est  la  droite     — =        ,  '"   =  - — —■      Plan  tangent  en  un  point  [x,  y,  z]  de  la  surface. 

abc 

6087 .  —  Section  de  la  surface    x- +  y'  +  :^'- —  ix  —  y  =  0     par  le  plan    2x  -H  3i/  +  4:  —  1  =0. 

6088.  —  Nature  de  la  section  déterminée  par  le  plan    ajc  +  liy  -^  cz  +  d  =  0    dans  l'hyperboloide 

.T-        ir        z- 
a-         h-         (•- 

6089.  —  Section  d'un  parabolo'ide  elliptique  par  un  plan  parallèle  à  l'axe. 

6090.  —  Deux  sections  parallèles  d'une  même  quadrique  sont  liomothétiques. 

6091 .  —  Coordonnées  d'un  sommet  de  l'ellipse    x''  +  iy°  +  3z'-  —  '.  =  0 ,    x+y  +  z  —  à. 

6092.  —  flan  diamétral  conjugué  de  la  direction  a,  f!,  ■-  par  rapport  à  la  quadrique h  ~ 2:  =  0.  Intersec- 
tion de  cette  quadritiue  avec  le  plan  diamétral  trouvé.  Qu'arrivera-til  si  par  un  fioinl  de  la  conique  section,  on  mène 
une  parallèle  à  la  direction  a,  p,  V?                                  ^                   ^^ 

609:1.  —  Plans  asymptotes  dans  l'hyperboloide     — j-  +  — ^  —  1  =  0. 

6094 .  —  Plans  asymptotes  dans  la  surface    x-  —  y-  —  2:  =  0. 

6095.  —  Mener  par  la  droite       ^  ~ '^"   =   "  ~  ""■  =  -^— -^-      un  plan  tangent  h  la  surface    xy  —  z  =  0. 

6096.  —  Mener  à  la  surface    x'  —  y'  —  iz  =  0    un  plan  tangent  perpendiculaire  à  la  droite    x  =  2i/=3ï. 

6097.  —  Mener  du  point    x  =  i,    ?/  =  1,    2  =  0    une  normale  à  la  surface     i'  +  iy'  —  :■  =  0. 
609^    _  Systèmes  de  trois  diamètres  conjugués  dans  un  liyperboloïde. 

«099.  —  Contour  apparent  de  la  surface  l{x,  ?/,  s)  =  0,  les  rayons  visuels  étant  parallèles  ii  ();.  Cas  particuliers  oi'i 
l'équation  est  de  la  forme    z  =  x  —  "iy  zh  s/'xy  —  x'-  —  1 . 

Mécanique. 

6100.  —  Etudier  les  mouvements  rectilignes  définis  par  les  équations  : 

j.  —  fi(  _(i^  .;■  =  a  ros  1  <•>( -]•  .r  =  c'  +ke~'    (Diagrammes  des  espaces  et  des  vitesses). 

j;  =-  S  eh  t,  X  =  e-'{a  cos  wl  +  h  sin  lot). 

6101  —  Mouvements  rectilignes  définis  par  les  relations  suivantes,  entre  la  vitesse  ef  l'accélération  :  1"  •/  =  Ai'  : 
2»     v' —  t)'  —  o'. 

6102.  —  Composition  de  deux  mouvements  vibratoires 

X  =  a  cos  («.)(  +  a),  y  —  I)  cos(u«  -f-  P). 

Exemple  :    x  —  n  cos  <ot,    y  —  a  cos  ^  <■•«  +  —  j  • 
610:t.  —  Composer  les  trois  mouvements 

.r  =  0  cos  i.i/,  i/=:6cos(w(+   r  J 1  ;=fcos(w/  +  — j 

suivant  les  trois  axes  de  coordonnées. 
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6104.  —  Discuter  le  mouvement    x  =  a  cos-  (,    ?/  =  é  sin*  (,    z  =  c  cos  21. 

6105.  —  Montrer  que  le  mouvement  défini  par  les  équations 

X  =  af{l]  +  a'g{t)  -t-  a", 

Il  =  bm  +  buj[i)^h'\ 

z  =  (i\t)  -hc'g{t)  +  c" 
est  un  mouvement  plan.  —  Itéciproquement,  tout  mouvement  plan  peut  être  liéfini  par  des  équations  de  cette  forme.  — 
Cas  particulier    f{l)  =  i-,    j(()  =:  (. 

6(06.  —  l'n  mobile  se  meut  d'un  mouvement  unilornie  sur  la  parabole    y''  —  2px  =  0  ;     étudier  le  mouvement  de  la 
projection  du  mobile  sur  la  tangente  au  sommet. 

6107.   —  L'n  point  matériel  pesant  est  lancé  du  point  A,  parallèlement  à  l'axe  des  y,  avec  une  certaine  vitesse;  un 

I  autre   point   pesant  est    lancé  de  l'origine    0,   sous    un  angle    a.    Condition 

'  pour  que  les  deux  mobiles  se  rencontrent. 

I  6108.  —   Equations  du  mouvement   d'un  point    pe-sant    lancé    tangen- 

I  tiellement   à   un    cercle,   d'un   point   A    de   ce  cercle,  avec  une   vitesse    ini- 

y'        I  tiale  Ko;  au  même  instant,  des  différents  points  du  cercle,   on  lance  de  même 

/            'i  des  mobiles;  trouver  le  lieu  de  tous  ces  mobiles  à  l'instant  t. 


6109.    —    Un    point    matériel     décrit    dans    un     plan    la     trajectoire 
p  cos' w  —  a  =  0      suivant    la    loi    des  aires.    Composantes   de   la   vitesse; 


hodograpbe,  en  prenant  pour  pôle  le  point  0.  Composantes  de  l'accélération. 


{A  suivre. 
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ECOLE   DES  MINES   DE  SAINT-ETIENNE 


Mathématiques. 
2114.  Construire  la  courbe  définie  en  coordonnées  polaires  par  l'équation    r  = 


6 
cos— 

5 


On  déterminera  les  asymptotes,  les  points  d'intersection  avec  l'axe  polaire  et  avec  la  perpendiculaire  h  l'axe 
polaire  passant  par  le  pôle,  et  les  tangentes  en  ces  points.  On  déterminera,  en  fonction  de  l'infiniment  petit 
rfO,  la  valeur  principale  de  la  distance  entre  les  points  de  la  courbe  correspondant  aux  angles  polaires  g  et 
6  +  rfO,  et  la  valeur  principale  de  l'angle  des  tangentes  en  ces  deux  points.  On  en  déduira  l'expression  du 
rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  et  sa  valeur  aux  points  remarquables. 

II.  —  2115.  On  considère  un  cercle  C,  de  centre  0  et  de  rayon  II,  et  deux  couples  de  deu.v  diamètres 
rectangulaires,  Ox  et  0^  d'une  part,  Ti;  et  Or,  d'autre  part,  qui  définiront  deux 
systèmes  de  coordonnées.  La  position  relative  des  deux  systèmes  d'axes  sera 
définie  par  l'angle  o  dont  il  faut  faire  tourner  Ox  pour  l'amener  sur  0;. 

On  enroule  sur   le  cercle  C  un    fil    AMB    de  longueur  2Uo),   ayant  pour 

milieu  le  point  M  du  cercle  situé  sur  la  partie  positive  de  0;.  Chaque  élément 

ds  du  til  a  une  masse  kyds,  proportionnelle  à  sa  longueur  et  à  sa  distance  à  Ox. 

\  ;  i°  Déterminer  le   centre  de  gravité  G  du   fil.  On  calculera  ses  coordonnées 

y'  a,  b  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy,  et  ses  coordonnées  a,  fl  par  rapport  aux 

■'  axes   05,  Oï).    On   montrera  que  le  point   G   décrit  une  droite  lorsqu'on  fait 

tourner  l'axe  Ox,  en  laissant  l'axe  Oç  fixe  et  la  longueur  du  lil  constante. 

2°  On  cherchera  le  lieu  du  point  G  lorsque,  inversement,  on  fait  tourner  l'axe  Oç  en  laissant  Ox  fixe  et  la 
longueur  du  fil  constante.  On  étudiera  les  dillérentes  formes  de  la  courbe  F  obtenue,  lorsqu'on  donne  à  w 
toutes  les  valeurs  de  0  à  <». 

On  déterminera  en  particulier  ses  asymptotes,  ses  points  d'intersection  avec  Oy  et,  en  chacun  de  ces  points, 
la  tangente  et  le  sens  de  la  concavité,  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  et  les  points  d'intersection 
avec  le  cercle  C.  On  déterminera  la  position  limite  de  la  courbe  r  quand  w  tend  vers  0,  et  la  position  limite 
de  ses  points  d'intersection  avec  le  cercle  C. 

3"  La  droite  AU  joignant  les  extrémités  du  fil  coupe  en  D  le  diamètre  O.r  et  en  E  la  tangente  en  C  à  la 
courbe  r. 

On  déterminera  la  position  du  point  li.  Pour  cela  on  considérera  une  position  A'M'B'  du  fil  très  voisine  de 
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AMI!,  cl  on  déinoiilrcra  que  E  est  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  fils  AMB  et  A'M'B',  chaque    élément 
du  premier  ayant  pour  masse  hyds  et  chaque  élément  du  second    —  ki/ds. 

On  calculera  les  coordonnées  cartésiennes  de   E,   et  celles    du  milieu   H    de   DE,    puis  les  coordonnées 
polaires  de  H,  puis  de  E,  et  enfin  l'équation  en  coordormées  polaires  du  lieu  de  E  quand  G  décrit  la  courbe  r- 


2116. 


Soit   l'équation        Log.  nép 


Calcul  Ivigonornélrique. 


=  — 20  + 


tg-^      ^       "    '     t  +  'i'Z 

dans  laquelle  on  donne  successivement  à  t  les  valeurs  600,  700,  800,  900.  A  chacune  des  valeurs  de  l  corres- 
pondent deux  valeurs  de  Iga;,  l'une  positive,  l'autre  négative. 

On  demande  de  calculer  les  valeurs  positives  de  tga;  et  les  angles  x  (compris  entre  0  et  -|^  |  corres|)on- 

dants.  On  remplira  donc  le  tableau  suivant  : 

(  Ig  a;  X 

valeur  positive  ,      ^     ,    ~ 

"^  compris  entre  0  et   — 

000  '2 

700 

800 

000 
yota.  —  Le  module  de  transformation  des  logarithmes  népériens  en  logarithmes  vulgaires  est 

M  =  0,43i29. 
i)n  emploiera  des  logarithmes  à  5  décimales. 

2117.   —  Intersection  DEDEUx  SUBI  ACES  DERKvûi.iTiii.N.  — Données: 

oo'  =  22  centimètres,  ao  =  a'o'  =  6  centimètres. 

Surfiice  S  :  tore  ayant  pour  axe  de  révolution  la  verticale  du  point  o,  et  pour 
méridienne  le  cercle  (C,  C)  de  centre  (a,  a')  et  de  rayon  ao. 

Surface  1  :  Soient    0    le   contour  apparent    horizontal  de  S,  (6,  '/)  et  (/,  f) 
deux  points  de  T)  situés  en  arrière  du  plan  de  front  de  C,  et  définis  par 
o'b'  =z  o'f  =  3  centimètres. 
()n  construira  le  centre  /*  du  cercle  passant  par  les  trois  points  o,  6,/". 
La  surface  S  est  engendrée  par  le  cercle  (G,  C'j  tournant  autour  de    la  verti- 
cale du  point  h 

I"  Construire  un  point  quelconque  avec  sa  tangente  pour  la  section  méri- 
dienne de  i;  et  pour  la  courbe  d'intersection  de  S  et  S.  On  représentera  la  con- 
struction en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges. 

2»  Représenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  : 
en  projection  horizontale,  le  solide  commun  à  S  et  i; 
en  projection  verticale,  la  partie  de  i;  extérieure  à  S. 
3°  llédif^er,  sur  feuille  séparée,  une  notice  expliquant  en  détail,  avec  notations 
correspondantes  sur  l'épure,  la  construction  des  points  et  tangentes. 
Titre  et  cadre  inutiles. 

Physique  et  chimie. 

I.  —  lo  L!n(^  quantité  d'électricité  positive  égale  à  100  unités  électrostatiques  C.  G.  S.  est  uniformément 
répartie  sur  une  sphère  conductrice  isolée  creuse  dont  le  rayon  intérieur  est  de  S'""'  et  le  rayon  extérieur 
de  10«i". 

On  demande  de  représenter  par  une  courbe  les  valeurs  de  l'intensité  du  champ  créé  par  cette  sphère  aux 
ditiei-ents  points  d'un  rayon  indéfini  OC,  dans  les  doux  intervalles  suivants  : 

a)  Entrclcpoint  O  ctlepoint  If  situé  il  unedistance  10  —  efm  dupoinl 
0,  o  étant  une  grandeur  positive  très  petite; 

b)  A  partir  du  point  It"  en  s'éloignant  indéfiniment  sur  OC.  lî'  étant 
situé  à  une  distance     10 -I- s    du  point  0. 

2»  (tn  remplace  le  .syslème  d'unilcs  (^leclrostati(iues  C.  (^i.  S.  par  un 
système  d'uniti's  électrostatiques  adoptant  comme  unités  mécaniques 
fondamentales  la  masse  du  kilogramme,  le  mètre  et  la  minute. 

Par  quels   nombres  seront    représentées  dans  ce  nouveau  système   la 
charge  de  la  sphère  creuse  et  l'iotensité  du  champ  en  un  point  situé  ii  1  mètre  du  centre  ? 
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II.  —2118.  Deux  splières  conductrices  A  et  B  de  S"""  de  diamètre,  chargées  de  quantités  égales 
d'électricité  positive  et  pesant  ts  chacune  sont  suspendues  dans  le  vide  à  des  tils  isolants  OA,  OB  de  poids 
négligeable,  longs  de  2  mètres. 

Elles  prennent  deux  positions  d'équilibre  A  et  U  telles  que  la  distance    AB  =  iOc". 

Calculer  en  unités  C.  G.  S.,  avec  une  approximation  d'une  unité  par  défaut,  la  charge 
de  chacune  de  ces  deux  sphères. 

L'accélération  de  la  pesanteur  est  de  981  C.  G.  S. 

Pour  charger  les  deux  petites  sphères  A  et  B,  on  les  a  reliées  par  des  (ils  métalliques 
longs  et  fins  à  une  même  sphère  conductrice  G  dont  le  rayon  est  de  10<;i". 

Calculer  la  charge  initiale  Q  de  cette  sphère.  On  admettra 

©que  les  sphères  \,  B,  C  sont  suffisamment   éloignées  les  unes 
•       des  autres  pour  que  les  phénomènes  d'influence  électrostatique 
soient  négligeables. 

m.  —  2119.  On  effectue  l'analyse  d'un  mélange  de  gaz  de  la  façon  suivante  : 

1"  On  mesure  d'abord  iOOcms  de  ces  gaz  sur  l'eau  salée,  qui  dissout  très  peu  CO-,  et  sous  la  pression  atmo- 
sphérique. On  amène  celte  quantité  de  gaz  au  contact  d'une  solution  absorbante  avec  laquelle  on  l'agite.  On 
mesure  à  nouveau  le  volume  du  gaz  dans  les  mêmes  conditions  que  précédemment. 

On  répète  ensuite  ces  deux  dernières  opérations  sur  le  gaz  restant  en  employant  diverses  solutions 
absorbantes. 

Par  quelle  suite  d'opérations  (et  dans  quel  ordre)  absorbera-t-on  CO'^  IPS,  CO,  0  et  l'ensemble  des  deux 
hydrocarbures  éthylène  et  acétylène? 

Les  différentes  opérations  d'absorption  ayant  donné  entre  deux  mesures  consécutives  les  différences  de 
volume  suivantes  :  0  :  lcni3,2  ;  H-S  :  01:1113,5  ;  QO^  :  3cm3  ;  CO  :  20cm3  ;  C'H^-H  C^H*  :  3cni3,  indiquer  le 
volume  de  chacun  des  gaz  contenus  dans  100  volumes  de  gaz  initial  sec  mesuré  à  0°  sous  la  pression  de 
760™™  de  mercure. 

2°  Pour  doser  CH*  et  H,  seuls  éléments  combustibles  subsistant  dans  le  gaz,  on  introduit  un  certain 
volume  de  gaz  ayant  subi  les  traitements  précédemment  décrits  dans  l'appareil  suivant  : 

Cet  appareil  est  constitué  par  un  tube  A  que  l'on  peut  isoler  ou  bien  mettre  en  communication  par  un 
robinet  R,  soit  avec  un  réservoir  contenant  le  gaz,  soit  avec  un  réservoir  d'oxygène  pur,  soit  avec  un  flacon  de 
potasse. 

Le  tube  A  est  relié  à  un  manomètre  à  mercure    .M   et  à  un  vase  V  contenant  du  mercure  et  dont  on  peut 

faire  varier  le  niveau.  Le  tube  A  est  placé  dans  une  cuve  k  eau  B 
où  plonge  un  thermomètre  T.  Il  contient  une  spirale  de  platine  P 
qu'on  rend  incandescente  par  le  passage  d'un  courant  et  qui  assure 
ainsi  la  combustion  complète  des  éléments  combustibles  contenus 
dans  A. 

On  introduit  le  gaz  à  analyser  dans  A.  On  amène  le  mercure 
dans  A  à  un  niveau  invariable  N  ;  on  lit  la  différence  de  niveau 
M.N'  =  h  entre  le  mercure  du  tube  M  au-dessus  de  N'  et  le  mer- 
cure de  A.  On  lit  également  la  pression  atmosphérique  2'  et  la 
température  t  de  l'eau  de  la  cuve  B. 

On  introduit  ensuite  une  certaine  quantité  d'oxygène  pur  en 
excès  pour   brûler  complètement  les  éléments  combustibles  du 
gaz.  On  ramène  le  mercure  de  A  en  N;  on  lit    MN'=   h',p'  et  t'    (mêmes  significations  que  précédemment). 


On  fait  passer  le  courant  dans  la  spirale  de  platine  P.  On  ramène  le  mercure  de  A  en  N  ;  on  lit 


MN' 


et 


On  fait  passer  tout  le  gaz  de  A  dans  un  llacon  de  potasse  et,  après  agitation  au  contact  de  la  potasse,  on 
l'introduit  à  nouveau  dans  A.  On  ramène  le  mercure  de  A  en  N  ;  on  lit    MN'  =  h'",  y"'  et  ("'. 
On  admet  que  le  gaz  était  saturé  de  vapeur  d'eau  au  moment  des  diverses  mesures. 
On  demande  : 

a)    Les    formules   donnant  les  volumes  v  et  v'  de  CH*  et  de  H  contenus  dans  lOO"'"^  du  gaz  introduit  dans 
l'appareil  eudiomélrique,  ce  gaz  étant  sec  et  mesuré  sous  la  pression  de  760°""  de  mercure  ; 
6)  De  calculer  v  pour  : 

p  =  720°'",  //  =  720""", b,  p"  =  720"°',  p'"  =  720°'°',5, 

h  =  70°'°',  h'  =  SOO"",  ;*"  =  ■200""°.  h"'  =  150°'°', 

t  —  i'  =  l"  =^  l'"  =  11°. 
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La  tension  maximum  delà  vapeur  d'eau  à  H»  est  do  lO™"  de  mercure  ; 

c)  De  calculer  l'erreur  relative  maximum  commise  sur  la  détermination  de  c  en  admettant  qu'on  peut 
commettre  une  erreur  maximum  de  lecture  de  1/4  de  mm.  sur  la  détermination  ilc  /)  et  de  ft  et  en  écartant 
toute  autre  cause  d'erreur. 

3°  Le  sa'-  étudié  peut  contenir,  en  outn;  des  oléiiiciits  dosés,  de  petites  iiuantités  de  suH'urc  de  carbone, 
d'acide  cyanliydrique  et  d'ammoniaque. 

Comment  en  décèlera-t-oii  la  présence  ainsi  que  celle  de  l'acétylène  qui  peut  se  trouver  dans  le  mélange 
acétylène-étliyléne  absorbé  dans  la  première  série  d'opérations  du  dosage  '? 

Il  suftira  d'indiquer  d'une  manière  précise  une  seule  façon  d'opérer  caractéristique  de  chaque  élément. 

Quels  phénomènes  chimiques  se  produiront  lorsque  l'on  fera  barboter  dans  l'eau  de  chaux  le  gaz  analysé 
supposé  contenir  du  sulfure  de  carbone  en  sus  des  éléments  principaux  dosés  dans  les  deux  premières  séries 
d'opérations  quantitatives  1 


OUESTIONS    PROPOSEES 


2120.  —  D'un  point  P  on  niènc  les  quatre  normales  PA,  PB,  PC,  PD  à 
une  ellipse.  Soient  A',  li',  C,  D'  les  seconds  points  d'intersection  des  normales 
avec  l'ellipse.  On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  au 
quadrilatère  A'B'C'D'  quand  P  se  déplace. 

A.  lloussKAU,  à  Kournes-en-Weppes. 

2121.  —  La  tangente  à  une  courbe  (C)  en  M  coupe  l'axe  Ox  en  T.  Déter- 
miner l'équation  de  (C)  et  construire  cette  courbe  sachant  que 

OM   _ 

k  élant  une  constante  donnée. 

A.  Rousseau,  à  Fournes-en-Weppes. 

2122.  —  IJne  dissolution  A  d'acide  arsénieux,  acidulée  d'acide  chlorhvdrique,  contient  -— -  As^O'  par  litre. 

10 

Ayant  place  500  centimètres  cubes  de  cette  dissolution  dans  un  calorimètre,  on  y  fait  barboter  lentement 
22'. 4  d'oxygc'uc  ozonisé,  ce  qui  fournit  une  liqueur  B  et  produit  une  certaine  élévation  de  température  ;  toutes 
corrections  faites  (chaleur  apportée  par  l'oxygène,  chaleur  d'évaporation,  etc.),  cette  élévation  de  température 
est  de  3", 2(1.  Dans  une  autre  expérience,  on  met  encore  500  centimètres  cubes  de  A  dans  le  calorimètre  et  ou 
y  fait  arriver  une  certaine  quantité  de  chlore,  ce  qui  fournit  une  liqueur  C  et  produit  une  élévation  de  tempé- 
rature corrigée  égale  à  40,55.  Dans  chacune  de  ces  deux  expériences,  on  admet  que  la  capacité  calorifi(iue  de  la 
liqueur  est  constante  et  égale  à  celle  de  500  grammes  d'eau  ;  le  calorimètre  et  les  accessoires  équivalent,  pour 
leur  part,  à  25  grammes  d'eau. 

D'autre  part,  on  a  préparé  une  dissolution  de  permanganate  de  potassium  et  l'on  cherche  combien  il  faut 
en  verser  dans  100  centimètres  cubes  de  cliacune  des  liqueurs  A,  B,  C,  pour  que  la  coloralion  violette  persiste. 

3         1 
On  trouve  ainsi  des  volumes  respectivement  égaux  à  v,  -r-  v,  --  r. 

On  sait  enfin  que  la  chaleur  de  formation  d'une  molécule  d'eau  liquide  est  de  69<:-ii,  et  celle  d'une  molécule 
d'acide  chlorhydrique  dissous  de  39cai,4. 

Déduire  de  ces  dotinées  :  1"  le  volume  de  chlore  employé  dans  la  seconde  expérience  ;  2°  la  chaleur  de  for- 
mation de  l'o/.one. 

Les  volumes  gazeux  sont  supposés  mesurés  dans  les  conditions  normales. 
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CORRESPONDANCE 


Je  vous  demanderai  la  permission  de  rappeler  que  la  question  traitée  analytiquement  par  M.  Carette  dans 
le  n°  de  décembre  1912  de  la  Revue,  l'a  été  précédemment,  par  voie  géométrique,  dans  une  note  que  j'ai  pré- 
sentée en  1889  à  V Association  française  pour  V Avancement  des  Sciences  (Congrès  de  Paris,  p.  228). 

La  construction  du  centre  de  courbure  qui  ligure  dans  celte  note  diffère  un  peu  de  celle  qu'a  obtenue 
M.  Carette  ;  mais  cette  dernière  est  celle  même  que,  depuis  déjà  bien  des  années,  je  donne  s.  mes  élèves  de 
l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées  et  que,  cette  année  encore,  j'ai  introduite  à  titre  d'exercice  dans  mon  cours  de 
l'Ecole  Polytechnique  en  l'établissant  de  la  manière  suivante  (étant  fait  usage  des  notations  de  M.  Carette, 
définies  par  la  dernière  figure  de  la  page  59)  : 

Si  la  normale  à  la  développée  de  la  courbe  (P),  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  en  L  à  PI,  coupe 
1.1  en  K,  on  a,  entre  les  arcs  infiniment  petits  décrits  simultanément  par  les  points  M,  P  et  I,  les  relations 


rf,M)          .MI 
rf(P)    -    PI  ' 

d(P) 
d{\) 

PL 

""    IK  ' 

d(I) 
rf(M)    - 

I.I 
Ml 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 

PL.  1.1 
Pi.IK    ~ 

1            ou 

PL 
PI    " 

IK 
~    IJ    ■ 

Si  la  droite  L.1  coupe  MP  en  U,  on  a 

PL 
PI    ~ 

QL 

QL         IK 

ce  qui  prouve  que  IQ  est  parallèle  à  LK,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  PI.  C.  Q.  F.  D. 

Pour  ce  qui  est  du  théorème  visant  l'alignement  avec  le  point  M  des  centres  de  courbure  L  et  Li  corres- 
pondant à  deux  points  P  et  Pi  symétriques  par  rapport  k  M  (première  fitjurede  la  pageôO),  après  en  avoir,  dans 
ma  note  de  1889,  donné  une  démonstration  géométrique  directe,  je  le  retrouve,  en  quelque  sorte,  intuitivement 
en  étudiant  les  propriétés  de  la  conique  lieu  du  centre  de  courbure  L  lorsqu'on  fait  parcourir  au  point  P  la 
tangente  en  M  h  la  courbe  C. 

Veuillez  me  croire,  etc. 

M.  D'OCAGNE. 


MESURE  DES  ERREURS  RELATIVES  A  LA  RÈGLE  A  CALCUL 

par  MM.  L.  Zivy  et  A.  Sainte-Laguë,  professeurs  au  lycée  de  Douai. 


11  est  facile  d'étendre  les  emplois  classiques  de  la  règle  à  calcul  à  bien  des  problèmes  qui,  au  pre- 
mier abord,  peuvent  sembler  compliqués.  Pour  en  donner  un  exemple  simple,  traitons  le  problème 
suivant  : 

On  a  plusieurs  mesures  A,,  A,,  A3,  A4,    ...   d'une  même  quantité.   On  prend  comme  valeur  de  celte 
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quantité   lu  moyenne   A  de  ces  mesures  et  l'on  demande  quelles  sont  les  eireurs  relatives     e,  =  — 


A.  -  A  .  A,  -  A 

: ,     E;,  =  ; ...    de  chacune  (te  ces  mesures 


Nous  nous  bornerons  à  e.xposer  la  méthode  sur  un  exemple  numérique,  uniquement  pour  mieux 
faire  comprendre  le  détail  des  opérations.  Soient  A,  =  i,287,  A,  =  4,2()(),  ....  diverses  mesures 
et  A  =  4,'i7S  leur  moyenne.  Nous  supposerons  que  A  soit  compris  entre  0  et  10,  cas  auquel  on  se 
ramène  par  un  simple  déplacement  de  la  virgule,  sans(|ue  ce  déplacement  puisse  altérer  les  valeurs  des 
erreurs  à  calculer. 

Considérons  les  divisions  du  bas  de  la  réglette  et  du  bas  de  la  règle  comme  l'indique  la  ligure 
schématique  ci-contre  et  supposons  la  règle  graduée  de  0,\  à  1  et  la  réglette  graduée  de  10  à  lOd. 

Amenons   l'extrémité   de 
la    réglette ,     extrémité    que 

UL .. 1  .;,  ,.^J;L;  J^ hn     "°"^  ^PI"'^""^  *"0'  ^"'"  0'*273, 

nombre    lu    sur   la   règle  et 
déduit  de  A  par  un  déplacement  de  la  virgule.  En  l'ace  des  traits  0,273  et  0,287  de  la  règle,  qui  corres- 
pondent aux  parties  décimales  de  A  et  A|,  se  trouvent  des  nombres  M  et     M -i- a     de  la  réglette,  nom- 
bres compris  entre  10  et  100  et  qu'on  lit  à  I  unité  près  seulement. 
On  a  immédiatement 

0,4273         100  ..  27,:5 

M 


et,  d'autre  part, 


0,273  M  0,i273 

0,287   _   M-+-a  0,287-0,273   _    a 

0,273   ~   ~li  °"  0,273  ~"  ¥ 


,.   .  ,.0,287  —  0,273  27,3       0,287  —  0.273  1000 

d  ou  a  =  M^ = ■ =  — (0,287  —  0  273). 

0,-273  0,4273  0,273  4,273  ^  '  '     ^ 

Mais  la  dillérence     0,287  —  0,273  =  4,287  —  4,273     est  l'erreur  absolue     A, —A.     Cette  dillérence  est 
E 
lOOO' 


donc  égale  à    4,273   .  „,  „  »    on  désignant  par  E  le  nombre  de  millièmes  de  l'erreur  relative.  On  a  alors 


1000     ,   ,.,„      E 

4,273  — -—  =  E. 


4,273  1000 

Donc  la  dill'érence  des  deux  nombres  M  et    M  la,     nombres  compris  entre  10  et  lOO,  donne  le  nombre 
entier  de  millièmes  de  l'erreur  relative  cherchée.  Ici  on  lit     M  =  6i  ;     M  -i-  ï  =  07  ;     a  —  3.     L'erreur 

relative  est  — 

1000 

On  voit  (|ue  le  nombre  i\l  =  04  est  lu  une  lois  pour  loules  et  (|uc,  pour  chacune  des  mesures 
4,287  ;  4,20t)  ;  etc.,  il  suffira  d'une  seule  lectuic  pour  avoir  la  valein-  de  E,  la  souslraclioii  des  deux 
nombres  lus     A  -t- 1     et  A  se  faisant  d'ailleurs  de  tèt(>. 

Le  lecteur  verra  sans  peine  que  si  l'on  veut  le  nombre  entier  de  centièmes  de  l'erreur  relative,  il 
suffira  de  supposer  la  réglette  graduée  non  plus  de  10  à  100  mais  de  1  à  10.  De  même,  pour  des  dix- 
millièmes  on  supposerait  la  ii'gli'lle  graduée  de  100  ii  1  000,  etc. 


NOTE  SUR  LES  CONCHOIDES 
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NOTE  SUR  LES  CONCHOIDES 

par   M.  C.  Vernières,    Élève  à   l'Ecole   Centrale. 


Je  me  propose  de  construire  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  conclioïde 
d'une  courbe,  connaissant  lesmêmeséléments  pour  le  point  correspondant  de  la 
courije. 

Je  me  base  sur  la  remarque  évidente  qui  suit  : 

Soient  0  l'origine  des  rayons  vecteurs,  M  un  point  de  (F),  M'  le  point  corres- 
pondant de  la  concho'ide  (MM'  =  constante).  Si  un  cercle  est  tangent  en  M  à  (F), 
sa  conchoide,  prise  dans  les  mêmes  conditions  que  celle  de  (F),  est  tangente  en 
M'  à  cette  dernière. 

Tout  revient  donc  k  construire  la  tangente  et  la  normale  à  la  conchoide  d'un 
cercle.  Le  choix  du  cercle  tangent  résulte  de  la  propriété  suivante  : 

Tout  point  invariablement  lié  à    un  cercle  (C)  roulant  sur  un  cercle  éçal  (C)  a  pour  trajectoire  la 
conclioïde  d'un  cercle  concentrique  à  (C). 

Soit  en  eflet  M'  le  point,  C'.\l'  et  M.VI'  sont  constants.  Menons  par 
i\r  la  parallèle  à  CC;  elle  coupe  CO  (0  position  initiale  de  A)  en  un 
point  0'  qui  est  fixe,  car  on  a  évidemment  CO'  =  CM'.  Considérons 
alors  le  cercle  de  centre  G  et  de  rayon  GO'  ;  il  coupe  O'M.'  en  Mi  et  il 
est  clair  que     MjM'  =  GC 

Le  lieu  du  point  M'  est  donc   bien  une  conchoide  du  cercle  con- 
centrique à  G  et  de  rayon  CO'. 
On  démontrera  aisément  que,  réciproquement  :  Toute  concho'ide  de  cercle  (Pj  prise  par  rapport  à 
un  point  du  cercle  est  la  roulette  d'un  point  d'un  cercle  roulant  sur  un  cercle  égal  concentrique  à  (r),  le 
rayon  de  ces  cercles  étant  la  moitié  de  la  distance  séparant  un  point  de  (r)  du  point  correspondant  de 
la  concho'ide. 

La  normale  en  M'  à  la  conchoide  est,  comme  on  le  sait,  M'A  ;  d'où  la  construction  de  la  normale  à 
une  concho'ide  d'une  courbe  quelconque  (F)  : 

Considérons  le  cercle  (C)  passant  par  0  et  tangent  à  (F)  en   M;  menons 


C.\  parallèle  à  OM    et  égal  à 


MM' 


M'A  est. 


d'après  ce  qui  précède,  la  normale  en  M'  à  la 
concho'ide  du  cercle  (C)  et  par  suite  à  celle 
de  [Vj  ;  la  tangente  en  M'  est  immédiate. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  po- 
daire  de  (F)  par  rapport  à  0,    elle  est  tan- 
gente à  celle  de  C  en  M',  d'où  une  construc- 
tion analogue  à  la  précédente  de  la  normale  en  M'  à  la  podaire  de  (F)  en  M',  puisque  la  jiodaire  du  cercle 
(C)  est  encore  une  conchoide  de  cercle. 

Note  de  la  nÉDACTiOM.  —  En  somme,  ces  constructions  no  dilTèrent  pas  de  celle,  très  connue,  où 
l'on  se  sert  du  centre  instantané  de  rotation. 

Prenons,  on  elïet,  la  construction  de  la  normale  à  la  conchoide  :  MC  rencontre  M'A  en  I  tel  que 
MC  =  Cl  ;  donc  I  est  sur  le  cercle  auxiliaire  ;  par  suite,  01  est  perpendiculaire  à  OM  ;  donc  1  est  le 
centre  instantané  de  rotation. 

Néanmoins,  nous  avons  jugé  bon  de  les  donner,  ayant  égard  aux  propriétés  des  concho'ides  de  cercle, 
qu'elles  rappellent. 
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2029.  —  On  donne  un  crrclc  tangent  à  deux  droites  rectangulaires.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  para- 
boles tangentes  au  cercle  et  aux  deux  droites  données. 

Démontrer  que  les  tangentes  au  sovunet  de  ces  paraboles  enveloppent  une  courbe  de  4"  classe  et  trouver 
le  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enveloppe. 
Etude  géométrique  de  la  question. 

Soil  (0)  un  cercle  tangent  à  deux  droites  rectangulaires  CA, 
CB  (fig.  1). 

Construisons  le  foyer  d'une  des  paraboles  de  l'énoncé,  tangente 
en  D  au  cercle  iixc  et  aux  deux  droites  fixes  CA,  CB.  Ce  foyer  est  le 
point  d'intersection  (voir  Traité  de  Géométrie  de  M.  Bouché,  p.  464, 
no  H92)  de  deux  cercles  passant  par  D  et  tangents  respectivement 
aux  côtés  de  l'angle  droit  en  A  et  B,  points  d'intersection  de  la 
tangente  au  cercle  fixe  en  D  avec  AC  et  BC. 

11  est  manifeste  que  AMB  est  droit  (les  deux  cercles  variables 
sont  d'ailleurs  orthogonaux). 

On  a  MBA  =  MCA,  MUÙ  =  MAC. 

Les  deux  tiiangles  MAC,  MBD  sontsemblables  .■ 
m}^  _  BD  _  jm 
MC  ~  ÂC"  ~  "ÂC  ■ 
Soit  R  le  rayon  du  cercle  0.  Exprimons  de  deux  manières  la  surface  du  triangle  ABC  : 
AC.BG  =2ll(R-+-AK  +  BHj, 
AC.BC  =  2R(AG4-BH), 
AC(BC— -2U)  = -iR.BII. 
AC.BE  =  2R.BH, 


BH 

"Aie' 


BE 
2B 


BE 

ËC' 


Donc 


on  a    EMF 


MB 

"mc" 


BE 
"ËC 


ME  est  bissectrice  de  BMC;  de  même  MF  est  bissectrice  de  CMA  ;  par  suite, 


—,    et  le  lieu  est  le  cercle  tangent  aux  axes  en  E  et  F  et  de  rayon  iR. 
4 


Soit  le  cercle  (r)  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  du  problème.  Considérons  un  point  M  sur  ce  cercle 
et  soient  P  et  Q  ses  projections  sur  les  axes  rectangulaires.  La  droite  PQ  est  la  tangente  au  sommet 
de  la  parabole  de  l'énoncé  ayant  M   pour  foyer.  Je  dis  qu'elle  enveloppe  une  courbe  de  la  4"  classe. 

En  effet,  considérons  un  point  N  quelconque  du  plan  et  les  faisceaux  de  droites  issus  de  N  et  tels 
que  NRS  qui  coupent  les  axes  en  R  et  S.  Elevons  en  R  et  S  des  perpendiculaires  aux  axes  qui  se 
coupent  en  i». 

Le  lieu  de  w  est  manifeslemcnl  une  hyperbole  oquilatère  ayant  pour  directions  asymptoliques  les 
deux  axes  rectangulaires.  Colle  hyperbole  coupe  le  cercle  lixe  (F)  on  quatre  points  M,,  Mj,  M.,,  ^\^. 

A  ces  quatre  points  correspondent  quatre  droites,  R,S,.  . . . ,  RiSi.  joignant  les  projections  de  ces 
poinls  sur  les  axes  et  (|ui  passent  par  le  môme  point  N.  Il  existe  donc  quatre  droites  passant  par  N  et 
tangentes  à  la  courbe  enveloppe  de  PQ,  qui  est  pur  consoqueni  de  la  4''  classe. 
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Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  le  point  de  contact  de  PQ  avec  son  enveloppe. 

B  'Considérons  le  cas  particulier  où  le  lieu  du  point  M  est  une  droite  AB;  l'en- 

veloppe de  la  droite  PQ  est  une  parabole  tangente  en  A  et  B  à  OP  et  OQ. 

Soit  I  le  point  de  contact  de  PQ  avec  son  enveloppe;  d'après  un  théorème 
bien  connu,  01,  AQ  et  BP  sont  concourantes  en  K,  d'où  la  construction  :  on 
joint  AQ,  BP  qui  se  coupent  en  Iv.  ÛK  coupe  PQ  en  I  qui  est  le  point  cherché. 
Considérons  maintenant  un  cercle  (C).   Le  cas  est  d'ailleurs  général  et  s'ap- 
pliquera à  une  courbe  quelconque. 

Pour  avoir  le  point  de  contact  de  PQ  avec  son  enveloppe,  considérons  sur 
(C)  un  point  M'  voisin  de  M  ;  soit  P'Q'  la  2"  position  de  PQ  et  P'Q'.  Ces  deux 
droites  PQ  se  coupent  en  I.   Il  s'agit  de  trouver  la  position  limite  de  1  quand 
M'  se  rapproche  indéflninient  de  M. 

Pour  cela,  considérons  la  droite  MM';  les  droites  PQ,  relatives  aux  différents  points  de  MM', 
enveloppent  une  parabole.  Or,  si  M'  se  rapproche  de  M,  le  point  I 
tend  vers  le  point  de  contact  de  PQ  avec  cette  parabole. 

D'ailleurs,  si  M'  se  rapproche  indélinimenl  de  M,  MM'  lend  vers 
la  tangente  en  M  à  (C).  On  a  donc  la  construction  suivante  : 

On  mène  la  tangente  en  M  à  (C)  ;  cette  droite  coupe  les  axes  en 
A  et  B  ;  on  joint  BP  et  AQ  qui  se  coupent  en  K;  OK  coupe  PQ  en 
I  ([ui  est  le  point  cherché. 

Cette  construction  est  générale  :  elle  s'applique  lorsque  la  courbe 
'^^B    (^Qj   g^t  quelconque,  à  condition  toutefois  qu'on  sache  lui  mener  la 
^  \  tangente  en  un  point  quelconque.  Elle  permet  de  construire  par  point 

Fig.  3.  et  par  tangente  l'enveloppe  de  PQ. 

Remarque.  —  Des  considéra  lions  géométriques  simples  nous  ont  permis  de  déduire  le  résultat  suivant  : 
Les  paraboles  tangentes  aux  droites  rectangulaires  OA  et  OB  (fig.  3)  respectivement  en  A  et  B 
admettent  la  ujènie  enveloppe  que  la  droite  PQ. 

On  peut  démontrer  analytiquement  que  l'enveloppe  de  PQ  est  de  la  4'  classe.  Soient,  en  effet, 

(1)  x-~hy-  —  2ax  —  2ay-ira^  =  0 

l'équation  du  cercle  (G)  et  (X,  ijl)  les  coordonnées  d'un  point  M  de  ce  cercle.  Ces  coordonnées  vérifient 
l'équation  (I;  et  l'on  a 

(2)  X'^  +  (jl2  —  2fl).  —  2a,L 
L'équation  de  la  droite  PQ  est  alors 

.X'         y 

Pour  que  l'équation  générale  d'une  droite 

ux  -i-vi/  -h  w  =  0 


0. 


1  =  0. 


représente  PQ,  il  faut  que  l'on  ait 


M 


0 


w 

—  i 


ou     (3) 

En    éliminant 

l'enveloppe  de  PQ  : 


1 

X  [JL 

lu  =  |jiy  =  —  ir . 

X    et    [Ji    entre   les  équations    (2)    et   (3),    on   trouve    l'équation    tangentielle   de 


tv' 


w 


U" 


ou  w-(u-  -+-  v'- 

qui  représente  une  courbe  de  la  4''  classe. 


-  2a((»  ( 1 )  H-  a'-  =  0, 

■  'iaumc{u-^v)-^  cC-uH-  =  0, 
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On  peut  d'ailleurs  exprimer  rationnellement  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  de 
l'anfrle  que  loM  fait  avec  i'nxe  des  x.  Nous  avons  trouvé 

R  cos  0(1  -t-cosç)- 


el,  en  fonction  de     t  = 


1  -+-  sin  o-f-cos  o 
Rsin  9(1  -f-sin^)'^ 
1  -H  sino  +  cûs» 


2R(1— 0 

{i  +  ir- 


(R  =  a). 


y 


(1  -hi'-f 

C'est  avec  ces  dernières  équations  que  nous  avons  étudié  la  courbe.  Elle  admet  comme  axe  de 

symétrie  la  bissectrice  Om  de  l'angle  xOij. 
Tous  calculs  faits,  on  trouve 

—  2R{  —  3(- -+- i<  +  1) 


;/ 


(1  -t-<2)' 


(1-+^;)^ 

La  courbe  possède  deux  points  de  rebroussemenl 
réels  symétriques  par  rapport  à  Ow.  Elle  est  unicur- 
sale  et  du  4"  degré. 

Le  coefficient  angulaire  delà  tangente  en  un  point 
quelconque  est 

jL  =     (<  +  <r 

x'  2 

Le  tableau  suivant  contient  tons  les  éléments 
nécessaires  pour  construire  la  courbe,  qui  affecte  la 
forme  indiquée  dans  la  figure  1, 


/ 

—  X    —  :{ 

-2       -1 

2-V/7 

U           1 

2  +  V/7 
3 

2 

3 

4-c» 

a' 

0 

0 

a' 

"■^ 

•§/" 

/ 

^  17^7v/7 
{maximum 

\  2R  \  0  \ 

R{n-7v/7) 

16 
[minimum) 

/ 

2R 
~  25 

/ 

R 
25 

/  0 

y' 

0 

U 

0 

>.i 

6H 

■f   -» 

^ 

\\{\i-y\) 

16 

{minimum) 

•    0    /'2R/ 

11(17  + 7v/7) 

16 
{maximum) 

\ 

54R 
25 

\ 

4811 
25 

\R 

inflexion 

REME,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  liernelle  (Constan(ine). 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lacii  et  A.  novs^RAi'. 

Assez  l)onnes  solutions  :  MM.  I.ebov,  lycée lloclie,  .^  Verjiillos  ;  A .  Cooutois,  1  W  d'infanterie  à  Sedan  ;  i; .  K.,  à  Itordeaux . 


\ 
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2030.    —    On    donne   un  sijstèine  d'axes  rectangulaires    Ox,    Oi/    et    Oz,    et   on   considère   le    cercle 

(C)  x--hif  —  înx  =  0, 

du  plan  des  xi/,  et  les  quadriques  Q  qui  contiennent  le  cercle  (C)  el  l'axe  des  z. 

1°  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  P  par  rapport  aux  quadriques  Q  est  un  cône  r  du  second  ordre. 
Trouver  le  lieu  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  V  et  du  plan  P,  quand  ce  dernier  passe  par  un  point  fixe 
de  Oz.  Etudier  la  nature  de  la  section  du  cône  r  par  le  plan  des  xy,  quand  le  plan  P  varie. 

2"  Montrer  que  les  plans  polaires  d'un  point  fixe  A  par  rapport  aux  quadriques  Q  passent  par  un  point 
fixe  B.  Calculer  les  coordonnées  de  B  en  fonction  de  celtes  de  A  el  réciproquement.  Etudier  le  déplacement 
delà  droite  AB  quand  le  point    A  varie  et  trouver  le  lieu  du  point  B  quand  le  point  A  décrit  un  plan  P. 

3°  Le  lieu  des  centres  des  quadriques  Q  est  un  cylindre  ■(  tangent  au  cône  P  le  long  de  Oz.  Trouver 
l'enveloppe  du  plan  de  la  courbe  plane  commune  au  cône  et  au  cylindre,  quand  le  plan  P  tourne  autour 
d'une  droite  ou  enveloppe  une  surface  dévdoppable  S.  Donner  l'équation  de  l'enveloppe  quand  l'arête  de 
rebroussement  E  dr  la  surface  1  a  pour  équation 

a  —  at  —  at- 

X  —  ,  1/  =  ,  ;  =  , 

/3  _|_  {2  _  <  _(_  1  ■>  /3  _|_  ^2  _  (  _^_    I  <3_)_i2_i4-l 

et  montrer  qu'elle  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  famille  de  cônes  à  un  paramètre. 

4»  Trouver  les  équations  ponctuelle  et  iangentielle  de  la  trace  de  la  surface  S  sur  le  plan  des  xy. 
Construire  celte  courbe  el  trouver  les  régions  du  plan  d'où  Von  peut  mener  trois  tangentes  réelles  à  la  courbe. 

L'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  le  cercle  (C)  est 
a-2  +  yi  _  2ajr  -\-  2s(aa;  -h  Py  -+-  -(Z  +  8)  =  0, 
a,  P,  Y,  5  étant  des  paramètres  variables.  Pour  que  ces  quadriques  contiennent  l'axe  des  :  il  faut  que 
la  quantité     S^fy^-l-Sj     soit  nulle  quel  que  soit  :,  c'est-à-dire  que  l'on  ait     y  =  0,     3  =  0. 

Il  en  résulte  que  l'équation  générale  des  quadriques  (Q)  est 

(Q)  f(x,  y,  ;)  =  X-  -t-  ;/-  4-  i^xz  h-  2^?/:  -  2ax  =  0. 

1.  Soit  ux -h  vij -h  u'z -h  r  =  0  Féquation  du  plan  P.  Les  coordonnées  du  pôle  de  ce  plan  par 
rapport  à  la  quadrique  (Q)  sont  définies  par  les  équations 

H  =  H  ^  li  =  A, 

u  V  ir  r 

X  -{-  HZ  —  a  ?/-+-?=         dx  -+-  3)/  —  ax 


nous  aurons  le  lieu  de  ce  pôle  en  éliminant  a  et  |3  entre  ces  équations. 

Multiplions  le  premier  rapport  haut  et  bas  par  x,  le  deuxième  par  y,  le  troisième  par     —  z     et 
ajoutons-les  terme  à  terme  ;  nous  obtenons  un  nouveau  rapport  égal  aux  précédents  et  ne  contenant 

plus  oc  et  a.   En  égalant  ce  rapport  a >    nous  obtenons  l'équation  du  lien 

x{x  —  a) -{-y-  ax 

ux  -i-  vy  —  irz  r 

ou     (r)  ax{ux  -+-  vy  —  irz  —  )•)  4-  r(x''  -+-  y-)  —  0. 

Comme    celte    équation     est    homogène    par    rapport    aux     trois    fonctions    linéaires     x,     y, 

ui -\- oy  —  wz  —  r,     elle  représente  un  cône  (T)  dont  le  sommet  est  le  point  de   rencontre  des  trois 

plans     a:  =  0,     ?/ =  0,     i/.r -+- yi/ —  «•:  —  r  =  0.     Ce  sommet  est  un  point  S,  silué  sur  Oz,  ayant  pour 

r 
cote :     c'est  le  point  de  rencontre  du  plan  P  et  de  U:. 
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11  en  résulte  que  le  plan  P  coupe  le  cône  [i')  suivant  deux  génératrices.  Supposons  que  le  point  S 
reste  fixe  et  ait  pour  cote  /(.  L'équation  du  plan  P  s'écrit 

ux -+-  v]i  H-z—  h  =0, 
et  celle  du  cône  (T)  ax(ux  -+-  l'i/  —  ;  -h  /()  —  hix^  -^  y^)  =  0. 

Le  lieu  des  génératrices  du  cône  [r)  situées  dans  le  plan  P  s'obtient  en  éliminant     t/j+uy     entre 
ces  deux  é(]uations  :  on  obtient  ainsi 

"iKxiz  —  h)  -h  h{x^ -h  j/-)  =  0,  ou  h{x-  4-  j/-  —  'iax)-h'2axz  =  0. 

On  reconnaît  l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et  pour  base  le  cercle  (C). 

Etudions  maintenant  la  section  du  cône  (r)   par  le  plan  des   xy .  Cette  conique  (A)  a  pour  équation 

{/.■)  ax{ux-hvy  —  »•) -i-r(.T^  +  j/^)  =  0. 

Elle  touche  Ci/  à  l'origine,  et  ses  directions  asymptotiques  sont  définies  par  l'équation 
ax{ux-i-vy) -\-r{x^-\-y^)  =  0. 

On  reconnait  aisément  que  ces  deux  droites  sont  les  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  ren- 
contre du  cercle 

(C)  X-  H-  '/-  —  'IX  —  0, 

et  de  la  droite 

(A)  ux  -+-  vy  +  )•  =  0, 

qui  est  la  trace  du  plan   P  sur  le  plan  des  xy. 

Donc,  si  la  droite  A  ne  rencontre  pas  le  cercle  ((".'),  la  conique  (/c)  est  une  ellipse  ;  si  A  rencontre 
(C)  en  deux  points  réels  et  distinct*,  (A:)  est  une  hyperbole  ;  enfin,  si  A  est  tangente  à  (C'),  (k)  est  une 
parabole. 

2.  Le  plan  polaire  du  point  A(Xo,  ;/„,  :„)  par  rapport  à  la  quadrique  (Q)  a  pour  équation 

x„(x  -h  ï2  —  n)  +  yjy  -h  iz)  -+-  i„(a,r  +  3;/)  —  ax  =  0, 
ou  a'XgZ  -h z^t)  -+-  3(i/„:  -1-  :„)/)  -+- x^^{x  —  a) -+- 1/!/„  —  ax  =  0. 

Ce  plan  passe,  quels  que  soient  a,  3,  par  le  point  R(x,  y,  z)  défini  par  les  équations 
(1)  xo: -t- 3„x  =  0,  y^z->rz^y  =  0,  x^{x  —  a) -^xjy^  — ax  ^  Q. 

Les  deux  premières  nous  donnent    —  =  —  — —  =  l,     ou    x  =  )-x.,.     1/  =  ).i/,i,     z  =  —  ):„ 

a^o  Vu 


=  '>•,     ou     X  =  )'X„,     y  —  ).;/o. 

nx„ 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  détermine  la  valeur  de  ).,     X  =  — 

x'I  -t-  «o  —  "-To 
suite,  on  obtient,  pour  les  coordonnées  du  point  B, 


et  par 


?/i  =■ 


a-ToVo 


Xo-^yâ  —  ax^  "         xi-\-yi  —  ax„  xi-hyl  —  ax^ 

et,  inversement,  on  peut  exprimer  j„,  i/„,  :„  en  fonction  de  x,,  y,,  :,  parles  mêmes  formules: 


î/û 


ax,î/. 


ol  (lu  plan 


i-,  -h  yi—  ax,  Xt  -hyï  —  ax. 
Les  équations  (I)  nous  montrent  que  le  point  B  est  le  point  de  ren- 
contre de  la  droite      —  =  ^-  =  

xj.^'  —  n)  -  H  !/.'/o  —  "■'■  =  l>- 
La  droite  passe  par  l'origine  et  par  le  point  A'  symétrique  de  A  par 
rapport  au  plan  xO;/.  Le  plan  est  parallèle  à  Oz,  et  coupe  le  plan 
des  xy  suivant  la  polaire  D  du  point  «(x,,,  ;/„,  0)  par  rapport  au 
cercle  (C).  i'ar  siiiio,  pour  construire  le  point  B,  on  joint  0»  qui 
rencontre  I)  au  point  ='  ;  on  mène  par  «'  une  parallèle  à  U:,  <iui 
A  rencontre  OA' au  point  B. 

Si   on  désigne  par  (<  le  point  de  rencontre  de  Oï  et  du  cercle  (G),  G  est  conjugué  harmonique  de  0 
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Ca  Oï  ,,    .  Oa  Aa  ,  Aa  Ca 

par  rapport  à  «  et  -x  ,  donc     — —  =  -— r  •      '''ais  on  a      ——  =.  -r—-     donc     ^-,   =  -^^-p-     ce  qui  mon- 

tre  que  \B  passe  par  le  point  C,  en  d'autres  termes  que  AB  rencontre  le  cercle  (C). 
Ceci  nous  donne  une  idée  suffisante  du  déplacement  de  la  droite  AB. 
Si  le  point  A  décrit  le  plan  P,     ux-^  vij -{-wz-\-r  —  0,     le  point  B  décrit  la  surface 

ax'-  axii  axz 

M-1 1 ^v~. T «'-^ :; ^-'■  =  ^' 

*   -+-  ;/-  —  ax  X'  -h  y'  —  ax  x^  -i-  y-  —  ax 

ou  ax(ux  ■+-  vi/  —  wz  —  r)  +  r{x^  +  y'-)  =  0. 

Celle  équation  représente  le  cône  (F)  ;  et  ce  résultat  était  à  prévoir,  puisque  le  point  B  est  le  pôle 

du  plan  P. 

3.  Le  centre  de  la  quadrique  (Q)  est  défini  par  les  équations 

,1-  -+-  a;  —  a  =  0,  j/  -H  P:  =  0,  ax  -+-?;/  —  0  ; 

nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  a  et  f>  entre  ces  trois  équations.  Cette  élimination  est 
immédiate  et  nous  donne 

(y)  X-  -t-  y-  —  ax  =  0. 

Cette  équation  représente  un  cylindre  (■')  ayant  pour  section  droite  le  cercle  (C)  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut. 

Le  cylindre  (y)  et  le  cône  (T)  touchent  le  plan  des  yz  suivant  l'axe  0:;  donc  le  reste  de  leur  inter- 
section est  une  conique,  et  pour  avoir  le  plan  de  cette  conique,  il  suffit  de  combiner  linéairement  les 
équations  du  cylindre  et  du  cône,  de  façon  à  obtenir  j  en  facteur. 
Rapprochons  les  deux  équations 

■*■"  +  î/^  —  ax  =  0,  ax{ux  -h  vy  —  wz  —  r)  -t-  r{x^  -|-  jys)  =  0  ; 

nous  voyons  qu'il  suffit  de  multiplier  la  première  par     —  r,     la  deuxième  par  1  et  de  les  ajouter.  Nous 
trouvons  ainsi 

ax{ux  -t-  wi/  —  wz)  =  U, 
ce  qui  montre  que  le  plan  P,  de  la  conique  commune  a  pour  équation 
(P,)  ux  4-  uy  —  wz  =  0. 

Ce  plan  passe  par  l'origine. 

Si  le  plan  P  passe  par  une  droite  fixe,  u,  v,  w,  r  sont  des  fonctions  linéaires  d'un  paramètre:  on  en 
conclut  que  le  plan  Pi  passe  également  par  une  droite  fixe. 

Si  le  plan  P  enveloppe  Une  surface  développable  (S),  u,  v,  w,  r  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre  ; 
le  plan  Pj  enveloppe  un  cône  ayant  pour  sommet  l'origine. 

Supposons  que  l'arête  de  rebroussement  de  (S)  soit  la  courbe  (E)  définie  par  les  équations 
a  — at  — at- 

^  ~    t^-ht-  —  t-hi'  ^  "    t'^t^—t^l'  '  ~    <3  -t-  <'  —  «  -t-  1  " 

On  sait  que  le  plan  P  est  osculateur  à  celte  courbe.  Pour  former  l'équation  du  plan  osculateur  au 
point  to,  nous  écrirons  que  le  plan  ux -i- vy -^  wz -\- r  =  0  rencontre  la  courbe  en  trois  points  con- 
fondus au  point  („,  et,  pour  cela,  que  l'équation 

ua  val  ivat'^ 


■  -h  î-  =  0, 


ou  r/^  •-(- (»•  —  aw)''^  —  {r -\- av)t -\- r -\- au  =  Q 

admet  la  racine  triple  ^„.  On  doit  donc  avoir  l'identité 

rl^  -+-  [r  —  aw)l'  —  [r  -\- av)t  +  r-j-au  ^  v{t  —  t,^Y, 

ce  qui  donne  r  —  aw  =  —  3?'/o,  —  ('"  +  av)  =  '6rtl,  r -^  au  =  —  rtl  ; 

nSto-^l)                              '■(3'o  +  '«)                              r{ll-4-l) 
et  on  en  tire  w  =  1  v  — ^^ — >  u  = ^ • 
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Par  siiitp.  l'équation  du  plan  osculateur  osl 

(<j4-IJ.c-l-(3<5-t-I);/— (3<o-H  1):  —  "  =  0. 
L'équation  f,^énérale  du  plan  P  est  alors 

(<'  +  l)x  +  {31-'  -+-  1);/  —  (3<  -+- 1):  -  rt  =  0, 
et  colle  du  plan  P„  (f -h  l)a;  +  (34^ -H  1);/ H-(3/ -H  I):  =  0, 

ou  t\v  -+-  ^Py  -f-  :3(3  +  j;  -H  1/  -+-  :  =  0. 

Pour  obleoir  l'enveloppe  de  ce  plan,  prenons  les  dérivées  par  rapport  ù  l  et  par  rapport  à  une 
variable  d'homogénéité  : 

t-x  -J^'2tij  -h  z  =  0,  t'-ij  -h  -Itz  -h  .(■  -h  1/  +  z  =  0, 

et  éliminons  t  entre  ces  deux  équations  ;  nous  obtenons 

'.v{x  -t-  1/  -h  s)  —  yz]-  —  4(.r:  -  y^}[y{-v  +  y  -hz}  —  :-    =  0. 
C'est  l'équation  d'un  cône  du  quatrième  degré.  On  peut  aussi  envisager  ce  o'mc  comme  l'enveloppe 
des  cùneri  du  deuxième  degré  définis  par  l'équation 

(xz  —  !/!')À2  +  l[x{x  +y  -^  z)  —  yz]  -+-  y{x  -+-  y  4-  :)  —  :-  =  0. 

4.  Considérons  maintenant  la  surface  (S),  enveloppe  du  jdan   P 

(P)  (P  H-l)x-t-  (3(-  +  l)y  —  (3/-H  1)3  —  (/  =  0, 

ou  l'ix  -+-  'il-y  —  3(:  H-  .c  +  ;/—:-(/  =  0. 

Pour  obtenir  Téqualion  ponctuelle  de  {^).  il  faut  écrire  que  cette  équation  en  /  a  une  racine  triple, 
et  pour  cola  que  les  équations  dérivées  par  rapport  à  /  et  par  rapport  à  une  variable  d'iiomogénéilé 
ont  une  racine  commune.  Ces  équations  sont 

\     iKr  ^  "lUj  —  :  =  0, 

^^-'  ]     l^y  -  :>/:  H-  ./■    f-  ,/  —  :  —  a  =  0  : 

en  éliminant  t  entre  ces  équations,  on  obtient 

[x{x  +  y  —  :  —  a)  -H  yz  f^  —  4(—  xz  —  y-)[ii{x  -+-;/  —  :  —  a)  —  z^    =  0. 
(_;'est  l'équation  ponctuelle  do  -. 

La  trace  de  cette  surface  sur  le  plan  des  xy  est  alors  déterminée  par  l'équation 
.i-%v  +  t/  —  af  -f  ii/'(-'^-t-  y  —  ")  =  ^» 
ou  (■-«  -+-  'i  —  a)\x%v  -h  ;y  -  n)-+-  4?/']  =  0. 

Elle  se  compose  d'une  droite  A,  x-^y  —  a  =0,  et  d'une  cubique,  x'\x  -hy  —  a) -{- Ay'  =  0. 
On  voit  de  plus  que  la  droite  à  rencontre  la  cubique  en  (rois  points  confondus  au  point  .r  =  n,  ?/  =  0, 
donc  la  droite  A  est  une  tangente  d'inllexion. 

On  peut  obtenir  ces  résultats  sans  former  l'équalion  ponctuelle  de  S.  En  etVet,  la  trace  do  (ï)  sur  le 
pian  des  xy  se  compose  d'abord  des  génératrices  de  la  surface  situées  dans  re  plan,  puis  de  l'enveloppe 
des  (races  des  plans  P  sur  le  plan  des  xy. 

Les  équations  générales  des  génératrices  de  la  surface  sont  les  équations  (i)  :  pour  qu'elles  repré- 
sentent une  droite  du  plan  des  xy,  il  faut  que  t  soit  nul.  On  obtient  donc  une  seule  génératrice  dans 
le  plan  des  xy,     z  =  0,     r  +  y  =  a  ;     c'est  la  droite  A. 

D'aulro  part,  la  trace  du  plan   P  sur  le  plan  des  xy  est 

(('+  l).rH-(3«^  +  i)v  —0  =  0; 

cherchons   l'envelo|)[)o    de    cette    droite,    en    écrivant    que    l'équalion    du    troisième    degré    en     t, 

t'x  -\-:u^i/  -\-  X  +y  —  n  =r  0,      a  une  racine  double.  Pour  cela,  nous  prenons  l'équation  aux  inverses 

3y  ■!■ 

sous  la  iornie  u'  H : u  h =  0, 

.!•  -+-  1/  —  (I  -J^  -H  !/  —  " 

ot  nous  obtenons  immédiatement  la  condition 

4   -^ r-f-^V r  =  Oi 

{x-4-t/  —  a)'  \^x-hy—ay 
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ou  4;/'  +  x-{.r-hy  —  a)  =  {); 

c'est  l'équation  de  la  cubique  lioiivée  plus  haut. 

Son  équation  langentielle  résultera  de  l'élimination  de  /  entre  les  équations 


élevons  lai)remière  au  carré,  la  deuxième  an  cube,  et  égalons  les  valeurs  de  i^.  Nous  obtenons 

{(IV  -+■  irf  -\-  '21iu{au  -+  w)  =  0. 

La  construction  de  la  courbe  ne  présente  aucune  difficulté.  Elle  admet  un  point  de  rebroussement 

à  l'origine,  la  tangente  étant  0;/.  Elle  estasymptote  à  la  droite 

±r -h  ày — a—0;     elle  est   tangente   à  la   parallèle  à    Ox  : 

a  n 

11=  — î    au  point  d'abscisse     —  ■• 

lintin,   le   point  A     {x  —  a,     y  =  0)     est  un  point  d'in- 
flexion,ella  tangente  en  ce  point  est  ladroite  A,    c  +  i/  — n  =  0. 

En  écrivant  que  la  tangente,   (<'  +  l)x--H(3r-  -t-1)?/  — c  =  0, 
passe  par  un  point   M(X|,,  j/o).  nous  obtenons  l'équation 

t'x„  +  3l-ijo-hXo  -)-!/(,  —  a  =  0 
qui  définit  les  t  des  points  de  contact. 

Ecrivons  que  celle  équation  a  ses  trois  racines  réelles,  en 
formant  l'équation  aux  inverses,  comme  nous  l'avons  fait  pré- 


cédemment. Nous  obtenons  la  condition 


-1-27 


<0, 


(Xa-hy^  —  ar  [x„-hy„ 

ou  '4yl  -I-  xl{x„  -h>j„  —  o)  i(a-„  -+-  y„  —  ci)  <  0. 

Celte  inégalité  exprime  que  le  point    M    doit  être  situé  dans  la  région  négative  de  l'ensemble  formé 
par  la  courbe  et  la  tangente  d'inflexion.  C'est  la  région  couverte  de  hachures. 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 

Bonnes  solutions  de  MM.  (1.  Depehrois,  k  Chartres;  .Iouglens  ;  G.  L.tcii,  ii  Douai  ;  Jean  Otïenheimeii,  8°  régiment  dartil- 
lerie  ;  A.  Rousseau,  à  Fournes-en-Weppes. 
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2123.  —  1°  Déterminer  une  série  dont  tous  les  termCvS  sont  des  fonctions  de  x  : 

U,lx)-t-tli{x)  -+- (-  !,„(,x)-|-       ■• 

et  telle  que    ii„ix)  =  S;,(a-),     S^(a!)    étant  la  dérivée  par  rapport  à  .■■  de  la  somme  des  n  preniier.s  ternies  do  la 
série  (on  prendra  égales  à  t  toutes  les  constantes  d'intégration). 
2"  Nature  de  cette  série  et  ordre  d'infinitude  de  S„(a;). 

J.  MouRRET,  élève  à  l'École  normale  supérieure. 

2124.  —  Soient  (T)  et  (T')  deux  tangentes  communes   à  deux  coniques  fixes  (C)  et  l'C),  (S)  une  conique 

variable  tangente  aux  droites  (T)  et  (T')  en  T  et  T'  et  aux  coniques  (C)  et_(C'}  en  C  et  C. 

Trouver  les  enveloppes  des  droites  TT' et  CC'  et  le  lieu  du  pôle  de  CC'  par  rapport  à  (S). 

L.  Sire. 

2125.  —  On  donne  un  point  P  et  une  conique  (C).  Par  le  point  P,  on   fait  passer  deux  cordes  PMM'  et 
PNN',  également  inclinées  sur  les  axes  de  la  conique,  et,  par  les  quatre  points  de  rencontre  avec  la  conique, 
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M,  M',  N,  N',  on  fait  passer  nn  cercle.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  (juand  l'inclinaison  de  la  sécante 
sur  les  axes  varie  et  montrer  que  tous  ces  cercles  ont  môme  axe  radical 

2°  Du  point  P  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  variable,  et  on  considère  le  trian),'le  conjugué  commun 
à  ce  cercle  et  à  la  conique.  Trouver  le  lieu  des  sommets,  l'enveloppe  des  côtés  el  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle. 

.1.    .MOURRKT. 
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2031.  —  D'un  point  M,   variable,  d'uni',  parahol''.  on  abaisse  les  normales  MP,  M(J,   autres  riue  la  nor- 
male en  M. 

1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  PQ  avec  la  tangente  en   M  est  une  cubique  ; 
2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  PQ  auec  la  normale  en  .M   est  une  quartique. 
Construire  ces  deux  courbes. 

Soient    xj'  —  2px  =  0     l'équation  de  la  parabole,  et  (xo,  y»)  les  coordonnées  du  point  .M;  celles-ci 
vérifient  la  relation    î/§  — 2pa;„  =  l). 

Écrivons  que  la  normale  à  la  parabole  au  point  (.v,  y), =: ,    passe  par  le  point  M  ; 

—p  y 

nous  avons 


~p  y 

et  celte  équation  représente  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  M.  Si  nous  y  remplaçons  ,r  par 

-^  et  x„  par  -^>     nous  obtenons  l'équation 
2p  "  "^       2p 


2p      Ip 


!/n  —  ?/ 


—  p  y 

qui  admet  comme  racines  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  issues  du  point  M.   La  racine  ;/„  (rela- 
tive au  point  M)  est  en  évidence  ;  en  la  supprimant,  il  re.*te  l'équation 

qui  admet  comme  racines  les  ordonnées  des  points  P  el  Q. 

Kn  y  remplaçant  i/"  par  "ipx,  on  obtient  immodialoment  l'équation 
de  la  droite  PQ  : 

(I)  t'^jj; -H  i/;/o  H- 2p=  =^  0. 

1.  La  tangente  au  point    M    ;i   la   parabole   a  pour  (>i|iiation 
.'/!/o  -Pi--^  -l-^'o)  =0- 
ou,  en  remplaçant  xo   par  -;^— » 

(2;  2y;/„  -  2/)i.' -  ;/J  =  0. 

Le  lieu  du  point  de   rencontre  de  la  droite  PQ  et  de  la  tanjienlo  en 
M  s'obtient  en   élimiiiiinl   !/„  entre    les   équations  (1)  et  (2|.    On   oblient 
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ainsi  sans  dillicullé 


ïpii 


"ipx  - 


4/j-(.r  -^  pf 


ou  (3a;-i-2/7)i/- H-2p(x +/j)^  =  0. 

C'est  l'équation  d"une  coiirbe^^du  troisième  degré,  symétrique  par  rapport  a  Ox.  On  la  construit  aisé- 
ment en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  y'^. 

La  courbe  admet  un  point  double  au  point  x  =  —  p,  y  =  0,  les  tangentes  en  ce  point  ayant 
pour  pentes  ±-.  v/3.  La  courbe  admet  une  asymptote  parallèle  à  Oy,  3i'-t-  'ip  =  0,  et  des  brandies 
paraboliques  dans  la  direction  Ox . 


2.  La  normale  au  point  M  a  pour  équation 


//-  ïo 


'/u 

rempla(,'ons-y  x^  par  -i-—  et  ordonnons  l'équation  obtenue  par  rapport  à  '/„ 


nous  obtenons 


(3)  yi^9p;^_p)y^^2phj  =0. 

Eliminons  maintenant  i/o  entre  cette   équation  et  l'équation  ^1)  ;   pour  cela  nous  tirons  i/„  de(1), 


Uo 


~2p{, 


— -,     et  nous  portons  cette  valeur  dans  l'équation  (:2;.  Ceci  nous  donne 


_  8p^{x-hpy      ipHx^-p-) 


-Ip-y 


0, 


?/'  .'/ 

ou  —  Ap{x  -(-  pY  ■+-  2(a--  —  ?'")î/^  "~  y*  =  0 . 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  le  lieu  présente  un  point  triple  au  point    x  —  —  p,    y  =  0. 
Si  nous  y  transportons  l'origine,  l'équation  se  réduit  à 

—  Apx^  -+-  2.ï-(x  —  2p)t/-  —  (/'  =  0 
ou  y'{-^'  —  ?/')  ~  ipx{x^  -+-  y-/  =  0. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x. 
Pour  la  construire,  posons     y  =  tx  ;     nous  obtenons 

_  4p(l+<2)  _  'ip{l-\-  t-) 

"  ~   «{2  — r^)  ' 

dy   _   àpjt'-hôr-  -2) 


<2(2— /-) 
dx         Hpit'  +  '2t^  —  2) 


dt  «'(2— (2)2  dt 

A  deux  valeurs  de  (  égales  et  de  signes  contraires  correspondent  des  points  symétriques  par  rapport 

à  Ox.   Nous  ferons  varier  /  de  0  à     h-  x  .    —  s'annule  pour  la  valeur     ol  ^  y  —  I  -i-  i/S  =  0,83. .  . , 

dt  ^ 


t    —  pour     13=1/  -^ =  U, 


dt 


61.. 
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La  branche  inlinie  correspondant  à     /  =  0     est  parabolique  dans  la  direction  Ox.  L'autre  branche 


126 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


infinie,  relative  ;i     <  =  v'S,     a  une  asymptote,  l/ordonnée  à  l'origine 
de  cette]asymptote  estia  limite  de    y  —  .t\/ï,    ou  île     Ix  -  .xVâ^.     Or 

t'(t  -f-  v/2) 

3p 


x{t-^/■2) 


/2(2  —  t^ 

et  pour     ^  =  \  2,      le  dernier  membre  prend  la  valeur 
L'équation  de  l'asymptote  est  donc 

Y 


et  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote  est  donnée 
par  le  signe  de  la  difîérence 

'ip(t  -)-  t^)  3p         p{'M'  -H  '21^-2 -^  i){i  —  i2) 


y- 


nt^^tyî 


y  —  Y    est  négatif  pour    i  <  ^2,     et  positif  pour     />s/2. 

De  plus,  on  voit  que  l'asymptote  ne  rencontre   la  courbe  à  distance  linie  ([u'eii  deux  points  imagi- 
naires dont  les  /  sont  racines  de  l'équation     'il- -h -2^/ '2  -h  4  =  0. 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 

Bonnes  solutions  par  MM.  André  Courtois,  à  Sedan  :  .1.  Dagnaux,  lycée  de  Dijon  ;  L.  Gioan.  à  Grasse  :  Jodglens  ;  fi.  Lach. 
à  Douai;  L.  Montai'T.  élève  à  l'Kcole  Centrale  ;  .1.  Ottenheimeh,  8^  d'artillerie;  A.  Rousseau,  à  Kournes-en-Weppes  ;  M.  Roux, 
instituteur  à  Chalon-sur-Saône  ;  N.  Savary,  Ci-  d'artillerie  ;  !..  Simon,  à  Fourmies. 


2034.  —  Uélcrrniner  1rs  courbes  planes  (G)  telles  que  le  rayon  de  courbure,  p  en  un  point  M  et  l'arc 
AM  =  s  compté  à  partir  d'un  point  fixe  A  de  la  courbe  soient  liés  par  la  relation 
?"  —  «^  =  a"     (ffl  état)t  une  constante). 

On  déterminera  de  préférence  les  coordonnées    x    et    y    de    M    en  fonction  d'un 
paramètre  i/ui  pourra  être  a. 

{Certificat  île  Mathémalique.f  ijéiu'riiles,  Toulouse,  juillcl   I9in.) 

L'é()uatioii      ■/  —  s^  —  ir      s'écrit      ç>^  =  s^-\-a'',      puis,   en  remarquant  i|up 
ds 

ds  \  ^  d'< 


m-'-" 


■fs 


Si  nous  orientons  la  courbe  dans  un  sens  tel  que   :t    et   «    croissent  simultanément,  nous  pourrons 
irendri'  le  signe  -t-  devant  le  radical  et  nous  aurons 

=  (/«  : 


ds 


Js^  +  a- 

posant    alors       .s  =  a  sli ',       nous   aurons       ds  —  a ch  Idt,       et       di  -  di.       Cette    équation     donne 

<  =  a -t- C  ;     alors     «=:ash(H-G)     et     rf.s  =  a  ch  (« -v  (;)<<». 

d.r  du  .  ... 

Pour  calculer  x  et   v.   nous  partirons  de      -r—  =  cos  i.       ~-  =  siii  »,     et  nous  aurons  a  mtegrer 

as  as 

dx  =  a  cos  a  ch  (a  H-  C)rfa, 

dj/  =  a  sin  a  ch  (a  -f-  C)da. 


Posons 


I  =  fa  cos  a  ch  (a  -f-  C)rfa. 
r  =  fa  sin  a  ch  («  -I-  C)rfï, 
J  =  fa  cos  a  sh  (ï  -f  C)rf». 
J'  =  fa  sin  a  sh  (»-+-  C)(f«; 
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nous  aurons,  en  intégrant  par  parties  de  deux  façons  ditlérente?. 

!  =  (I  cos  I  sii  (a    {   C)-f  .)', 

I  =  n  sill  a  cil(ï  +  ('■]  —  J', 

et,  par  suite, 

(i 
1  =  —  cos  ï  sh  (2  +t)  +  sin  a  cil  iï-(-  (^]. 

I)e  même 

I    =   —  [sin  asll  I  a -Ht;)  —  cos  a  ch  (a-l- ())]. 

D'autre  part,  x  —  x„  =  l  et  y  —  y»  =  1  ;  les  deux  couslantes  .Co  et  y„  indiquent  qu'on  peut 
faire  subir  aux  axes  une  translation  quelconque.  Changeons  donc  r  en  r -t- jv,,  ;/  en  y -4- Vo,  nous 
aurons  les  équations  suivantes  comme  équations  paramétriques  du  lieu  : 

(I 

■r  =  —  [cos  a  sh  (a  4-  C)  -h  sin  «  cli  (a  -+-  C)], 

y  ■-=  —[sin  2  sli  (ï  4-  G)  —  cos  a  ch  (a  -t-  i:)], 

dans  lesquelles  G  désigne  uneconslanle  arbitraire. 

Pour  avoir  une  idée  de  la  forme  de  ees  courbes,  nous  allons  examiner  sommairement  celle  qui  cor- 
respond à     C  =  U  : 

.<■  =  —  (cos  a  ?h  a  H-  sin  ot  ch  »), 

a 
|y  =  —  (sin  I  sh  a  —  cos  a  ch  «). 

,,  .  ,■  .       ,        ,         'ï^     ,    ^  a 

Posons       X  =  p  cos  O),        »/ =  s  sm  c).       nous  aurons  d  abord      p- =  —  ch2a,       :=  —  ^/ch  2a  ; 

puis,  en  inlroduisanl  un  anirle  auxiliaire  o  défini  par  les  éi;alités 

sh  a  ch  X 

COSc 


,'ch  2!a  v'ch  Sa 

X  =  p  cos  (a  —  ç),  ?/  =  ?  sin  C''  ~  ?)i 

et,  par  suite,     <u  =  a  —  i. 

l''aisons  d'abord  varier  a  de  0  à     h-  ac,     -f  décroîtra  depuis   —-jusqu'à  —,   et    w   augmentera  de 

—  —    à  -!-oc.     Au  bout  de  peu  de  temps,  w  varie  sensiblement  comme  a,  car  l'angle  =>  varie  très  len- 

a 
tement.  Quant  a  '^,  il  part  de  —  et  croît  constamment  jusqu'à     h-  x  ;     ses  variations  sont  rapides. 

La  courbe  correspondante  est  donc  une  spirale  qui  entoure  un  nombre  infini  de  fois  le  point  0  et 
qui  s'en  éloigne  indéfiniment  et  très  vite. 


âDiio  =  -2  -^  sh  2a(/a  ;      donc      tg  V  =  ^-^  = 
4  rfp 

ch  a  .      ch  a  , 

comme     tgs  =  — — ,       c  =  arc  le—; — ,      rfç 

sh  a  sh  a 

rfa(ch2a  +  i)  2(/ash»a 

aoj  =  —  = 

ch2a  ch2a 

La  valeur  de    tg  V   est  donc      tg  V  =    ^1— - —  =  colh  a  ;      il  en  résulte  qu'au  départ    V    est  égal  à 


mcore       tg 

\ 

~  V  ' 

nous    , 

avons      p*  = 

-—  ch2a, 

Ch2a     rfco 
sh  2a     rfa 

Or      .0 

=  a  —  ç, 

,         (/'O   =   d% 

-  do,      et, 

1 

-rfa 

—  d-x 

;       donc 

ch^ 

_^ 

Sh^a 

ch2a 
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-—  e(  qu'il    ilimimiP  nnsuilo  régiilièrpinont  jusqu'à  -    ;    ;i  mesure  qui^  les  spires  s'éluijineul  ilii  point  0  , 

elles  prennent  de  plus  en  plus  l'allure  d'une  spirale  logarilhniiqiie. 

Si  on  ciiange  a  en     —  a,      o  ne  change  pas,  ç.  se  change  en      —  o  —  -     et  "j  en     -  —  w  ;     la  nou- 
velle brandie  de  courbe  est  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  Oy. 

I-es  courbes  qui  correspondent  aux  valeurs  (le    C,      C  =  — .      -.      -—— .     ...     s'étudient   avec   la 

2  '        2 

même  facilité,  à  l'aide  d'un  changement  de  la  variable  paramétrique.  Quant  à  celles  qui  correspondent 
à  des  valeurs  quelconf|ues  de  C,  elle  s'étudient  assez  aisément  aussi  en  posant  il-\-C  =  1,  el 
C  =  Kit-hC,     C  étant  un  nombre  compris  entre  0  et  r 

Bonnes  solutions  :  MM.  André  Couhtois,  ^^^'^  (i'inl'anterie.  A  Sedan  ;  liiiymoiid  Ciiiuoi.,  à  Moulins  ;  G.  Estbben  ;  L.  Gioan, 
à  Grasse;  (i.  I-ach,  à  Douai:  Marcel  Maure,  à  PontAudemor  ;  .lean  OTrENiiEiHEii.  S«  rrgimeiil  d'artillerie:  A.  Rodsseac,  à 
Fournes-en-Weppes  :  L.  Simon,  à  Fourmies  :  R.  Thévbnin,  lyci'e  de  Reims. 


Addition    à    la    question    2024 

(H.  M.  S.,  .laiivier  J913,  p.  10-2). 
I.  —  Aivp  des  lieux  de  l'orlhocenli-f  el  du  centre  du  cercle  circonscrit  aii.r  Iriaur/les  FAB,  i''Rt],  FGD,  FDA. 

r.ac- 

1.  i-'ellipse  lien  de  l'orlhocentre  a  pour  aiie    — - — .    c'est-it  dire  1  aire  du  cercle  ayant  pom'  diaiiié- 

Ire  la  distance  locale.  muUi|)liée  par-p- 

2.  La  quarlique  lieu  du  cenire  du  cercle  circonscrit  a  pour  aire      — -  (a--^-li-),      c'est-à-dire  l'aire 

n 
du     cercle     de    Monge    (ou   (utliopliiiuei,     mullipliée     par     —  • 

11.  __  IJcudu  centre  du  cercle  drs  neuf  points  du  iriunqle  -FAB.  C'est  une  qiiartique  unicursale  dont  les 

acoso-t- csin'-'i               /;- sin  t> — ac  sin  c  cos  !o        ,,     ,  ,,  .         ^     ""  ,    ,      ,,, 
coordonnées  sont   .r  =  •—- -^    y= ■ -. '■ et  dont  1  aire  est    -rj-{o--hb^). 

2  110  O" 

Cî.r  — C)-         ni/' 
Jll.  —  Lieu  du  rentre  de  gravité  du  triangle  FAB.  C'est  1  ellipse ^~rr  =  '>     dont  1  aire 


est  les  —  de  Yaire  de  l'ellipse  donnée. 


E.-N.  BARISIEN. 


KCliLK  Ci:.NII{ALl!:  (1!ll2i 


(JIJESTIONS  l'dSÉiîS  AUX  EXAMKXS  OI'.AUX 


Mécanique  (M.  .I\iil(IiNskO. 

«110.  —  In  point  dérril  suivant  la  loi  dos  aires  une  courbe  plane 

1 

—  =  Ac"  4-  Hé-'". 
9 
Trouver  la  force  qui  produit  le  mouvement. 

61  II.  —  On  considère  dans  un  plan  un  point  M,  sollicité  par  uni'  force  perpendiculaire  à  OM,  et  dircclement  propor- 
tionni'Ue  h  OM     Kcrlre  les  /'■quation<i  du  mouvement. 
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6121. 


6112.    —  Mouvement  d'un  point  pesant,  avec  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 

61  13.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

61 14.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal  rugueuv,  le  point  étant  lancé  avec  une  vitesse  initiale  t'». 

6115.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  :  cas  du  frottement.  —  A  partir  d'une  position  M»  on  lance 
le  mobile  vers  le  haut  avec  une  vitesse  l'o  :  discuter  le  mouvement. 

6116.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné  sans  frottement,  le  mobile,  étant  lancé  dans  une  direction 
quelconque.  Cas  particulier  où  la  vitesse  initiale  est  dirigée  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente. 

6117.  —  On  considère  deux  plans  inclinés  raccordés  par  une  petite  rigole,  et  inclinés  respectivement  de  a  et  de    ti  -  a 

sur  l'horizon.  On  abandonne  en  un  point  \  du  premier  un  point  matériel  pesant,  sans  vitesse 
initiale.  On  demande  à  quelle  hauteur  il  va  remonter  sur  l'autre  plan,  sachant  qu'il  y  a 
frottement. 

6118.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  dans  l'intérieur  d'une  sphère  non  rugueuse. 

6119.  —  On  lance  un  point  pesant  sur  la  face  intérieure  d'un  tube  cylindrique  de  révolution 
vertical  :  lois  du  mouvement  que  prendra  le  point. 

6120.  —  Calculer  l'intensité  de  la  pesanteur  en  un  point  de  la  surface  de  la  terre,  en  parti- 
culier aux  pôles  et  à  l'équateur. 

On  considère  la  couibe 

X  =  n{o  —  sin  ?),  ?/  =  0,  :  =  —  a(l  —  cos  9I  ; 

loi  du  mouvement  il'uii  petit  anneau  se  déplaçant  sur  cette  courbe  sans  frottement. 

6122.  —  Pendule  avec  résistance  proporlionnelle  à  la  vitesse. 

6123.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  tige  rugueuse. 

6124.  —  Mouvement  sur  une  hélice  verticale  d'un  point  pesant  attiré  par  le  pied  de  l'axe  proportionnellement  à  la 
distance. 

6125.  —  Dans  un  plan  horizontal,  on  fait  tourner  avec  une  vitesse  angulaire  constante  une  lige  rigide  0.\  autour 
d'un  point  fixe  0.  A  l'instant  initial,  on  lance  sur  cette  tige  un  mobile  M,  de  0,  avec  une  vitesse  initiale  r».  —  Trouver  les 
équations  du  mouvement  de  .M  ;  calculer  la  réaction  en  M  h  un  instant  quelconque. 

6120.  —  On  considère  une  tige  OA  qui  tourne  autour  d'un  axe  vertical  Oc  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  ;  un 
point  pesant  se  meut  sur  la  tige,  trouver  son  mouvement  relatif. 

6127.  —  Un  champ  a  pour  composantes    X  =  .r,     Y  ^  i/,    Z  =  :  ;     exprimer  que  le  point  matériel  soumis  à  l'action 

de  ce  champ  est  en  équilibre  sur  la  droite     °-  = —  =  ^^ î^. 

a  b  n 

6128,  —  Un  triangle  matériel  ABC  a  un  sommet  fixe  A,  les  deux  antres  sont  attirés  par  un  point  fixe  S,  proportion- 
nellement aux  distances  SB,  SC,  la  force  d'attraction  à  l'unité  de  distance  étant  la  même  pour  les  deux  points.  Position 
d'équilibre. 

612S).  —  On  donne  une  sphère  et  deux  points  extérieurs  A  et  B  ;  un  point  M  assujetti  à  rester  sur  la  sphère  est 
attiré  par  chacun  des  points  A  et  B  proportionnellement  à  la  distance,  le  coefficient  de  proportionnalité  étant  ),  pour  le 
point  A,    |a  pour  le  point  B.  Condition  d'équilibre  de  M. 

6130.  —  On  considère  une  poulie  infiniment  petite  0  d'axe  horizontal.  Un  fil  inextensible,  sans  masse,  AOB,  de  lon- 
gueur 0.  passe  sur  cette  poulie.  En  A  et  B  sont  attachées  les  extrémités  d'une  tige  pesante  AB,  de  masse  m  ;  de  plus,  en  A 
est  attaché  un  poids  P,  en  B  un  pojils  t}.   Position  d'équilibre  du  système. 

6131.  —  Equilibre  sans  frottement  d'un  anneau  M  pouvant  se  déplacer  sur  une  droite  c|ueleonqiie  A  et  soumis  à 
l'action  de  poids  P  et  P'  par  l'intermédiaire  de  lils  et  de  deux  poulies  0  et  0'. 

6132.  —  Equilibre  d'une  barre  homogène  qui  a  une  extrémité  ûxe,  l'autre  étant  supportée  par  un  fil  tendu  au  moyen 
d'un  poids  Q. 

6133.  —  On  considère  une  surface  sphérique,  dans  l'intérieur  de  laquelle  on  place  une  barre.  Etudier  l'équilibre. 

6134.  —  Equilibre  d'un  corps  qui  a  un  point  d'appui  sur  un  plan.  Oiiclle  condition  doit-on  a.jouter  s'il  y  a  frotte- 
ment ? 

6135.  —  Equilibre  d'un  solide  qui  s'appuie  sur  les  trois  plans  de  coordonnées,  en  des  points  A,  B,  C,  le  solide  étant 
soumis  il  un  système  de  forces  données 

6136.  —  Equilibre  sans  frottement  d'un  solide  soumis  à  des  forces  données  et  s'appuyant  en  un  point  A  du  plan  des 
xy  et  en  un  point  B  de  l'axe  des  :, 

•îl>î7-  —  L"  corps  solide  reposant  sur  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  est  en  équilibre,  Errire  les  conditions 
d'équilibre. 

6138.  —  Equilibre  avec  frottement  d'une  barre  AB  dont  on  néglige  la  niasse  et  qui  est 
soumise  a  un  poids  donné  P,  en  un  de  ses  points  0. 

6139.  —  Condition  d'équilibre  d'une  poulie  d.ms  le  cas  où  l'un  des  cordons  est  horizontal 
et  l'autre  vertical  ;  on  suppose  qu'il  y  a  frottement.  Composantes  normale  et  tangentielle  de 
la  réaction. 

6140  —  Poulie  ûxe  avec  frottement,  les  cordons  fai>ant  entre  eux  l'angle  x. 

6141  —  Centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle,  d'abord  géométriquement  puis  par 
A           le  calcul,  en  appelant  (.Ci,  i/,).  {Xu  y-i),  {xi,  ih)  les  coor.lonnées  de-*  trois  sommets. 

6142.  —  Centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle.  Qu'arriverait  il  si  les  poids  de  chaque  côté  étaient  propor- 
tionnels aux  hauteurs  correspondantes  ? 
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6143.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle. 

6144.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  trapèze  honiogùne,  de  l'aire  d'un  quadrilatère  homogène,  d'un  secteur 
circulaire. 

6145.  —  Centre  de  gravité  de  la  surface  d'un  prisme. 

Géométrie  et  Géométrie  descriptive  (M.  .Malloizel). 
Gi'ométrie. 

G146.  —  Figure  inverse  d'un  cercle  par  rapport  à  un  point  ;  déterminer  le  centre  du  cercle  transformé.  Figure 
inverse  d'une  sphère,  d'un  cercle  dans  l'espace. 

G147.  —  On  donne  une  Inperbole  par  ses  foyers  et  ses  sommets.  Mener  d'un  point  P  des  tangentes  à  cette  hyper- 
bole.  Di'lerminer  les  points  de  contact. 

6148.  —  Lieu  des  points  é(|uidistants  d'une  droite  et  d'un  cercle. 

6149.  —  Mener  il  une  parabole  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 

6150.  —  Mener  d'un  point  les  tangentes  à  une  parabole  définie  par  son  foyer  et  sa  directrice. 

6151.  —  Intersection  de  deux  coniiiues  ayant  un  foyer  commun  F.  Incidemment,  lieu  des  points  dont  le  rapport 
des  distances  à  deux  droites  est  égal  à  un  rapport  donné. 

6152.  —  Une  conique  est  connue  par  un  a.Ke,  un  sommet  sur  cet  axe,  et  un  point  avec  sa  tangente.  Déterminer  le 
centre  de  la  conique. 

6153.  —  On  donne  l'axe  d'une  conique  et  un  sommet  sui  cet  axe,  puis  deux  autres  points.  Trouver  l'autre  sommet 
sur  l'axe  et  le  centre:  déterminer  l'autre  axe  et  les  deux  sommets  correspondants. 

6154.  —  Mener  par  un  point  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données. 

6155.  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche  AliCU  ;  combien  de  surfaces  du  second  degré  passent  par  ses  quatre  côtés? 
On  se  donne  en  outre  un  point  extérieur  .M  ;  plan  tangent  en  M  à  la  surface  définie  par  ce  point  et  le  quadrilatère  gauche. 

6156.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  trois  droites  données;  construire  le  plan  tangent  en  un  point 
de  la  surface  ;  déterminer  le  centre. 

6157.  —  L'ne  droite  s'appuie  sur  trois  droites  A,  B,  C.  Quelle  surface  engendre-t-elle  ?  Plans  tangents  passant  par  un 
point  S  ;  trouver  le  point  de  contact  de  l'un  de  ces  plans  ;  plan  polaire  de  S  par  rapport  à  la  surface. 

6158.  —  On  donne  dans  l'espace  deux  segments  égaux  AB  et  CD;  quelle  opération  faut-il  faire  pour  amener  AB  en 
coïncidence  avec  CD  ? 

6159.  —  t!n  tétraèdre  régulier  a  pour  arête  un  segment  AB  et  un  sommet  C  dans  un  plan  donné  P  ;  déterminer  le 
sommet  C  et  construire  le  tétraèdre. 

6160  —  On  donne  deux  plans  quelconques  et  une  droite.  Mener  par  cette  droite  un  plan  coupant  les  deux  plans  donnés 
suivant  deux  droites  rectangulaires. 

6161.  —  In  triangle  donné  ABC  est  la  base  d'un  tétraèdre  SAliC  telque     -^^ —  =  ^  =   '—^-     Déterminer  le  tétraèdre. 

abc 

6162.  —  Mener  par  un  point  une  droite  tangente  à  deux  sphères. 

6163.  —  Mener  une  sphère  passant  par  un  point  et  tangente  à  trois  plans. 

6164.  —  Mener  par  un  point  un  plan  dont  les  distances  AI',  BQ  et  CM  à  trois  points  donnés  A,  B.  C  soient  [iropor- 
tionnelles  à  des  nombres  donnés    a,  'f>,  •;■ 

6165.  —  Ktant  donnés  quatre  points,  trouver  un  plan  tel  que  ses  distances  aux  quatre  points  soient  proportionnelles  à 
des  nombres  donnés. 

61(>6.  -  Faire  passer  un  cône  de  révolution  par  trois  droites  concourantes  en  un  point  s. 

6167.  —  On  donne  deux  droites  A,  B  et  une  droite  CD  s'appuyant  sur  A  et  B.  Ce  sont  trois  génératrices  d'un 
hyperboloide  de  révolution.  Trouver  son  axe.  Nombre  de  solutions. 

6168  —  Lieu  des  points  équidistants  d'un  point  A  et  d'un  plan  P.  Lieu  des  points  équiiiislants  de  deux  points  A  et  B 
et  d'un  plan  P. 

6169.  —  Lieu  des  points  également  éloignés  d'un  point  et  d'une  droite  de  lespace  :  lieu  îles  points  également  éloignés 
de  deux  points  et  d'une  droite. 

6170.  —  Lieu  des  points  également  éloignés  d'un  plan  et  il'une  droite.  Chercher  les  points  du  lieu  dans  un  plan 
parallèle  au  plan  donné. 

(ièomririe  cotre. 

6171.  —  Angle  d'une  droite  et  d  un  plan  donné  par  s.i  ligne  de  plus  grande  pente. 

6172.  —  On  donne  une  droite  «(3)  /({7|.  Déterminer  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  en  son  milieu. 

6173.  —  On  donne  une  droite  graduée  rt(l)  b{i\  et  un  point  r(Oi.   Abaisser  de  ce  point  la  perpendiculaire  sur  la  droite. 
6174    —  Distance  d'un  point  à  une  droite  :  méthode,  tracé  de  la  perpendiculaire,  vraie  grandeur. 

6175.  —  On  donne  trois  points  par  leurs  projections  cotées.  Trouver,  dans  le  tiiangle  ayant  ces  (rois  points  [lour 
sommets,  le  point  don  Ion  voit  les  trois  côtés  sous  le  même  angle. 
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6176.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  dont  on  connaît  l'arête  :  1°  la  base  étant  dans  un  plan  horizontal  ;  2°  la  base 
étant  dans  un  plan  quelconque. 

6177.  —  On  donne  un  triangle  ARC  dans  le  plan  horizontal  ;  c'est  la  base  d'un  tétraèdre  ABCD  où  AD  est  perpendi- 
culaire à  liC  ;  on  connaît  le  dièdre  DA  ;  déterminer  son  arête  et  placer  0,  connaissant  sa  cote. 

6178.  —  On  donne  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizontal.  C'est  la  base  d'un  tétraèdre  dont  on  donne  les  dièdres 
AB,  BC,  CA,  AB  étant  obtus.  Construire  ce  tétraèdre  ;  construire  le  centre  de  la  sphère  inscrite. 

6179.  —  Construire  untrièdre  connaissant  les  trois  faces. 

6180.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  deux  faces  a,  b  et  le  dièdre  compris  C. 

6181.  —  Construire  un  trièdre  connaissant  deux  dièdres  et  la  face  opposée  à  l'un  d'eux.  Discuter. 

6182.  —  Construire  un  ti'ièdre  connaissant  les  trois  dièdres. 

6183.  —  Construire  un  tétraèdre  connaissant  la  base  abc  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  les  deux  dièdres  en 
ne,  ab  el  la  longueur  de  l'arête  sb. 

6184.  —  On  donne  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  ;  déterminer  un  angle  dièdre. 

6185.  —  On  donne  deux  droites  ayant  même  pente. — Trouver  un  axe  vertical  qui  permette  de  faire  coïncider  ces 
deux  droites  par  rotation.  On  considère  la  surface  engendrée  par  l'une  des  droites  en  tournant  autour  de  cet  axe  ;  on  donne 
la  projection  d'un  point,  trouver  sa  cote  et  déterminer  le  plan  tangent  en  ce  point. 

6186.  —  Mener  par  une  droite  A  un  plan  tel  que  si  on  appelle  AP  et  BQ  la  distance  à   ce  plan  de   deux  points  A  et  B 

AP 

donnés,  on    ait   — -  =  fr,     k  désignant  un  rapport   donné.    —    On  donne   deux  points    a(3),  t(3)    et    une  droite  c(0)  d\:i]. 

3 
Kxécuter  l'épure  du  problème  précédent  dans  le  cas  où    /,  :^ Définir  le  plan  cherché  par  une  ligne  de  pente. 

6187.  —  On  donne  trois  points  a(5),  6(2),  c(0).  On  fait  passer  par  ces  trois  points  une  circonférence;  c'est  la  base 
d'un  cône  de  sommet  S(0|.  Contour  apparent  de  ce  cône. 

6188.—  On  donne  un  plan  par  sa  ligne  de  pente;  dans  ce  plan  est  une  courbe  C  dont  on  donne  le  rabattement  c,  autour  d'une 
horizontale.  Contour  apprirent  du  cylindre  ayant  c  pour  directrice,  les  génératrices  étant  parallèles  à  une  direction  donnée  ^. 

618!).  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  de  projection.  Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la 
sphère,  de  sommet  S,  à  la  cote  2R. 

6190.  —  On  donne  trois  pointsalS),  6(2),  c(l),  centres  de  trois  sphères  ayant  pour  rayons  respectifs  .3,  2,  l  ;  leur  mener 
un  plan  tangent  commun  qui  soit  au-dessus  de  chacune  d'elles. 

6191.  —  On  donne  l'axe  d'un  cône  de  révolution  d'angle  au  sommet  se  ;  lui  mener  une  normale  d'un  point  H  ;  on  prend 
l'axe  horizontal. 

6192.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  S  ayant  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  courbe  quelconque  présentant 
un  point  double  a.  On  donne  une  droite  P  dans  le  plan  horizontal.  Section  du  cône  par  le  plan  qui  a  pour  trace  P  et 
parallèlement  à  la  génératrice  sa  du  cône. 

6193.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  de  projection  et  de  sommet  S  quelconque,  puis 
un  cylindre  à  base  circulaire,  également  dans  le  plan  de  projection  et  de  génératrices  quelconques.  Déterminer  un  point  de 
l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

6194.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  cercle  qui  est  la  base  d'un  cône,  de  sommet  S  de  cote 
donnée,  et  une  ellipse  qui  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  génératrice  sa  du  cône. 
Intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

6195.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  deux  cercles  égaux  décentres  a  et  6  ;  ce  sont  les  bases  de  deux 
cylindres  dont  les  axes  sont  ua,  w6,  u  étant  un  point  quelconque  de  l'espace.  Intersection  des  deux  cylindres,  point  et 
tangente,  plans  limites  ;  nature  de  la  section. 

6190.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  C  dans  le  plan  horizontal,  et  deux  di-oites  c(0)  a(10)  et  c(0)  6(10).  Intersection 
des  cylindres  ayant  le  cercle  pour  base  commune  et  leurs  génératrices  parallèles  à  ca,cb.  Axes  de  l'ellipse,  projection  de  la  seconde 
courbe  plane. 

0197.  —  On  donne  un  tétraèdre  SABC  dont  la  face  ABC  est  dans  le  plan  horizontal  ;  on  considère  le  cylindre  dont  la 
base  est  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ASB  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  .à  b*C.  —  Un  cône  a  pour  base  dans  le 
plan  horizontal  un  cercle  de  centre  C  et  son  sommet  se  projette  en  B.  Intersection  du  cône  et  du  cylindre.  Ligne  des  points 
doubles  en  projection. 

6198.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  une  courbe  et  une  droite.  On  considère  :  1»  la  surface  de  révolution 
engendrée  par  la  courbe  en  tournant  autour  de  cette  droite  ;  2°  le  cylindre  ayant  cette  courbe  pour  directrice  et  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  une  direction  donnée.  Intersection  des  deux  surfaces. 

Géométrie   descriptive. 

6199.  —  On  donne  une  droite  de  profil  {ub,  a'b').  —  Faire  passer  par  cette  droite  un  plan  dont  les  traces  fassent  sur 
l'épure  un  angle  donné. 

6200.  — On  donne  une  droite  D  et  un  plan  défini  par  trois  points. Construire  le  symétrique  de  ce  plan  par  rapport  à  la  droite  D. 

0201.  —  On  donne  les  projections  de  deux  droites;  mener  une  perpendiculaire  au  second  bissecteur s'appuyant  sur  ces 
deux  droites. 

0202.  —  On  donne  un  plan  défini  par  trois  points  (a,  a'),  (6,  6'),  (c,  c]  et  une  droite  (A,  A')  ;  mener  par  cette  droite  le 
plan  perpendiculaire  au  plan  (abc,  a'b'c). 
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<;20;i.  —  On  donne  une  droite  (oft,  a'b')  et  deux  points  (c,c')  {d,  d').  Angle  îles  deux  demi- plans  {abc,  a'b'c')  et  [abd,  a'b'd']. 

(J204.  —  Angle  d'un  plan  avec  le  second  bissecteur. 

()20ô.  —  Plans  bissecteurs  du  dièdre  formé  par  un  plan  PaQ'  avec  le  plan  horizontal  de  projection. 

(>20(».  —  On  donne  la  trace  liorizontale  d'un  plan.  Trouver  la  trace  verticale  connaissant  l'angle  des  deux  traces. 
Figurer  dans  ce  plan  la  droite,  intersection  avec  le  deuxième  bissecteur. 

(J207.  —  On  donne  une  droite  et  un  plan  défini  par  trois  points.  Trouver  l'angle  de  la  droite  et  du  plan. 

(>208.  —  ('.on>lruire  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux  droites  dont  lune  est  horizontale  et  l'autre  de  front. 

(>'i<)!(  —  .MiMior  par  une  droite  rencontrant  la  ligne  de  terre  un  plan  dont  les  traces  admettent  pour  bissectrice  la  droite 
donnée. 

0210.  —  On  donne  une  droite  de  profil  définie  par  deux  points  et  une  droite  (luelconque  par  ses  deux  projections. 
Perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites. 

021  1.  —  On  donne  une  droite  du  premier  bissecteur  et  une  autre  droite  dans  le  second.  Perpendiculaire  couiniune 
A  ces  deux  droites. 

0212.  —  On  donne  une  droite  (A,  A'|  et  sur  cette  droite  un  point  {n.  a')  ;  on  donne  la  projection  verticale  R'  d'une 
seconde  droite  et  un  point  b'  sur  H';  (ah,  a'b']  est  la  perpemlirulaire  l'ommune  à  cesdeux  droites.  Déterminer  la  projection 
horizontale  R  de  la  seconde,  sachant  que  la  projection  horizontale  ab  de  la  perpendiculaire  commune  est  sur  A. 

0213.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  un  triangle  et  un  quadrilatère.  Ce  sont  les  bases  de  deux  pyramides  qui 
ont  pour  sommets  les  points  S  et  T  de  même  cote,  dans  le  plan  vertical.  Interseclion  de  ces  deux  pyramides;  représenter 
l'ensi'mble  des  deux  corps. 

02  14.  —  On  donne  trois  droites  A,  R,  C  de  l'espace;  faire  tourner  B  autour  de  A  de  façon  qu'elle  vienne  rencontrer  C. 
0215.  —  On  prend  une  droite  quelconque  {sa,  s'a')  et  un  plan  défini  par  une  horizontale  et  une  frontale.  Faire  tourner 
ce  plan  autour  de  la  droite  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  vertical. 

<'.210.  —  On  donne  une  droite  de  front  et  un  plan  quelconque.  Faire  tourner  U)  plan  autour  île  la  droite  juscju'à  ce 
qu'il  vienne  de  bout. 

6217.  —  On  donne  une  droite  quelconque  et  un  pl.m.  Taire  tourner  ce  plan  aulour  de  la  droite  jusqu'à  l'amener  h 
être  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

0218  —  On  donne  un  plan  par  deux  droites  qui  se  coupent  dont  l'une  III,  II)  est  horizontale;  sur  l'autre  droite 
(D,  D'i  on  prend  deux  points  {a/i',  hb') .  Construire  dans  le  plan  donné  le  carré  de  côté  [ab,  a'b'). 

<>21i).  —  On  donne  une  droite  (D,  D')  et  un  point  [a,  a').  Tracer  dans  le  plan  ainsi  défini  le  carré  ayant  {(7,  a')  pour 
l'un  de  ses  sommets  et  un  côté  sur  la  droite  (D,  D'). 

0220.  —  On  donne  dans  un  plan  un  segment  de  droite  {ab,  a'b').  Construire  dans  le  plan  un  triangle  équilatéral 
ayant  pour  côté  (nfc,  a'b'i,  puis  sur  ce  triangle  comme  base,  construire  un  tétraèdre  régulier. 

0221.  —  On  donne  trois  segments  consécutifs  {nh,  a'b'),  ihc,  b'c'),  [cd,  c'd').  Construire  le  paralléléplpèdeayant  ces  trois 
segments  pour  arêtes.  Histinclion  des  parties  vues  et  cachées.  Section  par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  une  arête 
en  son  milieu. 

0222.  —  l!n  plan  est  défini  par  deux  droites:  on  prend  ileux  points  C  et  D  sur  chacune  de  ces  deux  droites.  Con- 
struire dans  le  plan  un  carré  sur  CD  comme  diagonale,  puis  construire  le  cube  ayant  ce  carré  pour  base. 

0223.  —  On  donne  un  cube  par  son  centre  0  et  une  arcte  indéfinie.  Construire  ce  cube;  faire  l'épure,  l'arête  donnée 
étant  quelconque  dans  l'espace. 

0224.  —  On  donne  trois  points  A,  B.  C.  Les  trois  arêtes  d'un  cube  qui  aboutissent  :\  un  même  sommet  D  passent 
par  A,  R  et  C.  Connaissant  la  longueur  /  de  l'arête  du  cube,  le  déterminer.  Faire  l'épure  en  prenant  {aa',  bb']  de  même 
cote,  et  (f,  c')  ayant  même  éloignement  que  {a,  a'). 

6225.  —  On  donne  un  segment  vertical  ab,  a'b'.  Un  cube  a  pour  diagonale  ce  segment  et  un  de  ses  plans  diagonaux 
est  dans  un  plan  vertical  donné,  passant  par  [ah,  a'b').  Déterminer  les  deux  projections  du  cube. 

0226.  —  On  donne  une  droite  {ab,  a'b')  et  un  point  (c,  c')  sur  la  ligne  de  terre.  Le  plan  {abc,  a'b'c')  est  un  plan  diago- 
nal d'un  cube  et  («6,  a'b')  est  une  diagonale.  Construire  la  projection  du  cube. 

6227.  —  l.ieu  des  centres  des  cubes  ayant  pour  arêle  un  segment  donné  AR.  Projections  de  ce  lieu.  Mener  à  l'ellipse, 
projection  horizontale  du  lieu,  des  tangentes  par  un  point  donné. 

0228.  —  Qu'est-ce  qu'un  octaèrire  régulier?  On  donne  un  segment  {ah,  a'b')  et  un  point  (r,  r').  Construire  dans  le  plan 
{abr,  a'b')-')  un  carré  de  diagonale  {ah,  a'b'),  puis  construire  un  octaèdre  sur  ce  carré. 

02'29.  —  On  a  un  segment  AH  dans  un  jdan  P.  Déterminer  l'oclaèdre  régulier  qui  a  AR  comme  cijtê  et  le  plan  P 
ronime  plan  diagonal.  l'aire  l'épure  <lans  le  cas  où  le  plan  P  est  donné  par  une  horizontale  et  un  point,  le  segment  AB 
dans  ce  plan  étant  donné  par  sa  projection  horizontale  itb. 

0230    —  Contours  app.irents  d'un  cône  de  révolution  dont  on  connaît  l'axe  {sa,  s'a')  et  une  génératrice  {sh,  s'h'). 

6231.  —  On  donne  l'axe  et  le  sommet  d'un  cône  de  révolution,  ainsi  que  le  demi-angle  au  sommet.  Trouver  les  con- 
tours apparents  de  ce  cône.  Trouver  les  projections  verticales  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal. 

0232  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  base  d'un  cône  de  sommet  (.«,  s')  :  un  autre  cercle  dans  un  plan 
vertical,  hase  d'un  rylin.lre  ayant  ses  génératrices  de  front.  Mener  au  cône  des  plans  tangents  parallèles  il  une  droite  de 
profil  donnée  par  deux  points,  puis  mener  au  cylindre  un  plan  tangent  perpendiculaire  A  l'un  des  plans  piécédenls. 

6233.  —  Plans  tangents  parallèles  h  deux  cônes  de  révolution.  Normales  communes. 

6234.  —  Normale  commune  à  un  cône  et  il  un  rvlindre,  le  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal 
et  le  cylindre  un  cercle  dans  le  (dan  lertical. 
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6235.  —  On  donne  deux  droites  AA',  BB'.  Mener  une  horizontale  s'appuyant  sur  ces  deux  droites  et  telle  que  le 
segment  intercepté  ait  une  longueur  donnée. 

0236.  —  On  donne  un  segment  ab  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  un  point  d'une  verticale  (:,  :')  d'où  l'on  voit  le 
segment  ab  sous  un  angle  donné. 

0237.  —  On  donne  deux  points  (a,  a'),  {b,  b').  Par  chacun  d'eux  passe  une  droite  dont  on  a  la  projection  verticale. 
Sachant  que  ces  deux  droites  se  rencontrent  et  sont  orthogonales,  trouver  leurs  projections  horizontales. 

6238.  —  On  donne  quatre  points  (a,  a'),  (6,  b'},  (c,  c'),  {d,  d'),  dont  deux  (a,  a'),  {b,  6')  ont  même  cote  et  les  deux 
autres  (c,  c'),  ((/,  d')  même  éloignement.  Trouver  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  qui  a  ces  points  pour 
sommets. 

6239.  —  Oii  donne  une  sphère  par  ses  projections  et  un  plan  t'jQ'.  Trouver  le  pôle  du  plan  par  rapport  à  la  sphère 
0240.  —  On  donne  une   sphère    et  une  direction   de  rayons   lumineux.    Trouver  le   point  brillant  de    la   projection 

horizontale 

62il.  —  Plans  tangents  à  une  sphère  par  une  droite. 

6212.  —  Plans  tangents  communs  à  trois  sphères.  En  conslruire  un  et  déterminer  ses  points  de  contact  avec  chacune 
des  trois  sphères. 

6243.  —  On  donne  trois  points  et  une  sphère.  Déterminer  un  jilan  tangent  à  la  sphère  également  éloigné  de  ces  trois 
points. 

6244.  —  Mener  k  deux  sphères  une  tangente  commune  parallèle  à  une  direction  donnée. 

6245.  —  On  donne  une  droite  (D,  D'),  mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  donné. 

6246.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  plans  donnés. 

6247.  —  On  donne  un  plan  de  hout  et  un  plan  vertical.  Mener  par  un  pomt  un  plan  faisant  avec  ces  deux  plans  des 
angles  donnés  a  et  fi. 

6248.  —  Mener  par  un  [inint  une  droite  faisant  avec  le  plan  horizontal  et  avec  un  plan  de  proûl  deux  angles  ilonnés. 
Nombre  des  solutions. 

6249.  —  On  donne  un  point  A  et  deux  droites  D  et  i  ;  mener  par  A  une  droite  faisant  un  angle  a  avec  la  droite  â 
et  à  une  distance  donnée  d  de  la  droite  D.  Faire  l'épure  en  supposant  U  verticale. 

6250.  —  On  a  un  tore  à  axe  vertical  ;  lui  mener  un  plan  tangent  par  un  point  quelconque  aa',  le  point  de  contact 
étant  sur  un  plan  méridien  donné. 

6251.  —  Oii  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  front  ;  il  tourne  autour  d  une  verticale  de  son  plan.  Mener  par  un  point 
donné  (a,  a')  un  plan  bitangent  au  tore  ainsi  déterminé. 

6252.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical.  Plan  tangent  à  ce  tore  parallèle  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

6253.  —  On  donneun  tore  à  axe  vertical  et  une  droite  (A,i').  Courbe  decontacl  du  cylindre  circonscrit  au  tore  parallè- 
lement à  la  droite  donnée. 

6254.  —  On  donne  un  cercle  d'un  plan  horizontal  et  une  droite  quelconque  (A,  A)  ;  on  donne  en  outre  un  point 
quelconque  (s,  .s').  Déterminer  un  point  de  la  courbe  de  contact  du  cône  de  sommet  (.s,  s),  circonscrit  à  la  surface 
engendrée  par  le  cercle  en  tournant  autour  de  la  droite  (A,  A')  comme  axe. 

6255.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère. 

6250.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite  (D,  D').  Mener  par  cette  droite  un  plan  coupant 
le  cône  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

6257.  —  Mener  par  une  droite  de  proQI  {ab,  ab')  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

6258.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite  de  proûl  (ab,  a'b').  Intersection  de  la  sur- 
face avec  cette  droite. 

6259.  —  Mener  par  une  droite  quelconque  (ù,  A')  un  plan  tangentàun  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

6260.  —  On  donne  deux  circo:iférences  égales  dont  les  centres  sont  sur  une  même  ligne  de  rappel,  t^es  deux  circon- 
férences sont  les  projections  d'une  courbe  de  l'espace.  Que  peut-on  dire  de  cette  courbe?  Un  fait  tourner  cette  courbe 
autour  d'une  verticale  :  méridienne  de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée. 

6261.  —Trouver  le  cenlie  d'un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  droite  quelconque,  tournant  autour 
d'un  axe  quelconque.  Déterminer  le  cône  asymptote  et  le  contour  apparent. 

6262.  —  Un  hyperboloïde  de  révolulion  à  axe  vertical  est  déterminé  par  une  génératrice  quelconque  et  l'axe.  On 
donne  une  droite  quelconque  A  dans  le  plan  horizontal:  génératrices  de  l'hyperboloïde  qui  ont  une  projection  horizontale 
parallèle  à  A. 

6263.  —  On  donne  la  piojection  verticale  a'  d'une  droite;  trouver  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe,  à  axe  vertical,  dont  les  projections  verticales  sont  parallèles  à  X. 

6264.  —  Un  hyperboloïde  est  engendré  par  une  droite  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  vertical  Trouver  sur  la 
surface  les  génératrices  perpendiculaires  â  la  droite  donnée. 

6265.  —  On  considère  un  axe  vertical  et  une  droite  de  front  tournant  autour  de  la  verticale.  Un  point  (m,  m']  de  la 
droite  de  front  est  donné.  On  demande  le  lieu  de  la  normale  en  {m,  m'}  à  la  surface  engendrée  par  la  droite  de  front. 
Surface  engendrée  par  cette  normale  quand  son  pied  {m,  m)  décrit  la  génératrice  de  front. 

6266.  —  On  a  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  un  axe  vertical  et  une  droite  quelconque.  Mener  les  plans 
angents  parallèles  h  un  plan  déûni  par  la  ligne  de  terre  et  un  point  (a,  a'). 

6267.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical,    déterminé  par  une  génératrice    (D,  D'j. 
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Lui  mener  un  plan  tangent  parallèle  k  un  plan  donné  PaQ'.  Même  problème  pour  un  paraboloïdo  hyperbolique  h  plan  direc- 
teur horizontal  admettant  pour  génératrices  la  droite  (D,  D')  et  la  Terlicale. 

6268.  —  On  donne  un  hyperbolo'ide  défini  par  une  droite  queli-oniiue  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Intersection 
avec  une  droite  qui  rencontre  l'a.ve. 

6269.  — On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  définie  par  une  droite  et  un  ase  vertical.  Intersection  de  la 
surface  avec  une  droite  parallèle  à  la  génératrice  donnée. 

6270.  — On  donne  un  paraboloile  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  déOni  par  deux  génératrices  de  l'autre 
système.  Trouver  le  sommet  de  ce  paraboloile. 

6271.  —  On  a  un  paraboloiJe  hyperbolique  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  quelconques 
(A,  A'i,  lit,  B'I.  Trouver  le  plan  polaire  d'un  point  (s,  n'],  par  rapport  au  paraboloiile. 

6272.  —  On  donne  une  verticale  et  deux  droites  quelconques.  Construire  un  parallélépipèile  ayant  ces  trois  droites 
pour  arêtes.  Construire  le  centre,  lîne  droite  s'appuy.int  sur  les  trois  droites  données  engendre  une  surface.  On  donne  la 
projection  horizontale  m  d'un  point  de  la  surface;  quelle  est  sa  projection  verticale  '? 

()273.  —  On  donne  deux  droites  quelconques  :  luie  droite  mobile  s'appuie  sur  ces  deux  droites  en  restant  parallèle  à  un 
plan  de  bout.  On  demande  de  trouver  un  point  de  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  ainsi  engendrée 
et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  direction  donnée.  Nature  de  la  courbe  de  contact 

6274.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  li'une  génératrice  de  ce  cône.  Mener 
par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  et  déterminer  la  section  du  cône  par  ce  plan.  Trouver  une  tangente  de 
front  a  la  section. 

6275.  —  On  donne  un  cylindre  oblique,  à  base  ciiculaire  dans  le  plan  horizontal.  Déterminer  une  section  droite  de 
ce  cylindre.  Sommets  et  axes  de  la  section. 

6276.  —  On  donne  un  cylindre  à  génératrices  quelcon(|ues  dont  la  base  est  un  cercle  s-itué  dans  le  plan  vertical  de 
projection  :  on  donne  en  outre  un  point  |r7.  a'\.  On  considère  la  section  droite  du  cyhndre  dont  le  plan  contient  (</,  «')  ; 
mener  à  cette  section  les  tangentes  issues  de  ('7,  a). 

6277.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  (s,  s'),  dont  la  base  est  un  cercle  ayant  pour  centre  un  point  (o,  o')  doiuié  dans 
un  plan  PaQ',  dont  un  diamètre  horizontal  est  situé  dans  ce  plan  Palj'  et  (jui  passe  par  un  point  (a.  a)  donné  dans  l'espace. 
Section  de  ce  cône  par  le  plan  Pa(j'. 

6278.  —  On  a  un  cylindre  de  révolution  .à  génératrices  verticales  et  un  plan  l'U'  dont  les  traces  sont  en  ligne  droite. 
Par  un  point  (a,  o')  de  la  ligne  de  terre,  on  abaisse  la  perpendiculaire  sur  le  plan  PQ' ;  déduire  de  cette  construction  une 
propriété  du  plan  donné.  Intersection  du  cylindre  et  du  plan  CO' ;  point  et  tangente. 

6279.  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan  déûni  par  deux  droites  dont  l'une  passe  par  le  centre  de  la  sphère.  Con- 
tours apparents  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  le  long  de  la  section  de  la  sphère  par  ce  plan. 

6280.  —  On  donne  une  sphère  et  un  point;  déterminer  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  sphère  et  l'inter- 
section de  ce  plan  avec  la  sphère. 

6281.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  ase  vertical  et  un  point  quelconcpie  (s,  a').  Trouver  la  trace  sur  le 
plan  horizontal  du  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  de  sommet  (s,  s').  Nature  de  cette  trace. 

6282.  —  On  donne  un  ellipsoï  le  de  révolution  à  axe  vertical.  Intersection  avec  un  (ilan  quelcoiuiue.  Trouver  le  grand 
axe  de  la  section. 

6283.  —  lin  hyperboloï  le  de  révolution  est  engendré  par  une  droite  de  front  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Con- 
struire une  génératrice  du  second  système. On  considère  un  plan  parallèle  à  ces  deux  génératrices;  intersection  de  la  surface 
par  ce  plan.  Point  et  tangente,  naliire  île  la  section. 

6284.  —  On  donne  un  hyperboloï  le  de  révolution  à  axe  vertical,  déllni  par  une  génératrice  de  front  (11,  l>').  —  Section 
par  un  plan  passant  par  l.i  ligne  de  terre  et  le  point  (o,  o)  centre  de  l'hyperboloide.  Asymptotes  de  la  section. 

6280.  —  On  donne  un  liyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  droite  quelconque  tournant  autour  d'un  axe 
vertical.  Uéterminer  le  plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  cette  surface.  Section  de  la  surface  par  ce  plan;  trouver 
directement  le  centre  de  la  section. 

6286.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical  ;  {c,  c')  est  le  centre  du  cercle  générateur  dans  le  plan  de  front  île  l'axe. 
Intersection  du  tore  avec  le  plan  déterminé  par  la  ligne  de  terre  et  le  point  (c,  c'|. 

62S7.  —  On  considère  un  tore  d'axe  vertical  ;  on  donne  la  projection  verticale  m'  d'un  point;  combien  y  a-til  de 
projections  horizontales  correspondantes'?  On  prend  un  point  m  sur  le  plus  petit  parallèle;  construire  le  plan  tangent  en 
(m,  Hi)  et  déterminer  l'intersection  du  tore  par  ce  plan  tangent.  Construire  un  point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce 
point  ;  points  principaux  de  l'intersection,  symétrie,  point  double. 

6'288.  —  On  donne  une  parabole  (pielconque  dans  un  plan  de  friiiit  ;  on  la  fait  tourner  autour  de  son  axe.  Contours 
apparents  du  pariboloïde  de  révolution  ainsi  d'derniiné.  trouver  un  phui  de  bout  qui  coii|ie  ce  paraboloide  suivant  une 
eili|isc  se  projetant  horizontalement  suivant  un  cercle. 

628!l.  —  Ombre  portée  sur  les  deux  plans  de  projection,  parallèlement  à  une  direction  donnée  par  un  cercle  situé 
dans  un  plan  horizontal.  I^onstruire  un  point  de  la  courbe  d'ombre  et  la  tangente  en  ce  point.  Intersection  d'une  droite  du 
pi. III  vertical  avec  le  cylindre  d'ombre. 

621(0  —  lin  cylindre  a  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal.  On  le  limite  à  un  autre  plan  hurizontal.  Représenter 
ce  cylindre.  Parties  vues  et  cachées.  Déterminer  l'ombre  de  ce  cylindre  sur  les  plans  de  projection,  la  lumière  venant  de  la 
gauche  et  la  direction  des  rayons  lumineux  faisant  en  projection  un  angle  de  45"  avec  la  ligne  de  terre. 

6291.  —  Ombre  au  flambeau  d'un  hyperboloïde  h  axe  vertical  ;  construire  un  point  de  ronibrc  propre. 

6292.  —  On  donne  deux  cercles  dans  le  plan  horizontal  ;  sur  une  droite  passant  par  le  centre  de  similitude  externe 
de  ces  deux  cercles,  on  prend  deux  points  S  et  T  ;  ce  sont  les  sommets  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  les  deux  cercles  ; 
trouver  leur  intersection. 
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6293.  —  On  donne  une  hyperbole  et  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  ce  sont  les  b.ises  de  deux  cylindres  dont  les 
génératrices  sont  p;irallt'les  à  dfux  directions  données.  Intersection  de  ces  deux  cylindres  ;  les  deux  directions  données 
sont  telles  que  le  plan  qui  leur  est  parallèle  soit  parallèle  à  l'un  des  plans  asymptotes  du  premier  cylindre.  Déterminer  un 
point  et  la  tangente  en  ce  point  ;  points  à  l'infini  ;  plans  limites. 

6294.  —  On  donne  deux  cônes  :  l'un   a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  ellipse  et  pour  sommet  (s,  s')  ;  l'autre, 

un  cercle,  et  pour  sommet,  {t,  t'}.  Trouver  un  point  de  l'intersection  des  deux  cônes 

■*  \  et  la  tangente  en  ce  point.  Branches  infinies  et  asymptotes. 

I  |t'  6295.  —  On  considère  un  cône  et  la  figure  symétrique  de  ce  cône  par     rapport 

I  ]  n  un   point.  On  demande   l'intersection  des  deux  corps.    Faire    l'épure   quand    on 

1  ;  donne  un  cône  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal.  Particularités  de  l'inter- 

]  1  p"      section. 

6296.  —  On  donne  un  cercle  du  plan  horizontal,  base  d'un  cône  de  sommet 
donné  (s,  s')  ;  on  considère  un  cercle  tangent  aux  deux  génératrices  de  contour 
apparent  Tertical  du  cône  ;  c'est  la  base  d'un  cylindre  de  bout.  Intersection  des  deux 
surfaces. 

6297.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  ayant  leurs  axes  dans  un 
même  plan  de  front. 

6298.  —  On  donne  une  sphère  et  deux  cônes  circonscrits  ayant  leurs  sommets 
dans  le  plan  de  front  du  centre.  Intersection  de  ces  deux  cônes.  Déduire  de  la  figure 

en  projection  verticale,  un  théorème  de  géométrie  plane. 

6299.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  de  bout  avec  un  cylindre  de  révolution  à  axe  verlical. 

6300.  —  Intersection  d'un  cône  circonscrit  h  une  sphère  (o,  o)  avec  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  (s,  s')  du 
cône.  Plan  de  la  section.  Construction  d'un  point. 

6301 .  —  On  donne  une  sphère  de  centre  (o,  o)  et  un  cylindre  de  bout  dont  la  trace  verticale  est  le  cercle  de  diamètre 

o'ii .  Intersection  du  cylindre  et  de  la  sphère. 

6302  .  —  On  donne  un  cône  de  révolulion  à  axe  vertical  et  un  cylindre  circulaire  de 
bout,  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  vertical  de  projection  tangent  au  contour  apparent 
■vertical  du  cône.  Intersection  de  ces  deux  surfaces.  Développer  la  surface  du  cône  entaillée  par 
le  cylindre. 

6303.  —   On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical 
dont  le  contour  apparent  vertical  est  l'ellipse  a'b'c'd'.  Intersection 
avec   le  cylindre  de  révolution  dont  les  deux  génératrices  de  con- 
tour apparent  vertical  sont  a'd'  et  la  tangente  parallèle  l'  à  l'ellipse 
~  "     y     a'b'c'd'. 

6304    —  On   donne  deux  droites  d'un   plan  de  front   et   une 
droite  parallèle  à  laligne  de  terre.  Cette  droite  tourne  autour  de  cha- 
cune des  deux  droites  précédentes.  Intersection  des  deux  surfaces  engendrées. 

6305.  —  On  donne  un  paraboloide  de  révolution  d'axe  vertical  ;  on  considère  la  sphère 
inscrite  le  long  d'un  parallèle  donné,  puis  le  cylindre  circonscrit  à  celle  sphère,  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Intersection  du  cylindre  et  du  paraboloide. 

6306.  —  On  donne  un  tore  d'axe  vertical  ;  un  cône  de  révolution,  dont  le  sommet  {s,  .s'I  est 
un  point  pris  sur  l'axe,  est  défini  par  deux  génératrices  méridiennes  l'une  verticale,  l'antre 
parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Intersection  des  deux  surfaces. 

6307.  —  On  donne  un  tore  à  axe  verlical  ;  on  considère,  dans  le  plan  de  front  de  l'axe,  une  droite  tangente  au  cercle 
générateur  du  tore.  C'est  la  génératrice  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  une  droite  située  dans  ce  même  plan 
de  front.  Intersection  des  deux  surfaces. 

6308.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  verlical  et  une  droite  horizontale  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 
Cette  droite  et  l'axe  définissent  un  cône  de  révolution  dont  elles  forment  le  contour  apparent  vertical.  Intersection  du  cône 
et  de  l'ellipsoide. 

6309.  —  On  donne  deux  paraboloïdes  de  révolution  d'axes  verticaux  ;  intersection  de  ces  deux  paraboloïde.i. 

6310.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical  et  un  point  {a,  a')  sur  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  centre  du 
tore,  (a,  a'}  est  le  centre  d'une  sphère.  Intersection  du  tore  et  de  la  sphère. 

6311 .  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  une  sphère  bitangente  passant  par  un  point  donné  (a,  a'). 

6312.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  cylindre  vertical  circonscrit  à  une  sphère  inscrite  au  tore  ;  point 
et  tangente  ;  nature  de  la  section. 

6313.  — On  donne  une  sphère  de  centre  (o,  o')  et  une  droite  {X,  A').  Trouver  les  points  de  la  sphère  qui  sont  à  une 
distance  donnée  >■  de  la  droite  (.A,  A'). 

6314.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Un  cône  de  sommet  (s,  s')  a  pour  base  le  parallèle  de 
contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde.  Intersection  des  deux  surfaces. 

6315.  —  On  donne  un  liyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  (::')  déterminé  par  une  génératrice  (.4,  A').  Vn  cône 
a  pour  sommet  un  point  (s,  s')  de  la  génératrice  (A,  A')  ;  sa  base  dans  un  plan  de  bout  PQ'  est  une  ellipse  qui  passe  par  la 
trace  de  la  droite  (A,  A')  sur  le  plan  Py.  Intersection  du  cône  et  de  l'hyperboloïde. 

6316.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical,  défini  par  une  droite  quelconque  (A,  A').  — 
Sur  celte  génératrice,  on  prend  un  point  quelconque  (.s,  s')  ;  les  deux  génératrices  passant  par  {s,  s'j  rencontrent  le  cercle  de 
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gorge  en  deux  iioints  a  et   p.  Par  ces  points   a  et  p,  dans  le  plan  du  cercle  de  gorge,  on  trace  une  ellipse.  Intersection  de 
riiyperboloide  avec  le  cône  qui  a  (s,  s')  pour  sommet  et  l'ellipse  pour  base. 

0317.  —  On  donne  un  liyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  d'axe  vertical  ;  on  ilonne  une  ellipse  tangente  au 
cercle  de  gorge,  dans  son  plan,  et  dont  le  petit  axe  coïncide  avec  le  diamètre  de  bout  du  cercle  de  gorge.  Celte  ellipse  est  la 
base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de  Iront.  —  On  demande  l'intersection  des  deux  surfaces. 

G318.  —  On  donne  un  ellipsoïde  d'axe  vertical  et  un  cylindre  à  base  elliptique  dans  le  plan  horizontal.  Intersection  des 
deux  surfaces.  Trouver  un  point  ([uelconque  et  la  tangente  en  ce  point.  Points  particuliers. 

(>:J1Î).  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cylindre  hyperbolique  ayant  sa  base  dans 
le  plan  horizontal  et  de  génératrices  quelconques. 

(>:{20.  —  Klant  donnée  une  droite  de  front,  on  la  lait  tourner  autour  de  deux  axes  verticaux  ;  trouver  l'intersection  des 
deux  liyperboloides  ainsi  engendrés. 

G321.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  h  axe  vertical  et  une  direction  [A,  A'|.  L'n  cylindre  a  pour  base  l'ellipse 
de  contour  apparent  vertical  de  l'ellipsoïde  et  ses  génératrices  parallcles  à  ;A,  A').  Intersection  des  deux  surfaces. 

(i322.  —  Un  donne  deux  sphères  dont  les  centres  ont  même  cote;  elles  sont  opaques  ainsi  que  les  deux  plans  de 
projection.  Trouver  les  ombres  propres  et  portées,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  une  direction  de  front. 

0323.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cjlindre  droit  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal,  le  cylindre  étant  près  de 
la  sphère,  extérieur  et  à  droite.  Trouver  les  ombres  de  l'ensemble,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  une  direction 
donnée,   venant  de  gauche. 

<>:{24.  —  Ombre  d'un  par.iboloïdc  de  révolution,  parallèlement  à  une  direction  donnée,  sur  les  deux  plans  de  projection. 
<i325.     —   Ombres  propre   et   portée  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  sur  les  deux  plans  de  projection,  le 
point  lumineux  étant  pris  dans  le  plan  de  front  de  l'axe. 

<»»2().  -  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Dans  le  plan  vertical  de  projection  se  trouve  un  cercle 
de  centre  0' quelconque  ;  c'est  la  base  d'un  cône  de  sommet  i.s,  .s'|.  Intersection  des  deux  surfaces. 

<)327.  —  L'n  paraboloïde  li  plan  directeur  horizontal  est  défini  par  deux  génératrices  rectilignes  dont  l'une  est  verticale; 
un  second  paraboloïde  est  défini  de  la  même  manière.  Déterminer  leur  intersection. 

G328.  —  On  donne  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal.  C'est  In  hase  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  ont  une 
direction  donnée.  On  donne  un  paraboloïde  hyperboliciue  à  plan  directeur  horizontal,  délini  par  deux  génératrices  quelconques. 
Intersection  des  deux  surfaces.  Détermination  d'un  point  et  de  la  tangente  en  ce  point;  y  at-il  des  points  ,i  l'infini,  comment 
les  trouve-t-on,  et  comment  construit-on  les  asymptotes  '.' 

6329.  —  On  donne  deux  droite-;  dont  l'une  est  verticale  Par  le  pied  de  celte  verticale,  on  trace  dans  le  plan  horizontal 
une  ellipse,  base  d  nn  cylindre  à  génératrices  verticales.  Inteisection  de  ce  cylindre  avec  le  paraboloïde  défini  par  les  deux 
droites  données  et  le  plan  horizontal  comme  plan  directeur. 

<i330.  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  quelconque  iA,  A').  On  considère  un  jilan  horizontal  passant  par  un 
point  la,  a')  de  (A,  A')  et  dans  ce  plan  une  ellipse  passant  également  par  (a,  a').  (Vest  la  base  d'un  cylindre  de  génératrices 
parallèles  n  (A.  A').  In  parab(doïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  a  pour  génératrices  la  verticale  et  la  droite 
(A,  A'|.  On  demande  l'intersection  du  cylindre  et  du  paraboloïde;  point  et  tangente  en  ce  point. 

(>331 .  —  Dessiner  une  surface  topographique  avec  un  col  ;  lignes  de  pente  ;  comment  les  trace-t-on  sur  une  épure  ? 
(;3:î2. —On  donne  dans  un  plan  horizontal  H'quatre  points  .\,U,  CD  formant  un  carré,  et  on  donne  dans  le  tableau  trois 
points  ((,(),  c  qui  sont  les  perspectives  de  A,  IJ,  C.  Trouver  la  perspective  du  quatrième  point  1). 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2126.  —  On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  un  point  A  de  ce  cercle.  On  considère  deux 
ravon.s  variables  et  rectangulaires,  OM  et  O.N.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  taiii;enle  en  M  avec 
la  droite  .\N. 

Construire  ce  lieu  et  évaluer  l'aire  liinilée  par  la  courbe,  le  diamètre  0.\  cl  la  tangente  au  cercle  an  point 
diamctralenieiil  opposé  à  .\. 

U.  M.\m:n,  à  .\ll)i. 

2127.  —  La  tangente  en  un  point  M  quelcomiuc  d'une  ellipse  rencontre  le  dianièlre  passant  par  le  centre 
C  de  courbure  en  M,  au  poini    1'.  I.icii  de  ce  point  1'.  Son  degré.  Cunstriiire  la  cdiiihe. 

E.-y.  Barisik.x. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


TRANSFORMATIUN    DUM-    PRUl'RIKTÉ  TANGEXTIELLE    EN   PROPRIETE  METRIQUE 

[inr  M.  R.  Dontot,  élevé  :i  l'Kcole  tioim;ile  supérieure. 


Considérons  une  coniijue  ((')  de  foyer  F  et  d'axe  Ox  :  son   équation   en  coordonnées  polaires,  le 
pôle  étant  au  foyer  et  l'axe  polaire  étant  Ox,  est 
1  1  -+-  e  cos  to 

?  P 

Soient  M  un  point  {p,  <-<>)  de  la  conique,  P  un  point  (r,  x)  de  la 
tangente  en  M  :  on  sait  que  l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la 
tangente  est 

(2)  —  =  —cos (a — (o)-t-(— )  sin(a — w). 

r         ?  •        V  p  / 

Remplaçons   —  par  sa   valeur  tirée  de  l'équation    (1)  ;'  il   vient 

1         cos  (ï — (o)        ecosof 

—  =  ^ -^ , 

r  p  p 

puis,  enfin,  p  =  rcos(a — (d)-4- ec  cos  ï. 

Cette  égalité  s'interprète  géométriquement  d'une  façon  très  simple:  les  sens  positifs  sur  l'axe  et  sur 
le  rayon  vecteur  étant  ceux  qui  vont  de  F  vers  le  sommet  le  plus  voisin  ou  vers  M,  on  a 

jj  =  FR  -1-  e  FO . 

Elle  suffit  évidemment  à  exprimer  que  le  point  P  se  trouve  sur  la  tangente  en  M  à  la  conique. 

On  voit  donc  qu'il  existe  une  même  relation  linéaiTe  entre  les  projections  sur  le  grand  axe  d'une  conique 
et  sur  le  rayon  vecteur  joignant  le  foyer  P  au  point  M  oariabla  de  la  courbe,  du  segment  joignant  F  à  un 
point  quelconque  de  la  tangente  en  M. 

La  réciproque  est  vraie:  étant  donnés  un  point  F  et  une  droite  A,  les  seules  courbes  telles  qu'il 
existe  entre  les  projections  sur  A  et  sur  FM  (M  étant  un  point  variable)  du  segment  joignant  F  a  un 
pointquelconquedelatangeate  en  M  sontdes  coniques  de  foyer  F  etdontlegrand  axe  est  parallèle  à  A. 

Cette  propriété  si  simple  permet  la  résolution  élégante  d'une  grande  quintité  de  problèmes;  nous 
citerons  seulement  comme  exemples  les  deux  suivants  : 

1.  Construire  une  conique  connaissant  le  foyer  F,  l'ace  pnssuil  par  ce  foyer,  un  point  et  une  tangente 
ne  passant  pas  par  ce  point. 

Nous  transformerons  d'abord  la  propriété  précédente  en  remirquant  que  si  FQ  garde  une  valeur 
constante  a,  le  point  R  décrit  un  cercle  de  rayon     {p  —ea).     Donc 

La  projection  du  point  P  d'intersection  d'une  droite  \  perpendiculaire  au  grand  axe  d'une   conique 
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el  de  la  langenle  en   M   à  la  courbe,  sur  le  raijon  vcclvur  joignant   un   foijer  à    ce    poinl,  décrit   un    cercle 
ayant  pour  centre  ce  foyer. 

Il  esl  évident  que  ce  cercle  passe  par  les  points  où  'a  (iroibî  A  coupe  la  conique. 
Le  problème  proposé  est  dès  maintenant  résolu  :  menons  par  le  point  donné  M  la  perpendiculaire 
ùk     sur    l'axe  ;    elle    coupe   la    tangente    donmie    eu    un    poinl  P.    La    projection     du    point    P    sur 
le    rayon  vecteur  joignant   le    foyer    I'    an   point    de    contact    inconnu   de    la    tangente     se    trouve 
sur  le  cercle  de  centre  1',  de  rayon  FM,  et  sur  le  cercle  de  diamètre  FP.  Soit  A  un  point  d'intersection 
de  ces  deux  cercles  ;  FA  coupe  la  tangente  donnée  en  M'  qui  est  le  point 
où  elle  touche  la  conique  cherchée.  On  est  dès  lors  ramené  à  un  problème 
connu:  on  élève  en  V  la  perpendiculaire  sur  l'A,  qui  coupe  en  U  la  tan- 
gente donnée  ;  le  point  It  est  un  point  de  la  directrice. 
Le  problème  proposé  a  donc  deux  solutions. 

II.  Deux  coni(jiirs  ont  mi;m-.  foyer  t).   On  mène    les  tangentes  .MT,  M'T' 
aux  points  M   el  .M'  de  ces  deux  rojn'f/ucs,  .M    étant    situé   sur  la  première, 
M'  sur  la  seconde,  el  choisis  en  sorte  que   l'angle  MOM'  demeure  constant  el 
égala  l'angle  des  axes.  Trouver  le  lieu  du  jwint  d'intersection  V  do  c.v  deux  tangentes. 

Choisissons,  pour  axes  de  coordonnées,  les  axes  0.i-,  G;/,  dos  deux  coniques  ;  traçons  les  droites 
OMtOa^TuM  =  0),  OM^O^/ToTU'  =  0),  et  soit  ]'{x,  y)  un  point  du  lieu.  Abaissons  les  perpendiculaires 
PA,  PB,  PA',  PB'  sur  O.r,  DM,  0;/,  OM'. 

Le  point  P  appartenant  à  la  tangente  en  M,  /i  =  OB  -t-  eO.\ 

el  de  même  p'  =  OB'  +  e'UA . 

Le  théorème  des  projections  donne,  »  étant  Fangle  des  axes, 
OA  =  X  -i-  1/  cos  a,  AP  =  y  sin  a,  A'P  =  —  a;  sin  a, 

UB  =  OA  cos  a  +  AP  sin  a  =  (j;  -t-  !/  cos  a)  cos  0+  ;/  sin  a  sin  0, 
p  =  {x-\-  y  cos  a)(cos  0  -t-  e)  +  y  sin  a  sin  0, 
p'  =  (y  -<-  a;  cos  a)(cos  0  -1-  e)  —  y  sin  a  sin  0. 
L'élimination    de   cos  0,    sin  9,    entre    ces    deux    équations    et 
gi„2{,  _  1^    donnera  la  courbe  lieu  du  point  (x,  y).  Les  deux  équations  sont  de  la  forme 
A  =  BcosO   i-CsiiiO, 
A'  =  B'  cos  II -H  C  sin  0. 

cos  'I  sin  0 1 

AT;'  —  CA'  ^  BA'- AB'  ~   BC  —  CB'  ' 
Le  résultat  de  l'élimination  sera 

(AC-  CA')=+(B.V-AB')^  =  (BG'-CB)s. 
Le  calcul  ne  présente  aucune  difûculté;  on  trouve  en  délinitive 
Ip  _  (.(x  -hycos^)]-'\'  /)'  —  '•■(.'/  +  X  cos  «)]-2  -  -2|  /»  -  e{x  -+■  y  cos  ai   p'  —  e\y  -H  x  cos  a)J  cos  a 


ce  ((uiest  l'équation  d'une  conique. 


=  sin'^  a{.i''4-  ;/'  -+-  2x1/  cos  «), 


TRAJECTOIRES  SOUS  UN  ANGLE  CONSTANT  DE  DROITES  OU  DE  CERCLES 


I3!l 


NOTE  SUR  LES  TRÂJEUÏDlliES  SOUS   UN   ANGLE  CONSTANT 
DE  DROLIES  OU  DE  CERCLES 

par  M.  J.  Mourret,  élève  de  l'École  normale  supérieure. 


.le  me  propose  d'établir  géométrii|ucinent  les  résultats  obtenus  par  mon  camarade  Dontol  (N°  4). 

Le  théorème  il  est  bien  connu  ;  on  sait  plus  géiicralemcnt  que  : 

a)  Etant  données  deux  courbes  G,  C,  si  on  joint  deux  points  M,  M'  où  les  tangentes  sont  parallèles, 

la  tanjfente  à  la  courbe  lieu  du  point  M"  tel  que     -tjvtj-  =  G"     est  paiallèle  à  la 
direction  commune  des  tangentes  en  M,  M'; 

Pj  Si.  à  partir  d'un  point  lixe  0  on  porte  le  segment  Om  équipollent  à  MM', 
la  tangente  en  m  au  lieu  (m)  de  m  est  parallèle  aux  tangentes  en  M  et  M'. 

Théorème  III.  —Considérons  le  déplacement  de  l'angle  constant  V.  Le 
centre  instantané  seia  à  l'intersection  de  la  normale  AG  à  l'enveloppe  (E)  du 
C(5té  AM  et   de  la  normale  CM  à  la  trajectoire  (M)  sous  l'angle  V,  lieu   de  M. 

Le  centre  de  courbure  en  M  à  (M),  point  oii  MN  touche  son  enveloppe,  est  lu  projection  de  C  sur  MN. 

Il  coïncide  avec  C.  —  D'oii  les  théorèmes  III,  IV,  V. 

Cercles.  —  Considérons  les  trajectoires  sous  l'angle  V  d'une  famille  de  cercles.  Transformons  par 
inversion  en  prenant  comme  pôle  un  point  d'intersection  de  deux  cercles  infini- 
ment voisins.  Les  rapports  anharmoniques  sur  les  cercles  deviendront  des  rapports 
anharmoniques  sur  deux  droites  coupées  par  quatre  trajectoires  sous  l'angle  V. 
D'après  ce  ([u'on  a  vu,  ces  deux  rapports  sont  égaux;  il  en  sera  de  même  des 
rapports  sur  le  cercle. 

Théorème.  —  Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  orlhùfjonales  de  tous 
les  points  d'un  cercle  sont  sur  une  droite  à. 

Le  cercle  de  courbure,  ayant  trois  points  confondus  avec  la  courbe,  peut 
être  regardé  comme  oithogooal  à  deux  positions  infiniment  voisines  du  cercle  et  on  sait  que  les  cercles 
orthogonaux  à  deux  cercles  donnés  ont  leurs  centres  sur  l'axe  radical  des  deux  cercles. 

Pour  le  théorème  suivant  on  a  de  même  à  chercher  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  deux 
cercles  égaux  sous  im  angle  V. 

Le  lieu  des  points  'o  est  donc  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 
Théorème.  —  On  aura  le  théorème  suivant  en  cherchant  le  lieu  des  centres  des 
cercles  passant  par  un  point  M  et  coupant  sous  le  même  angle  deux  cercles  infini- 
ment voisins.  Transformons  les  deux  cercles  en  droites.  Ces  cercles  transformés 
auront  leurs  centres  sur  la  bissectrice  de  leur  angle,  c'est-à-dire  sont  orthogonaux 
à  une  droite.  Les  cercles  cherchés,  étant  alors  orthogonaux  à  un  cercle  et  passant 
par  un  point  Qxe,  ont  leurs  centres  sur  l'axe  radical  du  cercle  et  du  point. 
—  Les  centres  de  courbure  des  trajectoires  sous  l'angle  V  de  cercles  variables  en 
tous  les  points  de  l'un  d'eux  sont  sur  une  conique. 

Nous  avons  à  trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  coupant  deux  cercles 
(infiniment  voisins)  sous  un  angle  donné. 

Transformons  ces  deux  cercles  encercles  concentriques.  Les  cercles  cherchés 
se  transforment  en  cercles  ayant  pour  enveloppes  deux  cercles  concentriques  aux 
précédents  ;  ils  sont  donc  tangents  à  deux  cercles  et  leurs  centres  sont  sur  une 
conique. 


Théorème. 


liO  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


ECOLE    PULYTECIIMQUE 
Concours  de  1912. 


Alijèbre   et    Triyonomdtrie. 

I.  — 2035.  On  chmnc  l'équation  di/f'érenlieUe 

sin  2a;  -/-  =  (3  +  2  cos.i-  —  2  siii  ,c  +cos  2r)y  +  a  sin  x  -f-  6  cos  x  -+-  6. 
ax 

10  Procéder  â  la  recherche  des  inlérjrales  de  celle  éi/iiation. 

Déterminer  li's  valeurs  que  doivent  prendre  les  constantes  a  cl  b  pour  que  toutes  les  fondions  y  de  la 
variable  x  qui  vérifient  cette  équation  soient  des  fonctions  rationnelles  de  sinx  et  de  cos.c. 

Dans  ce  cas  seulement,  achever  la  recherche  de  l'intégrale  générale  de  l'équation  di/férenlielle  proposée. 

'i"  Les  fonctions  g  comprises  dans  la  formule  trouvée  peuvent  rire  représentées  pur  des  courbes  Iv . 
Combien  passe-t-il  d"  ces  courbes  par  un  point  quelconque  du  plan  ? 

Points  exceptionnels.  Montrer  que  certains  de  ces  points  jouissent  de  bt  propriété  suivante  :  Les  cour- 
bes K  qui  passent  en  un  tel  point  ont,  pour  ce  point,  le  même  centre  de  courbure. 

sin  x(  1 cos  x") 

11    2036.  Etudier  la  variation  de  la  fonction      y  =  ^ -. et  la  représenter  par  une 

courbe. 


On  déterminera  les  constantes  A,  B,  C  de  manière  que     y — — ,, — C     tende  vers 

(x-— )  X-— 

zéro  lorsque  x  tend  vers  -^  ■ 

On  calculera,  avec  des  erreurs  inférieures  à  0,1,     le  ma.rimum  de  g  et  In  valeur  correspondante  de   x 
comprise  entre  0  et  2-. 

]\r   /j    _   /  i;g  candidats  sont  autorisés  à  se  servir  de  la  règle  à  calcul  dans  toutes  les  compositions. 

1    __  2035.    1.    Intégrons  irabord  l'équation  sans  second  membre  qui  peut  s'écrire,  après  sépara- 
lion  des  variable^. 

dg    _    /      3         ^  _1 i cosJxX 

y    ~  \  sin  !2x        sin.T        cosx        sin  2x 
L'intégration  est  alors  immédiate  : 

3.1.  I  .  1    .        J.-    I      .      .      1    .._/    "  -^^    \    1  '       .      I     .:.    j  . 


d-où  ;/  =  p.  i.-  Y  'Kt  ~  j)\/  I  '^''  ■"'"  -'  I' 

ou,  i)ar  dos  transformations  immédiates  ot  en  remplaçant     Cts/ï  par  C, 

sin-,r 


En  fonction  de     /  =  tg  — -    g  s'écrit 

sin  r 
Cette  fonction  est  d'ailleurs  rationnelle  en  smx  et  cosx  puisque     l  =        ,  ^„^  ^  •       »on  exprès- 

1  -\-  COS  X 
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sion  en  fonction  de  sin  x  et  de  cosx  est  donc  aisée  ;i  obtenir,    soit  par  cette  remarque,  soit  en  rem- 

a; 
^'n  --^ 

plaçant,  dans  ladernièreexpression  de  y,  t  par ^  : 

CCS  — 

sinar(l  — cos  .r) 

y  =  C  ; : • 

■'  1  H-  sin  a; 

Pour  continuer  l'intégration  de  l'équation  avec  second  membre,  nous  ferons  le  changement  de  va- 

qui,  on  le  sait,  fait  disparaître  le  terme  en  :. 
Nous  allons  employer  la  variable  t.  Posons 

On  a  y  =  z.f{t). 

D'où  y:  =  y't.t'r  =  t',(z',f(t)^zf\l)^. 

ou,  détaillant  les  parties  utiles, 

,    1  +  ''  t-  ,    .,   , 


Portons  dans  l'équation  différentielle  ;  supprimons  les  termes  en  :  ;  nous  aurons 
ou,  en  fonction  de  t. 


smzx.   ■ :,  =  ^  sm  .r +  0  cos.r  4-0, 


2<'(1  — /^)  ,        2a/  +  /-(l- /=)  +6(1 -4-/-) 


ou,  définitivement, 


i\\  -  0 
Décomposons  le  second  membre  en  éléments  simples.  La  partie  entière,  les  éléments  de  la  forme 

ABC/ 

—r'     — ;     —    donneront,  intégrés,  des  fondions  rationnelles   en  t  et  par  suite  en  sin  ,c    et    cosx. 

Seuls,  les  éléments  de  la  forme       —  -     ,     donneront,  intégrés,  des  fonctions  transcendantes.  Les 

constantes  n  et  i  se  détermineront  donc  par  l'annulation  de  1-  et  de  V. 

Le  calcul  de  F  est  immédiat  ;  ce  nombre  est  égal  à     SiG  -\-a).     Donc     a  =  — 6. 

Pour  calculer  E,  nous  diviserons  le  numérateur  de  2;),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  l,  par  \  —  t  et  nous  annulerons  le  coefficient  de  /'  dans  le  quotient.  Ce  calcul  revient  presque 
uniquement  à  ordonnerle  numérateur  de  2:,'.  Il  donne  pour  l'>  la  valeur     36 -H  6'a -f- 6.    Parsuite     6  =  0. 

Avec  ces  valeurs  pour  a  et  b,  l'expression  de  z,  se  simplifie.  1  —  t  est  en  facteur  dans  les  deux 
termes  et  il  reste 


30 

-'') 
/' 

3 

-3. 

=  - 

1 

—  3<  +  À 

Donc 
et  par  suite, 

(1)  _  '  +  3<^  l^ 
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Une  reniarf|ue  itiléressanle  est  que  le  polynôme     —  1  —  3('-)-).''     admet,  pour    >■  =  —  ï,     —  I 
pour  lacine  double.  La  fonction j est  donc  une  intégrale  particulière. 

.r 
?in  -7- 

Si,  dans  la  forme  (H  de  l'intégrale,  on  remplace  l  par  —  et  si  on  eireclue  quelques  calculs 

cos  — 

faciles,  on  a  l'expression  de  y  rationnelle  en  sina;  et  co?  r 

i  -f-  cos-  .T  —  cos  X        X  sin  xi  I  —  cos  x) 


I  +  sin  .V               A         I  -+-  sin  r 
Remarquons  encore  que  1  intéiirale  narliculièro s'écrit,  en  fonction  de  sinx  et 

"  '  1    +/2 

COS  a-,     cosar-Hsina;  — 2     et  il  est  aisé  de  vérilier  que  cette  fonction  est  bien  une  intégrale  de  l'équation 
proposée. 

2.  Prenons  la  forme  (2)  de  l'intégrale  qui  s'écrit  encore 

\y{[  H-  sin  .t)  -1-  1  —  cos  x  -+-  cos^x]  H-  [i  sin  .r(l  —  cos  x)  =  0. 

Par  un  point  quelconque  du  plan,  il  passe  en  ^^énéral  une  seule  courbe  intégrale. 

Les  points  exceptionnels  sont  ceux  pour  les([iiel;;  [i.  est  indéterminé.  Pour  ces  points,  x  est  mul- 
tiple de  -. 

Si     a:  =  2K7:,     ?,' =  —  1. 

Si     X  =  (2K  +  l)7r,     y  =  —:\. 

Donc,  il  y  a  deux  séries  de  points  exceptionnels. 

Didérentions  deux  fois  l'identité  précédente  ;  nous  aurons 

i/î(l  -t-  sin  a-)  -t-  y  cos  a;  +  sin  a;  —  2  sin  a;  cos  x  -+-  fi(cos  x  —  cos'  x  -+-  sin'  a:)  =  0, 
yl:{i.  -t-sin  a■)^-2yi  cosx  —  y  sinx  +  cos.t  —  2(sin-x  —  cos^x)^-  ijl(  —  sin  x  +  4  sinx  cosx)  =  0. 

Pour  les  points  de  la  première  série,  ou  a  visiblement  x  =  2K-,  y  =  —  I,  y'^  =  1,  y'^-.  ~  —  1, 
ce  qui  démontre  que  la  tangente  et  le  centre  de  courbure  sont  les  mOmes  pour  toutes  les  courbes  inté- 
grales passant  par  ces  points. 

Au  contraire,  pour  les  points  de  la  seconde  série,  y\  dépend  de  u.,  ot  les  tangentes  aux  courbes 
intégrales  passant  par  ces  points  varient. 

Kn  résumé,  la  vraie  raison  de  ces  propriétés  est  que     x  =  -1\\t.    est  racine  triple  du  coeflicient 

de  -7-  dans  l'intégrale  mise  sous  la  forme  (2)  ;  au  contraire,     x  =  (21v  -t-  1)t:     est  une  racine  simple. 

D'ailleurs,  au  lieu  de  la  variable  x,  on  pourrait  prendre  la  variable  t.  Les  points  exceptionnels 
correspondent  aux  valeurs  nulle  et  infinie  du  paramètre  et  la  dilTérence  entre  les  deux  sortes  de  points 
exceptionnels  apparaîtrait  nettement  aussi  de  cette  façon. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Couhtois,  ,'i  SeHiin  ;  0.  I.acii,  it  Doii.ii  ;  A.  Housseau,  à  Fournes-en-Weppes  ;  ft.  Tiikvbmn,  lyci'e 
de  Iteims. 


II.  —  2036.  Soit  la  fonction 

sin  x[\  —  cosx) 


?/ 


i  -H  sin.T 

.Nous  ne  nous  servirons  pas,  pour  |i^  calcul  de  la  dérivée  de  celte  fonction,  de  ce  qu'elle  a  été   ren- 
contrée dans  le  problème  précédent. 


f 
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Nous  ferons  ce  calcul  directement.  Voici  le  résultat 
1  —  cos  a; 


-[1  H-sin  .r  -+-  2  cos  ,j'  -h  s\n  x  cosx'] 


(1  -t-  sin  x) 
La  fonction  proposée  est  périodique,  de  période  2-.  Il  suffira  de  l'étudier  dans  l'intervalle  0,  '2-, 

V.We  est  infinie  pour    x  =  -^• 

Cherchons  lo  signe  de  la  ilérivée.  C'est  celui  de 

:  =  1  -H  sin  ar  4-  2  cos  x  -+-  sin  x  cos  r. 
lui  fonction  de     /  =  ty— 5     on  a 

2(1-/-^)        2?(1  — r^)       -  i'  +  2/'  +  4/-l-3 


il 
1  +  /- 


(i  -H  Pf 


ou,  encore,  : 

(1  +  /^)^ 

On  remarquera  que  y',  change  de  signe    avec     <  h- 1     sans    s'annuler    pour     ;  =  —  1,     car    au 
dénominateur  de  ?/;  le  facteur     (l-(-sin.c)-     introduit     (<  ^- 1/. 

L'équation     P  —  i- —  l  —  ;î=0     a  une  seule  racine   réelle;    on   le   voit  en    remarquant   que    la 
i 
dérivée  de  l'équation  en     "  =  —      a  ses  racines  imaginaires.  Cette  unique  racine   réelle  est  comprise 

entre  2  et  '.].  Donc  la  valeur  correspondante  de  .1   est  comprise  entre  —  et  ~. 

Pour  l'évaluer  à   -—    près,  il  suffit  de  faire  des  substitutions  dans 
lu    ^ 

:  =  1  +  sin  .r  -f- 2  cos  a;  +sin  xcos.r. 

En  passant,  il  est  intéressant  de  faire  la  remarque  que  l'équation    :  =  0    peut  se    résoudre  en 
posant     u  =  cosx,   0  =  sin  x     et  en  cherchant  les  points  communs  aux  deux  courbes 

iiv  -h  2«  H-  y  -t-  1  =  0,  îi2  -)_  u-  =  1. 

Ce  procédé  confirme  les  résultats  précédemment  obtenus.  Il   n'y  a  qu'à 
lire    la   figure.    Revenons  à  la  détermination  de   la  racine  de  r  autre  que 

1-/2 


substitué  dans  :  donne  comme  résultat 


-^  donnait  2.  Vraisemblablement  la  racine  est  assez  voisine  de 


;i7, 


elle  est  un  peu  inférieure. 

Faisons  des  substitutions  avec  la  table 


lioK' 

Itisi- 
li'tg'20' 


logsin  X 


1, 88105 
1 ,88678 
î, 88565 


log  —  (cos  X) 

log  — (sin2.r) 

sin  X 

2  cos  .r 

sin  ?.r 

2 

T,81254 

T,m)iii2 

0,76042 

—  1,29888 

—  0,49384 

Ï,80't43 

T,9922i 

0.77032 

—  1,27486 

—  0,49115 

î,80607 

1,9927.5 

0,768.^2 

—  1,27968 

—  0,49172 

■  0,03230 

■  0,00431 
0,00288 


144,2. 


Ces  subslitutinns  indiquent  nettement  que  la  racine  exprimée  en  grades  est  comprise  entre  144  et 
2 

Le  nombre  cherché,  valeur  de  x  pour  laquelle   ?/  est  maximum,  est  donc  compris  entre 

14471  144,27r 


200 


200 


lil 
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Nous  n'insisterons  pas  sur  le  détail  du  calcul  qui  montre  que  cette  limite  inférieure  et  cette  limite 
supérieure  du  nombre  cherché  permettent  d'affirmer  que  sa  valeur  à  près  par  défaut  est  2,2fi. 

Relativement  à  la  valeur  du  maximum,  nous  ne  pensons  pas  qu'on  ait  demandé  son  calcul  mathé- 
matiquement fait  à  0,1  près  par  défaut  mais,  plus  simplement,  le  résultat  obtenu  dans  1/  quand  on  y 
substitue  la  valeur  approchée  trouvée  pour  j?,  ce  calcul  donnant  d'ailleurs  très  probiblenipnl  l'approxi- 
mation cherchée. 

Il  suffit  de  prendre,  dans  le  tableau  de  valeurs  numériques  fait  plus  haut,  des  valeurs  approchées 
convenablement  choisies  de  sinx  et  de  cos  j^  ;  on  obtient  ainsi  pour  y  la  valeur  approchée  0,7. 

Traçons  maintenant  la  courbe,  après  avoir  indiqué  dans  un  tableau  les  particularités  delà  fonction. 


?/ 


u 

2,2(i. 

- 

- 

) 

2- 

0 

-1- 

0 

- 

2 

- 

-+- 

0 

0 

cr. 

0,7... 

déc. 

0 

déc. 

-t-3C 

croît 

0 

i.,iax.) 


3Tt 


071 

Enfin,  il  nous  reste  à  déterminer  les  constantes  A,  B.  G.   Posons     .t  =  — 

—  cosefl  —  sine 
.V  = 
3 


nous  aurons 


1  —  cos  t 


COSE,     1  —  sine,      1  —  cose     sont  développables  en  série  : 
cose  =1  --!--+- ^, 

1  —  sin  e  =  1   —EH-  -rr""' 


1  —  cos  E  = r 


Nous  pouvons  donc  nflirmer  (]ue    ~-  est  une  fonction  de 

E  qui  possède   un  dévelo])pement   limité.   Ce  développement 
limité  est  unique  et  pourra  s'obtenir,  par  exemple,  par  multiplication  et  par  division,   comme  si   les 
développements  précédents  étaient  dos  polynômes  ordonnés  suivant   les  puissances  croissantes  de  e. 
Nous  aurons  donc 


1-Tr+- 


1  —  ^  -+-  4r 


1   —  E  — 


I   - 


12 


:-)fi() 


3fi() 


^-('-^-Ti--^  T2-"    )• 

développement  unique  qui    répond  à  la  (luestion  et  (|ui 


D'où      '/  = T-   I 1"  TT  ^  7: 

E*  E  b  o 

5 
donne     A  =  —  2.     B  =  2,     C  =  —■ 

o 


lionnes  solutions  :  MM.  0.  I.acii,  à  Douai  ;  A.  r.nussKAU,  à  Fournes-en  Weppes. 
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Géométrie  analytique. 

2037.  —  t"  Trouver  l'équation  de  la  surface  réglée  S  qui  admet  les  trois  directrices  : 
Il  =  0, 


1  -+-  V  5 


X  =  0,  (3  =  0, 

y- H- :- -)- y  =  0  ;  (x-  — y-  — y=0. 


2°  Montrer  que  S  est  coupée  par  la  surface   S'  qui  a  pour  équation 

z-  —  x^-i-y  =  0 
suivant  la  même  courbe  C  que  la  surface  quia  pour  équation 

x-  -+-  y-  —  :^  —  zx  —y  =  0. 

Exprimer  en  fonction  duparamètre     I  =  —     les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  C. 

y 

3"  Trouver  toutes  les  quadriqves  Q  ne  passant  pas  par  l'origine,  ayant  leurs  axes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées  et  tangentes  à  la  courbe  C  en  quatre  points. 

1.  Les  deux  coniques  données  sont  situées  :  l'une,  dans  le  plan  des  yz  et  tangente  à  l'axe  des  ;  au 
point  0  ;  l'autre,  dans  le  plan  des  xy  et  tangente  à  l'axe  des  x  au  point  0.  La  première  est  un  cercle  ; 
la  seconde,  une  hyperbole  équilatère  ;  mais  ces  remarques  n'ont  aucun  intérêt  pour  les  questions  que 
nous  avons  à  résoudre. 

Toute  quadrique  passant  par  ces  deux  coni(iues  aura,  pour  plan  tangent  au  point  0,  le  plan  des  :.r.  La 
droite  donnée  est  une  tangente  à  ces  quadriques  ;  si  donc  on  détermine  une  quadrique  du  faisceau  qui 
contienneunautrepointdeladroite,pare\emplele  point(2,  0,  1 -(- y/o),  elle  contiendra  la  droite  tout 
entière.  Or  il  est  visible  que  la  quadrique 

passe  par  les  deux  coniques  ;  la  quadrique  impropre     xz  —  0     y  passe  aussi  ;  le  faisceau  indiqué  a  donc 
pour  équation 

X- —  y-  —  z- —  ?/4-2),a;;  =  0. 

p]n  exprimant  qu'elle  passe  au  point  (2,  0,     1  +  ^/o),     nous  avons     ^'  = -^'     et  la  quadrique 

x^  —  y-  —  z-  +  xz  —  y  =0 
renferme  les  trois  directrices. 

Lorsqu'une  droite  glisse  sur  ces  Irois  directrices,  elle  rencontre  la  quadrique  en  trois  points;  elle 
engendre  donc  cette  quadrique. 

2.  La  surface  S',  qui  a  pour  équation 

:-  —  X-  +  ;/  =  0, 
coupe  cette  surface  suivant  la  même  biquadralique  que  le  cùne 

i:  —  î/2  ^  Û. 
Elle  coupe  aussi  la  surface 

J.2  _)_  7^2 -2  -^  _    IJ   —  0 

sur  le  même  cône,  c'est-à-dire  suivant  la  même  courbe  C. 

.X  V  V  I 

Posons     /  =  — ;   nous  aurons  aussi     /  =  — ,      et,  par  suite,    x  =  ty,    z  =  ~  ;    portons  ces  valeurs 

dans  l'équation  de  S'  ;  nous  aurons 

y' 


t-y--+-y  =  0, 
puis 


t'  -    ^        ■      .7  "'  ./  i;  _  1 


t•'  —  ^  t'—\ 

La  courbe  C  est  donc  unicursale  et  nous  avons  ses  équations  paramétriques 
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3.  Unequartriqiie  O,  ne  passant  pas  par  l'origine  etayant  ses  axes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées 
a  pour  équation  \x'  +  Wy"  4-  Cs-  -  2D.c  -  "ÎEy  —  2F:  h-  1  =  0. 

Elle  coupe  la  courbe  C  en  huit  points  donnés  par  l'équation 

A<6  +  Bl'  -+-  Ct^  -+-  2{Dt'  -+-  Et^  +  F0(1  —  t')  +  fl  -  l^f  =  0. 
Comme  ces  points  sont  confondus  deux  à  deux,  le  polynôme  précédent  est  un  carré  parfait  :   c'est 
le  carré  de  ((* -4-at' +  p(2_,_,^t  +  1). 

Identifions  les  deux  polynômes,  nous  aurons 
D=  — a.  A— 2E  =  2i3  +  a^  -2F  =  2Y+-2ap,  b  —  2  ==  ±  i -t-^''  +  2aY, 

2D  =  it  2a  -+-  2|3y,  C  +  2E  =  y^  ±  2p,  2F  =  ±  2^. 

Prenons  d'abord  la  solution  qui  correspond  au  signe    — ;    elle  nous  donne    F=— y     et     a3  =  0; 
puis    D  =  — a    et   Py  =  0.     Nous  sommes  donc  conduits  à  prendre     P  =  0,     et  alors 
A  —  2E  =  <x-,  H  =  2»Y,  C  4-  2E  =  y". 

Il  reste  trois  paranièlres  arbitraires  a,  y  et  E. 

Si  nous  prenons  ensuite  la  solution  qui  correspond  au  signe     -i-,     elle  donne 
I)  =  — a.  2a-i-PY=0,  F  =  Y'  2Y-l-o.fl  =  0; 


nous   avons   donc      »  = 


l^ï 


is     A-;  — -fy  =";       cette    dernière  relation   se   décompose  en 

Y  =  0  '•'  |3=:±2. 

En  prenant     y  =  0.     on  trouve 
a  =  0        et         D  =  0,         A  =  2E  +  2p,         F  =  0,         B  =  4  -f-  ^^         D  =  0,         C  =  2^  -  2E. 
Il  reste  deux  paramètres  arbitraires,  et  ces  quadriques  forment  un  réseau. 

Pour     ?  =  2,     on  trouve     y  =  —  '>      ^^  ''  "^  reste  encore  que  deux  paramètres  arbitraires.  De 
même  pour     3  =  —  2. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Lach,  à  Douai  ;  .\.  Rousseau,  à  Kournes-en-Weppes;  Jouglens. 
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2028.  —  Un  cercle  C  tourne  autour  d'une  droite  D,  située  dans  son  plan.  Sa  projection  sur  un  plan 
P,  qui  n'est  ni  paralli)le,  ni  perpendiculaire  à  1).  est  une  ellipse  varinhlc  E. 
On  demande  le  liru  des  foyers  de  l'ellipse  E. 

La  projection  du  cercle  C   sur  le  plan  P  est  une  ellipse  E,  dont  certaines  propriétés  sont  aisées  à 

prévoir.  .Appelons  R  le  rayon  du  cercle  qui 
tourne,  12  son  centre,  a  la  distance  de  ce  centre 
à  l'axe  D,  6  l'angle  de  l'axe  U  avec  le  plan  P. 

I  °  Le  grand  axe  de  l'ellipse  E  est  égal  à  2R. 

2°  Le  diamètre  du  cercle  C  qui  est  paral- 
lèle à  D  se  projette  suivant  un  diamètre  de 
l'ellipse  E,  parallèle  à  d,  de  longueur  constante 
égale  à  2R  cos  0. 

'A°  Le  cercle  C  coupe  D  en  deux  points 
fixes,  M  et  N,  réels  ou  imaginaires,  dont  la  dis- 
tance est  Sy/R* —  a^  ;  l'ellipse  E  passe  par  les 
points  m  et  n,  projections  de  ces  points  ;  m  et 
n  sont  sur  d;  leur  distance  est  2v/R''  —  a'  cosO. 

4°  Le  centre  (,>  de  l'ellipse  E  est  la  projection 
de  u;  or  a  décrit,  dans  un  plan  peiix'iidiculairc  j"»  I),  un  cercle  C  dont  le  centre  est  le  milieu  t)  de  MN. 
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oj  décrit  donc  une  ellipse  E',  qui  a  pour  centre  le  milieu  o  de  mn  ;  son  demi-grand-axe,  perpendi- 
culaire à  d,  est  égal  à  a,  son  demi-petit-axe  à  a  sin  9.  La  tangente  en  Q  au  cercle  G'  est  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle  G,  et  par  suite  à  l'horizontale  de  ce  plan.  Elle  se  projette  sur  P  suivant  la  tangente 
à  l'ellipse  E'  en  <o,  et  cette  tangente  est  perpendiculaire  an  grand  axe  de  l'ellipse  E. 

Donc  l'ellipse  E  a  pour  petit  axe  la  tangente  en  a-  à  l'ellipse  E',  pour  grand  axe  la  normale. 

Les  conditions  3  et  4  suffisent  pour  déterminer  chacime  des  ellipses  E,  une  ellipse  étant  bien 
définie  quand  on  coimait  ses  deux  axes  et  deux  points. 

Donnons-nous  l'équation  de  l'ellipse  E',  rapportée  à  ses  axes  ox  et  oy, 

a-         0- 

(b  =  a  sin  0).  Les  points  m  et  //  sont  situés  sur  le  petit  axe  de  celte  ellipse,  symétriques  par  rapport 
à  0. 

Les  équations  d'une  tangente  ^t  à  l'ellipse  E'  et  de  la  normale  mh  qui  passe  au  point  de  contact 
sont 

(wf)  X  eus  a  -t-  ?/  sin  a  —  p  =0, 

et       ((o//)  isina —  J/COSa+p'  =  0, 

où  p  =  v'«"  cos'^  a  -h  b-  sin-  a, 

c- 
/)    = COS  a  sin  y 

p 


L'ellipse  variable  E  dont  les  axes  sont  wt  et  w/i  a  pour  équation 

(x  COS  a. -h  y  sin  a  —  p)''        (x  sin  a  —  y  cos  a  -+-  p" 


I, 


.\2  B2 

B  étant  la  longueur  du  demi-axe  dirigé  suivant  la  tangente. 

Elle  doit  passer  par  deux  points  fixes  de  oy  ;   donc  pour     x  =  0,     l'équation  doit  donner     y^ 
[en  posant    A-  =  (R'  —  a-)  cos-  0\ 

On  en  déduit  que  A-  et   B-  doivent  vérifier  les  équations 

...  ,  /  COS^  a  sin-a\  »'^  p"^  .         ^ 

H)  kl—- 1 -_    -H-^-f-i- 1=0 

^  ■  \     B'-  A^     /        A^        B^ 

et      (2)  p_^n^       jïcos^^ 

w  A-  H- 


(■ir)         '' 


\  B-  / 

De  la  seconde  on  tire  — ^-^^^ — '■ —  = —  t  ; 

—  ;:/'cosï         p  sin  i 

1  1 

remplaçant  — -  et  -r-r  par  ces  valeurs  dans  la  première,  i  ai 

t[[k  cos^  ^ -\-p'^)psia  a  —  {k  sin- o. -h  p^)p' cos  3]  =  1, 
ce  qui  s'écrit  i{p  cos  a  —  p'  sin  a)(A  cos  a  sin  a  —  pp')  =  1. 

Or  pp'  =  —  c'^  cos  a  sin  « 

1  ,  ,    ■        s  cos  a 

et  pcos  OL  — p  sin  a  ^  —  (p-  cos  »  —  pp  sin  a)  = a' 

P  1 

Par  conséquent,  I  = 


rt'(A~i~  <:-)    cos- 2  sin  a 

1  ,   [k-hc-'i 

=  a-  ce 

sin  I  ])- 

1  (i-(k-^  c'^)  cos  OL  sin  X         alk-i-c^) 


1  ,   (A-  +  c2) 

B-  = =  a-  cos-  a, 

tp  sin  I  p- 


tp'  cos  a  pp 
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L'équation    de  l'ellipse    E   est  donc  déterminée  en  fonction    du  paramètre   a.    Un  de  ses  axes  est 
constant,  commo  on  l'avait  prévu  an  i;  I  ;  sa  valeur  doit  ôtre  2R.  En  ellet. 

A-  =  -^  (/c  +  r»),  or  k  =  (R^  —  a^)  cos"-  0, 

e- 

c^  =  a^  —b^  =  a-  COS-'  e, 

a\\  cR 

il  en  résulte  bien  que     A  =  R.     et  l'on  en  déduit  encore     B  =  cos  0  cos  a  =    — cosa. 

P  P 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'ellipse   E    a  bien  la  propriété  indiquée  au  .^  2.  Soient  on  etïet  xo,   ya   les 
coordonnées  de  to  ;  elles  vérifient  les  équations 

a;o  cos  a  +  i/o  sin  a  =r  p, 

—  «0  sin  I  -t-  i/o  cos  a  =  p'  ; 

en  remplaçant  p  et  p'  par  ces  valeurs,  l'équation  de  E  peut  s'écrire 

7a;  — a:o)cosa-H(y  —  .i/o)sin  g]-         [(a;  —  a;,,)  sin  a  —  (y  —  yo)  cos  g]^    _ 
A"-  "•"  B^  ~ 

Si  dans  cette  équation  on  fait    x  =  xa,     il  reste  une  équation  en    i/  —  yo.    qui  donne  la  longueur  du  demi- 
diamètre  parallèle  à  d, 

cos^  a   p2 

sin^a        sin^a  . 


donc 


A2     ~      R2 
cos^  a        sin^a   _  p2-+-c-sin-c 


et  \  y  —  j/o  I   =  —  =  R  cos  6, 

comme  on  l'avait  prévu. 

Calculons  maintenant  la  distance  d'un  foyer  F  de  l'ellipse  E  au  centre  <«,  ou,  ce  qui  est  la  même 

chose,  à  la  tangente  wf. 

— 2  „  c"  è- 

1-0.    =  A=  —  B-  =  R2  —  R2  _-  cos-  a  =  R2  — ;- . 
f  p- 

II  se  trouve  que  celte  quantité  est  un  carré.  On   peut  donc  distinguer  les  lieux  des  deux  foyers 

réels    F    et    F'.   Si   nous   regardons    p   comme    positif,    la  distance    de    l'origine   ii    la    tangente   est 

négative  ;  la  distance  du  foyer   F    qui  est  du  même  côté  de  la  tangente  que  l'origine  est  donc ', 

>,    j     ...                  '^'' 
celle  de  !•    est     H 

P 

Le  foyer  1"  est  à  la  rencontre  de  deux  droites 

r  sin  X  —  1/  cos  ï  -i-  p'  =  0, 

Ré 

X  cos  2  -(-  y  sm  a  —  p  =  -\ 

/' 
l.,es  coordonnées  sont  donc 

n-  -+-  M                             .        !)■'  -H  Ré 
.;   =  COS  * >  '/  =  sm  ï  , 

p  p 

,,    ,  X  a  cos  «  1/  /'  sin  a 


R6  p  II  -f-  R  H 

n 
lOn  portant  les  valeurs  de     a  cos  a     et     isiiia     dans  la  relation  <|iii  di'linit  /), 

p^  =:  a''  cos'  «  -f-  A'  sin'  a. 
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on  trouve  réquation  du  lieu  de  F' 


le  lieu  de  F  est  l'ellipse 


y' 


(-")■ 


nh 


(6  +  R) 

y- 


-=  1; 


=  1. 


Cherchons  les  foyers  de  ces  ellipses.  Remarquons  que 

R6 

a± =   artRsine, 

a 

et  que  é  dz  R  =  o  sinOzh  R. 

On  a  donc  (a  zh  R  sin  0)^  —  (a  sin  6  d=  R)^  =  [a^  —  R^)  cos^  0. 

Les  deux  ellipses  trouvées  sont  horaofocales  ;  les  points  m  et  n  sont  les  foyers,  réels  s'ils  sont 
réels,  imaginaires  si     R<;a. 

Si  R  =  a,  le  cercle  qui  tourne  touche  l'axe  A;  les  deux  lieux  trouvés  deviennent  alors  deux 
cercles  de  rayons     a  h- 6     et     a  —  b.     Ce  sont  les  cercles  de  Chasles. 

Enfin  on  peut  se  proposer  de  chercher  le  lieu  des  foyers  imaginaires  de  l'ellipse  variable,  ce  lieu  pouvant 

avoir  une  équation  réelle,  et  même  être  une  courbe  réelle,  qui, 

bien  entendu,  ne  coupera  pas  l'axe  mi  qui  porte  ces  foyers. 

L'équation  de  wt  est 

X  cos  a  +  î/  sin  a  —  p  =  0, 

.  Rfe  . 

P 

donc  l'équation  du  lieu  en  éliminant  a  entre  l'équation  de  la 

tangente  el  l'équation 

-       ^  ■  1^* 
—  a;sin  a  -(-  »/  cos  a  —  p  =  i:  i 

On  tire  de  ces  deux  équations 

.  Hb     . 
X  z=  p  cos  a  —  p  sina  : 

y  ^  p  sina  — p'  cos  a  ±  ; 
d'où,  en  réduisant. 


la  distance  des  fovers  à  la  normale  est 


on  obtient 


P 
\\b 


X  1   / 

—  =  —    a  I 
a  p  \ 

il,.  .\\a  \ 

=z  —  0  sin  a  -I-  i  —  cos  %  )  : 
p\  -       a  / 


—  sm  a    , 

a  I 


on  faisant  la  somme  des  carrés,  le  double  produit  disparait;  il  reste 


a- cos-  a  -)-  62  sin2 


— j-  {a'  cos-  a  +  0-  sin-  a) 


R2 


X-  II- 

a^        b- 

C'est  une  ellipse  concentrique  et  semblable  à  l'ellipse  E' ;  elle  est  réelle  si  R<a,  mais  toujours  inté- 
rieure à  E',  dont  elle  ne  coupe  aucune  tangente,  .\insi  le  lieu  complet  se  compose  de  trois  coniques. 

A.  D. 

Autre  solution:  —  Le  cercle  mobile  coupe  la  droite  D  en  deux  points  fî.tes,  M  et  N,  réels  ou  imaginaires. 
Désii;nons  par  0  le  milieu  de  MN,  et  prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  P  et  passant  par  le 
point  0,  pour  axe  des  y  la  projection  de  la  droite  D  sur  ce  plan  ;  les  axes  seront  alors  parfaitement  lixés  en 
choisissant  le  sens  de  rot^ition  habituel  et  en  fixant  0:;  de  façon  que  la  droite  0  fasse  avec  Oy  un  angle  aigu 
et  positif,  6.  Désignons  maintenant  |iar  a  la  distance  du  centre  Q  du  cercle  au  point  0  el  par  R  le  rayon  du 
cercle. 

Nous  définirons  le  cercle  variable  par  une  sphère  de  rayon  lî  ayant  pour  centre  le  point  Q  et  par  un  plan 
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("ontenant  a  la  fois  la  droite  D  et  le  centre  de  la  sphère.  Les  équations  de  la  droite  D  sont 

;  -  V  IgO  =  0  et  X  —  0. 

I.e  plan  variable  aura  donc  pour  l'qnation 

Ix  —  ,(/  tg  0  H-  ;  =  0. 
>.  étant  un  paramétre  variable.  De  sorte  que,  en  désignant  par  a,  à,  -^  les  coordonnées  variables  du  point  o,  les 
e(|uations  de  la  sphère  seront 

(a;  —  a)2  +  (j/ —  fl)- -(-(:  — Y)2  =  R-  et  Ax  —  y  tg  0  +  c  =  0. 

Restent  à  trouver  les  relations  qui  existent  entre  a,  jî,  •;;  elles  sont  au  nombre  de  trois:  la  première 
exprime  que  la  dislance  de  re  point  à  l'origine  est  égale  à  a;  la  deuxième,  que  ce  point  est  dans  le  plan  que 
nous  venons  de  trouver;  et  la  troisième  qu'il  est  dans  un  plan  perpendiculaire  h  la  droite  D  menée  par  le 
point  0. 

Ces  relations  sont  donc 

a-  +  p2  +  Y    =  a^, 

Xa  —  ptge-(- V  =  0, 

i  +  ^tgO  =0. 
Envisageons  maintenant  la  projection  du  cercle  sur  le  plan  P.  (^ette  projection  est  une  ellipse  E  qui  a 
pour  rentre  la  projection  du  point  n,  c'esl-k-dire  le  point  (a,  fl,  0),  qui  a  pour  grand  axe  une  parallèle  aux 
hoi'izontales  du  plan  mobile  et  pour  petit  axe  une  droite  perpendiculaire  ;  la  longueur  du  demi-grand-axe 
est  R,  celle  du  demi-petit-axe  est  Rcostp,  en  appelant  o  l'angle  du  plan  mobile  avec  le  plan  des  xy,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  l'angle  de  la  normale  à  ce  plan  avec  Oz  ;  nous  avons  donc 

Par  consi'quent,  en  appelant  A  et  B  les  deux  demi-axes  de  l'ellipse  et  (',  la  demi-distance  focale, 

A-  =  R-, 
R^=  ^^-^,, 

>,2  -I-    1    -+-  tg2  0 

,  _  _R2()^2-KtgM)) 

Nous  auions  l'hori/.ontale  du  plan  en  faisant      .;  =  0. 
Nous  trouvons  ainsi  Xa; —  y  tg  9  =  0 

et  l'équation  du  grand  axe  est 

x  —  ci.  _  y^^}-  —  P 

tge  >■        ~    ^//a  _(-  tg2  6  ' 

en  désignant  par  ?  la  distance  du  centre  au  point  mobile  [x,  y^. 

Remplaçons  maintenant  p  par  ('  ;  nous  aurons  les  coordonnées  des  deux  foyers  ;  elles  sont  données  par  les 
équations 

x  —  a    _    y  —  p    _  ±  R 

ig  e    -      \      ~  ^/).2  ^nqri^aë  ' 

le  double  signe  correspondant  aux  deux  foyers. 

Nous  aurons  alors  le  lieu  de  l'un  de  ces  foyers  en  éliminant  et.  p,  ^  et  >.,  ou  plutôt  en  calculant  x  et  y  en 
fonction  d'un  seul  paramètre,  /.  Servons-nous  maintenant  des  relations  qui  existent  entre  a,  à  et  X:  la  dernière 
donne    fi  r=  — -^  tg  0  ;     la  première  donne  alors 

a^ -\- fH -h  la- 0)  =  a^- 
et  la  seconde,  Xa  -)-  y(  I  -h  tg^  0)  =  0. 

Nous  tirons  de  là    a  = '-(I  -(-  igs  0),     et,  en  portant  dans  la  précédente, 

Jl({  +  tg-.i  6)-^  -h  f-{{  +  tg'O)  =  a=  ; 

■ ,      .   .  ,  a'-X'  ces- 1) 

.elle-o  donne  .^.  =_____ ^.^^_, 

...  ak  cos  0 

et,  par  suite,  Y  = 


v/X"  -+-  n-  tg"  e  ' 
ceci  fournit  immédiatement  a  et  p,  et,  comme  conséquence,  les  coordonnées  du  foyer.  Celles-ci  sont 


.V  = 


ces  0  »/X»  -K  1  +  tg'  G  (A*  -H  1  -(-  tg-'  0 

aXsinO  RX 


/>?+  \-h  tg^  0  ^/X2  -t-   I  4-  tg=  0 
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Les  deux  radicaux  qiii  figurent  dans  ces  formules  sont  indépendants  l'un  de  l'autre  ;  par  conséquent  chacun 
d'eux  a  le  double  signe;  donc  les  expressions  de  x-  et  de  y'-  sont  au  nombre  de  deux;  si  nous  prenons  d'abord 
les  radicaux  avec  le  même  signe,  nous  avons 

(Rsine-a)^ 


y'  — 


cos^9(X2-t-l-i-tg-6)  ■ 
X2(R  — asin  6)- 


X2 -t- 1 -H  tg-' 6 

Si  nous  prenons,  au  contraire,  les  radicaux  avec  des  signes  différents,  nous  trouvons 

„  _         (Rsin  6  +  a)- 

^''  ~  "côs^ëpTT+lg^  ' 

3  _  X^(R  +  asine)a 
^  -    X2-HH-tg«6  ■ 
Donc  il   y   a  deux  lieux  de  foyers,  et  ces  deux  lieux  s'obtiennent  en  éliminant  x^  dans  chaque  groupe 
d'équations  ;  rien  n'est  plus  facile  d'ailleurs  que  de  faire  cette  élimination,  puisque  les  deux  équations  de  chaque 
groupe  sont  linéaires  par  rapport  à  X2  ;  divisons,  à  cet  effet,  les  deux  équations  l'une  par  l'autre  ;  nous  avons 

y^   _  ).«  C0S2  6|R  —  asin  9)- 
~  ~  (Rsin  e  —ay-         ' 

de  là,  nous  tirons   x-, 

Ij  _       y"'  (f'  s'n  ^  —  '")" 
,c»cos^  9  (R  ^rt  sin  0)= 
et  nous  portons  cette  valeur  dans  la  première  équation  ;  nous  avons  ainsi 

i/'lRsin  9  — a>s  1  (Rsin  9— al' 


ap=cos-6(R — asin9)''  cos'  0  a;«  cos' 9 

Cette  équation  admet    ^    en  facteur;  en  supprimant  ce  facteur  et  multipliant  par  j--,  on  peut  écrire 


(Rsin9  — a)2  ^  (K  — asinOj^ 
.  L'autre  groupe  d'équations  conduit  à  une  nouvelle  ellipse 


1. 


=:  1. 


(Rsin9-(-a)2        (R  +  asin9' 

Le  lieu  total  se  compose  donc  de  deux  ellipses  ayant  leurs  axes  situés  sur  Ox  et  sur  Oy.  (1  est  visible  que 
les  axes  de  la  seconde  sont  plus  grands  que  ceux  de  la  première  ;  par  conséquent,  la  première  est  tout  entière 
à  l'intérieur  de  la  seconde. 

Voyons  comment  sont  placés  les  foyers  de  ces  ellipses.  Pour  cela,  appelons  a'  et  h'  les  demi-axes  de  la 
première,  a"  et  h"  les  demi-axes  de  la  seconde;  nous  aurons 

a'2  _  6'2  _  (a2  _  R2)  cos2  9  ; 
de  même  «"-  —  6"-  =  (a^  —  R^)  cos-  9. 

Par  conséquent,  ces  deux  ellipses  ont  les  mêmes  foyers;  leurs  grands  axes  sont  situés  sur  0^  quand  a  est 
plusgrand  que  R,  c'est-à-dire  quand  les  points  M  et  N  sont  imaginaires;  au  contraire,  si  a  est  plus  petit  que 
R,  c'est-à-dire  si  les  points  M  et  N  sont  réels,  les  grands  axes  sont  situés  sur  Oy.  Enfin,  quand  a  =  R,  c'est- 
à-dire  quand  le  cercle  est  langent  à  la  droite  1),  leurs  distances  focales  sont  nulles  et  par  conséquent  les  ellipses 
se  réduisent  à  deux  cercles. 

On  trouverait  de  même  le  lieu  des  foyers  imaginaires  conjugués,  c'est-à-dire  le  lieu  des  foyers  situés  sur  le 
petit  axe.  Ces  foyers  sont  toujours  imaginaires,  mais  il  n'est  pas  certain  que  leur  lieu  le  soit;  il  suffit,  si  ce  lieu 
existe,  qu'il  soit  toujours  rencontré  par  le  petit  axe  de  l'ellipse  mobile  en  des  points  imaginaires. 

Bonne  solution  ife  -M.  .lean  .Moubbet,  à  Saumnr. 


QUESTION  PROPOSEE 


2128.  —  1°  Intégrer  à  l'aide  des  séries  l'équation  différentielle 

x'^y"  —  ïxy'  -(-  2y  =  2  -h  2a;^  sin  x. 
L'intégrer  aussi  en  partant  de  ce  fait  que  l'équation  sans  second  membre  admet  la  solution     yî=  x^. 
2°  Déterminer  celles  des  intégrales  dont  la  dérivée  première  se  réduit  kO,  et  la  dérivée  seconde  à 
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pour    X  =  0.     Construire  la  courbe  représentative  de  celle  fonclion,  el  vérilier  qu'elle  ne  rencontre  pas  l'axe 
des  X. 

y'            2 
3"  En  appelant  y  relie  intégrale  parliculiere,  montrer  que  la  lonclion     f{x)  =  — est  continue 

de  0  à    H- 00     et  a  une  intinité  de  racines  dans  cet  intervalle.  Doniierapproximativement  ces  racines,  ainsi  que 
la  forme  de  la  courbe     t/ =  f\x),    el  en  déduire  l'explication  de  ce  fait  que   l'aire    de  la  courbe    y  =  f(x), 

I    f{x)(ix,    est  toujours  négative  et  nulle  un  nombre  infini  de  fois.  '    E    H. 


DEUXIEME    PARTIE 


ALGKBHE 


(y.   \"  Tt 

a  4-   _- I  ,     Cl   étant  compris  entre  0  el    -5-  et  a 

étant  un  nombre  quelconque. 

La  preinirre  chose  à  faire  est  d'étudier  la  limite   du  terme  général  quand   n  grandit  indétiniment. 

Pourcela.ilfautd'abordétudierlalimilede     {  a -\ )       oude     a"(  1  H )    ;     lanuanlité     [\--\ ) 

\  n  '  \  an  '  '  \         an  j 

peut  s'écrire     1  (1  +  s)  '  J  "  ;     elle  lend  donc  vers  e  "  ,    quantité  bien  déterminée  et  finie. 

Voyons  l'autre  facteur:  si  a  est  plus  grand  que  1,  a"  grandit  indéfiniment,  le   terme  m„  est   indé- 
terminé: si  a  est  plus  petit  que  1,  a"  tend  vers  0,  u„  tend  vers  0  et  la  série  peut   être  convergente  ; 

si     a  =  i,     u„  tend  vers     tge  ",  et,  sauf  le  cas  où  e  "    est  un  multiple  de  n,  la  série  est  divergente. 

11  ne  reste  donc  que  deux  cas  à  étudier  :  le  cas  où  a  est  plus    petit  que    1  et  le  cas  où  a  est    égal 
à  1  et,  en  même  temps,     c"  =  K-. 

Supposons  d'abord     a  •<  I  ;     alors     (an )       tend  vers  0  et  la  série    u„  est  de  la  même  nature 


que  la  série     v„—{a-\ j    ;     celle-ci,  de  la  même  nature  que  la  série     w,,  —  a'\     et  cette  dernière 

est  convergente.  La  série  proposée  est  donc  convergente. 

Supposons  enfin    a  =  l    et   e'' = -,    ou    »  =  L-,    par  exemple. Nousposerons     ii-\ |    =rt-+-£; 

nous  aurons     tg  /  1  n )    =  Ig  ;  :     la  série  est  de  même  espèce  que  la  série     l-,,  =  s  =  / 1  h j    — t.. 

11    faut   donc    trouver    la   partie    principale   de   l'iiiliniment   petit    e.    dr      (iH )        peut   s'écrire 

\  n  I 

e"'-('-v)  =  e"(7r-:^^') 

a-  »^ 

OU  e"e  -  ~  e~^  . . . , 

/  a2  a*  \  /  .  a'  a"  \  , 

OU  enfin  '''M  — -l^-t-  "ST (  *  +  T^ "•- -JTTT    ■•       ■• 

\  2n         8h-  '\  .ni-         Ion'        / 

Les  deux  premiers  termes  de  ce  développement  en  série  sont 

a- 
e'  —  c^  — — , 
tn 
a" 

el,  comme    C  =  it,     le  terme  y„  est  égal  à    — h  ••■.     La  série  est  donc  divergente. 

Il  eu  est  de  mémo  pour     e'  =  Kti. 

♦ 
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2032.  -  On  considcre  les  cordes  M  W  d'une  ellipse  qui  joignent  les  e.vlrémilés  de  deux  demi-dinmèlres 
conjugués,  et  l'un  des  sommets  A  du  grand  axe.  Construire  les  courbes  lieux  de  l'orthocenlre  et  du  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  AMM',  et  calculer  leurs  aires. 

Soit h -7 I  =0     l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Désignons  par 

a-        0' 

ux  -\-  vy  —  1  —  0 

l'équation  d'une  sécante  rencontrant  l'ellipse  aux  points  M  et  M';  l'équation  de  l'ensemble  des  droites 
joignant  le  centre  0  de  la  courbe  aux  points  M  et  M'  est 

h  -y- (UX  -+-  vu)-   =  0, 

a^         b-  ^' 

et  les  coefficients  angulaires  de  ces  droites  vérifient  l'équation 

1  in- 

h  — (u  4-  vmf  =  0. 

a-         b- 

Pour  que  les  droites  O.M    et  OM'  soient  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  il  faut  et  il  suffit  que 

leurs  coefficienls  angulaires  vériflent  la  relation  bien  connue     mm'  =  —  — 

a- 

On  doit  donc  avoir 


i 



—  u^ 

rt- 

1 

b'' 

ou  (1)  d'u-  H-  b-v-  =  2. 

Cela  posé,  soit  A  le  sommet  de  l'ellipse  qui  a  pour  abscisse  a.  Nous  allons  chercher  l'équation  du 
cercle  passant  par  les  points  A,  M,  M'.  Ce  cercle  rencontre  l'ellipse  en  un  quatrième  point  N,  et  l'on  sait 
que  les  droites  AN  et  MM'  sont  en  direction  symétriques  par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse.  Donc  l'équa- 
tion de  la  droite  AN  est     u{x  —  a)  —  vg  =  0,     et  l'équation  du  cercle  est  de  la  forme 

— :  -I-  ^  —  1  -f-  A(M,r  -+-  vxj  —  1  j(  UX  —  vu  —  ua^  =  0  ; 
a-         b-  3  A  j  . 

il  suffit,  pour  déterminer  X,  d'écrire  que  les  coefficients  de  .r-  et  de  y'-  sont  égaux.  On  trouve  ainsi 

1  1 

1        ,    „         1         ,0               .,    ,              -         'b'~'^- 
— j-t-/îr  =  — ; AU-,  don  /  =  ; 7— • 


L'équation  du  cercle  est  alors 

.   /  j;'         y-           \         '1           1   \ 
(M-  -H  u^)(  — ^ — h -y; ^    "^  (  "T^ ^  )^"'^  "^  '^'^  —  l)(u.r—  vg  —  ua)  =  0, 

ou,  en  ordonnant  et  en  tenant  compte  de  l'égalité  (1), 

2(.r^  +  g'-)  —  c-u[ua  +  l)x  —  r-v[ua  —  \)g  —  a-b-  u-  -h  j;^) -(-  une-  =  0. 

Les  coordonnées  du  centre  sont  alors 

c-u{ua  ^  I")  c'-v(ua  —  1) 

■'■  = 1. -•  y  = ;: 


Nous  allons  d'abord   étudier   le    lieu   de   ce  point.  De   la  relation  (1)  on   déduit     ua  =  v'2cosç, 

/-   .                           v'^cos  ?               /2  sin  9  ,         .   ,        ,  ,  ■  »  1 

vb  =  \/2sin?,  ou     u  =  ,     V  =  — .     et  en  remplaçant  dans  les  valeurs  de  x  et  de  y,  nous 


loi 
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obtenons  los  coordonnées  d'un  point  du  lien  en  fonriion  du  seul  paramètre  9, 

X  =  — - — coscf  (,7iJcoso-(-  1),  y  =  — rr--^'n  »(v^2coso  —  1). 

Si  nous  y  remplaçons  cos  9  et  sin<f  on  fonction  de  tg  -^'    on  voit  que  le  lieu  est  une  couibe  unicur- 

sale  du  qualiièiue  degré  ;  mais,  pour  la  construire,  il  sera  plus  simple  de  conserver  la  variable  ?■ 

Nous  obtiendrons  toute  la  courbe  en  faisant  varier  ç  dans  un  intervalle  <iuelconqiied"otondue égale 
à  "i-,  par  exemple  de  — -  à  h-tt.  Mais  en  changeant  tp  en  — ç,  x  ne  change  pas  et  y  change 
dii  signe;  donc  à  deux  valeurs  de  o  opposées  correspondent  deux  points  de  la  courbe  symétriques  par 
rapport  à  O.r.  Il  suffira  alors  de  faire  varier  o  dans  l'intervalle  (0,  ■::),  de  construire  la  branche  de 
courbo  correspondante,  puis  de  tracer  la  branche  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
Calculons  les  dérivées  de  x  et  de  y  par  rapport  à  9  ;  nous  avons 


dx 


Aa 


smf{^2^'j.  cos  9  +  I), 


cV-2 

Té" 


2v/ïi  cos^  9  —  cos  o  —  \l2] 


Remarquons   d'abord   que    x    s'annule   pour     o  =  —      et     9  =  — p,      et  que    y    s'annule    pour 


(5=0,      0:=t:     et     o=— . 
4 

dx  1 

D  autre  part,     ~r—     s'annule  pour  un  an^le  obtus  ï  dont  le   cosinus  est     —    ^  ,-    ;     cet  angle  est 

d'i  ■-  2/:^ 

-  .Itt  dy  ,_  ,- 

comprisentre   —  ^i Enfin,   —r-   s  annule  pour  les  racines  du  trinôme     i<jtco&-o — cos  o  —  ^2. 

2  4a?  '  ' 

Si  nous  y  substituons  successivement 

v/2  2i'i  s/2 

nous  obtenons  les  signes 


1  1 

par  suite,  le  trinôme  admet  une  racme  comprise  cnlre —     et     — — j=r      et  une  autre  comprise, 


entre 


—       et     -+  1.     La  première  est  le  cosiiius  d'un   angle  0,  obtus,  compris  entre    »  et    — — 

v/2  .ri  4 


et  U  deuxième  est  le  cosinus  d'un  angle  y,  aigu,  inférieur  à  —  • 
Nous  en  déduisons  aisément  les  variations  de  .r  et  y  : 

T.  1T 


di/_ 
dx 


ia 


(2-^,/2)\       + 


0 


/"   {max  )    \     0      \ 


cV2 


16« 
(i)iin.) 


3cV"    X     .    •    -      ' 
\ V    (min.) 


ih 


\-ft) 
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A     -^ 


Nous   obtenons  ainsi  la  forme  de    courbe 

(fig-  !)■ 

Nous  avons  désigné  par  A,  B,  G,  D,  E,  F,  (j, 
Il  les  points  correspondant  aux  valeurs  remar- 

quables  de  <?  :  0,  ■;,  — .     — »     a,  j3,    —  ,    - 

Cette  courbe  présente  un  point  double  M 
dont  il  est  facile  de  calculer  les  coordonnées. 
Pour  cela  nous  cherchons  deux  angles  différenls 
9    et  9',  compris  entre  0  et  t,  tels  que  l'on  ait 

^   ^  cos  o(v/â  CCS  0  +  I  )  =  cos  9'(v^2  ces  9'  +1), 
)  sin<f(v'"2cos  9  —  1)  =  sin  9'(s/â  cos  0'—  \). 
La  première  s'écrit 
\/5(cos-  9  —  cos'  9')  -H  cos  9  —  cos  9'  =  0, 


et,  comme     cos  9  —  cos  9'    doit  tUre  différent  de  zéro, 

(3)  \/2(cos  9 -h  cos  9')  4- 1  =  0,  ou  2v'2cos  — 

La  deuxième  équation  du  système  (2)  nous  donne 

-!—  (sin  29  —  sin  29'j  —  (sin  9  —  sin  9')  =  0, 

~    .      ,  o  —  o  0  +  0 

ou  ^%  sm  (9  — 9')  cos  (?-l-9')  — 2  sin  '    ^    '    cos   '        ' 

ou  encore  ^v/â  sin-^^cos  ^~°  cos  (9  +  9') —3  sin  ^-^^  cos 

ou,  enfui,  en  divisant  par     :2sin  "  ^^  '^      qui  ne  peut  être  nul, 

(4)  n/S  cos  ■'^~'^    cos  (9  -H  9')  —  cos  '^'t"'^    =  0. 

Le  système  (2)  est  équivalent  au  système  (3),  (4). 

De  l'équation  (3)   nous  tirons     cos  '^  ~  '^    = 


-  =  0, 

o  -H  ti 


-  =  0, 


2v/2cos  — 


(4),  nous  obtenons 


cos  (o  -i-  9')  -h  2  ces-  -^ — —  =  0, 


9  + 


1  =0, 


et  en  portant  cette  valeur  dans 


1 


et    cos 


Je  puis  supposer      9>9';      par  hypothèse      9—9'      étant  plus  petit  que  k,  on  a 

o  -h  o' 


<-s- 


>■  0.     Donc    cos- 


doit  être  négatif  d'après  (3),  et  l'on  a 
1 


cos  -^ 


On  en  déduit,  puisque  9  et  9'  sont  compris  entre  0  et  -, 
~2       "^T'  2       ' 
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et 


12 


Or      cos  tf'  —  cos  -—  = 


in  o'  =  sin  ^  =  y 


12 

v/' 

-+-  cos 

5i: 

6 

V 

2 

./' 

—  cos 

Sir 

6 

1  — 


7ÏÏ 


2v/2 


T^  =  iv'^-''^^  =  ï;«<''^' 


puis, 


coso  =  cosi  ç>'  -t- 


sin?'  =  -  ^(v/3  +  1). 


sin  ç>  =  sin(  cp'  +  — )  =  cos  9'  =  -5-^  (v'3  —  1] 


On  en  déduit  aisément  les  coordonnées  du  point  double 


En  achevant  la  courbe  par  symétrie,  on  obtient  la 
figure  2. 

La  courbe  complète  sépare  quatre  régions  du  plan  ({\,  (2i, 
(3),  (4)  dont  nous  allons  calculer  les  aires 

Calculons  d'abord  l'intégrale  indéfinie    I   ydx. 


Nous  avon? 


Çndx  = —    I    sin  tf(i/2!  cos  ç  —  1)  sin  ç(2v/2  cos  9  +  1  )do 

J  8a6  J 

— i —    I    sin' '^(4  cos= 'f  —  \^^cos9—  l)rfo 

8"*  J 


— —    I    fsin^2o  —  ^''2  sin^f  cos  9  —  sin'?)rf'i 
8aè  ./    ^  • 


8a  6 
11  est  alors  facile  d'intégrer  ;  on  a 


^./■[- 


—  \'2sin-  0  cos  9  —  ■ 


1  —  cos  2;; 


îî!i].,. 


r  r*    r  !i         sin '(o         /2    .   ,  ^         sin  29"] 


ou,  en  remplaçant  sin' 9  par 


3sin9  —  sinSo 


frjdx  =  F(9) 


192a6 


[3  sin  49  -  "ifi  sin  3?—  fi  sin  29  +Cifl  sin  ol 


Pour  simplifier,  nous  poserons  ,    =  «"■ 

L'aire  de  la  région    (I)    est  égale  à  deux  fois  l'aire  couverte  de  liacliures   parallèles  à  Oy  de  la 
figure  1,  et  celle-ci  est  égale  à    /,  ydx,  puisque  1/  est  positif,  ou  à     F(0)  —  ^\-^)- 


On  a 


F(n)  =  0, 


'(î)- 


■  W 
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Donc  l'aire  de  la  région  (i)  est  4/i-  ou   — -— -  • 

isab 

Considérons  maintenant  dans  la  figure  1    l'aire  couverte  de  hachures  parallèles  à  Ox.    Elle  est  la 

différence  des  aires    MPC  et  MPH.    Nous  avons 


aire  MPC 
car  y  est  négatif,  ou 


—  I  ...  ydr,  aire  MPil  —  —  /    _  ydx. 


aire  MPC  =  f(^)  - 

-'(.)■ 

On  trouve  facilement 

■■■(^) -<^-^)' 

KV-: 

et  par  suite 

aire  MPH  =  F(  ^ 
J2 


K-2+lf).  F(. 


[t.]   =  (I, 


aire  MPC  —  aire  MPH  =  6/i-   =  — — —  • 
3zab 

c* 
Donc  l'aire  de  la  région  (2)  (fig.  2)  est  i'ik'\  ou  j^-r- 

Enfin  considérons  l'aire  couverte  de  hachures  obliques  aux  axes  dans  la  ligure  1.  Celte  aire  est  égale  à 

aire  QEGMP  — aire  QEDMP  : 

Utt 


QEGMP  =  —   I    '^  ydx  =  F(a)  —  F^-^V 


aire  QEDMP  =  —  j  ''^'yrfx  =  F(a)  —  f(  j" )' 


et,  en  retranchant,  on  voit  que  l'aire  envisagée  est  égale  à 

C'est  l'aire  des  régions  (3)  et  (4)  de  la  figure  2. 

En  résumé,  les  régions  (1),  (3)  et  (4)  ont  la  même  aire  ik-,  et  la  région  (2)  a  pour  aire  12A'. 

Lieu  de  l'orlhocenire  du  triangle  AMM'.  —  Cherchons  d'abord  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 

de  ce  triangle.  Si  on  désigne  par  (r,,  y,)  et  {x^,  y.i)  les  coordonnées  des  points  M  et  M',  on  a  pour  le 

centre  de  gravité 

Il  -Ha-,  -1-  a  )/,+  Vr. 

X  =  :^ ,  Il  = —  ■ 

■i  ■'3 

D'autre  part,  le  milieu  de  MM'  est  le  point  de  rencontre  de  la  droite  MM',     w.t  -f-  vij  —1=0,    et 

I-       •.  •        .        ^         M      '/         „  .,.  .        .         «'"  l>'v 

du    diamètre    conjugue — -  =  0  ;      ce  milieu    a   pour   coordonnées    — —    et  — r-^    car 

((2  V      b^  2  2 

a^u''  -+-  b'-v^  =  2.     Donc 

j-'i  -+-X2  ^=  a-u,  y,  -+■  y. 2  =  i^y, 

et  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont 

afaw -t-l)  b'^o 

X,     :=     »  llr   =    — ;:-  • 
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Si  on  désigne  par  lo  le  centre  du  cercle  circuiiscrit  et  par  II  l'ortliocentre,  on  sait  que  les  puinls 

G,   II  sont  en  ligne  droite  ettjuc  1  on  a      -^rr-  =  — 

HC.         '^ 

Ou  en  conclut  que  les  coor  lonnées  da  point  II  sont 


J",., J'i 


1-1 


V  = 


3 

.V-  -  T  î/r. 


ou,  en  remplaçant   j„,,    y^  par   les   coordonnées   du    point    <o    (jue    nous  avons  ohlenues  plus    haut, 
•'■(;>  y>.  P'"'  Iss  valeurs  i|iie  nous  venons  de  calculer, 


1 

X  = —  (i/a-H  l)[c''u  —  2fl), 


y  =  -ttI"'"^ 


)U  encore,  en  remplaçant  u  par et  v  par  ; 

a  0 


a-  =  —  — —  (v'icos  9  +  l){cy''2  cos  o  —  2a-),  .'/  — 


th 


■a-  — h'). 


(c-y/âCOS  O   —  r(-    —   0-) 


Ce  lieu  est  encore  une  courbe  unicursale  du  quatrième  degré  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
Si  on  transporte  l'origine  au  point  A(a,  0),  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  deviennent 


\/^  cos  ?     .    „        , .,  .,  rK  , 

X  =  ^  (a-  -\-  u-  —  e-'vZ  cos  9), 


.'/ 


•2b 


■  (a-  -+-  h-  —  c-s/2  cos  -i)  ; 


les  valeurs  de  x  et  y   sont  ainsi  plus  faciles  à  discuter. 

On  trouvera  une  courbe  analogue  au  limaçon  de  Pascal. 

La  courbe  admet  au  point  A   :   un  point  double  réel  si     a- 4- i- ■<  c2^/2,     on     a>>6(^/2 -1- 1)  ;     un 
point  double  isolé  si     r/</;(v/:2+  I);      un  point  de  rebroussement  si     a  =  0{\/± -{- i). 


CUNCUlliS   i»!' 


110 


KCGLE    DES  MINKS    DE  SAINT-IÎTIENNE 


Matlièmaliques. 

2129.  —  a)  Vn  (puidriialère  articulé  ABCD,  dont  les  côlés  ont  des  longueurs  invariables  Al!  —  2a, 
BG  =  AD  =  c,  DC  =  26,  se  déforme  de  sorte  que  le  coté  AH  reste  hori/.ontal 
et  lixecl  que  le  milieu  E  du  côté  DC  reste  sur  la  verticale  U:  du  milieu  0  de  AB. 
1»  Définir  la  courbe  (0)  lieu  du  sommet  f"(a>,  y,  i)  par  les  équations  de  ses  pro- 
jections ((',,\  (C,j),  (C;)  sur  le  plan  horizontal  xi)y  et  sur  les  [)lans  verticaux  rectan- 
gulaires xO:,  I/O:  (l'axe  Ox  est  dirigé  suivant  le  côté  fixe  AB). 

2°  Calculer  les    coordonnées  .r,  //,  0  de  C  en  fonction  de  l'angle  0  des  plans 
.rl)z  et  (;0D.  Montrer  (pu^  dans  le  cas  particulier  on  o.  b,  c  sont  liés  par  une   cer- 
taine relation  II  telle  que   la  <ourbi>  ÇCr),    projection   de  {O  sur  ;/(•-,  passe  par  le 
peint  0,  ces  coordonnées  sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre. 
niff  "  3»  Nature  des  courbes  (C,,l  et  (C.). 

Construire  la  courbe  (Cj.)  ;  étudier  sa  déformation  lorsque  c  varie,  a  et  6  gardant 
des  valeurs  constantes. 
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4°  Calculer  l'aire  dû  la  courbe  (Ce)  dans  le  cas  où   a,  b,  c  sont  liés  par  la  relation  R. 

Calculer  la  longueur  de  (C,)  pour  —  =  —■=  b  ;  vérifier  que  cette  longueur  est  quadruple  de  celle  de  la 
courbe  (C;). 

6)  Aux  sommets  C  et  D  du  même  quadrilatère  articulé,  constitué  par  des  barres  rigides  non  pesantes 
et  dont  le  côté  AB  est  maintenu  horizontal  et  fixe,  sont  fixés  deux  points  matériels  de  masses  égales  m, 
soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  dirigée  suivant  Oj  et  d'accélération  g. 

1»  Etablir  que  les  configurations  du  quadrilatère  dépendent  de  trois  paramètres  dans  le  cas  général,  mais 
que  les  configurations,  telles  que  C  et  D  soient  symétriques  par  rapport  à  0;,  —  ou  «  canfiguratiotis  9  »  (0, 
angle  de  xO;  avec  COD)  —  dépendent  du  seul  paramètre  6. 

2°  On  applique  en  C  et  D  deux  forces  liorizontales  F,  F  constamment  perpendiculaires  à  la  droite  CB  et 
formant  un  couple.  Déterminer  F  par  la  condition  que  la  con/iç/uration  0  soit  une  configuration  d'équilibre  ; 
on  déterminera  les  expressions  en  fonction  de  0  des  forces  F  et  des  tensions  T,  U  des  lignes  CB  et  CI). 

3"  Môme  question,  lorsque  les  forces  F,  F,  horizontales  et  formant  toujours  un  couple,  font  un  angle  quel- 
conque ç  avec  CD. 

4°  Vérifier  que  lorsqu'on  passe  de  la  configuration  0  d'équilibre  à  la  configuration  0  +  M,  la  somme 
algébrique  des  travaux  des  forces  F  (définies  comme  au  3°)  et  mtj,  appliquées  aux  points  C  et  D,  est  nulle. 

Calcul    triyonomrlrique. 

On  donne  les  valeurs  numériques  des  trois  côtés  d'un  triangle  ;  calculer  les  angles,  la  surface  et  le  rayon 
du  cercle  circonscrit. 


Epure. 

2130.  -  Intersection  d'une  sphèbf.  et  d'un  iiYPF.niiOLoïDE  de  uévolution  .  —  Sphère  de  centre  (o,  o')  :  distance 
oo'  :  20  centimètres  ;  rayon  de  la  sphère  :  7  centimètres. 

Hyperboloicle  dert'eoltUion  :  Axe(i,  1')  de  front,  incliné  de  45°  sur  la  verticale. 

La  projection  horizontale  de  l'axe  passe  par  le  point  a  tel  que  oa  =  2  cen- 
timètres. 

Gcncratrice  (2,  2')  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  tangente  à  la  sphère 
au  point  (b,  o'). 

Représenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  : 

1°  En  projection  horizontale,  la  partie  de  la  sphère  extérieure  à  l'hyper- 
boloïde  ; 

2°  En  projection  verticale,  le  solide  commun  à  la  sphère  et  à  l'hyperboloide. 

On  entend  par  volume  de  l'hyperboloïde  la  partie  de  l'espace  qui  contient 
l'axe  de  révolution  et  est  limitée  par  la  surface  de  l'hyperboloïde. 

On  demande  de  représenter  en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges 
les  constructions  d'un  point  quelconque,  de  sa  tangente  et  des  points  remarqua- 
bles avec  leurs  tangentes. 

Titre  et  cadres  inutiles.  L'emploi  du  pistolet  est  interdit. 


Pliijsique  et  chimie. 

I.  —  Formule  du  nivellement  barométrique.  Etablir  la  loi  (|ui  donne  la  pression  atmosphérique  en  fonction 
de  l'altitude. 

II.  —  2131.  Un  aérostat  sphérique  se  trouve  en  équilibre  à    l'altitude  h.  Calculer  la  tension  ï  de  l'enve- 
loppe à  la  partie  supérieure. 

On  négligera  dans  ce  calcul  les  variations  de  masse  spécifique  de  l'air  et  du  gaz  sur  toute  la  hauteur  du 
ballon. 

Calculer  sans  avoir  recours  à  l'approximation  précédente  : 

1°  La  masse  totale  du  ballon  ; 

2o  La  masse  du  gaz  contenue  dans  le  ballon  ; 
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3»  La  tension  T  de  l'enveloppe  à  la  pai'lie  supérieure. 

Données  :  H,  rayon  de  l'aéroslat  qui  est  supposé  de  graniieur  invariable,  (in  maintient  l'éiçalité  de  pression 
entre  le  gaz  et  ratmosplière  à  rorilîce  intérieur  du  ballon. 

d,  densité  du  gaz  par  rapporta  l'air. 

g,  accélération  de  la  pesanteur,  au  lieu  donné,  accélération  qu'on  supposera  indépendante  de  l'altitude. 

a,  masse  spécifique  de  l'air,  à  la  température  (  et  sous  la  pression  d'une  colonne  de  mercure  de  760'""', 
observée  au  lieu  donné  et  supposée  a  0°.  On  admellra  ([ue  l'atmosphère  est  tout  entière  à  la  température  l  et 
immobile. 

P,  pression  atmosphérique  du  lieu  au  niveau  du  sol. 

m,  masse  spécifique  du  mercure  à  O». 

h,  altitude  du  centre  de  l'aérostat. 

III.  —  Un  certain  poids  de  pentachloruio  de  phosphore  est  mis  en  longue  digesiion  dans  de  l'eau  en  excès, 
puis  la  liqueur  est  évaporée  jusqu'à  consistance  sirupeuse,  à  une  température  voisine  de  150";  on  poursuit 
l'évaporation  jusqu'à  ce  que  le  poids  du  résidu  R  ne  varie  plus.  Les  vapeurs  dégagées  ont  été  recueillies  dans 
une  solution  de  nitrate  d'argent  en  excès.  Le  précipité  blanc  formé  pesait,  après  dessiccation,  1^,435. 

Le  résidu  H  est  redissous  dans  l'eau,  puis  additionné  de  soude  en  quantité  insul'lisante  pour  la 
neutralisation.  La  nouvelle  liqueur  est  évaporée  à  siccilé,  puis  calcinée  au  rouge  et  laisse  un  résidu  r  pesant 
0^,22.  On  constate  que  la  dissolution  de  r  dans  l'eau  est  complète,  que  la  liqueur  obtenue  est  neutre,  et 
qu'elle  donne  avec  le  nitrate  d'argent  un  précipité  parfaitement  blanc.  On  demande  la  composition  centésimale 
du  résidu  r. 

On  prendra  :     11  =  I,     U  =  16,     Cl  =  3o,o,     P  =  31,    Na  =  23,     .Ag  =  108. 
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2132.—  Soient  ;/ii  .'/i.  1/3    les  ordonnées  des  pieds  des  normales  k  une   parabole     i/- —  i.c,     issues  du 
point  M(a,  p). 

1"  Le  lieu  des  points  M  tels  que 


-i/i 


=;  À  =  constante. 


se  compose,  en  général,  d'une  développée  de  parabole. 

13  13 

Si    X  =  — -,     le  lieu  est  une  droite  double  ;  si     /.  =  — ,     le  lieu  est  une  droite  triple. 

2"  Le  lieu  des  points  M  tels  que 

V  II    ^ 


-.'/î  -t-  Si/ 
se  compose  de  deux  développées  de  parabole. 
3"  Le  lieu  des  points  M  tels  que 


^in" 


k, 


se  compose  de  trois  développées  de  parabole. 


(S.'/ï)'" 

li.-.\.  Barisie.n. 

2133.  —  La  normale  à  ime  courbe  (C)  en  un  point  M  rencontre  les  axes  de  coordonnées  aux  points  P  et 
(J.  Par  l'origine,  on  mène  les  vecteurs  OP',  OQ'  équipollents  à  .VIP  et  à  MQ.  Déterminer  la  courbe  (C)  de  façon 
iiue  les  tangentes  aux  lieux  de  P'  et  de  Q'  soient  parallèles. 

J.  MouRHET,  élève  à  l'iîcole  normale  supérieure. 
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REVUE   DE    MATHÉMATmUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR  UM-   l'AMlLLh:  Ul-  COURBES 
(jai-  M.  Raymond  Berr,  élève  a  l'ICcole  Polytechnique. 


Je  me  propose  de  trouver  une  courbe  (G)  telle  que,  si  on  la  fait  rouler  sur  une  droite,  le  rayon  de 
X.  I  courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  invariablement  lié  à  cette  courbe  soit  un 

multiple  du  rayon  vecteur  joignant  le  point  au  centre  instantané. 
'y-'Jx  Soient  A  le  point  jouissant  de  la  propriété  ; 

u),  )■  les  coordonnées  polaires  du  centre  instantané  1,   rapportées  au  point    .\ 
et  à  un  axe  polaire  quelconque  invariablement  lié  à  la  courbe  C  ; 
0  l'angle  de  Al  avec  la  normale  en  1  ; 
U   le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (C)  en  I  ; 
p  celui  de  la  trajectoire  du  poinl  A. 
La  formule  de  Savary  s'écrit  alors 

(1) 


Mais 


1         1 

1 

r          p  — 

K  cos  0 

H=^ 

2  H-  r'- 1  "^ 

et 


On  en  déduit,  on  portant  les  valeurs  de  R  et  de  cos  0  dans  (1), 


(2) 


r  p  —  )■  »•(/■-  -+-  )■'-) 

La  condition  imposée  à  la  courbe  (Cj  peut  s'écrire 

P  =  [n  +  l)r, 
aver  «>  —1, 

parce  que  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  .\  est  nécessairement  du  même  côté    que  I 
par  rapport  à  A.  L'équation  {-2)  devient  alors 


i(i-,lW^-^"'' 


et,  après  réductions, 


r{r-  -i-  r'-) 
{n  —  1);  '-  —  )vr"  —  /■-  =  0. 
Celte  équation  se  ramène  iniurédiatenient  au  premier  ordre  en  posant 

'■  -  =  P> 
d'où  ..»_    1     dp 
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,,      .  Il        cil) 

Il  vieil  1  —   /■-/ (n—  1)1)  =  —7-, 

équation  linéaire. 

L'équation  privée  du  ilcuxièini;  incinljie  s'intégre  iin.uédiateineiit 

dp  _    2(/(  —  1  )     dr 

/;  =  Cr^^  . 
l''aisoiis  maintenant  varier  l,i  constante. 

/;      dx:    .i^^ 

Il  vient  — -  /•  -j—  r     "     —  —  r-, 

'i       di- 


n 

et  n  =  ;-  —  »•", 

X-  désignant  une  constante  arbitraii-'. 

i  »-]■ 
Finalement  on  a  p  =  '■-)'     "     —  '' 

di- 


d  ou  dM  = 


(|u'on  [leut  écrire 


\/x-;-    "     -  r- 
dr.r~ 


quadrature  qui  s'effectue  aisément  en  posant 


r  "  =  II. 
lidu 


11  vient  rfw  = 

V  A-  —  !('- 

Inltiijrant  et  désignant  par  i  une  constante  arbitraire,  il  vient 

II 
(.,  +  ■/.  .=  Il  arc  cos  —  • 

A 

Oii  {icnt  d'aillcuis  faire     a  =  0     puisque  l'axe  polaire  est  resté  jusiiniti  iiuléterininé. 

U  (0 

On  obtient  donc  en  définitive  -^  =  cos  — > 

A  )( 

('» 

)•  =   À"  CCS"  —  • 

n 
Telles  sont  les  courbes  clierehées. 

l'ropriélés  fonddiiicnidu's  de  ces  courbes. 

Ces  courbes  jouissent  de   deux  propriétés  remarquables,  relatives  à   la  iioriuiile  et  au  centre  de 
courbure. 


,<       1 


I.  Si  nous  revenons  à  la  formule  de  Savary  et  que  nous  y  fassions 

ç,—  (n-^-  [)r. 

elle  devient  -     (  1  h )  =  •—■ 

)•    \  n  !        R  ( 


w  -'-^'       7>^  ?  =  («  +  •)'', 

X'  ■'':     ^        I   /.       I  \  i 


K 


«=^^ 


cosO 
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tal  ;  on  construit  la  parabole  de  sommet  c  en  remarquant  que  l'ordonnée  du  point  a  de  la  circonférence  de 

ravon  G  et  de  centre  o  est  donnée  par 

'  ;/2  _  3g  _  4  _  H2 

Le  parannMre  ;)  de  )a  parabole  résulte  donc  de  la  relation 

32  =  2/>  X  8, 
puisiiuc  l'abscisse  du  point  z  par  rapport  au  sommet  est    6  +  2  =:  8.     Donc    p  —  2.     Le  paramétre  est   égal 
au  rayon  du  cercle  de  gorge  et  l'on  a  ainsi  le  foyer  f  et  le  pied  de  la  directrice  d.  On  peut  alors  construire  la 
parabole  par  points, 

Le  cône  ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  de  front  passant  par  son  sommet,  son  contour  apparent  verti- 
cal se  compose  de  la  génératrice  s'y  et  de  la  génératrice  liorizontale  s'h',  et  la  courbe  d'intersection  aura  sa 
projection  horizontale  symétrique  par  rapport  à  es. 

Intersection  des  solides.  —  Pour  trouver  la  courbe  d'intersection  des  deux  solides,  nous  les  couperons  par 
des  plans  horizontaux.  Chaque  plan  donne  sur  le  tore  deux  parallèlesqui  se  projettentsuivant  des  circonférences 
concentriques,  et  sur  le  cône  une  parabole  égale  à  la  base,  dont  le  sommet  est  à  l'intersection  de  la  génératrice 
(s'y,  se)  avec  le  plan  du  parallèle,  l'axe  se  projetant  toujours  sur  l'axe  de  la  parabole  donnée.  Pour  avoir  l'inter- 
section de  ces  deux  sections  planes,  il  suffit  de  les  projeter  sur  le  plan  horizontal  ou  plutôt  d'en  prendre  la  per- 
spective en  plaçant  le  point  de  vue  uu  sommet  du  cône  :  toutes  les  paraboles  viennent  alors  se  placer  sur  la  base 
du  cône,  les  parallèles  du  tore  donnent  des  cercles  concentriques  de  centre  o.  Prenons  par  exemple  le  plan 
horizontal  qui  coupe  la  méridienne  principale  du  tore  au  point  g'  ;  la  perspective  de  ce  parallèle  a  pour  ravon 
0)7,'  et  le  cercle  de  rayon  or/i  coupe  la  parabole  en  mi,  mi',  qui  font  connaître  la  génératTice  {smi,  s'm\)  sur 
laquelle  on  prend  le  point  {m,  m'}  d'jnterseclion  par  le  parallèle  g'.  On  a  ainsi  pour  chaque  parallèle 
autant  de  points  qu'il  y  en  a  de  communs  à  la  parabole  et  au  cercle  091  correspondant.  La  tangente 
en  (ni, ni')  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  ce  point:  le  plan  tangent  au  cône 
a  pour  trace  horizontale  la  tangente  en  »ii  à  la  parabole  et  le  plan  tangent  au  tore  a  pour  trace  une  perpendi- 
culaire au  rayon  om  à  la  même  distance  du  point  0  que  la  trace  du  plan  tangent  en  [g',  g)  qui  est  défini  par  le 
point  Ui.  t'.^)  ;  c'est  donc  la  droite  tit  dont  l'intersection  avec  la  tangente  à  la  parabole  en  nu  donne  un  point 
de  la  tangente  cherchée  {tm,  t'm'). 

On  doit  remarquer  que  le  parallèle  intérieur  k'  défini  par  le  second  point  d'intersection  de  la  génératrice 
s'y'  avec  la  méridienne  du  tore  a  la  même  perspective  que  le  premier,  et  par  suite  la  construction  précédente 
donne  en  même  temps  le  point  (n,  n')  de  la  courbe  d'intersection,  où  la  tangente  a  été  construite  de  la  même 
manière  en  faisant  tourner  le  plan  tangent  au  tore  le  long  du  parallèle  k'. 

Parallèles  limites.  —  On  obtient  les  rayons  des  parallèles  limites  en  menant  du  point  o  les  normales  à  la 
parabole  ;  l'une  est  évidemment  oc  qui  donne  le  parallèle  passant  en  a  mais  qui  n'(^sl  tangent  ,'i  la  courbe 
d'intersection  qu'au  point  c,  l'autre  s'obtient  en  portant  la  sous-normale  ob  qui  fait  connaître  le  pied  '^■2  de  la 
normale  ;  la  perspective  du  parallèle  correspondant  est  donc  la  circonférence  op'i,  qui  correspond  à  la  généra- 
trice s'^'i  et  celle-ci  fait  connaître  les  deux  parallèles  limites  /[  et  l\  sur  chacun  desquels  on  a  le  point  À'  à 
tangente  horizontale  à  son  intersection  avec  la  génératrice  s'2.'.  En  chacun  des  points  Xi  et  Xo  la  courbe  est 
tangente  au  parallèle  qui  y  passe.  Pour  la  même  raison  la  projection  verticale  de  la  courbe  est  tangente  en  y 
au  parallèle  le  plus  bas  du  tore. 

Génératrices  limites.  —  On  peut  remarquer  que  la  construction  d'un  point  courant  donnée  plus  haut  revient 
à  celle  que  l'on  devrait  faire  si  l'on  coupait  les  deux  surfaces  par  des  plans  verticaux  passant  par  l'axe  du  tore. 
Chaque  plan  donnerait  sur  le  tore  une  section  méridienne,  et  sur  le  cône  deux  génératrices,  que  l'on  pourrait 
amener  dans  le  plan  méridien  de  front  par  une  rotation  autour  de  l'axe,  et  les  points  communs  aux  génératrices 
et  à  la  méridienne  du  tore  donneraient  des  points  de  la  courbe  d'intersection.  Ces  points  n'existent  que  si  les 
génératrices  coupent  la  méridienne  correspondante  ;  on  aura  donc  les  génératrices  limites  en  construisant  le 
cône  circonscrit  au  tore  par  le  point  s,  et  en  prenant  les  génératrices  communes  à  ce  cône  et  au  cône  donné. 
Il  existe  en  réalité  deux  cônes  circonscrits  au  tore  par  le  point  s,  mais  celui  qui  a  pour  génératrice  la  tangente 
il  la  méridienne  dont  le  point  de  contact  est  au-dessous  du  cercle  de  gorge  est  entièrement  intérieur  au  cône 
donné  et  par  suite  ne  donnerait  rien. 

Prenons  donc  le  cône  engendré  par  la  tangente  s'u'  dont  le  parallèle  horizontal  de  cote  zéro  a  pour  rayon 
o»i  et  coupe  la  parabole  en  ji  qui  fait  connaître  la  génératrice  limite  jisj  dont  le  point  de  contact  avec  la 
courbe  est  sur  le  parallèle  m'u'. 

Points  remarquables.  —  Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  du  cône  sont  à  l'intersection  des  méri- 
diennes des  deux  surfaces,  aux  points  w'  et  b'  :  ce  sont  en  même  temps  ceux  du  contour  apparent  vertical  du 
tore.  En  chacun  de  ces  points  par  conséquent  la  tangente  à  la  courbe  de  l'espace  est  de  bout  et  la  construction 
ordinaire  de  la  tangente  est  en  défaut  pour  la  projection  verticale,  où  la  courbe  n'est  pas  tangente  au  contour 
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apparent  du  tore,  sauf  au  point  ■;.  On  iloil  alors,  pour  obtenir  la  tangenieen  ces  points,  chenhcr  la  trace  verticale 
ilu  plan  o-sculaleur  à  la  coiirlie  il  inlerseclion,  qui  est  un  plan  de  bout,  et  dont  l'axe  est  défini  par  les  centres  de 
courbure  des  sections  normales  à  cliaque  surface  menées  parla  tangente  de  bout.  On  obtient  d'ailleurs  ces  centres 
de  courbure  soit  par  la  construction  directe  relative  aux  coniques  en  leur  sonimel,  soit  en  appliquant  le  tliéo- 
rème  de  Mcusnier. 

Par  exemple,  au  point  w'.,  la  section  normale  du  cône  est  une  hyperbole  dont  on  a  les  asymptotes,  parallèles 
aux  jîéncratrices  de  profil  du  cône  donné,  et  le  sommet  îc^  ;  on  sait  que  le  centre  de  courbure  -s'obtient  en  con- 
struisant la  troisième  proportionnelle  aux  deux  axes  de  l'hyperbole,  soit    p  = Nous  avons  en   s'o',    le 

rabattement  de  la  génératrice  de  profil  so  sur  le  plan  méridien,  et  en  lui  menant  la  parallèle  par  le  milieu  i'  de 
la  corde  verticale  passant  par  w',  nous  obtenons  le  rabattement  de  l'asymptote  t'.:,  d'où  l'axe  non  transverse 
b  =  icU;  et  le  centre  de  courbure  //  en  menant  la  perpendiculaire  z\r^'  à  i'i\.  D'autre  part  le  centre  de  cour- 
bure de  la  section  normale  au  tore  est  sur  le  prolongement  du  rayon  eu-:,  et  d'après  le  théorème  de  Meusnier 
c'est  le  point  qui  se  projette  sur  le  plan  horizontal  w'^  au  centre  s'  du  parallèle.  C'est  donc  le  point  t,' .  Par 
suite  l'axe  du  plan  osculateur  est  la  droite  r/?'  cl  la  tangente  en  w!,  lui  est  perpendiculaire. 

On  a  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  tore  en  appliquant  la  méthode  qui  a  donné  un  point 

courant  aux  deux  parallèles  de  contour  apparent.  Nous  avons  fait  les  conslnictiims  pour  le  point  (/•,  r')  et  la 
tangente  en  ce  point  ;0)-,  O'c'). 

Enfin  nous  obtenons  les  points  doubles  de  la  projection  horizontale  en  prenant  l'intersection  des  plans 

diamétraux  conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux  surfaces.  Pour  le  tore,  c'est  le  plan  horizontal  du 

centre,  et  pour  le  cône  c'est  le  plan  de  bout  qui  passe  par  la  droite  s't'.  Leur  intersection  est  la  droite  de  bout 

jip',  qui  est  la  droite  des  points  doubles. 

i'onciiiation.    —  Quand  on   enlève  le  cône  il  ne  reste  de  son  contour  apparent  vertical  que  les  portions  de 

génératrice  intérieures  au  tore,  et  qui  sont  cachées.  Au  contraire  les  arcs  du  contour  apparent  du  tore  qui  sont 

intérieurs  à  l'angle  formé  par  les  génératrices  de  contour  apparent  du  cône  disparaissent;  la  ponctuation  de  la 

courbe  d'intersection  ne  présente  plus  aucune  difficulté. 


QUESTlOfsS  PROPOSEES 


2137.  —  1"  Intégrer  l'équation  différentielle 

2°  (Juelle  relation  y  a-t-il  entre  les  courbes  intégrales  de  l'équation  (E)  et  la  courbe 

(C)  y  = P^^^--r  ■ 

(x  +  l)  ^x-  —  1 
3°  Construire  la  courbe  (C). 

1-°  Lî  courbe  (G)  coupe-t-elle  la  droite    i/  =  —  -j- "' 

{Certificat  de  malkênatiques  générales.  Lyon,  juin  lOii.) 
•    2138.    —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  et  un  point  fixe,  .\,  de  ce  cercle. 
Un  diamètre  variable  MOM'  coupe  la  tangente  en  A  en  un  point  P. 

1»  Trouverlelieu  des  centres  des  cercles,  circonscrits  aux  triangles  i'AM  etPAM'.  ellenveloppede  ces  cercles. 
■2"  Trouver  l'enveloppe  des  bissectrices  de  l'angle  .\P0. 

3°  Montrer  que  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  triangles  PAM  et  PA.M'  est  une  conchoide  de  Mcomède. 
4°  Construire  le  lieu  des  orthocentres  des  triangles  PAM  et  PAM'. 
5"  Trouver  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  asymptotes,  ainsi  que  l'aire  limitée  par  le  cercle  et  la  courbe. 

n.  Manen,  à  Âlbi. 
2139.  —  A  une  dissolution  d'hyposuHite  de  soude,  on  ajoute  une  dissolution  d'iode  dans  l'iodure  de 
potassium  jusqu'à  persistmce  do  la  couleur  de  l'iode.  On  l'ail  ensuite  passer  du  chlore  à  refus  et  on  chasse 
l'excès  de  ce  gaz  par  une  ébullition  de  quelques  instants,  puis  on  fait  de  même  avec  du  gaz  sulfureux.  1. 'azotate 
d'argent  produit  dans  la  liqueur  finale  un  précipité  qui  pèse  Ou, 303  et  l'azotate  de  baryum  un  précipité  qui  pèse 
3k',7:J8.  Exprimer,  en  inilliniolécules,  la  composition  de  la  dissolution  d'iode  dans  l'iodure  de  potassium. 
0  =  10,     Az  =  U,     S  =  32,     Cl  =  3;;,;;,     1=127.     K  =  39,     Ha  =  137,     Ag  =  108. 
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D'où  la  coiislruction  suivante  du  centre  do  courbure  en  un  point  I  d'une  courbe  (C) 
On  joinl  I  au  pôle  A  et  un  poi  te  sur  lA  une  longueur 


IC  = 


»  +  l 


•  lA. 


Le  rentre  de  courbure  0  est  l'inlerseclion   de  lu  normnte  en   1  ù  la  eoui/jc  et  de  lu  perpendiculaire  en 
C  à  Al. 

11.  Clierclions  ;i  déterminer  sans  ambiguïté  l'angle  V  (]ue  fait  la  derni-tangentr;  dans  le  sens  des  o 
croissants  avec  le  rayon  vecteur  Al. 
On  a,  d'une  pari, 


et,  de  l'autre. 

Un  calcul  facile  donne 


(gV  =  —  =  —  cotg  — 


sin  V  = 


ds  =  </r'^duj-  -+-  dr- 

=    A"  COS  """'    (/» 


D'où  {0)  sin  V  —  ces 

n 

Les  relations  [a),  [Ij)   donnent  respectivement 


A-, 


Y=  --;-_— -H  2A-T:. 
I  i  n 

Les  seules  valeurs  pouvant  convenir  à  la  première  égalité  et  à  l'une  des  deu.\  autres  sont 

V  =  —  --^-■4-(2/.--f-l)-, 
n  2 

c'est-à-dire  V  =  —  -h  —  -h  2/r- 

n  t 

et,  si  on  convient  de  prendre  pour  V  le  plus  petit  angle, 

ce  qu'on  peut  énoncer  : 

L'angle  de  la  demi- normale,  qui  fait  l'angle     —  -^       avec  la  dcmi-langente  dans  le  sen:/  des  u>  crois- 
sants, et  du  rayon  vecteur  est  égal  à 

)( 

Dans  tous  les  cas  où  n  sera  fractionnaire  ou  entier  de  la  forme  "2''  on  pourra  construire  la  normale 
par  la  règle  et  le  compas. 

Cas  particuliers  rcmarquul/lcs . 

1.  Faisons     «  =  1,     p  :=  2/'. 

La  courbe  (C)  est  un  cercle,  r  =1  :osoj, 

et  A  est  un  point  quelconque  de  la  circonférence. 


1G4 
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On  retrouve  uiosi  une  propriété  connue  du  rayon  (ie  coiubui'e  de  la  cycloide. 

I  :; 

2    Faisons     /(  —  — >       ?  =  -r-r. 

La  courbe  (C)  est  une  lenuiiscate, 

r'  —  À  ces  !2(o 
el  A  est  le  point  double. 

Les  propriétés    (1)  et    (II)    donnent  deux  théorèmes  intéressants  relatifs 
à  la  lemniscate  : 
Lu  normale  fait  acec  le  rayon  vecteur   un  angle  doublr  de  l'amjle  polaire. 

Le  centre  de  courbure  en  tin  point  1  s'obtient  en  élevant  la  perpendiculaire  au  rayon  polaire  au  point 
xitué  au  tiers  de  ce  rayon  à  partir  du  point  I,  et  prenant  son  intersection 
'''  1         «yec  lu  normale . 


/  3   Faisons     «  =2,     s  =  :{/■. 

La  courbe  (C)  est  une  cardioïde, 

V  =  k-  cos-  — . 
'/■'- 

ou  r=    —  (1-^COSw), 

el  le  poiiil  A  en  est  le  point  de  rebroussenient. 
La  propriété  lU)  exprime  que  l'angle  de   la  normale  et  du  rayon  polaire  est  la  moitié  de  l'angle 
polaire  lAx. 

Considérons  le  cercle  U    dont  la  cardiuidc  est  la  conchoide. 
Soit   li  son  intersection  avec  AI. 

Joignons  EO,  qui  rencontre  la  normale  en  I  au  point  L). 
tJn  a  aÊO  =^  u), 


et,  comme     ElU  =   —-     on  a 

Le  triangle  ElD  est  isocèle  et 


EL)  ^  El  =  AB. 

Donc  le  point  D  est  sur  le  cercle  ((>). 

D'où  la  construction  connue  de  la  normale  à  la  cardioïde  : 

On  joint  Al   nui  rencontre  le  cercle  0  en   E.   On  mène  le  diam<';lre  EOD.  La  normale  est  In  droite  ID. 

D'après  la  propriété  (I),  on  aura  le  centre  d<]  courbure  en  portant  sur  lA  une  longueur      IC  =  —  I.\ 


et  en  élevant  en  C  la  perpendiculaire  à  lA 

4.  raisons  n  — 

La  Courbe  (C)  c^t  une  hyperbole  équilatère, 


dont  A  est  le  centre  et  l'axe  polaire  l'axe  transverse. 

Les  i)ropriélés  I   el  H  se  traduisent  alors  : 

La   normale  m  un  point  I  d'une  hyperbole  équilatère  cl  le  rayon  central 
01  sont  également  inclinés  sur  l'axe  transverse. 

Le  centre  de  courbure  est  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  central  qui  passe 
au  point  C  à  la  distance  201  du  point  0  sur  ce  rayon. 
La  comparaison  de  ce  paragraphe  et  du   paragraphe  2  conduit  au  théorème  suivant  : 
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5/  on  considère  une  lemniscate  et  une  hyperbole  équitatère  ayant  même  centre  et  même  axe  transverse, 
en  tout  point  d'intersection  le  rayon  central  est  bissectrice  de  l'angle  des  deux  courbes. 

5.  Faisons  n  —  x ,  p  =  oo . 

En  d'autres  termes  : 

Cherchons  une  courbe  telle  que,  si  on  In  fait  ronler  sur  une  droite,  un  point  invariablement  lié  â  celte 
courbe  décrive  une  droite. 

Revenons  à  l'équation  (2)  du  rlébut. 

Si  on  y  fait  p  =  x  , 

il  reste  '■'-  =  rr", 

équation  qui  s'intègre  immédiatement  : 

?•'  r"  r' 

r  )•'  )• 

et,  intéarant  une  deuxième  fois. 

r  =  Re^'", 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

La  spirale  logarithmique  est  donc  la  seule  courbe  répondant  à  la  question,  et  le  point  qui  décrit  une 
droite  est  son  pôle. 
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Mécanique. 

2038.  —  i'ne  sorte  d'arbalète  est  formée  d'un  tube  rectiligne  et  d'un  fil  élastique.  Le  fil  CMD  est  fixé 
par  ses  extrémités  à  deux  points  C  et  L)  de  l'arbalète.  Il  sert,  par  son  élasticité,  à 
lancer  un  projectile  M  guidé  par  le  tube  dont  l'axe  AOB  est  perpendiculaire  au  milieu 
0  de  CI). 

Ouvert  en  B,  fermé  en  \.  le  tube  est  évidé  latéralement  de  A  en  0,  de  façon  à 
laisser  libre  passage  au  fil. 

Pour  lancer  le  projectile,    on  l'amène  a   l'extrémité  A  de  sa  coui'se,    de  façon    à 

tendre  le  fil  élastique  ;  puis  on  l'abandonne  à  la  réaction  du  fil. 

A  a 
^  0(1  donne     OB  =  OC  =  OD  =  a  ,■     0,\  =  —^  •      Le  fila  une  section  et  une  masse 

négligeables.  IVon  tendu,  il  a  pour  longueur  naturelle  CD.    Tendu  suivant  la  ligne  brisée  CMD,  il  agit  sur 
M,  pendant  le  mouvement,  comme  la  corde  agit  sur  la  poulie,  dans  l'étude  statique  de  la  poulie  mobile.  Sa 

CM  —  CO 


0 

M 


CO 


tension,  proportionnelle  à  l'allongement,  a  pour  expression     k 

Le  projectile  est  assimilé  à  un  point  matériel  de  masse  m  ;  l'action  du  tube  sur  lui  est  assimilée  à  celle 
d'un  plan  incliné  qui  aurait  pour  ligne  de  plus  grande  pente  l'axe  du  tube,  le  coefficient  de  frottement  f 
ayant  la  même  valeur  au  départ  et  pendant  le  mouvement. 

1°  Déterminer  k  et  f  par  les  conditions  suivantes:  l'arme  étant  verticale,  la  masse  m  doit  être  portée 
à  112î-'  pour  que  son  poids  suffise  à  faire  descendre  le  fil  élastique  jusqu'au  point  A.  Cette  masse  demeure 
en  A  pour  toutes  les  positions  de  BA  faisant  avec  la  verticale  ascendarite  un  angle  <>  inférieur  à 
— .    mais  elle  part  dés  que  9  dépasse  —  • 
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^'' Avec  Icx  valenvs  tronvrea  po\ir  I;  ri  f.  mais  pour  les  diicrant  vninirs  imagivnlilex  de  m,  éludier  en 
fonclion  de  0  la  portée  de  l'arbnlcle,  c'est-à-dire  la  distance  du  pnint  B  de  l'arlialrle  nu  point  de  chute  du 
projectile  sur  le  plan  horizontal  du  point  B. 

Homurqiions  f|ii('  CA  =  — -• 

Prenons,  sur  l'arbalèto,  coinmn  origine  le  point  0;  pour  sens  posilif  celui  de  A  vers  B.  Posons 

(m  -  X. 
De  A  en  0,   r  variera  de —      a  0,  et  1  on  aura 

cosCMU  """ 


s/ a-  -(-  X- 
Donc,  dans  le  mouvement  de  A  en  0,  l'expression  de  la  forée  due  ;i  la  tension  du  fil  sera 

1.  I/expression  de  la  force  due  a  la  tension  du  lil  est,  au  point  A,      — nr        l'-Hf  fa'^  équilibre  a  un 

poids  qui  est  1  lifi  ;  donc     I;  —  lOog. 

Inclinons  l'arme.  Au  moment  du  départ,  Tangle  de  la  résultante  de>  forces  directement  appliquées 
sur  le  point  avec  la  normale  ii  l'arme  est  épal  à  l'angle  de  frottement.  Ici.  ceci  se  produit  quand  l'arme 
est  horizontale. 

La  composante  horizontale  et  la  composante  verticale  des  forces  directement  appliquées  sont  toutes 
deux  égales  à  11:2g'.  Donc    f=^- 

Dans  ce  fjui  suit,  nous  prendrons  ces  valeurs  particulières  pour  /.•  et  f. 

2.  Supposons  maintenant  que  la  mas.se  du  projectile  soit  m  et  qui^  l'inclinaison  de  larbalote  sur  la 
verticale  soit  0. 

Le  projectile  est  soumis  à  son  poids,  mj,  dont  la  composante  normale  à  l'arbalète  est  m7  sin  0  et 
la  composante  sur  l'arbalète  vers  le  has  est  nî^cosf.  En  plus,  il  est  soumis  à  la  force  due  à  la  tension 
du  (il  qui  est  llSg. 

Pour  que  ce  projectile  puisse  partir,  il  faut  d  abord  que 

mg  cosO  <  11^9 
et  que  1 12'/ —  )H/7  cosO  >  mjsin  0. 

La  seconde  condition  entraîne  la  première  et  donne 

112 

Wi  <  : 

COSO  -)-  Sltl  'I 

Supposons   celte   condition   remplie.   Dans  le   mouvement  do  .\  en  0,  l'équation   dillV'renlielle  ;i 

d'x  r        a"  j"  "1 

intégrer  est  m  — —  =  —  mn(cos  0  -i-  sin  0)   !   21O7I     , 1  ; 

di'  -'^  •  Lv'«'-t-.r2        a  J 

—  mr/  ?in  0     est  la  foixe  de  frottement. 

Dans  ce  mouvement,  nous  voulons  avoir  seulement  la   vitesse  au  point  O,   soit  i'„.  Nous  allons 
donc  appliquer  le  théorème  des  forces  vives  sous  la  forme  intégrale.  Nous  aurons 

— — -  =  —  ?)i7a'(cos  0  -I   sin  0)  -h  2iO(/vVj»  -t-.r'  —  ^[Oq  — — h  f, . 

Appliquons   cette  égalité  pour  le  point  (l  où  r  est  égal  ù  (V,  et    r  nul.  ri  pour  \o  point  A  où   v  est 

An 
nul  et  X  égal  a —  ;     il  viendra,  en  retranchant, 

Hlli,-;   =  :\h  —   771(C()S  I)  +  sin  0|J. 
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Ici,  nous  devons  supposer 

ni  ■< 


cos  0  -+-  siii  0 

Du  point  0  au  poinl  Fi,  réquation  dilTérentielie  du  mouvement  est 

mx"  =  —  mg{cos  0  -r-  sin  0). 

Nous  ne  voulons  avoir  que  la  vitesse  en  P,  soit  v,.   En  Ihéorcmo  ries  forces  vives  donne  immédia- 
tement 

m{L']  —  V;,) 

â =  —  »«f/a(cos  0  4-  sin  Oj  ou  vi  =  tv,  —  2^a(cos  0  -f-  sin  0), 

Il  suffit  do  remplacer  Va  par  sa  valeur  pour  obtenir 

I inn  r  20  .1 

CI  =  ~  I  — ^  —  cos  'I  _  sin  0    . 

Donc  le  projectile  n'arrivera  en  B  que  si 

20 
m  <^ 

cos  0  -t-  sm  0 

il  suflit  maintenant  d'appliquer  la  formule  qui  donne  la  portée  X  dans  le  mouvement  des  projec- 
tiles dans  le  vide  pour  obtenir 

iHa  r  20  T 

\  =  — -— sinO  cos  0 cos  0  —  sin  0    ■ 

ci  \_  m  J 

Nous  voulons  étudier  les  variations  de  celte  fonction  de  0,    0  variant  do  0  à  -^  »    avec  celte  res- 
triction que  X  doit  être  positif. 

X  reprend  la  même  valeur  pour  deux  valeurs  complémentaires  de  <).  Il  suffit  donc  de  faire  varier  0 

de  0  à  —    ou  de   —  à  -— •    Il  est  commode  de  chansçer  de  variable  et  de  poser 
4  t         3  ' 

X  =  0  —  -- . 

4 

On  a  alors  cos  0  4- sin  0  z=  ^/2  cosX,  sin20  =  cos2X, 

et,  par  suite,  X  =  cos  2X1 cos  X  I . 

S  l      m  J 

Si  0  varie  de   -^   à  --•    X  varie  de  0  à  — • 
4        2  4 

Occupons-nous  du  siyiie  de  X. 

1"     m  <i  \0\f-2.     X  est  toujours  positif  quel   que  soit  ).  On  peut  se  servir  de   l'arme  avec  toute 

inclinaison. 

2°     m  >  lOv'^.     Pour  que  la  valeur  aigiie   de  X  donnée  par     cos  X  = —     soit  acceptable,  il 

m 

suflit  alors  qu'elle  soit  supérieure  (ou,  à  la  limite,  égale)  à  — p-.  ce  qui  donne  m  <  20.  Donc  si  m 
est  supérieur  à  20,  on  ne  peut  jnmais  se  servir  de  l'arme  quelle  que  soit  la  valeur  de  0,  X  étant  tou- 
jours négatif.  Au  contraire,   si     20  >  m  >  lOv'-i,      on  peut  poser    cos  ï  =  —,      -j.  étant  compris 


entre  —  et  0,  et  l'on  a 
4 


X  =   cos  2X  cos  2  —  cos  / 1 


IfiS 
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et  X  e?t  positif  il  condition  que  À  varie  de  i  à  -^-    Prenons  maintenant  la  dérivée.  Tous  calculs  faits, 


on  obtient 


X  = 


liav/2    . 


sin  ).   6  cos=  ). cos  X  —  l  I  • 


sinÀ  est  positif  ou  nul  dans  l'intervalle  que  nous  considérons.  Posons 

4oyr     . 

m.)  =  6  cos-  X ros  A  —  1 . 

L'équation     f{'/^  =  0     ne  peut  avoir  au  plus  qu'une  racine  comprise  entre  0  et    y    II  suffira,  pour 

préciser  ce  poirl,  de  substituer  0  et   —  : 

/■(O)  =  —.(m-H,/J), 

et  de  comparer  les  signes  des  résultats. 

Voici  des  tableaux  résumant  la  discussion  : 

m  <  8/2 


/^      =_(„, -20), 


fl 

4 

2 

X 

0 

T 

x>; 

négatif 

\ 

Hflv 

/t 

(■ 

lOv/î 

') 

décroît 

0 

;j 

8/5  <  m  <  10/^ 


0 


croit  niaxiuium  décroit  0 


0 


X 


0 


néfralif  0  positif  maximum  décroil  0 

croit 


Très  bonne  solution  :  H.  Théveni»,  élève  nu  lyrre  de  Ueims 
lionne  solution  :  M.  A.  Rodsseuo,  à  Fournes-en-VVeppes. 
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Calcul. 

2040.  —   An  corde  AR  ri  la  flcchc  CM   d'un  arc  de  ccrrlr  AMB  ont  pour  longueurs 

AB  =  31">,30  et  CM  =  l'",16. 

I"  Calculer  !a  longueur   l    de  l'arc    AMIJ  par  les  tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales,  avec 
l'approjrimatiûn  que  ces  tables  comportent. 
C  "â"  Calculer    l    avec  la  même  approximation,  sans  faire  usage  des  tables. 

AB  =  3130'"'  ,  ^—^ 

Inconnue  :     AMB  =  31™, 413 


Données 
Formules  : 

ts-l-  = 


CM  =    116<^"i 
CB  =  Il  sin  f  ; 


CM 

~cb" 


2CJI 
AB 


CM  =  R(l  —  ces  cp)  =  2R  sin''  —  ; 


AMB  =  2Ro  = 


sm  cp 


AB. 


Calcul  de  o  en  i;rades. 

log2  =  0,30103 

loglie  =  2,06446 

colog  3130  =  Ï,50't46 


lost£ 


jp  =  2.86993 
pour  7,86993     4'' 71' 
2 

■|-=i«71'02' 
9  =  9"  42'  04" 
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2" 


Calcul  de  9  en  radians 

9"  =  0,1413717 

40'     =  0,0062831 

2'      =  0,0003141 

4'   =  0,0000063 


9  =  0,1479732 
9  =  0,14798 


Calcul  de  AMB. 

loi;- 0,1479    =  r,  16997 

S  23 

logo  =1,17020 

logsin9"42'      =  T,  16858 
4"  -2 

log  sino  =  1,16860 
colog  sin  9  =  0,83140 


1,17020 
3,49334 
0,83140 

3,49714 
pour  3,49707 


3141 


AMB  =  3141'='",o 


29 


A  =  14 


,^                 ''CM 
Pour  faire  ce  calcul,  sans  faire  usage  des  tables,   il  sullitde  poser       ig  -^  =  x  =  — et  dt 

développer  arc  Igx  en  série;  on  a  ainsi 

9  X  x'  X' 


Comme    x    est  plus  petit  que  — ->   il  sullira  évidemment  de  prendre  les  deu.\  premiers  termes  et  ou 


aura  amsi 


AMB  =  4Rx-(  1—4- 
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"'CM                      1  -ha:- 
Ur     iK  =  — ^^- —  =  2CM : — .     et,  coimne     :2GM  =  .t.AB,     nous  avons 


AMB  =  AB(l  +  a;^)(  I  —  —  j  =  ABM  + — 
Ce  calcul  facile  donne 

AMB  =  3l-",il4o... 
Bonnes  solutions  :  MJI.  0.  Lacii  ;  A.  Roissead  ;  H.  Kiioueih,  à  Paris  ;  M.  Hoix,  ;i  Chalon-sui-Saone  :  A.  Oouhtois. 
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2134.  —  Ueronniiilrp  la  convergence  on  la  diveigencc  de  la  série 

X  a;(l  —x)         x{i  —  x)(-2  —  x)         x(i  —  x){-2  —  x)(3  —  x) 

YV^  ïl  ^"  5!  "^  6!  "*"  '■ 

el,  dans  le  cas  où  elle  est  convereente,  démontrer  que  la  somme  a  pour  valeur      -r- —  ;      on  suppose  que, 

2{x  +  2) 

si  X  est  positif,  x  n'est  pas  nn  nombre  eniier. 

A.   MACli  DE   LkI'INAV. 

2135.  —  Etant  donnée  l'équation  diiféientielle 

(1  —  x'ji/"  —  Wxi/  +  4ni(m  -|-  Ijj/  =z  0, 
on  demande  : 

i"  de  déinontrei'  que  cette  cquation  admet  comme  solution  particulière 

cos  [(2w  +  \  )arc  sin  x] 

y'= 71^^?^ • 

2"  de  trouver  l'intéi^rale  générale  de  i'i'iiiiation  ; 

3"  de  démonlrcr  que,  si    m    est  un  nombre  cnlieict  [)usitil',  on  peut  satisfaire  à  l'équation  ditïcrentielle  par 
un  polynôme  entier  m  ,'■  ;  trouver  son  dci^ri',  puis  iMJi-uler  ses  coefdcients. 

A.    Mai:k  IlE  l.ÉPI.NAY. 

2136.  —  On  considère  la  surface  qui,  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

_  _   x'  +  y^ 
"  ~  ^-  +  2/'  ' 
)°  Montrer  que  sur  cette  surface  il  y  a  une  infinité  de  droites. 

2"  Construire,  à  l'aide  si  l'on  veut  des  coordonnées  polaires,  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  sections 
(courbes  de  niveau)  faites  par  des  plans  parallèles  à  xOij. 

."i"  Déterminer  la  projection  sur  le  plan  xO;/  des  lignes  de  plus  grande  |)enle  de  la  surface. 
4°  Déterminer  le  volumi'  compris  entre  le  plan     c  =  (),     la  surface  donnée  et  la  surface  prismatique  dunl 
les  faces  ont  respectivement  pour  équations    a;  =:  0,    .t  =  1.     »/  =  0,    y  =  1. 

On  appelle   lignes  de  plus  grande  pente  des  courbes  tracées  sur  la  surface  el  coupant  à  angle  droit  les 
lignes  de  niveau. 

{Cerlilirat  demulUcmnlniues  (jénérales,  Li/oii,  jiiiu   ;9ii'.) 
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l'XOLK   CENTRALE 
Concours    de    1912. 


Miithnna  tiques. 

2071 .  -  Soient  deux  aces  de  coordonnées  rectangulaires  fi.ces  Ov  et  0//  et  un  point  A  fixe,  d'a/iscisse 
donnée,  négative,     —  a,     sur  Ox. 

1°  Former  l'éiiuation  de  l'hyperbole  équilatère  (H)  ayant  pour  centre  le  point  A  et  un  somme I  à  l'ori- 
gine 0,  et  celle  de  la  parabole  (P)  ayant  pour  foyer  l'origine  0  et  pour  directrice  la  perpendiculaire  à 
Ox  en  A. 

ri"  En  un  point  \\[x  =  i,  i/  =  P)  de  (H),  on  lui  mrne  la  tangente  (T)  ;  M  décrivant  (II),  trouver 
et  construire  le  lieu  du  pôle  S  de  (T)  par  rapport  à  (P). 

3"  Trouver  et  construire  le  lieu  du  point  S'  intersection  de  (T)  et  de  la  droite  OS. 

1.  L'('quation  de  l'hyperbole  équilatère  |ll)  est  de  la  forme 

(.!■  +  a)-  —  y-  -  a-  =  0, 
ou 

(H)  X-  —  y- 4- 2aa' =  0, 

et  celle  de  la  parabole  P, 

X-  -+-  y^  =  [x-^  aY, 

ou 

(P)  y-  — 2a.r  — «2  =  0. 

2.  La  tangente  à  l'hyperbole  (H)  en  un  point  M(a,  |i)  a  pour  équation 
(T)  (a  -H  a)x  —  Pj/  -t-  aa  =  0. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du  pôle  S  de  cette  tangente  par  rapport  à  la  parabole  (P),  on  a 

—  '/  y  —  ax  — ■  ff- 

a  -H  a  —  â  aa 

d'où  on  déduit 


(S)  X  =  — ,     y  = 

2C  -+-  a  t.  ~\-  a 

On   aura  l'équation    du  lieu  de  S  en  éliminant  -j.  et  p  entre  les  expressions  des  coordonnées  de  S   et 
l'équation  de  condition 

(1)  a'-i  —  p2  _,_  i;aa  =  0 

qui  exprime  que  M{«,  ^)est  un  point  de  l'hyperbole  (H).  On  a  aisément  ï  = ,     p  =   ~  "■' , 

X  X 

d'où  l'équation  du  lieu 

a.^(x  +  af  ~  a^y-  —  2n-i'(.r  +  n)  =  0, 
c'est-à-dire 

(S)  x^  +  y-  —  a^  =  0; 

c'est  l'équation  du  cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec  OA  pour  rayon. 

3.  S'  est  l'intersection  de  OS  dont  l'équation  est 

Px  -h  ay  =  0 
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avec  la  tangente  (T).  Des  équations  de  ces  rieiix  droites  on  tire 

ay  x--\-y- 


X  x[x-^a) 

Portant  dans  l'équation    (1),  il  vient 

[i)  [x- -t-  ;/=)-  —  y"-{x  -f-  ay  —  2x(x  -r  a^x"-  +  ;/■)  =  0 

ou  bien 

(S')  [x""  -H  7/=)(7'  -X-  —  'iax)  -  }f-{x  -+-  a)=  =  0. 

Le  lieu  du  point  S'  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  à  Ox  et  présentant 
à  l'origine  un  point  de  rebroussement.  Comme  on  pouvait  le  prévoir,  elle  est  tout  entière  dans  la  région 
extérieure  à  l'hyperbole  H  (x^  —  y'  -+-  ^ax  <;  Oj. 

En  ordonnant  par  rapport  à  )/,  il  vient 

;/'  —  [(x-f-fl)^  -i-2rtxli/2  —  x^[(x -\- a)--  —  a-\  =  Q. 
La  discussion  de  cette  équation  bicarrée  en  i/  nous  montre  que,  de     —  oo     à     —  2o,     on  aura  deux 

valeurs  réelles  de  y  égales  et  désignes  contraims  ;  de     — 2»     à ^t-.     les  valeurs  de  ;/  sont  ima- 

ginaires;  de ^   à  0,  on  a  quatre  valeurs  réelles,  égales  et  de  signes  contraires  ;  enlin  de  0  à    +  x, 

deux  valeurs  réelles  seulement,  égales  et  de  signes  contraires.  C'est  à  peu  près  tout  ce  qu'on  peut  tirer 
de  l'équation  cartésienne. 

Pour  construire  la  courbe,  nous  ferons  usage  de  coordonnées  polaires.  En  groupant  dans  l'équation 
ii)  les  termes  extrêmes,  on  obtient 

[.r-  -h  y-  —  x(x  +  a)]-  —  (.r^  +  ■if){x  h-  a)-  =  0 
on  mieux 

(y-  —  axY  —  (x-  -(-i/'^)(x  4-  a'f  =  0. 
'l'iansformant  en  coordonnées  i)olairos,  il  vient 

p'-(P  sin-  (il  —  Il  cos  (u)-  —  çi'^l'j  cos  lo  -^  a)-  =  0 
ou,  suppression  faite  du  facteur  o-  qui  correspond  au  point  double 
situé  à  l'origine, 

p  sin-  w  —  (I  cos  i-j  —  ±[ç  cos  w  -h  a). 
On  trouve  ainsi  deux  équations  distinctes  : 

a[  1  -h  cos  tu)  a(  —  1  -h  cos  w) 

0  =   ' —  )  0  ^=  — : — , 

Sin-  (0  —  cos  ('J  '  SUl- to -4- cos  10 

qui  toutes  diu.N  représentent  la  courbe  ;  on  passe  de  l'une  ;i  l'autre 
en  remplaçant  w  et  p  par    o)  H--     l't     —  p. 
Prenons  l'équation 

\  -+-  cos  <•<  1  +  cos  10 

0  =  a  — r— =  1  -; ; —  ■ 

sin-  (0  — ■  cos  (0  I  —  cos  <"  —  cos-  m 

VùWY  avoir  toute  la  courbe,  il  suffira  de  faire  varier  'u  dans  un 

intervalle  2-,  parexemplede     — -    à     -î- -.    D'ailleurs  p  ne  change 

pas  quand  on  change  w  en     — w     (symétrie  par  rapport  à  Ox)  :  il  suflit   donc  d'i'ludi.i- la  courbe  pour 


z  s'annule   pour      cos  >.)  := —  1       (lo  =  t)     et  devient    Milini   iioiir 

('"  =--  ■^,    nous  conserverons  rangl(>  <?  dans  les  calculs).  ImiIIu,  la  dérivée 

2  -I-  2c()S(u  -+-  cos'^  "> 

a'  z=  —  n  sm  w  — r— rj 

(1  —  cos  "J  —  cos'  <o)' 
est  toujours  négative,  et  p  décroit  constamment . 


1  -+-  /5 


=  cos  o, 
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Pour 


'■' 

p 

0 

—  2rt 

liocroît 

? 

—   X 

-H  X 

décroit 

~ 

a 

décroil 

- 

0 

Remar- 


1  =  ^7,    p'  =  — •  "la,    tg  V  = ;     la  courbe  passe  au  point  B  sur  l'axe  des  //  et 

la  tangente  en  ce  point  est  la  droite  lil  qui  joint  le  point  B  au  milieu  I  de  ()A. 
Le  point    S'    s'éloigne  à  l'inlini   pour     "j  =  9/coso  =  — 

quons    que      IB  =  «  — -  ;      rabattant    IB     sur  l'axe    des    ,r,    en    IC,    on   aura 

OC  =  IC  —  iO  =  —  iV'"!  —  I);     les  directions  asymptotiques  de  la  courbe  sont 

OD  el  OD'. 

Cherchons  l'asymptote  qui  correspond  ;i   la  direction   ()D.    Les  racines  de 


V  o  —  i 
1  —  cos  "j  —  cos*  (o     sont      cos  9  = et      —  1  —  ces  9 


Od  a  donc 


1  -v/3 


I   —  COSto  —  cos-  w  =  (cos  9  —  cos  (.)1(1  -I-  cos  a  -+-  COS  i 

Nous  devons  considérer   l'expression 


p  sin(iu  —  9)  =  a 


1  --1-  cos  1 


X 


1  -h  cos  I 


dont  la  limite  pour 


1  +  cos  9  +  cos  oj        cos  9  —  cos  '■'  1  -h  cos  9  -H  cos  I 


o     est 


)  —  0 

'""*'         c, 

sin  - 

oH-9 

,  ^  „  /+r^-^  X  —  =  g^^'-^'   =axOM. 


1-1-2  cos  o        sin  9 


v/5 


En  prenant,  sur  la  direction  directement  perpendiculaire  à  01),  OH  =  h,  on  a  le  pied  II  delà 
perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  l'a-^ymptote.  On  en  déduit  l'asymptote  A. 

Pour  étudier  la  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  son  asymptote,  il  faut  étudier  le  si.une  de  la 
difTérence 


I  sin  (10  —  9)  —  /i  =  o 


[t 


1  H-  cos  ( 


1  -I-  cos 


-I-  cos  9  -+-  cos 


os  9      sm9j 


Pour  cela  posons       tg  —  =  /,     tg -^  =  ?«,     il  vient 

(D    (S 

cos -—^ 

1  -t-  cos  i"  2 


2fl-(-m- 


1  -t-  cos  9  +  cos  (" 
1-4- cos  9  i 


_  1  -f-)?l/ 

j  -H  9  ;j  -4-  m-  -1-  1 1  —  m'']t'-       '    m  -h  t 
3 

2(l-l-»l-)  ^       1  -H  m-    _      2^1-+-»»^) 


1-1-2  cos  9     sin  9         (1 -f  nr-)(;i  —  ?»-)  2jh  2)n(3 — m'^) 


0  =  2a{l4-m')    ■ 


;-f-n[3-f-m-  -H  (I  —m 


^ 1 


2m(3  —  m'Ml  h-  mt)  —  (m  -t-  OP  -h  m-  -h  (1  —  m^)^-! 
■~  '  2?n(3-mM(m-(-0[3  4-m2-|-(l-m2)/2] 

_        (l  — m*)  (m  — 0(3  + 2m/! -!-<-)    _ 


7)i(3  —  m-)         (??i  -H  0L3  +  '«-  +  (1  —  m-)l-] 


J7i 
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t  variant  dn  0  à  -t-  »,  i  s'annule  pour  t  =  m  («•  =  '-s)  en  passant  du  positif  au  négatif.  Entre 
(0=0  et  10  =  -f,  la  courbe  est  au-dessus  de  son  asymptote  ;  de  m  =  9  à  m  =  -,  elle  est  au- 
dessous.  Les  deux  points  de  rencontrée  distance  finie  de  la  courbe  avec  son  asymptote  correspondent 
aux  racines  de  l'équation     /- +  2ni<-f- .">  =  0  ;     ces  racines  sont  imaginaires,  car 


—  3  cos'-T 


m'— 3  =  t?'--;- 


—  z  —  ïcost 


<0. 


On  peut  remplacer  celte  discussion  un  peu  kiiiorieuse  par  l'étude  de  la  concavité.  On  a 
I  11  —  COS  (0  —  cos- 


a  L  I  -t-  cos.o 
/■  1  \'        1  r         sin  (o  \ 

i7)=H(l-HCOS.op---"4 

/  1  \"        I  r  cosiofl -1-cos'Ju) -+- 2sin^  <■)  1 

-      =  —\ —7-. ^ ^  COS  <o    , 

\  ;  '  fl  L  (1  -t-  COS  w  !■'  I 


■]■ 


i  +  C 


(1  -t-COS  wV 

1    (I  -I-  COS  w)2_(-  cos  ("(l  +COS  (o)  +2  sin^  w 
a  (14-  COS  10)' 


3 


a     (l-HCOS' 


L'expression  caractéristique     — I 1-  ( — j    I      a  donc  le  signe  de  p.    '»  variant  de  0  à  =•,  p  est 

négatif,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  pôle;   de    9   à    :t,  0    est  positif  et  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  le  pôle.  P.  L. 

Bonne  solution  de  M     A.  Le  Marciund,  à  Paris.   Aulres  solutions  de  MM.  André  Couiitois,  au  Hl'   d'Inlanterie,  à    Sedan  ; 
G.  I.ACH,  k  Douai  ;  A.  ISousseaiî,  à  l'ournes-en-Weppes  ;  Marcel  Ullmavn.  à  Besancon. 


2072.  —  Soient  deux  ares  de  cooi-donnres  rectanijulaires  fixes  .r  (J.t,  î/'Oy,  et  .\  un  pohil /lie  mr  ]i'Oy, 
d'ordonnée  positive  donnée,  ri.   Un  point  matériel  M   supposé  non  pesant  et  de  masxe 
égale  à  l'unité  est  asstijefli  n  rester  sur  l'axe  x'Ox.   fl  est  attiré  vers  le  centre  A  par 
P  une  force     ME  ==  K-.MA,     proportionnelle  à  la  dislancr  MA,  K  étant  un  nombre 

constant  donné.  A  l'instant  pris  pour  origine  du  temps,  le  mobile  M  est  à  l'orif/ine 
M  "^  '^  ^^  *'  "*'  ic^cé  le  long  de  l'Ox  avec  une  vitesse  positive  donnée  V„. 

1°  Dans  rivjpothése  oit  il  n'y  n  pas  de  frottement  de    M    sur    .t'Ox,    trouver 
l'équation  du  mouvement  de  M  et  discuter  ce  mouvement. 

'I"  Dans  riii/poihése  oit  i'  y  a  un  frottement  de  M  sur  x'Ox,  dont  le  coefficient  f 


Discuter 


donné  est  supposé  le  même  au  repos  et  pendant  le  mouvement,  on  donne      Vo  =  K.a.f—;- 

le  mouvement  de  M. 

Calculer,  ii de  seconde  sexagésimale  près,  lu  durée  totale  de  ce  mouvement  juiqu'à  l'arrêt  définitif, 

en  supposant      K  =  —  el  adoptant  1rs  unités  du  si/slrme  C.  <i.  S. 

1.  S'il  n'y  a  pas  di'  frotteinetit  sur  .r'Or,  les  seules  for(;es  qui  sollicilent  le  point  M  si>nt  la  force 
ME  =  K^MA  dont  les  composantes  sont  —  K^r  et  f- K-'n  el  la  réaclicui  n.iinrile  N.  sup()osée 
dirigée  vers  le  bas.  On  a  donc 
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1i^ 


K^x, 


d'où 


j;  =  A  cos  Kl  -+-  B  sin  lit, 


d'il 
(il- 


K-V/  —  .\  =  0. 


cl  "où 


N  =  K'a. 


Déterminons  les  constantes  A  et  B  parles  conditions  initiales.  Au  temps 
<  =  0,    X  =  0,     donc    A  =  0;     de  plus  la  vitesse  est  Vu.   Or 


dx 
V  =  -T-  =  —  AK  sm  K<  +  BK  cos  K/, 
al 


donc     B  =  — ^.     et  l'équation  du  mouvement  est 


V„ 


sin  K/. 


Le  mouvement  du  point  M  est  un  mouvement  oscillatoire  décentre  0.  de  période  — .    entie  deux 

K 

points  B    et   B'  d'abscisses      ±  -^'       d'abord  direct  et  retardé  de    0    en   B      (0<<<-^V       puis 


rétrograde,  accéléré  de  B  en  0 


2K<'<T 


et  retardé  de 


o^"'^'    (ir<'<lr)^ 


entin 


:i- 


direct  et  accéléré  de  B'  en  0     (  ^  <  /  <  -r^  1     et  ainsi  de  suite. 
\  2K  k   / 


2.  S'il  y  a  frottement,  la  réaction  de  l'axe  x'Oo;  est  oblique  et  fait  avec  la  normale  un  angle  o  tel 
que  tgo  =  /^,  en  sens  contraire  du  mouvement.  Ses  composantes  sont 
donc,  l'une  normale  N,  dirigée  vers  le  bas,  l'autre  tangentielle  T  =  /'N, 
dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement,  soit  — e/'N  (e  := -i- 1  si  le 
mouvement  est  direct,  ;  =  — 1  s'il  est  rétrograde). 
On  aura  dans  ce  cas 

■'■■  s/'l\, 


dC- 


=  —  K^ 


'/^'/ 


,  •-  =  K''i  -  iN  =  0, 
L'équation  différentielle  du  mouvement  est  donc  la  suivante  : 
d 


d'où 


Par  suite, 


-—  =  —  K'^.i'  —  s/K'-a  =  —  K-(x  +  zaf). 


X  -t-  en/'  =  A  cos  K(  -f-  B  sin  Kl, 

dx 
V  =  — —  =  —  AK  sin  Kl  -+-  BK  cos  Kl. 

dl 


Le  mobile  est  lancé  de  l'origine  avec  une  vitesse      Vo  =  K«/ 


n/J-h  1 
/3— 1 


dans  le  sens  direct  ;  il  faut  prendre     e  =  -t-l,     et  on  a 

A=  af. 


en  posant 


v/3-t-l 
v/3  —  1 


\/3-l 

1  +  tg  ^ 


af.  tg 


N  =  K-«. 


le  mouvement  commence 
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l^'équation  liorairi'  ilaus  cello  première  phase  du  mouvement  est  donc 

.(■  =  —  <'/-(-  afcos  Kt  -+-  nftg  3  sin  K(  =  —  af-\ —  ( 

COS  a 

c'est  l'équatioti  d'un  mouvement  vibratoire  dont  le  centre  serait  le  point  d'abscisse      x  =  ~  nf      et 

l'amplitude  — —  :    lii   vitesse,  d'abord 

COS  -j 

vitesse  en  un  point  B  d'abscisse  positive 


.(■  =  —  <'/-(-  afcos  Kt  -h  fiftg  7.  sin  K(  =  —  af-\ —  ces  [K(  —  et)  : 

COS  a 

l'un  mouvement  vibratoire  dont  le  centre  serait 

l'amplitude  — —  ;    lii   vitesse,  d'abord  positive,  s'annule  pour       k<  =  a  ;      le   point    M    arrive   sans 

COS  -j 


af 

COSot 

a  o- 

au  bout  dun  temps     tu  =  -r^  =    ,  -.,, 

Iv  IzK 

La  force  qui  le  sollicite  fait  avec  la  normale  à  la  trajectoire  un  angle  fi  tel  que 

'^^  a  COS  01 

on  vérifie  ([ue  cet  angle  f!  est  supérieur  à  iangle  de  frottement  ;  en  elfet  l'inégalité 

ces  a 

1  T.  j  T.    \ 

équivaut  a  cos  a  •<  — •  =  cos  — •  (  a  >.  —  I  • 

Le  mobile  repart  vers  la  gauche     (e  =  —  I)  :     la  loi  de  son  mouvement  étant 
J-  =  a/'+  A  cos  K;'  +  B  sin  K(', 

et  la  vitesse  V  =  -^  =   —  AK  sin  K/'  -i-  BK  cos  Kl'  ; 

al 

t'  désigne  le  temps  compté  à  partir  du  passage  en  B. 

Pour     /'  =  0,     .(■  se  réduit  à  .r„  et  la  vitesse  à  0.  On  a  donc 

—  (if+  -^  =  af-\-  A,  A  =  -  -laf-^  — ^, 

cos  <x  cos  a 

0=BK,  B  =  0, 

et  la  loi  du  uiouvement  devient 

X  —  af-Jr  afi 2  ]  cos  KC, 

\  cos  a  / 

la  vilesse  étant  V  =  —afKi 2)  sinK('. 

\  cos a  / 

Klle  s'annule  pour       i'  =  -^,     le  mobile  étant  arrivé  en  un  point   B'  d'abscisse 
K 

a;,,,   =  af-  nfl— A  =  -  afl  — 3  )  : 

\  cos  a  /  \  COS  a  / 

celle  abscisse  est  négative  ;  on  vérifie  en  effet  ipie 

yâ  - 1       1 


2v/2  3 

La  force  <|ui  sollicite  le  mobile  lait  alors  avec  la  normale  un  angle  p'  tel  qui 

Cet  angle  '{>'  est  plus  petit  que  l'angle  de  frottement  ;  en  effet  l'inégalité 

fi- 3)</ 

\  cos  31  / 
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1 

équivaut  à  cos  a  >  — > 

4 

'    ,•  A-      ■  s/3-1  ^   i 

cest-a-dire  .1  "TTf"      T' 

ou  v/b  —  v/?>  1 , 

ou  enfin  3  >  2\/?, 

inégalité  qui  est  évidemment  vérifiée. 

L'angle    3'    étant  inférieur  à  l'angle  de  frottement,  la  force    F    qui  sollicite  le  mobile  quand  il  est 
arrivé  en  B'  tombe  à  l'intérieur  du  cône  de  frottement  et  le  mobile  s'arrête  en  B',  au  bout  d'un  temps 

llrz 


Faisant     Iv 


1  _  i^+t'u'  -    J2K  "*"  K  12K 


T  =  —  =  l7'"''-,80. 
3 


P.  L. 

Bonne  solution  île  M.  Amtré  Courtois,  li7<?  d'inf.'interie,  ri  Sedan. 


Triijonomélric 


2073.  —  On  considère  un  triangle  ABC  dans  lequel  In  tangente  de  l'angle  A  l'st  égale  à  la  demi-somme 
des  tangentes  des  deux  autres  angles  B  e<  G. 

1°  Trouver  la  relation  qui  exiile  entre  tg  B  et  tg  G  et  exprimer     cos  (B  —  G)     en  fonction  de  cos  A. 

2°  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  doit  être  compris  l'angle  A  et  étudier  la  variation  de  cos  B  +cos  G 
quand  on  fait  varier  l'angle  A  entre  ces  limites. 

^i"  Déterminer  l'anqle  A  de  façon  que  le  rapport '- soit  égal  à  un  nombre  donné  k; 

'  '  sin  A 

discussion. 

Partons  de  la  relation  donnée  : 

tgA  =  i(tgB-f-tgG) 

sin(B-(-C)  sin  A  .,    .     , 

et  remplaçons     tg  B  -f-tg  G     par  sa  valeur      ;- —  =  ^ r  •    ''  vient 

cos  B  cos  G         cos  B  cos  G 

sin  A  1  sin  A 


cos  A         2    cos  B.  cos  G 
et,  comme  sin  A  ==  0  (0  <  A  <  -), 

•2  cos  B  cos  G  =  cos  A  =  —  cos  (B  -t-  G)  =  —  cos  B  cos  C  ~l-  sin  B  sin  G, 
d'oi'i  l'on  déduit  tg  B.  tg  G  =  3. 

D'autre  part.  cos  (B  —  C)  =  cos  B  cos  C  -H  sin  B  sin  G. 

Or  on  a  sin  B  sin  G  —  cos  R  cos  G  =  cos  A 

sin  B  sin  G         cos  B  cos  C 

et 


3  1 

on  en  déduit,  par  combinaisons  de  rapports  égaux, 

sinBsinC         cosBcosG         cosA         cos(B— G) 
3  ^  î  ^      2      ~  4  ' 

d'où  cos  (B —  G)  =  2 cos  A. 
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Supposons  l'angle  A  donné  et  proposons  nous  de  calculer  les  angles  B  rt  C  du  trianf;le.  Il  faut 
d'abord  que  la  valiHir  trouvée  pour    cos  (B  —  ('.)     soit  acceplablf  ;  pir  conséi|uont 

j  ' ,  COS  A  --  —  • 

Supposons  celle  condition  remplie,  et  soit  pour  fixer  les  idées     r{>-(;;     nous  aurons  un  ouiile  ï 

compris  entre  0  cl  -,  tel  que 

cos  a  =  2  cos  A 
et  nous  eu  déduirons  la  valetn-  de  la  différence     li  —  G,     elle-même  comprise  entre  0  et  -: 

B-G  =  a. 
Combinant  avec  la  relation     B  +  G  =  -  — A.     nous  aurons,  pour  B  et  C, 

A         a  „        r.        \         -j. 


n 

'i         !i     '    2  ' 


C 


Ces  valeurs  devront  être  comprises  entre  0  et  tt. 

il  sullit  d'écrire  que  la  valeur  du  plus  petit  angle  G  est  positive,  ou  encore  que 

a<-- A. 
d'où  cos  2  =  2  cos  A  >  cos  (t:  —  A)  =  —  cos  A, 

et   par    conséquent      cosA>0.      J^es    conditions    nécessaires    et    suffisantes    cherchées    sont    donc 

0  <■  cos  A  <>  —  et  par  suite  -^  <-  A  <  —  • 

^  .!  ri 

Pour     A=  -1    on  aur:iil  un  triangle  équilatéral. 

Eludions  maintenant  la  variation  do     )/ =  cos  B -+- cos  G     quand    A   varie   de —    à  —  ■   Pour  cela 

j  1  3  2 

exprimons  y  en  fonction  de  A  : 

^       r.          15 -H  C           B-C 
1/  =  cos  B  +  cos  C  =  2  cos cos 

Or    cos =  sin  — ;    d'antre  part,  la  relation     cosiB — (;)  =  2cosA     nous  donne 

2  2 

2  cos=  — ;t 1  =  2  cos  A  , 


B  — G 


^-s/. 


B  — G 


A 

cos  A 

- 

1 

;'. 

-j 

croit 

ih'croit 

1 

arc  cos  — 
'i 

1 
4 

croit 

décroît 

2" 

0 

cos A  :  — 
2 

on  a  donc 

7  =  2  sin  -^y  cosA-l-  -^  =  v'(î^^cos'A)(l  4-2  cos  A) 
)/  varie  dans  le  même  sens  que  son  carré 


1 


Max. 


1! 


!»  /  1  \- 

i  +  COS  A  —  2eos^A  =  -p  — 2(  cosA 

b  \  4 

il  au  tableau  ci-contre,  on  voit  (jm 

(  pour  la  valeur      A  -arc  cos — 1     ctdt' 

■2,-2   y  'i   ' 


lV2  En  se  reporlaril  au  tableau  ci-contre,  on  voit  (jne  y  croit  de 

décioit 

I   à  un  niiixiniuni 


Enfin,  soil  à  dcterTuiner  \  île  façon  que 


croit  ensuilc  jusqu'à  I. 
sin  B  -)-  sin  G 


sin  A 
B-+^G         B-G 


=  /.-.     On  a 
B-( 


sin  B-4-sin  C 
sin  A 


v/ 


,       1 

cos  A  -+-  — 


.     A  A 

2  sin —  nos— - 
2  2 
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on  est  conJuit  à  1  ér|ualion  y  cos  A  +  —  =  «  sin  — » 

ou  encore,  les  deu^  membres  étant  essentiellement  positifs. 

A 

2  cos  A'^-  1  :^  2/,:'^  sin=  —  =  k%l  —  cos  A), 

k-  —  i 

d'où  cosA=-^5-pj. 

1 

Cette  valeur  de  cos  A  doit  iHre  comprise  entre  0  et  —  : 

A-»  —  1        1 
0<-FTT<2' 
ce  qui  exige     i  <  l>^  ^  4     ou  enfin     1  <  /»<5  -• 

Bonnes  solutions  de    MM.  A.  Courtois,   M',"  d'infanterie,  à    Seil.in  ;  11.    Manrn,   à    Albi;  A.  Le  Mauchax»,   à  Paris;  r, 
MoiFFLET,  à  Lyon;  B.  Dlfresne,  lycée  Cliarlemagne. 


Calcul. 

2074.  —  Calculer: 

{"  Z'oMS  lesanqles  x  compris  entre  zn'o  nt  douze  nvgi's  droils  qui  vcrifi'ut  l'équation 

2 

sin  .r  =  — : 
3 

2°  Lrs  valeurs  correspondantes  du  nombre  y  défini  par  la  formule 

X 

sin  — 

'■'  ^'   4  —  v/8  * 

1.  Calcul  à  In  rèr/le  ' . 

On  sait  que  la  relation  entre  le  nomlDre  A  lu  sur  l'échelle  supérieure  de  la  règle,  le  nombre  a  lu 
sur  l'échelle  supérieure  de  la  réglette,  et  l'angle  ,r  lu  sur  l'échelle  des  sinus  est  de  la  forme  : 
log  A  —  log  a  +  colog  sin  X,     d'où    a-=Asinj-. 

Amenons  le  chilfre  2  de  la  réglette  en  coïn'idence  avec  le  chiffre  IJ  de  la  règle, nous  lirons. sur 
l'échelle  des  sinus,  la  valeur  correspondante  de  x  prise  entre  0°  et  90°,  savoir    a-,  =  'i2°,     d'où 
.r  =  /,-.  300°  +  42%  x'  =  /.-.  ,360°  ^  I.SS" . 

On  aura  les  valeurs  de  .r  comprises  entre  0  et  12  angles  droits  (1080°)  en  donnant  à  /,  dans  les 
deux  formules  les  valeurs     /■■  =^  0,  1,  2. 

La  formule  qui  définit  )/  peut  l'tre  transformée  en 

X 

sin  -pr  r  I- 

^           '•    •    •'"    .     X         2-hi/2    .     X  .     X 

sm  —  = sui  —  =  0.8o  t  sin  —  • 


•'    "    't  —  iS  8       '      :i  A  -i  'i 

On  amènera  le  curseur  sur  la  division  O.srjl  de  la  règle,  et  on  lira  sur  la  réglette  les  valeurs  de  y 

qui  correspondent  aux  différentes  valeurs  de    —  ■    On  trouve   trois  valeurs  différentes  pour  7,  ce  qui 
s'explique  aisément. 


'  A  partir  du  concours  de   1913,  le  calcul   devra  être  fait,  suivant  ce  (juisera  spécifié,  soit  parla  règle  ,à    calcul,  soit 
au  moyen  des  tables. 
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.T 

X,  =    42» 

14" 

Xi  =  402° 

i34° 

X2  =  762° 

254° 

.To  =  138" 

4()" 

.r;  =  498° 

166° 

•To  =  858" 

286° 

.        X 

sin  — 

!/ 

sin  14" 

;/n 

=  0,834  sin  14"  = 

0,206 

sin  46° 

?/' 

=  0,854  sin  46°  = 

0,614 

—  sin  74° 

H' 

=  —  0,854  sin  74" 

=  —0,820 

sin  46° 

.'/u 

=  0,854  sin  46»  = 

0,6d4  =  y, 

sin  140 

î/i 

=  O.Soisin  14°  = 

0,206  =  y„ 

—  sin  74° 

y2 

=  —0,834  sin  74° 

=  -  0,820  = 

y^ 

2"  Calcul  par  logarithmes. 

2 
Soit  ï  l'angle  aigu  dédni  par  l'équalion     sin  .r  =  -— ;     on  a 

log2  ==  0,30103 
colog  3  =  T,52288 


logsina  =  1,82391 
41°  48' 82 


A  =  14 


39"...       9 


a  =  41°  48'  39", 


3 


=  13°  56' 13". 


Ecrivons  Ips  valeurs  rie  .r  comprises  entre  0  et  douze  angles  droits  et  les  valeurs  correspondantes 

7' 

de     sin 


3 


x„  =  41°  48' 39" 


X,  =  401°  48' 39' 

.ro  =  701°  48' 39' 

.r,:  =  138°  H' 21" 

.r,  =  498°  11' 21' 

X,  =  858" 11' 21" 


=  13°  36' 13" 


3 

3 

= 

133° 

36' 13" 

Xi 

3 

= 

253" 

36' 13" 

= 

46"  3'  47" 

3 

= 

166° 

3'  47" 

=  286°  3' 47" 


sin  -^  =  sin  13°  SB' 13" 


.      Xi 

sm- 

= 

sin  46°  3' 47" 

.        X2 

s.n_ 

= 

-  sin  73°  56' 13" 

.     xi, 
sm  — 

= 

sin  4(;°  3'  47  ' 

.     xl 
sin  -— 

o 

= 

sin  13»  56' 13" 

sin— i  =  —  sin  73°  56' 13" 


Il   nous  resie  maintenant  a   calculer   les    trois    valeurs   correspondanle-;    fie  ;/,  savoir  i/„,  i/,,  y.,. 
Calculons  d'abord     log  (4  —  \/8j  : 

v/8  =  Sv/a  =  2.82812 

4— /»  =  1,17158 

log  (4  —  </8)  =  0,06878 

colog  (4  —  y/»)  =  1,93122. 
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Calcul  des  valeurs  de  y. 


Jogsin  13"5t)' 1,38164 

la"...  8,5 


51 


log  sin  -—  =  1,581/0 

colog('i-  v/8)  =  1,93 12-2 

logy,,  =-  F, 3 1297 
0,2055 81  -^  =  21 

16 
7 14,7 

6 1,3 

I/o  =  U,2()557(i 

log  sin  73"  56' 

13".. 


logsiii4G"3' 1,85730 

47". ...  8 

1,'t 


-\  =  12 


log  sin-—  —  1,8573!»,  4 

colog(4-v'8)  =  7,93122 

logv,  =  î,78861,4 
0,6146 59 

2,  'i 
3 2,1 

4 0,3 

y,  =  0,614634 

r,9827U  A  =  o 

0,5 
0,15 


1.98270,65 


colog(4  -  v's)  =  1,93122 


log|y,|  =  1,91392,65 
|j/,|  =  0,8202 
î/.,  =  —  0,8202 

tîoniies  solutions  de  MM.  G.  Moui-FLEr,  à  Lyon  ;  L.  Simjn,  à  Foiirmies. 
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Géométrie   descriptive. 


2075.  —  Cadre  29i;'"  sur  4Dcm.  La  ligne  de  terre  (en  rouge)  xy  est  parallèle  au  grand  axe  du  cadre  et  à  ôcm 
au-dessus.  La  ligne  de  rappel  0(Mo' s'  est  à  S<'i^^  à  gauche  du  centre  du  cadre  ;     wo  =:  10cm,     tuo' =  4ciii,     oj.ç' ^  ôcm. 
La  verticale  passant  pur  le  point  (o,  o')  est  l'axe  d'un  tore  engendré  par  un  cercle  situé  dans  le  plan  de  front 
oc,  de  centre  (c,  c')  et  de  ragon     4<="i  ;     ui'l  =  Scm,     -^c'  =  4c>ii. 

Un   cône   a  pour  sommet  le  point    (s,  s')    de   l'axe   du   tore  et  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  parabole 
dont  Vaxe  est    co^,    le  sommet   c,    et  qui  passe  par  le  point  a;  x  est  sur  la 
ià-?l ^   circonférence  décrite  de  o  comme  centre  avec   oc  pour  rayon  et  sur  la  per- 
pendiculaire à  oc  menée  par  ^,     o^  =:  2cm. 

On  déterminera   l'intersection  du  tore  et  du  cône  et  on  représentera  la 
partie  du  tore,  supposé  solide  et  opaque,  extérieure  au  cône. 

Noi  A.  —  Le  corps  demandé  sera  seul  dessiné  à  l'encre  noire,  les  lignes 
vues  en  traits  pleins  et  les  lignes  cachées  en  points  ronds.  Les  constructions 
seront  faites  à  l'encre  rouge  {trait  plein,  plutôt  fin),  en  particulier,  celles 
nécessaires  pour  la  détermination  d'un  point  quelconque  de  l'intersection  et 
de  la  tangente  en  ce  point,  des  points  et  tangentes  remarquables  (parallèles 
limites,  génératrices  limites,  contours  apparents , points  doubles  en  projection). 
Les  tangentes  seront  tracées  à  l'encre  rouge  en  trait  un  peu  plus  accentué  aux  environs  des  points  de  contact 
{de  tcm  à  2cm  de  chaque  côté  du  point  de  contact)  et  sans  aucune  flèche. 

Pas  dg  titre  extérieur  au  cadre.  Titre  intérieur  dans  la  partie  laissée  libre  à  droite  :  Tore  enlaillé  par  un  cône. 

Le  contour  apparent  du  tore  sur  chaque  plan  de  projection   résulte  immédiatement  des  données.  Le  cône 

ayant  son  sommet  projeté  à  l'intérieur  de  la  parabole  qui  lui  sert  de  base  n'a  pas  de  contour  apparent  horizon- 


'/^     -  ^  ..     \     \ 
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REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

PREMIÈRE    PARTIE 


REMARQUA   SUR  LA  NOTE  DE   M.   RAYMOND   RERR 

par  M.  J.  Haag,  cliargi^  de  cour's  à  la  Faculté  des  sciences  de  Clermoiit-Ferraiid. 


Dans  le  numéro  d'avril,  M.  Berr  se  propose  de  trouver  les  courbes  caractérisées  par  une  équation 
de  la  forme 

(1)  Rsin  V  =  jjir, 

où  R  désigne  le  rayon  de  courbure,  v  le  rayon  vecteur,  V  l'angle  de  celui-ci  avec  la  demi-tangente  posi- 
tive et  m  une  constante.  Un  peut  les  obtenir  très  rapidement  et  sans  aucune  intégration  d'équations 
dilférentielles,  de  la  manière  suivante. 

Si  2  est  l'angle  polaire  de  la  demi-tangente,  on  a 

(2)  a  =  w  -H  V, 

Portant  dans  (Ij,  il  vient 

(4)  d$  sin  V  =  mr(flf(o  -t-  rfV). 

Or,  "  (/a- sin  V  =  crfw  ;  donc,  rfw  =  ?n((/(o  +  dV), 

(5)  (o  =  rtV, 


en  appelant  n  la  constante  de  M.  Berr     (  «  = 1     et  négligeant  une  rotation  arbitraire  autour  du 

pôle. 

Puis.  — -— =  colg  V,  =ïicotgVrfV,  logr  =  xlog  I  sin  V  I  , 

en  négligeant  une  homothétie  arbitraire  relativement  au  pôle.  Finalement,  on  a 
(6) 


r  =  (  sin  — 
V         " 
Observons  de  plus  que  la  formule  (-ïj   nous  donne  la  propriété  établie  par  M.  Berr  à  la  page  163. 


GÉNÉRALISATION  D'UNE  PROPRIÉTÉ  DES  CONIQUES 

par  M.  Carette,  professeur  au  lycée  de  Valenciennes. 


Soient  A  ut  F  une  droite  et  un  point  donnés.  La  tangente  en  .M  à  la  courbe  C,  de  leur  plan  cou- 
pant A  au  point  T,  les  courbes  Ci  telles  que  TFM  soit  droit  sont,  comme  l'on  sait,  les  coniques  de 
foyer  F  et  de  directrice  A.   Plus  généralement,  on  peut  étudier  les  courbes  C  telles  que  la  droite  FT 
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se  déduise  de  la  droite  FM  par  la  rotalion  de  ccnirc  F  cl  d'angle  »,  a  étant  un  anglo  de  grandeur  et 
de  sens  donnés. 

Soient  D  la  projection   orlhogonalr  do    F    sur    û    et    A,  la  parallèle  à  A 
menée  par  le  milieu  D]  de  FD.  Soit  C  une  courbe  possédant  la  propriété  consi- 
dérée, M  étant  un  point  quelconque  de  C,  la  droite  FM  coupe  A,  au  point  L, 
cl  l'on  désigne  par  P  le  conjugué  harmonique  do  Li  par  rapport  à   V  et  M.  M 
décrivant  C,  P  décrit  une  courbe  r  que  l'on  va  démontrer  être  une  spirale  loga- 
rithmique (cette  spirale  se  réduisant  à  un  cercle  de  centre  F  si  «  est  droit). 
Tout  d'abord  M'  désignant  un  point  voisin  de  M  sur  G,  L\  le  point  où  FM'  coujifi  A,,  P'  le  point 
conjugué  harmonique  de  L',  par  rapport  à  F  et  .M',  P'  est  voisin  de  P 
sur  r,  elles  droites  M.Vl'  et  PP'  se  coupent  en  .1  sur  A,  puisque  les 
deux  divisions  (L,PFM)  et  (L',P'FM')  sont  deux  divisions  de  même 
rapport  anharmonique  ayant  un  couple  de  points  homologues  con- 
fondus. En  faisant  tendre  M'  vers  M,  on  voit  que,  la  tangente  MT   à 
C  coupant  A,  en  I,,   la  droite  I,P  est  la  tangente  en  P  à  r.  Le  fais- 
ceau (I,.  L,PI"M)  est  harmonique,  la  sécante  TF  coupe  le  rayon  I,L, 
au  point  E  milieu  de  TF.  Donc  TF  est  parallèle  à  \,P  rayon  conju- 
gué de  IJ-,.   Alors  on  voit  que  la  tangente  en  P  à   f  s'obtient  en 
faisant  tourner  la  droite  FP  autour  de  P  de  l'angle  a  (de  grandeur 
et  de   sens  donnés).  La  ligne  1"  coupant  sous  cet  angle  a  les  droites 
passant  par  F  est  doncl'une  (juelconque  des  spirales  logarithmi(iues 
de  point  asymptote  !■'. 

Si  l'angle  a  est  droit  la  spirale  se  réduitévidemment  à  un  cercle 
décentre  F,  Irajectoira  orthogonale  des  droites  passant  par  F.  Réci- 
proquement, le  point  Pdéciivanl  la  courbe  r,  trajocloire  sous  l'angle  a  des  droites  passant  par  F,  le 
point  M  conjugué  harmonique  de  F  par  rapport  à  P  et  L,  décrit  une  courbe  C  possédant  la  propriété 
envisagée.  On  le  démontre  en  adaptant  convenablement  le  raisonnement  précédent. 
Od  voit  donc  comment  on  obtient  toutes  les  courbes  G. 

h'qualion  générale  des  courbes  C. 

On  prend  comme  sens  jiositif  sur  DF  le  sens  de  I)  vers  I'",  ci  l'on   f)ose     1)F  =;  a  ;     soit  F.r  l'axe 
polaire  obtenu.  Soit  0  raii;;lc  dr  i'.r  cl  d'un  sens  positif  (luelconque  |iiis  sur 

e 

L,l'.  Le  lieu   r  de  P  a,  coniiiie  1  on  sait,  pour  équation      FP  =  'le  ' 
une  constante   |  a  étant  dilTcicnl  de  ^  )  • 


A 

\ 

M 
V 

D 

D, 

/ 

/F        j: 

étant 


On  a 


FM 


1 

1 

'1 

l'p 

FL 

FL,  =  - 


2  cos6 


donc 


2cosO 


l'M 


i;n  po.sanl     t'/.  =  m,     FM  =  p,     on  a  enlin 

Cas  iiii  t'diigic  x  est  driiil. 

On  doit  alors   i)oser       FI 
I         cos  0 


ces  0 


).  étant   une   constante   de   signe   ipielco'Kiui'    cl    l'on    arrive    à 
(  Gettc    C{[uali(>n    se   déduit    d'ailleurs    de    la   précédenic    en    faisant     ï=— .j 
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L'équation 


cos  6 


représente  bien  une  coniiiue  de  foyer  F  et  directrice  A.  En  eiïet,si  l'on 


a|ipelie  H  la  projection  orthogonale  de  M  sur  U,  on  a     HM  =  DF -f- FM  cos  0, 


HM  =  rt-f-  FM  cosfl. 


FM 


HM  =  a 


a  —  m  cos  6 
aiii  cos  0 


a  —  m  cos  0  n  —  m  cos  0 

FM    _  I  wi  I 


donc 


ce  qui  démonlre  la  proposition. 

Si  Ton  traite  la  question  par  le  calcul,  en  prenant  â  pour  axe  des  y,  et  un  axe  des  x  passant  par 
F  et  perpendiculaire  en  D  à  A,  on  obtient  do  suite  pour  déterminer  les  courbes    C  l'équation  différen- 


tielle 


(x  —  a)(xy'  —  ij)  —  aij 


(h  =  Igx,  UF  =  (/). 


a{.v  —  a)-hy[xi/  —y) 
On  pose     FM  =  p,     x  —  a  =  p  cos  6     et     y  —■  ?  sin  0.     On  arrive  a 

li{ao'  -t-  0-  sin  0)  =  (10  -4-  o*  cos  0  i  ^'  =  — '-  I  • 

\'  dfi  I 

On  divise  par  p-  et  l'on  pose  —  =  c,     et  l'on  obtient  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  : 

/(/'-(-  r  H-  cos  'I  —  h  sin  0  =  0, 


dont  la  solution  est 

I   —  e    ''  \\j.  —  c  ''  cos  '1^ 


/■  =  (j.e    ''  -  cos  0  ;  linalement,  —  =  


cos  0 


GÉOMÉTI{Ih:  x\NALYT10UE 


2050.  —  0/1  donne  une  ellipse   (E)   et  un  point   f    dans  son  plan. 

1°  Montrer  (/ii'il  existe  une  infinité  de  triangles  circonscrits  à  (E)  et  conjugués  à  l' hyperbole  d'Apol- 
lonius relative  au  point   P. 

2^'  Trouver  le  lieu  des  sommets  de  ci's  triangles,  le  lieu  rfes  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits,  du 
centre  du  cercle  circonscrit  et  l'enueloppe  de  ce  cercle. 

Si  l'ellipse  (Ej  est  liarmoniquement  inscrite  dans  l'hyperbole  (Hj,  réciproquement  l'hyperbole  est 
harmoniquement  circonscrite  à  (E),  et  il  suffit  de  constater  ceci  sur  un  seul  triangle. 
Or  l'équation  de  l'ellipse  étant 


II-         Ij- 
celle  de  l'hyperbole  d'Apollonius  est 

c'-xy  -+-  b-'(ix  —  a'y-y  —  0, 

en  appelant  a  et  [i  les  coordonnées  du  point  P.  11  est  visible  que  cette  courbe  est  circonscrite  au  trian- 
gle formé  par  le  point  0  et  les  points  à  l'infini  sur  les  axes,  et  ce  triangle  est  l'un  des  triangles  conju- 
gués de  l'ellipse.  La  propriété  est  donc  établie. 
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Pour  avoir  le  lieu  des  sommets  d'un  tel  triangle,  il  suffit  de  remarquer  que  toute  tangente  ;i  l'el- 
lipse est  boime,  c'est-à-dire  peut  servir  décote  à  un  triangle  circonscrit  à  l'ellipse  el  conjugué  à  l'hy- 
perbole. Le  sommet  opposé  de  ce  triangle  est  donc  le  pôle  de  cette  tangente  par  rapport  à  l'hyperbole. 
Le  lieu  des  sommets  est  donc  la  courbe  polaire  réciproque  de  l'ellipse  par  rapport  a  l'hyperbole  (H). 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  chercher  son  équation. 

Quant  à  la  partie  suivante,  elle  ne  peut  s'abordci'  utilement  que  par  des  procédés  qui  ne  font  plus 
partie  de  l'enseignement  actuel. 

Considérons  deux  coniques  f  —  0,  g  =  0,  el  le  faisceau  linéaire  ''^f-^g  =  0.  L'équation  en 
X  de  ce  faisceau  est 

z\'a' 4- BÀ' -+- O'X -+- A'  =  0. 

Les  quatre  fonctions  des  coefficients  A,  0,  0',  A',  sont  des  invariants  communs  aux  deux  coni- 
ques. La  signilicalion  géométrique  des  relations  ^  =  0,  A' =  0  est  connue,  0  =  0  exprime  que  la 
conique  /'  est  harmoniquement  circonscrite  à  g  ou  que  g  est  harmoniquement  inscrite  dans  f;  0'  =  0 
exprime  des  conditions  analogues. 

Enfin  la  condition 

0»  —  iOA'  =  0 

exprime  que  la  conique  g  est  inscrite  dans  un  triangle  inscrit  dans  f. 

Considérons  alors,  et,  par  exemple,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  circonscrit  à  l'ellipse  K. 

Soit    X-  -h  y'  —  '2px  —  rir/y  -+-  r  =  0     l'équation  de  ce  cercle.  Ses  coefficients  ponctuels  sont 

I,  d,  )•,  —  (/,  —p,  U; 

ses  coefficients  langentiels, 

q-  —  r,  p- — r,  — 1,  —  </)  — P')  — P<]- 

Pour  l'ellipse  : 

h',  a',  —ii^b',  0,  U,  0, 

—  a'b-,  —a-b'',  <iH)\  0,  d,  0. 

l'our  l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  (»,  i)  : 

0,  0,  0,  —  a^a,  /,2f>,  c'^ 

—  a*a2,  —b'-'f,  —  (•»,  /(^c-'p,  —  a-c'a,  —  a>4"-ap. 

U  est  facile  de  vérifier  alors  la  propriété  indiquée  et  d'établir  les  relations  utiles  pour  le  cercle. 
Ce  sont  : 

—  a'i'  —  b^'^'  —  c*/'  —  b-c-'^q  -+■  a-c-'^p  —  0, 

qui  exprime  que  le  cercle  est  harmoniquement  circonscrit  à  (H)  ;  et 

[bi{q"-  —  r)-+-  a-{p^  —  r)  -+-  a-ô^J^  -t-  ia'-b^(r  —  «'-  —  6-')  =  0, 

qui  exprime  que  le  cercle  est  circonscrit  à  un  triangle  circonscrit  à  (E).  Ce  cercle  est  donc  orthogonal  à 
un  cercle  fixe  et  le  lieu  de  son  centre  est  immédiat . 


2051.  —  0»  considère  une  conique  (C)  et  les  tangentes  PA,  PU  issues  du  point  P.   Le  cercle  cir- 
conscrit ou  triangle  P\b  rencontre  (C)  en  deux  autres  points,  C  el  U. 

t"  Montrer  que  le  pôle  V'  de  Cl)  pur  rapport  à  la  conique  (C)  est  sur  le  cercle  PAB. 
2°  P  décrivant  une  courbe  (T),  P'  décrit  une  courbe  (!"');  relation  entre  (V)  et  {Y'). 

C'est  une  proiiriété  connue  et  très  générale  que  si  on  considère  deux  cordes  AB,  Cl>  d'une  conique 
et  leurs  pôles  P  et  I'',  ces  six  points  sont  sur  une  même  conique. 
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Démontrons  d'abord  ce  fait.  Pour  cela,  appelons  (x„,  ?/„,  :„)  les  coordonnées  du  pôle,  P,  de  AB, 
(xi,  i/i,  :,)  les  coordonnées  du  pôle,  P',  de  CD  et  représentons  la  conique  (C)  par  son  équation  carté- 
sienne ponctuelle     f(x,  y,  z)  =  0.     Les  cordes  AB  et  CD  auront  pour  équations 

p„  SE  xj'^  ^  y„/;  -+-  zj:  =  0,       P,  s  x,/": + !/./■;  -^  =.r=  =  ". 

et  le  faisceau  ayant  pour  points  de  base  les  points  A,  B,  C,  D  aura  pour  équation 

f{x,  y,  :)-f-).P„P,  =  0 
En  exprimant  que  la  conique  du  faisceau  passe  au  point  P  ou  au  point  P'  et  rennarqnant  que 
a/'fx,,,  y,„  :„)  =  p^„,  et  2/ï.r,,  y„  :,)  =  P„. 

on  trouve  la  même  valeur  de  l  : 

1  +2>P,„  =0,  I  -f-  2XP,„  =  0. 

La  propriété  est  donc  démontrée. 

Revenons  alors  au  problème,  et  supposons,  par  exemple,  que  la  conique  (C)  soit  l'ellipse 

.(•-  XJ- 

()-  h- 

La  conique  du  faisceau  aura,  dans  ce  cas,  pour  équation 

V    (!-  6-  /  \  a-  h-  I        \   a-  1/'  1  \   a-  o-  I 

et,  pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faudra  que  le  terme  en  xy  soit  nul  et  que  les  coefficients  des  carrés 
soient  égaux.  Ceci  donne 

La  première  s'écrit 


//.  '■ 


Xa  yo       _  , 

■^1         —  'h 


et  la  seconde. 


^;-  =  0,  ou  J/oy,  —  x„x,  +  c^  =  0. 


a'b'-  b' 

Nous  avons  donc 


c-xi  chh 

et  .r,i  ^-   — -y  )/n  - 


•rf  +  î/i  ■Er-i-!/i  x'I  +  yi 

On  voit  donc  que  la  correspondance  entre    P  et  P'    est  une  inversion  de  centre    0.,  ayant  pour 

puissance  c^,  suivie  d'une  symétrie  par  rapport  à  Ox. 

En  appelant  :  l'affixe  du  point  P,    :',  celle  du  point  P',  la  transformation  actuelle  équivaut  à  la 

transformation 

qui  est  classique. 

Solution  géométrique.  —  1.  La  droite  AB  coupe  la  tangente  en  P  au  cercle  au  point  I;  soit  M  le  con- 
jugué harmonique  de  ce  point  par  rapport  à  AB.  La  droite  P.\I  est  la  polaire  du  point  l  par  rapport  au  cercle 
et  à  la  conique  (C);  I.  étant  ainsi  un  pôle  double,  se  trouve  sur  CD.  Par  suite  la  droite  APM  passe  aussi  par 
les  points  :  N  conjugué  de  I  par  rapport  à  CI),  P',  et  P,  point  de  contact  de  la  deuxième  tangente  au  cercle 
menée  par  L 

Je  dis  que  les  points  Pi,  P'  sont  confondus. 

En  elïet,  les  trois  coniques  qui  passent  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  :  l^droites  AB.CD,  2"  conique  (C),  3» 
cercle  PAB,  déterminent  sur  i  des  couples  en  involution.  Par  un  choix  convenable  d'origine  on  a,  entre  les 


lilO 
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abscisses  de  ces  poinl 
A 


mn  =  a|i  =:  pp,  ^  k. 
D'autre  part,  on  a 

(PMa^)  =-  I,  (P'-Niâ)  =  — 1, 

011 

(1)  2(;)w  +  aS)  =  2(p  +  m)(a  +  fl), 

2(;/h  -+-  a^l  =  Sf/)'  +  «1(a  -+-  S). 
Il  t'aiil  montrer  que 

nlot  +  il  — :>ft  k 

P   =      ■;„  _a  —  '•■'      =  1'^  =  — 

on,  comme    A  ^  nm, 
3)  —  2f"p  =  2»iu  —  m(a  +  !î) 
E>){»!  -)-  ;0,     ce  qui  a  bien  lieu  d'après  ft). 


et,  comme     wîh  =  a^,    iiip-i-mp}  =  (»  ■ 

2.  On  sait  (voir  Revue  :  concours  de  l'Ecole  Normale,  d891)  iiue  les  points  P,  P'  et  les  deux  foyers  réels  sont 
sur  un  même  cercle  m,  de  même  P,  P'  et  les  deux  foyers  imaginaires  sont  sur 
un  même  cercle  ai'. 

La  droite  OP  rencontre  ;'i  nouveau  les  cercles  «>,  m  en  P"  et  P'". 
Et  on  a 

(IP.(IP"=  — c^  OP.OP'"  =  c2. 

D'où 

OP"  :=  — DP'". 
Les  symétriques  des  points  P",   P"'  par  rapport  aux  deux  axes  0;/,  Ox  qui 
sont   respectivement   sur   les  cercles   lo,    w'   et  qui   sont  confondus   puisque 
OP"  =  —  OP"',    sont  confondus  avec  le  poinl  P'. 

On  a  donc    OP.OP'  =  c^.     P'  étant  sur  la  droite  symétrique  de  OP  par  rap- 
port aux  axes. 
En  résumé,  le  lieu  de  P'  est  la  courbe  symélri(|ue  par  rapport  au  t^rand  axe  de  (C)  de  la  courbe  inverse  de 
(r),  le  centre  de  (C)  étant  le  pôle,  le  carré  de  la  deini-distance  focale,  la  puissance  d'inversion. 

Jean  MOUlîRET,  à  Saumur. 
lionne  solution  de  M.  Lkbov,  lycée  Hoche,  à  Versailli'S. 

Solulions  analogues  de  MM.  t..  Naucelle,  à  La  Cliàtre  et  A.  Courtois,  à  Sedan. 
Très  bonne  solution  géométrique  de  M.  Bigaiih,  au    lycée  de  Hesançon. 
MM.  BiGARi)  et  Lebov  examinent  aussi  le  cas  de  la  parabole. 
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2140.  —  Dans  un  triangle  variable  OAM  de  sommet  fixe  0  et  dont  le  cùté  O.'^  fait    l'angle  0  avec  l'axe 
II./-,  on  donne  : 

OA  =  a,  AM  =  6,  uÂM  =  it  — 0. 

i"  On  demande  le  lieu  de  M  lorsque  0  varie,  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit, 
du  centre  de  gravité  du  triangle  OAM  et  l'enveloppe  de  AM. 

2°  Si  0  est  proportionnel  au  temps,  déterminer  l'hodograplie  du  mouvement  et  le 
lieu  des  extrémités  des  vecteurs  vitesse  et  accélération. 

3°  Si  l'accélération  de  M  passe  constamment  pai-  0,  construire  l'Iiodograplu'  dans  le  cas  où    a  =  b. 

M.  F. 

2141.  —  i"  Condition  pour  que  l'équation  : 

(1)  a.»  +  px^  +  yr -H  r  =  0 

ait  une  racine  égale  au  carré  d'une  autre. 

2°  Soit     o[p,  g,  r)  =  0    cette  condition.  On  suppose  que  p,  q,  r  soient  les  coordonnées  d'un  point  quelcon- 
que de  l'espace  ;  étudier  la  surface  (S)  représentée  par  l'équation  : 

?(P.  î.  '•)  =  0- 

a)  Construire  ses  sections  par  les  plans  de  coordonnées. 
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6)  Montrer  que  (S)  est  réglée  et  cherclier  les  équations  des  génératrices  rectilignes  en  l'onction  d'un  para- 
mètre . 

c)  (S)  est  iinicursaie;  on  exprimera  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points  en  fonction  rationnelle 
do  deux  des  racines  a  et  ^  de  l'équation  (t). 

3°  Soient  x  = /"[(a,  |î),  ij  —  f,(ï. 'ji).  ;  = /'/a,  !î)  les  formules  obtenues.  Supposant  alors  que  a,  [3 
soient  les  coordonnées  courantes  d'un  point  dans  le  plan,  on  demande  d'étudier  succinctement  les  courbes  : 

f\    —    U,  /■.,    =    0,  /•;,    =    0. 

4°  Points  multiples  de  (S). 

A.  Darsion. 

2142.  —  La  perpendiculaire  élevée  au  milieu  du  rayon  de  courbure  d'une  parabole  enveloppe  une  courbe 
du  quatrième  degré.  La  construire. 

E.-N.  Barisie.n. 
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Algèbre,  Annbjse  et  Trigonométrie. 

2052.  —  1°  Etudier  la  variation  de  la  fonction 

1   -a- 
y  =h- 


1  —  ac 
où  a  est  une  constante  positive  inférieure  à  l'unité  ;  L  désigne  le  logarithme  népérien. 

2°  Développer  cette  fonction  en  série  entière  en  x;  dans  quel  intervalle  la  méthode  suivie  est-elle  appli- 
cable '.' 

3°  Déterminer  l'intervalle  de  convergence  par  l'application  à  la  série  des   théorèmes  classiques  sur  la 
convergence  des  séries  à  termes  numériques,  et  étudier  la  série  pour  les  limites  de  l'intervalle. 

1  —  c 

1 .  La  fonction  !/  =  L 


i  —  av 


i  —  X 

est  définie  seulement  pour  les  valeurs  de  .r  qui  rendent  positive  la  fraction .     c'est-à-dire 

!  —  ax 

pour  les  valeurs  de  x  extérieures  à  l'intervalle   (1,  -  ).   Nous  ferons  donc  varier   x-  de     — œ      à  1 

et  de  —  à     +  ^o  . 
a 

Dans  ces  intervalles  la  fonction  admet  une  dérivée, 

a-1 


{\—x){l-ax) 
qui  est  toujours  négative,  puisque     «<  1,     et  que  le  produit     (1  —  a;)(l — ax)     a  le  même  signe  que  le 

^ X 

quotient qui  est  positif.  Donc  la  fonction  est  décroissante. 

I  —  ax     ^ 


l'J2 
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Quand  .r  croit  de 


il  1,  1/  décroit  de    L—    à    —oc,    ens'annulant  pour    j  =  0;    quand  x 
1 


croît  de   —   à    +»,     y  décroit  de     4-oo     à    L- 
a 

1  1 

La  courbe  correspondante   se  trace  aisément.  On  peut  remarquer  que  L  —  est  positif,  puisque  — 

est  supérieur  à  1 . 

2.   Pour  toute  valeur  de  x  moindre  que  1  en  valeur 

aljsolue.     L(l — x)    est  développable  en   série  entière,  et 

l'on  a 

r         X-        x'  x" 

m_x)=__-_-_ ---..; 

on  a  de  mi''me,  pour      |  nx  |  <  1, 

ax          ii-x'  a'.r^  a"x" 

L(l-«x)  =  -- 


1  2  ~3~  n  ' 

(^omme  a  est  inférieur  à  1,  ces  deux  développements 
sont  valables  pour      |  x  |  <  1,     et,  en  les  retranchant,  on  a 

1  —  X  (a  —  l)x        {a-  —  l)x-        (rt^  —  1  )x^  (a"  —  i  ]x" 


?/  =  L 


1  —  ax 


1 


Nous  avons  ainsi  le  développement  en  série  entière  de  la  fonction  y  pour  toutes  les  valeurs  de  .;■ 
comprises  entre     — l     et     -t- 1. 


3.  Ktudions  maintenant  la  série 

(n-l).r        (g-  — 1).T=        (a'  —  iy 


(I) 


(fl"  -  l)a" 


1 


Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 
n  -h  1 


(a"  —  1  )x" 


1        »-t-  I 


Quand  n  augmente  indérinimeiit,  «"'+■'  et  a"  ont  pour  limite  zéro,  donc  le  rapport  a  pour  limite  x. 
On  en  conclut  que  si      |  x  |  •<  1,     la  série  (1)  est  absolument  convergente,  et  que  si      |  x  I  >  I, 
elle  est  divergente. 

L'intervalle  de  convergence  est  donc    ( —  I,     -t-  i). 

Supposons  maintenant    x  =  -h  i. 

La  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la  série  peut  s'écrire 

a  —  1         a'  —  1  a"  —  l 


S„  = 


s„  =  s;,  -  s;;. 


en  posant 


"l 


1  +  —  H 1 


Quand  n  augmente   indéfiniment.  S;,  a  une  limite,  car  la  série  qui  a  pour  terme  général 


est 


convergente;  d'autre  part  SJ,  augmente  indéfinimiMit,  |)uisquela  série  harmouique  est  divergente.  Donc 
S„  croit  indéfinimenl.  Par  suite,  la  série  (1)  est  divergente  pour     .r  =  +  I. 
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Pour     x=  —1,     la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  cette  série  s'écrit 
a  —  1         a^  —  l        a'  -  ^  ,      ,     fi"  —  1 

s„  =  — r-^—2 3-^  ■■^(-^)"-^' 

ou  s„  =  S;, +  s;;, 

a         a~         a'  ,         ,     a" 

en  posant  S,i  = 1 1 — -h  (  —  1)"- — , 

12  0  n 

1         1  1 

s;;=i-^ +  --•■•  +  ( -.)"-. 

Quand  n  augmente  indéfiniment  S„  et  S,"  ont  des  limites,  donc  S„  a  une  limite,  et  la  série  (1)  est 
convergente.  C'est  une  série  à  termes  alternés  qui  est  semi-convergente. 

En   résumé,  la  série   (1)  est  absolument  convergente  pour       |  a.-  |   <1,     semi-convergente  pour 
X  =  —  1     et  divergente  pour      |  x  |  >  1     et    x  =  +  i. 

(!.  LACH,  à  Douai. 

Bonnes  solutions  pnr  .MM.  Raymond  Chikol,  à  Moulins  ;  H.  Frodeht,  à  Paris;  A.  Lk  .Mabciiand,  à  Paris  ;  L.  Naucelle,  à  la 
Châtre;  A.  Rodsseau,  à  Fournes-en-Weppes  ;  M.  Rou.'c,  à  Chalon-sur-Saône:  L.  Simon,  à  Fournîtes. 


2053.  —  1°  Montrer  que  la  fonclion 


y  = 


cos  4i  —  cos  ia 
où  a  désigne  un  arc  donné,  est  une  fraction  rationnelle  en     x  =  cos  t. 

Décomposer  celle  fraction  en  éléments  simples.  Dans  quels  cas  la  formule  de  décomposition  correspon- 
dant au  cas  général  est-elle  en  défaut,  et  comment  faut-il  alors  modifier  les  résultats  obtenus? 

De  la  formule  de  Moivre 

cos  il  -+-  i  sin  il  =  (cos  <  h-  i  sin  ty, 
on  déduit,  en  égalant  les  parties  réelles  des  deux  membres, 

cos  it  =  cos»  t  —  6  cos-  l  sin-  /  -i-  sin^  t, 
ou,  en  remplaçant  sin- ^  par     1  —  cos''*, 

cos  it  =  s  cos'*  (  —  8  cos-  /  +  i  ; 
on  a  de  même 

cos  4a  =  8  cos'  a  —  8  cos-  a  4-  1 , 
et  par  suite,  en  retranchant, 

cos  il  —  cos  'la  =  8(cos'  t  —  cos*  a)  —  8(cos'  t  —  cos-  a), 
ou  cos  it  —  cos  ia  =  8(cos- 1  —  cos-  a)(cos"  t  —  sin^  a). 

Si  l'on  pose  alors     cos  t  =  x,     on  a 

_  i 

8{x'- — cos-a)(a;-  —  sin^  aj 
ce  qui  naontre  que  y  est  fonclion  rationnelle  de  x. 
Nous  allons  la  décomposer  en  éléments  simples. 

Les  racines  du  dénominateur,  toujours  réelles,  sont  égales  à     ±:cosa     et     zbsina.    Différents  cas 
sont  à  distinguer  suivant  que  ces  racines  sont  distinctes,  ou  que  quelques-unes  d'entre  elles  sont  égales. 

Premier  cas.   —  On  a     cosa^O,     sina==0,      |  cos  a  |  ==  |  sin  a  |  .      Les    quatre     racines    sont 
distinctes. 

La  décomposition  sera  de  la  forme 

Cl)    , ' ^      ^      ^      '^      +     ^     -^— ^. 

8(x2 — cos2a)(a;2  —  sin^  aj  x  —  cos  a         .r -h eus  a        as— sin  a        x  +  sm  a 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  qu'il  s'agit  de  calculer. 
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Dans  l'idenlilé  (1)  changeons  .r  en     —  x,     nous  obtenons 

1  A  B 

(2) 


8(a;2  —  cos- aXa;'  —  sin^  «)  x-hcosa         x  —  cos  a        .r  +  sin  a        x-  —  sin  « 

Or,  on  sait  que  la  décomposition  d'une  frac  lion  rationnelle  n'est  possible  que  d'une  seule  manière  ; 
comme  les  deux  premiers  membres  des  identités  (  1)  et  (2)  sont  identiques  à  la  même  fraction  ration- 
nelle, les  seconds  membres  doivent  contenir  les  mêmes  fractions  simples.  (Jn  doit  donc  avoir 
B  =  —  A,    et     D  =  — C;     par  suite,  l'identité  (1)  devient 

1  _  A A  C C 

^  S[x-  —  cos=  a){x-  —  sin-  a)         x  —  cos  a        x  -h  cos  a        x  —  sin  a        a;  +  sin  a  ' 

et  nous  n'avons  à  calculer  que  A  et  C. 

Chassons  le  dénominateur,  nous  avons 
1  ^  8A(x-  —  sin2a)(x-t-cosrt)  —  8A>--  —  sin^  a){x  —  cos  n) 

-(-  8C(x2  —  C0S2  a){x  -\-  sin  n)  —  8C(x-  —  cos-^  à){x  —  sin  a)  ; 
puis,  dans  cotte  identité  faisons  successivement     x  =  cos  a,     et    x  =  sin  a. 

Nous  obtenons     1  =  16A  cos  2a  cos  a,     et     1= — 16Ccos  2asin  a,     d'où  mms  tirons 

A  =  ^  C  =  -^ 

Ib  cos  2a  cos  a  16  cos  5!a  sin  a 

et  l'identité  (3)  devient 


y 


_  r ' L_i '. r i i—i. 

10  La;  —  cos  a        a: -h  cos  a  J       16  cos  2a  sin  «  L  a- —  sin  «        x  +  sinaj 


1(1  cos  2a  cos  I 
La  décomposition  est  effectuée. 

On  remarquera  que  les  valeurs  de  A  et  de  C  existent  toujours  dans  l'hypolhr'se  où  nous  sommes 
placés,     cos  a  15^0,     sinar^O,       |  cos  «  |  :^  |  sin  a  |   . 

Deuxième  Cas.  —    cosa  =  0.     On  a  alors      |  sina  |  =  1,     et 

1 

y  = 


Hx-ix^  —  i) 
La  décomposition  est  alors  de  la  forme 


C  D 


Sx^{x- —  i)         X-        X        x—l         .r -H  1 

et,  en  chan^'eant  x  en     — x, 

1  ABC  D 


8x-(.x2  —  1)         x^         X        x+1         x—l 
Kn  comparant  les  seconds  membres,  on  doit  avoir    lî  =  0,     D  =  —  C  ;     par  suite, 

1  _   A  C  C 

*^*^  8x''(x-  —  1)   ~  x"         x—l         X  -(- 1  ' 

Chassons  le  dénominateur  ;  nous  avons 

1  =  8A(x--  —  1)  -t-  8Cx^(x  -)-  1)  —  8Cx=(x  —  1)  ; 
faisons     .1-  =  0,     X  =  i,    nous   obtenons  successivement    1  =  — SA,     1  =  KiC,     d'où  nous    tirons 

A L  ,      c  =  '      en  portant  ces  valeurs  dans  l'identité  (4),  nous  avons  la  décomposition 

8  10 

11  1 


8x"        lecx— 1)        16(x-(-l) 

TuoisiKiME  Cas.  —    sin  a  =  0.  —     On  a  alors      |  cosa  |  =  1,     et 

_  1 

'■'  ~  8x2(x'  — i)  ■ 
Même  décomposition  que  dans  le  deuxième  cas. 


r.COLE  NAVALE  195 


1 

Quatrième  Cas.  —      |  cos  a  |  =  |  sin  a  |  .  —     On  a  alors      1  cos  a  I  =  I  siii  a  1  =  —7^>     et 


y  = 


.^-4-V" 


La  décomposition  en  éléments  simples  est  alors  de  la  forme 

1  _  A  B  G 

i^'-^ï  {'---il 

Changeons  encore  x  en     — x  ;     lideiUité  devient 
1  A 


(--i)'  (-^y 


1 

(-i) 

2       ■                          1 

X  H — 

=vient 

B 

-H 

G 

D 

1 

(-i)' 

4 

'-^71 

^■-TT 

et,  comme  les  seconds  membres  doivent  contenir  les  mrmes  fractions  simples,  on  doit  avoir     G  =  A, 
D  =  —  B,     et,  par  suite, 

1  A  B  A  B 


i"'î) 


-71)      ■'■-7I"      V^W      ^'^TT 


Chassons  les  dénominateurs,  nous  avons 

i  1 

Faisons  d'abord  x  =  ——;     nous  avons  I  =  16A,  ou  A=  — ■ 

\/2  1 6 

Pour  avoir  B,  nous  ferons     a;  =  0,     ce  qui  donne 

48       ,  .        4B  8B  1  ./â 

1  =  4A ^+4A — ,  ou  — r- =  8A-1  =  -4-'  et  B=— -*-f 

n/2  s/2  v/2  2  16 

On  a  donc 

1  v/"^  1  /2 

y  =  — 7 


^4^-^)'^   ^H^-^)   H'^'-^)^   ^K-^'+^) 

L.  SIMON,  il  Pourmies. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Raymond  Chiuol,  à  Moulins;  André  Courtois,  147'=  d'infanterie,  à  Sedan  ;  H.  Fiiobehi,  à  P;iiis  ; 
•loOGLENs;  G.  Lach.  à  Douai;  A.  Le  Marchand,  à  Paris  ;  L.  Nadcelle,  à  la  Châtre;  A.  Rousseau,  à  Fournes-en- Weppes  ;  N. 
Savary,  61"  d'artillerie;  M.  Rou.v,  à  Chalon-sur-Saône. 


Géométrie  Analytique. 

2054.  —  Dans  un  plan,  où  l'on  a  choisi  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère  un  cercle 
variable  C  dont  l'équation  est 

X-  -h  y"  —  m'-x  — ■  Imy  +1=0, 
m  désignant  un  paramètre  variable. 

i°  Montrer  que  la  polaire  D,  par  rapport  au  cercle  variable  C,  d'un  point  fixe  A  donné  dans  le  plan, 
reste,  en  général,  tangente  à  une  conique  S  ;  discuter  la  nature  de  cette  conique.  Trouver  le  lieu  des  positions 
particulières  de  A  pour  chacune  desquelles  la  polaire   D    tourne  autour  d'un  point  fixe  (*).  Trouver  le  lieu 


C)  Le  mot  tourner  autour  d'un  point  fixe  a  trompé  quelques  candidats,  qui  ont  cherché  la  condition  pour  que  A  reste 
une  distance  constante  d'un  point  fixe.  Il  fallait  comprendre  passer  par  un  point  fixe. 
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des  positions  de  A  pour  lesquelles  la  conique  S  est  une  ellipse  semblable  à  une  ellipse  donnée. 

i"  Par  un  point  P  donné  dani  le  plan,  il  passe  en  général  deux  des  circonférences  C  ;  soient  C,  et  C» 
ces  deut  circonférences.  Discuter  leur  réalité.  —  Trouver  le  lieu  d>'s  positions  du  point  F  pour  lesquelles 
les  cercles  C,  et  Ci  sont  orthogonaux.  —  Trouver  le  lieu  que  doit  décrire  le  point  P  pour  que  la  droite 
joignant  les  centres  de  Ci   et   C»   tourne  autour  d'  un  point  fixe  donné . 


L'équation  de  la  polaire  A  du  point  \{Xf„  y„), 

(  ' )  ar,r„  +  ?/!/„ —  yx -h  X,)  —  m{y - 


y»)  +  1  =  0, 


Fig.  1 


contient  le  paramètre  m  au  second  degré  ;  cette  droite  variable  enveloppe  donc  la  courbe  dont  on 
obtient  l'équation  en  exprimant  que  le  polynôme  eu  m  a  une  racine  double.  Celte  courbe  est  du  second 
degré,  son  équation, 

(2)  (;/  +  y,)'  +  2(.r  ^  x,){xx,  +  yy^^\)^  0, 

montre  qu'elle  passe  par  le  point  B,  symétrique  de  A  par  rapport  à  l'origine  et  qu'elle  touche  les 
droites  x-hx„  =  0  et  r.ï„ -(-i/i/„ -+- 1  =0  aux  points  d'intersection  avec  la 
droite  y  h- )/„  =  0.  La  droite  xx^  +  j/j/„  +  1  =  0  est  symétrique  par  rapport 
à  0  de  la  polaire  de  A  relative  au  cercle  r  décrit  de  0  pour  centre  avec  un 
rayon  égal  à  l'unité  (fig.  l). 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enveloppe  véri- 
fient l'équation  (1)  et  l'équation  dérivée  par  rapport  à  ?«, 
(3)  m(x  -t- Xo)  +  {y-h  j/o^  =  0. 

Pour  que  les  coordonnées  de  ce  point  ne  dépendent  pas  de  m   il  faut  et  il 
suffît  que 

x-h3\  =  0,        r/-|-?/g  =  0,        xx„-hyy„-+-i  —  0,        d'où        a-^ -l- ?/s — 1=0. 
Le  point  fixe  est  alors  B,  et  A  est  un  point  du  cercle  r.  Quand  cette  condition  est  remplie,  l'équa- 
tion de  la  conique  S  se  décompose  ;   en   effet,  les  droites  BC,  CD  et  DE  sont  alors  concourantes,  car, 
si     xl  -1-  jyr,  —  1=0,     on  peut  poser 

l'équation  de  la  conique  S  devient 

(?/  -+-  VoY  -+-  2(a;  -H  Xo)\  x^(x  ■ 

ou  {y  _(-  y^y-  -+.  ^y,(x  -+-  ,To)(!/  -+ 

elle  représente  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires,  passant  par  le  point  B.  Si  de  plus  yl  =  2.rj,  ces 
deux  droites  sont  confondues,  le  polynôme  précédent  étant  le  carré  de 

y-+  î/o-H  y„(x-i-xo). 

L'équation  (2)  représente  en  général  une  conique  S  ;  les  coordonnées  d'un  point  de  celte  courbe 
sont  définies  en  fonction  rationnelle  du  paramètre  m  par  les  équations  (1)  et  (3),  qui  sont  du  premier 
degré  en  x  et  y  ;  les  valeurs  tirées  de  ce  système  sont  évidemment  réelles.  Donc  l'équation  ne  repré- 
sentera jamais  une  ellipse  imaginaire.  De  plus  nous  avons  reconnu  précédemment  que  la  conique  S  se 
décompose  en  deux  droites  passant  par  le  point  B  quand  A  est  un  point  du  cercle  r,  c'est-à-dire  quand 
xS  +  i/u  —  1=0.     I.,e  discriminant  de  l'équation  sera  donc  divisible  p;ir    .r;--  -+- 1/5  —  1 . 

L'équation  développée  est 

(4)  :2.r„  r'  -+■  2|/„x,7  +  i/^  -+-  2(  1  +  x,^)x  +  2.Vo(  1  -h  ■i\,)y  -h  yt.  -+-  '2x0  =  0. 

le  discriminant  0  de  la  forme  homogène  du  second  degré  est 

8  =  2,T„  —  yl, 
il  est  nul  lorsque  A  est  sni' une  i)araboie  P  dont  Ox  est  l'axe,  Oi/  la  tangente  au  soiuinet  ;  le  i)aramèlre 

.      .  1 

est  1  unité  de  longueur,  de  sorte  que  le  foyer  !•'  a  j>our  roordimnées  —  et  0.  la  directrice    DD'    a  pour 


-^o)+yo(y +?/(,); 


^x„)  ■ 


■XoY 
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équation    Xo-h—  =  0.     Si  A  est  extérieur  à  cette  parabole,   8  est  négatif,  S  est  du  genre  hyperbole, 

si  A  est  intérieur,  S  est  du  genre  ellipse,  enfin  si  A  est  sur  P,  S  est  du  genre  parabole. 
Le  discriminant  de  S  est 

2ar„  îy„  1  -f-  a; 


A  = 


yo 


On  sait  d'avance  qu'il  sera  divisible  par    xl- 


'Jo 

i 

-2/0  —  1 


ï/oa^o 


on  peut  mettre  ce  facteur  en  évidence  en  dé- 
veloppant A  (*),  mais  il  est  plus  élégant  de  le  faire  apparaître  sur  le  déterminant.  En  remplaçant  la 
troisième  ligne  par  la  somme  obtenue  en  lui  ajoutant  les  éléments  de  la  première  multipliés  par 
—  x„    et  ceux  de  la  seconde  multipliés  par    — (/„,    on  a  d'abord 


1 


(1— x^  — î/jl 


2Xo      !/o         1  +  XJ 

y,       i     yo  -4-  x„y„ 


0 


x„  et  ceux 


^  =  {i-4-yl) 


{l-xl-yl)\ 


2Xo  !/„ 

î/o  1  !/o  -+-  yo^o 

^—^l  —  yl        0        x^{i-xl  —  yl) 
En  ajoutant  aux  éléments  de  la  troisième  colonne  ceux  de  la  première  multipliés  par 
de  la  seconde  multipliés  par     —  y^,     on  a 

2xo    yo    i  —  xl  —  yl 
yo      i  0 

1       0  0 

Donc  la  conique  S  ne  se  décompose  en  deux  droites  que  si  le  point  A  appartient  au  cercle  F. 
Enfin  l'équation  qui  donne  les  coefOcients  de  la  forme  réduite  à  laquelle  peut  se  ramener  l'équation 
de  S  est 

(o)  S^-(2xo-l-l)S-+-2a:„-j/-^  =  0; 

en  désignant  ses  racines  par  S,  et  Sj  l'équation  réduite  est 
(6)  S,X-^  -f-  SoY^  _  4  =  0. 

0 

Lorsque  A  est  intérieur  à  la  parabole,  les  deux  racines  de  l'équation  (5)  ont  même  signe,  or  leur 
somme  est  positive,  car  pour  tout  point  de  la  région  intérieure  à  la  para- 
bole âXj  +  l  est  positif.  La  forme  réduite  (6)  représente  une  ellipse 
réelle,  puisque  Si,  S,,  A  et  o  sont  positifs. 

Lorsque  A  est  extérieur  à  la  parabole,  la  forme  réduite  représente  une 
hyperbole  qui  se  décompose  en  deux  droites  réelles  si  \  est  sur  le  cercle 
r.  Si  A  est  sur  la  directrice  de  la  parabole,  ^x^  -+-  i  =0,  les  racines 
de  l'équation  (o)  sont  égales  et  de  signes  contraires,  la  conique  S  est  une 
hyperbole  équilatère. 

Lorsque  le  point  A  est  commun  au  cercle  et  à  la  parabole  P,  la  coni- 
f'g-  2.  que  se  réduit  à  deux  droites  confondues,  comme  on  l'a  vu  plus  haut  (/ï^.  2). 

1  1       ^ 

Lorsque  la  conique  est  une  ellipse,  les  carrés  des  demi-axes  sont  proportionnels  à  -—  et  --—  i  donc, 

si  la  conique  S  est  semblable  à  une  ellipse  donnée,  dont  les  demi-axes  sont  a  et  6,  on  a 

_S^  _  _S2         S,  -f-  S.2         2xo  -H  1 


b'- 


(*)  L'étude  des  déterminants  ne  figure  pas  au  programme  de  l'Ecole  navale,  mais  il  n'est  sans  doute  pas  de  cours  où  l'on 
n'ait  appris  aux  candidats  à  se  servir  de  déterminants,  tout  au  moins  de  ceux  du  troisième  ordre. 


lits 
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d'où 


et 


2a:„ 


a--t-62 


S.S,  =  2xo  —  i/l 


ia'b' 


Cette  équation  est  celle  d'une  conique,  bitani;ente  à  la  parabole  P  aux  points  où  elle  est  coupée 
par  la  droite  2a-„  +  l  =  0,  qui  est  précisément  sa  directrice.  C'est  donc  une  conique  qui  a  un  foyer 
en  F  et  dont  la  directrice  correspondante  est  la  même  que  celle  de  la  parabole.  On  peut  d'ailleurs  le 
constater  autrement,  en  meltaril  le  premier  membre  de  l'équalion  sous  la  forme 


'{' 


Vu 


-'a-o  —  î/ô  ; 


(cette  identité  est  facile  à  trouver,  car  elle  exprime  justement  que  toul  point  de  la  parabole  est  équi- 
distant  du  foyer  et  de  la  directrice).  L'équation  devient  alors 

on  reconnaît  que  c'est  celle  d'une  ellipse  qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  parabole  et  dont 

I  a'-  —  b'  I 


l'excentricité  est 


6-1 


Lorsque  A  est  pris  au  foyer  même  de  la  parabole,  la  conique  S  est  un  cercle,  son  équation  est  en 
effet  (pour    x  =  —■,    y  =  0), 


-y- 


5.r 


0 


■  =  (i 


2.  1/équation  de  la  circonférence  G  contient  le  paramètre  m  au  .second  degré;  si  les  coordonnées 
d'un  point  de  cette  circonférence  sont  données,  on  obtient  pour  déterminer  m  une  équation  du  second 
degré.  Puisque  les  circonférences  ont  un  point  réel,  le  point  donné  P,  il  sutlil  pour  qu'elles  soient 
réelles,  que  les  coefficients  de  l'équation  le  soient,  c'est-à-dire  que  m  soit  réel.  Pour  que  l'écinalion  en 
m  ait  deux  racines  m,  et  m^,  il  faut  que  les  coordonnées  de  P  satisfassent  à  l'inégalité 
H  ^  y^-h  œ{x-  -1-  T/^  -h  1)  >  0,  ou  y^(x  -h  i) -+-  x{x-  -h  1)  >  0. 

Construisons  la  courbe  dont  l'équation  est 


y 


pour  cliaquo  valeur  do  x  comprise  entre     — 1     et  0,   y  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires; 

,     ,  2j;^  -h  3a,--  +■  1 

on   a  'ZVy     = ; r-r 1 

^•'  (XH-1)' 

la  dérivée  du  numérateur  est  6x{x-{-i),  elle  est  négative  quand  x  varie  de  —1  à  0,  le  polynôme 
décroît  donc  de  2  à  -+- 1,  il  reste  positif.  Donc  la  dérivée  de  la  valeur  positive  de  y 
est  négative.  Quand  x  varie  de  -  1  à  0,  cette  valeur  de  y  décroît  de  +oo  à  0; 
y'  est  inlinie  pour  x  =  0.  I,a  courbe  a  la  forme  indiquée  sur  la  figure  3.  C'est 
l'enveloppe  des  cercles  C. 

Si     ar  >  0,     il  est  clair  que      H>0;      si     x  -^  —  1,      la  deuxième  forme  de  II 
r       montre  que    fî  ^  0  ;    enfin  x  étant  compris  entre    — 1    et  0,  II  est  positif  si  la  valeur 
absolue  de  ;/  est  supérieure  à  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe  tracée  qui  a  le  même  x. 
Donc  11  est  i)osilif  dans  la  région  du  |)lan  limitée  par  lacourbe,  du  côté  des  x  positifs. 
Pour    exprimer    que    les  deux    circonférences    qui    corresjiondcnt    aux   valeurs 
vil  et  m,  du  paramètre  sont  orthogonales,  appliquons  la  condition 
^'"^  '  -2mi'  -h  tbb'  =  c  -t-  c', 

nous  trouvons  ainsi  —  (in,Wi)-  -\-  2»i|)ii.  =  2 
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ou 

d'où  l'on  tire 


l'équation   du  lieu  se 


{mon.  -+-  2)2  =  8, 
morh  =  2(—  1  ±  ^/5). 
Or  le  produit  des  deux  racines  de  l'équation  en   m  est 
décompose  donc  en 

.r2  -+-y"-+^  =  2a;(-l  :+:  s/i),  ou  [x  —  (i  qz  v/"2)>  -h  y-  =  (<  +  ^^)'  —  i  =■  2(1  zp  fl)  \ 

comme     1  —  \li     est  négatif,  un  seul  de  ces  cercles  est  réel  ;  le  lieu  est  donc  l'orme  du  cercle 

(x  —  1  -  >JiY  -h  if-  =  2(1  +  v/2). 

Les  centres  des  deux  cercles  C,  et  C)  ont  respectivement  pour  coordonnées    H et  m,,     h - 

et  m^  ;  en  écrivant  que  la  droite  qui  les  joint  passe  par  le  point  lixe  Q(j-|,,  y,,)  on  a 

7n,  1 


1 


1 


0 


î/0  1 

en  développant  on  mel     On,  —  ?«o)     en  facteur,  et  comme    les   deux    cercles   sont   distincts,    on   peut 
diviser  par  ce  facteur  qui  n'est  pas  nul  ;  il  reste 

2xo  —  !/(i(mi  +  ffij)  -I-  »(,wîo  =  0. 

ce  qui  donne,  en  remplaçant  la  somme  et  le  produit  des  racines  en  fonction  des  coeflicients, 


?/o 


If  +  Ï 


0, 


ce  qui  est  l'équation  du  lieu.  En  la  rendant  entière  on  voit  que  c'est  un  cercle 

x'i  H-  1/2  —  2xxo  —  2yy„  +  1=0; 
on  peut  écrire  celte  équation  de  façon  à  mettre  le  centre  et  le  rayon  en  évidence, 
(x  —  xo)2  -H  (y  —  yaf  =  xl  +  yl—i. 
Ce  cercle   n'existe   donc   que   si   le   point  Q  est  extérieur  au  cercle  r  ;    il  a  alors  pour  contre  le 
point  Q  et  pour  rayon  la  longueur  de  la  tani^ente  menée  de  Q  au  cercle  r. 

(A.  D.) 
Bonnes  solutions  de  MM.  H.  Fbodert  ;  G.  L.tcn  :  L.  Naucklle  ;  A.  Roosseau  ;  L.  Simon. 
Assez  bonne  solution  de  M.  Rou.'i . 
Solution  passable  de  M.  A.  Coubtois. 


Mécanique. 

2055.  —  Une  table  de  poids  P  repose  sur  un  plan  horizontal  fixe  (H).  Cette  table,  dont  la  partie 
supérieure  a  la  forme  d'un  cercle  (r),  est  munie  de  trois  pieds  égaux  dont  les  extrémités  inférieures, 
réduites  à  des  points,  sont  les  projections  sur  le  plan  (H)  des  sommets  d'un  triangle  ABC  inscrit  dans  le 
cercle  (r). 

La  table  est  reliée  à  un  jtoinl  fixe  0  par  un  fil  flexible,  inextensible  et  de  poids  négligeable,  attaché  au 
sommet  A  du  triangle  ABC.   On  suppose  la  table  dans  une  position  telle  que  le  fil  soit  tendu. 

Démontrer  qu'on  peut,  sans  détruire  l'équilibre  de  la  table,  faire  agir  sur  elle  une  force  Q  qui  soit  hori- 
zontale et  dont  le  point  d'application  M,  supposé  différent  de  A,  appartienne  à  la  circonférence  du  cercle 
(P).  Déterminer  ce  point  M,   la  direction  et  le  sens  de  la  force  Q. 
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Déterminer  l'inlensitc  de.  la  force  Q  à  partir  di'  laquelle  la  table  cesse  d'être  en  équilibre. 

N.  B.  —  On  désigne  par  a  l'angle  du  fil  AO  avec  la  verticale:  on  supposera  le  point  0  plus  élevé 
que  le  point  A.  On  supposera  de  plus  que  te  centre  de  gravité  de  la  table,  qui  n'est  pas  homogène,  est  sur 
la  verticale  du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.    Enfin  on  négligera  les  frottements. 

La  table  est  un  corps  solide  sur  lequel  agissent  six  forces,  savoir  :  la  tension  T  du  lil,  dirigée  de 
A  vers  0,  la  force  inconnue  Q,  appliquée  en  M,  le  poids  P,  appliqué  au  centre  de  gravité,  G,  et  les 
réactions  X,  Y,  Z  du  sol,  verticales,  dirigées  de  bas  en  haut,  appliquées  aux  trois  pieds  A',  B',  G'  de  la 
table.  Ces  pieds  étant  eux-mêmes  verticaux,  les  trois  forces  X,  Y,  Z  peuvent  être  transportées  en 
A,  B  et  C. 

Pour  que  r(''i|uilibrfi  ait  lieu,  il  faut  que  la  somme  algébri(ine  des  projections  des  forces  sur  un  axe 
quelconque  soit  nulle,  ainsi  que  la  somme  de  leurs  moments. 

Prenons  d'abord  comme  axe  la  verticale  A:  ;  les  moments  de  toutes  les  forces  connues  par  rapport 
à  cet  axe  sont  nuls,  donc  le  moment  de  la  force  inconnue  doit  être  nul  aussi,  la  ligne  d'action  de  cette 
force  passe  en  A. 

Prenons  un  deuxième  axe  A;/,  horizontal  et  perpendiculaire  à  OA,  les  projections  de  toutes  les 
forces  connues  sur  cet  axe  sont  nulles,  donc  la  force  Q  est  perpendiculaire  à  cet  axe.  Sa  ligne  d'action 
est  la  trace  sur  le  plan  ABC  du  plan  vertical  projetant  la  ligne  OA  ;  cette  trace  Ar  coupant  le  cercle 
en  A  le  coupe  en  un  second  point  M. 

Projetons  les  forces  sur  ce  troisième  axe,  qui  forme  avec  les  précédents  un  trièdre  trirectangle  ;  les 
projections  de  P,  X,  Y,  Z  étant  nulles,  celles  de  T  et  de  Q  doivent  être  égales  et  opposées.  La  direction 
de  la  force  Q  est  donc  opposée  à  celle  de  la  projection  du  vecteur  AO    et    Q  =  —  T  sin  a. 

Eciivons  maintenant  que  la  somme  des  moments  par  rapport  au  côté  BC  est  nulle  :  le  moment  de 
T  est  la  somme  des  moments  des  deux  composantes  Tsina,  horizontale  et  Tcosï,  verticale;  les 
moments  de  Q  et  de  Tsina  sont  égaux  et  de  sii;nes  contraires;  ceux  de  Y  et  Z  sont  nuls;  il  ne 
subsiste  dans  l'équation  que  ceux  de  P,  X  et  T  cos  ï. 

En  remarquant  que  la  dislance  de  (i  à  BG  est  le  tiers  de  la  hauteur  AH,  nous  avons 

h  P  P 

—  PX— -)-(X  +  Tcosa)/i  =  0,  d'où  X  =  —  —  Tcosa  =  -- —  Ocotga. 

Or  la  force  X  ne  peut  avoir  que  le  sens  ascendant,  c'est-à-dire  que  \  doit  être  positif,  il  faut 
donc  que 

P 
Q<-3  tga. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la  force  X  nécessaire  pour  l'équilibre  serait  dirigée  de  haut  en 
bas,  cette  force  ne  pouvant  être  produite  par  la  résistance  du  sol,  la  table  basculera  autour  de  B'G',  le 
pied  A'A  se  soulevant. 

11  est  facile  de  voir  que  l'existence  de  la  force  Q  ne  changera  pas  les  réactions  Y  et  Z  ;  en  elfel, 
pour  déterminer  ces  réactions,  on  peut  prendre  les  moments  par  rapport  aux  axes  AG  et  BG  successi- 
vement ;  relativement  à  ces  deux  axes  les  moments  de  T  et  de  Q  sont  nuls,  on  voit  alors  que  Z  et  Y 

sont  l'un  et  l'autre  égaux  à    —  P  et  dirigés  vers  le  haut. 

Les  conditions  trouvées  sont  nécessaires  et  sont  bien  suffisantes  :  si  elles  sont  vériliées  par  les 
forces  du  système,  la  somme  des  projections  des  forces  sur  \x  est  nulle,  ainsi  (jue  sur  Ai/  ;  la  somme 
des  projections  sur  A:  est 

—  P  -I-  X  -4-  Y+  Z  -H  T  cos  a  =  —  P  4  —  —  O  Cûtg  ï  4-  P  H-  P  -+-  U  colg  a  =  0, 


la  résultante  générale  du  système  est  donc  nulle 
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La  somme  des  moments  par  rapport  à  AB  et  à  BG  est  nulle,  donc  l'axe  du  couple  résultant  est  nul 
ou  perpendiculaire  au  plan  ABC  ;  mais  la  somme  des  moments  par 
rapport  à  A:  est  nulle  aussi,  donc  le  couple  résultant  est  nul. 

Solution  analogue  :  G.  I  ach,  à  Douai  et  A.  Roosseau,  à  Fournes-en-Weppes. 

Remarque.  —  11  était  nécessaire  de  déterminer  les  réactions  Y 
et  Z,  ou  du  moins  de  s'assurer  que  leur  signe  ne  dépend  pas  de  la  force  O. 
S'il  en  avait  été  autrement,  il  aurait  fallu  rechercher  les  conditions  néces- 
saires pour  que  ces  forces  Y  et  Z  aient  le  sens  ascendant. 

Quelques  correspondants  ont  bien  indiqué  les  conditions  que  doit 
vérifier  la  force  Q,  mais  leurs  raisonnements  prouvent  seulement  qu'elles 
sont  suffisantes. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  A  Coumois  ;  Mabescaichi. 


2056. —  Un  point  matériel  M,  de  masse  m,  est  soumis  à  l'action  d'uiie  force  (F)  dontlesprojeclions 
X,   Y,  Z  sur  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oi  sont 
mk^x  ..  mk-y 


X 


Y 


Z  =n. 


x'--hy'  +  a-  .(-H-)/--H«- 

«  désignant  une  longueur  donnée  et  k  une  vitesse  donnée. 

1°  Le  point  M  étant  supposé  abandonné  sans  vitesse  initiale  en  un  point  donné  M„  de  Ox,  démontrer 
que  le  point  M  reste  constamment  sur  Ox  et  calculer  la  vitesse  avec  laquelle  il  arrive  en  0. 

1°  La  position  initiale  dupoint  M  étant  toujotirs  supposée  sur  Ox,  démontrer  qu'on  peut  le  lancer  acec 
une  vitesse  initiale  parallèle  à  Oy  de  manière  à  lui  faire  décrire  une  circonférence  décentre  0  ;  délerminer 
la  grandeur  de  cette  vitesse  initiale. 

3°  Déterminer  toutes  les  trajectoires  du  point  M  pour  lesquelles  le  mourement  est  uniforme  et  de  vitesse  k. 


1.  Les  équations  du  mouvement  sont 

d-y 

IF 

d-'z 

dt- 


(2) 


Gi) 


=  —  k-' 
=  0. 


X-  H-  y-  -+-  a' 


La  troisième  peut  être  intégrée  deux  fois  de  suite  et  donne 
(i)  z  =  et  ^zo, 

c  désignant  la  projection  sur  0:  de  la  vitesse  à  l'époque     /  =  0     et  lo  la  valeur  de  la  coordonnée  :  au 

même  instant.   Ces  deux  données  étant  nulles,  z  et  — r^  restent  constamment  nuls.  Ainsi  lorsque  la 

dt  ^ 

vitesse  initiale  est  perpendiculaire  a  0:  ou  nulle,  la  trajectoire  est  dans  le  plan  P  perpendiculaire  à  0: 
mené  par  le  point  initial. 

On  peut  former  avec  les  équations  (1)  et  (:2)  deux  combinaisons  intégrables.  En  multipliant  la  pre- 
mière par  y,  la  seconde  par  x  et  faisant  la  dilTérence,  on  a  d'abord 


(5) 


a-x 

y-dF-''- 


dt- 


=  0, 
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d  /     (Aï-  (//  ,  d.v  d 

ou  — :—   y—, ■'— ,-     =  (J»  donc.  >/ — , Jc —r-  =  L'". 

rf/  \'   dl  dt   '  ■'  dt  dl 

Celte  propriété  s'énonce  ainsi  :  le  moment  de  la  vitesse  par  rapport  à  l'axe  0:  est  constant.  Si  à 
répoque  /  =  0  la  vitesse  est  nulle  ou  siluéi!  dans  un  même  plan  avec  l'axe,  son  moment  restera  tou- 
jours nul.  (In  iiura  donc 

dl      II         dl      X 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

Ly  —  L.r  =  LC'"  (*j 

et  ;/  =  C.r. 

Le  mobile  reste  donc  dans  le  plan  fixe  P'  contenant  l'axe  et  la  position  initiale.  Dans  le  cas  particu- 
lier (111  la  vitesse  initiale  est  nulle,  le  mobile  décrit  l'intersection  des  plans  P  et  P',  c'est-à-dire  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  M  sur  l'axe. 

La  deuxième  combinaison  intégrable  se  forme  en   multipliant   les  deux  premières  équations  par 

(l-r  dy  .  .  „  . 

— ;—  et  —i—  respectivement,  puis  en  en  taisant  la  somme;  on  obtient  ainsi 
dt  dt  '  ^ 

dx  dij  d 

dx       d-x        dl/    d'-ij  ,'    dt         •    dt  d  \~  /  dx  \-       /  d'i  \-^~\  ,     dl    '         ^ 


(//        dl^         dt      dt-  x--hy--^n-  (lt\_\dt/         \  dl   j    \  .r^ -+- 1/- +  a-  ' 

/  dx  \  2       /  dy\- 
posons     v^  =  (  —j-  1  "*"  ( -7-  )      pI    '■'  =  •'"  +?.''.     ''  est  la  dislance  du  mobile  .M    à  l'axe,  v  est  la 

vitesse  du  point  m,  projeclion  de  M  sur  le  plan     ;  =  0.     L'équation  précédente  devient  alors 


(^)  -77-  =  -  ''- 


dt  dt      r^  -+-  a- 

On  intègre  aisément  et  l'on  trouve 

v"  =  —  A-2L(r=  +  a^)  ■+-  C". 
On  détermine  la  constante  en  écrivant  que  la  vitesse  est  nulle  quand  le  point  M  est  à  la  distance  r„  de 
l'axe;  la  constante  est     l;-L{rl -\-a'').     Donc 

\  r-  -+-  a-  ' 
On  obtient  la  vitesse  ave('  laquelle  le  mobile  arrive  en  O  en  faisant     v  =  0,     ce  qui  donne 


2.  Si  le  mobile  décrit  un  cercle  ayant  0  pour  centre,  >■  est  constant,  la  formule  (fi)  montre  alors  que 
»  est  constant  aussi,  ce  cercle  est  donc  parcouru  d  un  mouvement  uniforme  ;  il  suflit  alors  que  la  force 

à  laquelle  est  soumis  le  mobile  soit  dirigée  vers  le  centre  et  égale  à  m Examinons  d'autre  part  la 

façon  dont  est  déterminée  géométriquement  la  force  qui  agit  sur  le  mobile.  On  remaniue  ([ue 

X  y  r-  -f-  a-  v 

donc  la  force  est  dirigée  de  M   vers  l'axe  perpendiculairement,  sa  grandeur  ne  dépend  que  de  la  distance 
de  M  à  l'axe,  par  la  relation 

F  =  —  k-m '- 

/•■-  -t-  a- 

mi)-                                           k'r^  kr 

Kn  égalant  la  force  à on  tiouvc     y^  _  __     j-qJ,     ^,  _  • 


CI  L  di'sign.-int  le  log.iiilliiiii-  népi'TR'ii. 
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b- 

La  vitesse  initiale  doit  donc  être  perpendiculaire  à  nM  et  égaie  à       - ,  „ ^  • 

^r-  -+-  (I- 

3°  Si  le  mouvement  de  M  est  uniforme,  V  étant  la  vitesse  de  M,  on  anra 

or  — ^  est  cûrislanl,  donc  r  l'est  aussi,  ce  qui  entraine  que  r  l'est  également,  comme  on  l'a  vu   précé- 

dt 
demment.  Donc  le  mobile  se  déplace  sur  un  cylindre  de  révolution  ayant  0:  pour  axe.  Son  mouvement 

est  un  mouvement  hélicoïdal  uniforme,  puisque  les  projections  de  la  vitesse  sur  l'axe  du  cylindre  et  sur 

un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sont  constantes. 

Si   /■  est  le  ravon  du  cylindre,  on  a  vu  que 

.,        ,.,       r' 
V-  =  /.- ' 

7'-  -+-  (I- 

donc  (^y  =  ^' ^- 

\  dt  J  1-  -+-  (i- 

Ces  équations  donnent  les  deux  composantes  de  la  vitesse  initiale,  l'une  suivant  la  génératrice  du 
cylindre,  l'autre  suivant  la  tangente  au  parallèle  mené  par  .M  à  condition  que  V  soit  donné  supérieur  a 
bi     11  =  k.     on  aura 


\/ï''-  -t- 

\  dt   I  «2  -+-  r-  if^  -+-  /■■ 

11  y  a  une  infinité  de  mouvements  satisfaisant  à  ces  conditions  :  par  un  point  .\!  quelconque  il  passe 
deux  trajectoires  hélicoïdales,  l'une  dextrorsum,  l'autre  sinistrorsum  ;  les  formules  précédentes  donnent 
les  composantes  de  la  vitesse  initiale.  On  voit  que  la  pente  p  de  l'hélice  est  — .  elle  décroit  en  raison 
inverse  de  /•.  Toulesces  hélices  ont  même  pas,  car  le  pas  est 

Sîir  Xp  =  2-a. 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Lach  ;  A.  RoussE.tu. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  G.  Bétieh  ;  .\.  Courtois  ;  M*besi;ai.ciii. 

Solution  passaljle  de  M.  P.  Rémondi». 


(A.    D.) 


Calcul  *. 

2057.  —  On  donne  tes  anijles  a  =    50°  10'  30", 

b  =    40°    O'tO", 
C  =  121°  36' 20". 
Culruler  les  anr/les  \,  B,  c  par  les  formules 

a  —  b 
.    ces 

tg ^ —  =;  coin 


tg  ■ —  cotg— - 


A'.  B.  —  A,  B,  c  sont  compris  entre  0  et  tlSO". 


cos 

a-f-ô 

.,    sin 

a  — h 
2 

siii 

a  -t-  6 

a 

h 

sin 

2 

A  +  B 
2 

2 

sin 

A  —  B 

•  Le  programme  de  l'Ecole  Navale  indique  que  le  calcul  doit  être  etleclué  avec  des  tables  sexagésimales,  à  cinq  décimales, 
mais  il  est  dit  en  note  que  les  candidats  qui  désirent  employer  des  tables  à  sept  décunales  sont  libres  de  le  faire.  On 
remarquera  que  les  angles  sont  donnés  avec  les  secondes,  mais  le  nombre  des  secondes  est  multiple  de  10.  Le  premier 
calcul  a  été  elTectué  avec  cinq  décimales,  le  second  avec  sept. 
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Résultats. 

A  =  42°  15'  14". 
B  =  :Uoi5'  4", 
c  =  7(i°  35'  46". 


a=  50M0'30' 

6  =  40°    0'  10" 

a  +  fc  ^  00»  10' 40" 

iL±A  =  45o    5' 00" 


Calculs  pri'liminnire 
C.   =  121"  36' 20" 


-^  =    00»  48'  10" 


■b—  10°  10' JO" 

à  ,      . 

—  =    5°    5'  10" 


log  810  45»    5'         =  1,85012 
pour  SO"  4 


logsin— ^         =1,85016 

cologsin  '^-^        =  0,14984 

log  cos  45°    6'         =  r,84873 
pour        —  40"  8 


loeco.'-  ■ 


=  1.84H81 


colog  cos 

log  sin    5"    5' 
pour  10" 

,        .     a-b 
log  sin 


=  0,15119 

=  2,94746 

?:i.5 

=  2',94769.5 


log  cos    5°    5'  10"  =  1,90829 

colog  cos  "~  =0,00171 

log  Ig  60»  48'         =0,25268 
pour  10"  5 


=  141 


8  =  1 


Calculs  définitifs. 


1°  Calcul  de     -(A  +  B). 
C 


colog  tg  ~- 

=  1,74-727 

a-b 

lo^-  cos  — - — 

=  r,99820 

a-\-b 
olog  cos 

=  0,15119 

,      .     A-l-B 

log  Ig  — 5— 

=  T,H9675 

log  tg  38»  15' 

=  7,89671 

9"      pour    4 

3H»ir)'9",         log  sin  38°  15' 9"  =  1.79178.4 


2°  Calcul  de      ~(k—\i) 
colog  tg  — 


log  sin  ■ 
cologsin  - 


log  tg 


—  1,74727 
=  2,94769.5 
=  0,14084 

=  2,844X0.5 


logtg^         =0,25273 
C 


logtg    4°    0'         =  2,84464 
:i"      pour  16. 


■——  —  38°  15'    9" 

A  =  42°  15'  14" 

B  =  34°  15'    'i" 

3°  Calcul  dec. 

,         .      a  —  b 
log  sin 


colog  cos 
log  sin 


2 

a  —  b 

2 

A-f-B 

2 

A-B 

log  sin  4°0'o"  =  2,84373 

A  —  B 

colog  sin  — -z —  =  1,15627 


=  2,94769.5 
=  0,00171 
=  r,79178.4 
=  1,15627 


los  ts 


1,89745.9 


logtg  38°  17'         =  1,80723  '•  = 

53"       pour  22.9 

^  =  380  17' 53" 

c  =  760  35'  46' 

G.  LACII,  à  Douai  et  A.  ROUSSEAU,  à  Fourncs-en-Weppes. 


Bonnes  solutions  de  MM.  A.  Coobtoh  ;  II.  Frobkrt. 
Assez  bonne  solution  de  M.  Roux. 
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2058.  —  Calculer  la  valeur  de  l'inlégnile     I  =    |      s'in^  xdx  =  —  —  -^ — j^^i     sachaitl  que  a  est  le 

Jo  _     " 

plus  petit  angle  positif  dont  la  tan(jenle  est  donnée  par     tg  a  =  2,017. 

On  trouve 

lug:2,017      =  0,3047059 

log  tg  63»  37'  40"  =  0,3046933  S  =  529 

pour  2"  105,8 

—  0",4  2U,2 

donc  a  =    63°  37'  4â",4 

-^  =    31°48'ol",5 

2u  =  127°15'24",8  =  180"  —  (02°  44'3o',2) 
Pour  le  calcul  de  la  mesure  en  radians  de  l'arc  — >    on  consulte  la  table  qui  donne  les  longueurs 
des  arcs  du  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité  : 

30°  =  0,52359878 

1°  =  0,01745329 

40'  =  0,01163oo3 

8'  =  0,00232711 

50"  =  0,00024241 

1'  =  0,00000485 

0'',2  =  0,00000097 


—  =  0,55526294 

2 

1 

Calcul  de  —  sin2a  : 


log  sia  52°  44'  30"      =  1 ,9008661  a  -  160 

pour  5"  80 

—  0",2  3,2 


0  =  219 


colog4 

=  1,3979400 

log  — sin  2a 
4 

=  1,2988144,2 

log  0,1989800 

=  r,  2988094 

20 

50,2 

03 

6,4 

0,1989823 

=  -sin  2a 
4 

l  =  0,3352629 

-0,1989823 

=  0,3562806. 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Lacb  ;  A.  Rousseau. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  A.  Courtois  ;  H.  Fkobbbt. 
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(.EUMEPItlE  UESCHIPTIVE 

2087.  —  Le  petit  axe  dr.  la  feuille  étant  xxi  el  h:  ijrand  are  yi/i,  nti  dunne  : 

i"  Sur  te  grand  axe,  le  point  [a,  a')  tel  qice     Ou'  =  132""",   Oa 


il  4" 


2»  L'horizontale  (H,  II')  de  cote  29™"",  dont  la  projection  horizontale  coupe  les  axes 
aux  points  m  et  n  tels  que     0»i  :=  32""",    0>i  =  70™". 

On  considère  : 

i°  Le  tiHraidre  régulier  ayant  un  sotrnnet  en  (a,  «'),  une  arête  dirigée  suivant  (H,  H'), 
el  dont  le  quatrième  sommet  est  à  droite  du  grand  axe  de  la  feuilU  : 

2°  La  splière  de  centre  (a,  a')  dont  le  rayon  est  de  ôb"". 

Représenter  le  solide  formé  par  l'ensemble  de  ce  tétraèdre  el  de  cette  sphère 
supposés  opaques  et  limités  chacun  à  la  partie  extérieure  à  leur  intersection  commune^ 
el  indiquer  les  ombres  {propres  et  portée'!  par  la  sphère  sur  le  tétraèdre)  produites 
par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  (H,  li'). 

N.  lî.  —  Les  lignes  de  construction  étant  tracées  en  rouge,  on  figurera  en  noir  les 
arêtes   du    solide    représenté  {celles  qui   sont   cachées  étant  en   pointillé),    en    bleu    les 
limites  des  ombres  (considérées  seulement  sur  les  parties   vues),  les  ombres  elles-mêmes 
étant  indiquées  par  tne  teinte  légère  ou  des  hachures  bleues. 

(Er-ole  des  ponts  et  cliaiissées,  cours  préparatoires,  concours  de  J9il'-) 

(Construction  du  V'iraèdre.  —  l'renons  pour  plan  vertical  auxiliaire  de  projection  le  plan  mené  par  le  .sommet 
(",  a')  et  perpendiculaire  à  l'aréle  horizontale  (bc,  h'c')  dont  la  position  est  donnée.  Nous  avons  en  a[  la  projec- 
tion du  point  A  cl  par  suite  nous  pouvons  rabattre  ce  sommet  autour  de  l'horizontale  bc  en  a".  Connais- 
sant alors  la  hauleur  a"a  du  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  sur  bc,  nous  en  déduisons  immédiatement  les 
sommets  b  et  c.  Si  maintenant  nous  considérons  le  triangle  de  l'espace  Aal),  nous  en  connaissons  les  deux 
cotés  Aa  =  a,'a  et  AD  =  6c.  Donc  nous  pouvons  déterminer  la  projection  '/,'  du  quatrième  sommet  en 
prenant  rintcrs(!ction  des  deux  arcs  de  cercles  décrits  des  points  a  et  n,'  comme  centres  avec  ces  longueurs 
pour  rayons.  Nous  en  déduisons  les  projections  </  et  d'  du  sommet  L)  et  le  tétraèdre  est  déterminé. 

Intersection  de  la  sphère  et  du  tétraèdre.  —  (,a  sphère  de  centre  A  coupe  les  trois  faces  du  tétraèdre  suivant 
trois  arcs  de  grand  cercle  égaux  qui  se  projetteront  suivant  trois  arcs  d'ellipse  sur  les  deux  plans  de  projection. 
Si  du  point  a"  comme  centre  nous  traçons  la  circonrèrence  ayant  pour  rayon  le  rayon  de  la  sphère,  elle  nous 
donne  l'arc  e"f"  que  nous  pouvons  immédiatement  relever  en  ef  et  la  tangente  en  e  par  exemple  est  le  relève- 
ment cO  de  la  tangente  e"G.  L'arc  d'ellipse  a  un  sommet  en  y,  relèvement  du  point  //''  el  l'horizontale  de  ce 
point  fait  connaître  sur  les  arêtes  AR  et  AC  les  points  par  où  il  suffira  de  mener  des  parallèles  aux  arêtes  BD 
et  CD  pour  avoir,  au  milieu  de  chacune  de  ces  parallèles,  un  point  de  l'ellipse  correspondante  et  la  tangente 
en  ce  point.  Pareillement,  il  suffira  de  mener  par  l'un  des  points  e  ou /' situés  sur  les  arêtes  la  parallèle  k  bd  ou 
k  cd  pour  avoir  le  point  d'intersection  de  l'arcte  ad  avec  la  sphère.  On  a  la  tangente  en  k  dans  la  face  adc, 
par  exemple,  eu  remarquant  qu'elle  coupe  l'arête  CD  à  une  distance  du  point  c  égale  à  la  distance  Oc;  on 
mènera  donc  par  0  une  parallèle  à  bd  el  on  obtiendra  le  point  i  (ju'il  faut  joindre  a  h  pour  avoir  la  tangente 
en  h.  Construction  analogue  pour  les  autres  tangentes.  On  déduit  les  projections  verticales  des  trois  sections 
planes  de  leurs  projections  horizontales  et  les  tangentes  aux  points  remarquables  sans  aucune  diflicullé. 

O.nbre  propre  el  ombre  portée.  —  L'ombre  propre  de  la  sphère  est  la  circonférence  de  grand  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons  lumineux.  Menons  par  le  centre  de  la  sphère  la  parallèle 
(aï,  a'n')  aux  rayons  lumineux  ;  c'est  l'axe  du  cylindre  ciiconscrit  à  la  sphère  le  long  de  l'ombre  propre.  Prenons 
comme  plan  vertical  de  projection  auxiliaire  le  plan  «7  qui  projette  l'axe  du  cylindre;  nous  obtenons  en  a'^i'., 
la  nouvelle  projection  vciticale  de  l'axe,  cl  en  traçant  la  circonférence  de  centre  «.j  et  de  rayon  égal  au  rayon 
de  la  sphère,  il  suffit  de  lui  mener  les  tangentes  parallèles  à  nja.j  pour  avoir  les  génératrices  dont  la  trace  hori- 
zontale donne  les  sommets  du  grand  axe  de  la  seclion  du  cylindre  par  le  plan  horizontal.  Soit  q  l'un  de  ces 
sommets,  il  fait  connaître  le  demi-grand  axe  de  l'elliiise  dont  l'autre  demi-axe  est  or.  et  que  nous  pouvons  par 
conséquent  tracer.  I,e  grand  cercle  d'ombre  propre  a  pour  projection  verticale  auxiliaire  la  droite  /'./'â  et  par 
suite  l'ellipse  projection  horizontale  de  l'ombre  propre  a  pour  demi-axes  ar^  et  ap  ;  on  peut  donc  la  tracer. 
L'ellipse  projection  verticale  de  l'oiiibn^  propre  est  égale  a  celle  que  nous  venons  de  trouver  à  cause  de  la 
symétrie  que  jirésenle  la  direction  des  rayons  lumineux  par  rappiut  aux  deux  plans  de  projection,  S(ui  grand 
axe  étant  le  diamètre  l\l\  perpeiidicufiirc  ii  a'i'. 

l'oiir  trouver  l'ombre  portée  sur   le   letraèilro,  nous  ciMnuiencerou>  p.ii    pieinfre    I  iiiter^eeluiii    de    chaque 
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arête  avec  le  cylindre.  Il  est  d'ailleurs  visible,  en  raison  de  la  position  du  tétraèdre,  que  les  faces  ABC  et 
ACD  seules  donneront  des  courbes  d'ombre  portée. 

Si  nous  prenons  la  Irace  horizontale  (y',  y)  de  l'arête  AC,  l'intersection  de  la  droite  37  avec  la  base  du  cylin- 
dre nous  donne  le  pied  de  la  génératrice  m,u  sur  laquelle  est  le  point  (m,  h').  Si  nous  menons  maintenant 
la  trace  horizontale  yp  du  plan  de  la  face  AliC,  elle  passe  par  la  trace  p  de  l'arête  AB,  et  la  droite  ^a  coupe 
l'ellipse  au  point  r,  qui  nous  donne  de  la  même  manière  le  point  (v,  v').  Nous  déterminons  dans  la  face  ABC  le 
point  sur  la  génératrice  de  contour  apparent  vertical  du  cylindre  en  appliquant  la  construction  précédente  ;i  la 
génératrice  dont  le  pied  est  ()>',  À),  mais  ici  nous  avons,  pour  obtenir  le  point  où  elle  perce  la  face  du  tétraèdre, 
pris  comme  plan  auxiliaire  le  plan  qui  projette  verticalement  cette  génératrice,  et  dont  l'intersection  avec  les 
ai-étes  b'c'  et  b'a'  nous  a  donné  une  droite  coupant  la  génératrice  au  point  cherché'  {m,  m').  Dans  la  même  face 
nous  avons  déterminé  le  point  le  plus  bas  en  menant  le  plan  tangent  au  cylindre  parallèle  k\iC.  Sa  trace  horizontale 
est  la  tangente  à  l'ellipse  parallèle  à  bc  et  fait  connaître  la  génératrice  o^i  iiui  passe  au  point  cherché  (o,,  o',). 

Le  point  d'intersection  de  l'arête  CD  et  du  cylindre  s'obtient  en  menant  par  cette  arête  le  plan  parallèle  aux 
génératrices  et  prenant  l'interseclion  w,  de  sa  trace  horizontale  6::  avec  l'ellipse,  d'où  le  point  (w>,  ic'j.  On  peut 
déterminer  dans  cette  face  un  autre  point  de  l'arc  uw'  en  prenant  une  génératrice  quelconque  du  cylindre  qui 
traverse  cet  arc. 

La  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées  ne  présente  aucune  difliculté  ;  nous  avons  déterminé 
les  points  où  les  deux  arcs  d'ellipse  {ef,  e'f)  et  (fk,  fk')  touchent  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  et 
limitent  l'arc  caché  dcce  contour  apparent.  Ces  points  sont  sur  les  droites  de  front  correspondantes  dans  chaque 
face  du  tétraèdre. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


2143.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  <i  lixe.  Au  point  M  du  ]ilan  on  l'ait  correspondre  le  point  M' 
tel  que  la  droite  MM'  passe  par  le  point  0  et  que  les  polaires  des  points  M,  M' 
soient  perpendiculaires. 

Etudier  la  correspondance  entre  les  points  M  et  M'. 

.Ikan  m  ou  lin  kt. 

2144.  —  En  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  et  par  i 
M'    l'angle  que  fait  la  tangente  au  point  correspondant  avec  Ox,  trouver  les  courbes 
telles  que 

p  cos  a  =  A,  ^.^— —cv 

pcos"^a  =  A,  y""^      ^N.^'         \. 

p  ces'  a  =  A, 
_P       _  I. 


k  désignant  a  chaque  fuis  une  constante  i'). 


Amiilarii,  a  liuincs. 


2145.  —    t)n  considère  un  cercle   0   et  un   diamètre  lixe    Alî.    D'un   point 
variable  M  de  la  rirconférence  on  abaisse  la  perpemticnlaire  MP  sur  AI!.  Le  lieu  du  point  O  symétrique  de  P 
par  rapport  à  la  tangente  en  M  est  une  ni  phroide  (épicyrloïde  à  deux  rebroussements). 

K.-N.   Hahisien. 

l'i  liieii  ([ue  ces  questions  n'aient  rien  d'inéilit.  elli'S  n'en  lonstituent  pus  moins  des  exercices  utiles  pour  les  élèves  (pii 
ne  les  ont  pas  rencontrées,  et  c'est  ii  ce  titre  (luc  nous  les  publions. 
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Matliémaiiqucs. 

2043.  —  On  considère  trois  axes  Ox,  Oi/,  0:,  les  axes  Ox  et  Oij  étant  rectangulaires. 

On  donne  trois  circonférences  réelles  (Ci),  (C^),  (C3)  rencontrant  l'axe  0:  et  situées  dans  des  plans 
distincts,  parallèles  au  plan  xOi/ ;  on  désigne  par  d,  0^,  0.  les  centres  de  ces  circonférences  et  par 
(il,  3i,  Yi).  (a*;  (32.  -.'j)..  (5:3)  1^3,  Ys)  's"'"*  coordonnées . 

^o  former  l'équation  des  quadriques  passant  par  deux  des  courbes  (Ci),  (G.>),  (G^). 

Toute  conique  rencontrant  chacune  des  courbes  [C,],  {€-,)  en  deux  points  à  distance  finie  est  située  avec 
(G,)  et  (Go)  sur  une  même  quadrique. 

A  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  données  pour  que  (G,),  (Cj),  (C3)  soient  situées  sur  une  même 
quadrique  ? 

On  supposera  dans  la  suite  que  ces  conditions  ne  sont  pas  vérifiées, 

2°  Déterminer  les  plans  P  coupant  chacune  des  trois  courbes  (Ct),  (C,),  (C^)  en  deux  points  à  dislance 
finie,  les  six  points  obtenus  étant  situés  sur  une  même  conique,  soit  (s). 

Montrer  que  les  plans  P  sont  parallèles  à  une  direction  fixe. 

Lorsqu'on  assujettit  les  plans  P  à  passer  par  un  point  donné  R,  laconique  (s)  engendre  une  surface 
cubique  (S). 

Pour  quels  points  R  la  surface  [S)  est-elle  décomposée,  c'est-à-dire  formée  d'un  plan  et  d'une  quadrique  ? 

Comment  se  coupent  deux  surfaces  (S)  ? 

3°  Toute  surface  cubique  passant  par  (G,),  (G.),  (C^l  peut -elle  être  obtenue  d'après  lu  génération 
précédente  ? 

On  formera  l'équation  de  la  surface  et  on  cherchera  à  l'écrire  à  l'aide  de  surfaces  cubiques  décomposées 
vérifiant  les  conditions  imposées. 

i°  On  choisit  les  circonférences  (Ci)  et  (C-,)  de  rayon  nul  (Oi  et  0^  étant  alors  sur  Oi),  les  plans  de 
ces  circonférences  étant  symétriques  par  rapport  au  plan  xOy,  et  le  centre  de  la  circonférence  (C3)  dans  le 
plan  xOz. 

On  désigne  par  (Si)  la  surface  (S)  correspondant  à  ces  données  et  passant  par  les  axes  Oz  et  Oy. 

Les  sections  de  la  surface  (Si)  par  les  plans  parallèles  à  xOg  et  par  les  plans  passant  par  Oz  com- 
prennent des  circonférences  (G)  et  des  hyperboles  (H). 

Indiquer  la  forme  de  la  surface  (Si)  en  traçant  ces  sections. 

0"  Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  (Si)  à  l'aide  de  deux  paramètres 
fixant  la  position  des  plans  des  courbes  (G)  et  (H)  passant  par  ce  point. 

Les  tangentes  aux  courbes  de  l'une  des  familles  (G)  ou  (H)  auc  points  de  rencontre  aocc  une  courbe 
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arhiirain:menl  choisie  dans  l'aiilri!  famille  engendrent  u)ie  surface  réglée.  De  i/uelle  nature  sont  les  surfaces 
réglées  ainsi  obtenues? 

Comment  sont  constitués  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  (S,)  et  dont  les  sonunets  sont  situés  sur  Oi  ? 
les  cijlindres  circonscrits  dont  les  génératrice';  sont  parallèles  au  jilan  xOij  '.' 

i.  Les  ('■(lualioiis  du  corde  (C|)  sont 

a;'-  +  if  —  2a,.r  -  2^,)/  =  0,  :  —  v,  =  0, 

cl  il  suffit   dy   remplacer   l'indice   1  par  les  indices  2  et  ;i  pour  en  déduire  les  équations   des    cercles 
(C^)  et  (C3). 

L'équation  iténéralc  des  quadriques  passant  i)ar  le  cercle  (C,)  est 

x2  -+-  y-  —  2ï,x  —  2p,J/  -+-{:  —  ■(i){nx  -+-  vy  -t-  irz  +  )■)  =  0, 
u,  V,  ir,  r  étant  des  paramètres.  Ecrivons  que  le  plan     :  =  Yj     coupe  cette  quadrique  suivant  le  cercle 
(C2)  ;  pour  cela,  nous  remplaçons  :  par  •(,  dans  léqualion  précédente,  nous  avons 

x^-  +  »/2  —  2a,,x  —  2^11/  4-  (Yi  —  Yi'J(«-r  +  vy  -1-  iry^  +  r)  =  0, 
puis  nous  écrivons  que  celte  équation  est  identique  à 

X^  +  y-  —  2ï2.T  —  2^2?/  =  0. 

Nous  obtenons  ainsi 

-  2a,  +  (y.  -  Y.)«  =  -  S''.,  -  2p,  +  (y.:  -  Y.)'-  =  -  ^h,  (Ï2  -  tO(«'Y2  +  '•)  =  0  ; 

et  comme  on  suppose    y^  ~  Ti  9^  0'     nous  en  lirons 

2(0,  -  «„)  2fp,  —  Po^i 

j(  = .  V  =  —  ,  r  =  —  ;f'Y-2 

Ti  —  Ï2  ï,  —  Ti 

11  en  résulte  (}ue  l'équation  générale  des  (|uadnques  passant  par  les  cercles  (C,)  et  (Cj)  est 

(1)     [x'-^r-  2a,r  -  2p,,v  +  f:  -  yM  - ^  x  -  -^ ^  y  +  uy.  -  y,\     =  0  ; 

L  Y'  ~  T-  ïi  ~  T-i  J 

elle  renferme  le  seul  paramé  Ire  //•. 

Si  on  considère  une  conique  liv)  renconlrant  (C,)  aux  poinU  A,,  B,  et  (C2)  aux  [joints  A2,  B2,  on 
peut  déterminer  w  de  façon  que  la  quadrique  (1)  conlicnne  la  conique  (K);  il  sudit  d'écrire  que  l'équa- 
tion (1)  est  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  I),  choisi  arbitrairement  sur  celte  conique.  »'  étant 
ainsi  déterminé,  la  quadrique  (1)  conliendra  cin(|  poinls  de  la  conique  (K),  et  par  suile,  elle  la  contien- 
dra tout  entière. 

Examinons  mainlcnant  si  la  f|u;idrique  (1)  peut  contenir  le  cercle  (G;,).  Uemplaçons  dans  ré(iua- 
tion  (1)3  par  Yr!<  nous  avons 

,,.  +  y^  -  2.,x  -  22,»/  4-  (y.  -  Y,^|  -  "^''^."'^  x  -  'f^  ~  ^^'^  y  +-  w[^u  -  V^)]  =  ». 

puis  écrivons  (jue  celle  iMpialion  est  identique  à 

.T^  -+-  ,v=  -  2»3.ï  -  2?3i/  =  0. 
.Nous  nblcnons 

(y>-yiV«.-».)  _  „       (y.-ï.KPi-M  a 


ïl  —  ïi 

Les  (leu.x  premières  s'écrivent 

a,  —  «2  fl, 


W  =  0. 


=«1    —    »3  Pi     —   P3  ïl    —Y;, 

elles  expriiiil'ut  (juc  les   centres  des  cercles  (C,),  (G,),  (C3)  sont  en  ligne  droile.   felle  est  la  condition 
pour  que  ces  trois  cercles  soient  sur  une  même  quadrique  :  ce  résultat  élail  évide;TimenL  à  prévoir. 

2.  Soit  (I*)  un  plan  coupant  les  cercles  (C,),  (C2),  (CJ  respectivement  au.v  points  a,,  A,,  Oj,  b.. 
n„  b„  situés  sur  une  même  conique  (ï).  Par  cette  conique  et  par  les  cercles  (C,)  et  (Cj)  on  peut  faire 
passer  une  quadrique    (Q)    dont  ri''quali(jn  peul  rire  mise  sous  la  forme    (I).    Cette  riuadrique  coupe  le 
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plan  du  cercle  (C^)  suivant  un  cercle    (C^)  passant  par  les  points    ch,  63  ;    donc  la  droite    a^b.,  est  l'axe 
radical  des  cercles  (C.)  et  (C,). 

Les  équations  de  ces  deu\  cercles  étant 

2(?i  -  N 


X'  -+  y-  —  2aiX 


i>y 


X-  -+-  y-  —  2ï3a;  —  "l'^^ij  —  0, 


y  +  "'(ys  -  Y^) 


]-• 


l'équation  de  a-jb^  sera 

2(.3  -  0^i)x  +  2(P3  -  ?,)y  +  (y.  -    !.)[-    "^"~''^  ^  -  -?^^i^M   y  +  «■(y3-  Y.)!    =  0, 

l_         Yi  —  Y^  Yi  —  Y2  J 

ou 

2x[«.(r.  -  Ys)  +  ^i{-h  -  Yi)  +  ='3(y.  -  Y3)J  +  %[?>(Y2  -  v)  +  ?.(Y3  -  Y.)  +  ^sCy.  -  Y'^)] 

„ .  „„  ^  —  'KY2  -  Y3)(Y3  -  Yi)(Yi  —  Y2)  ^  0, 

OU  encore  SAx  +  2Bi/  —  tril  =  0, 

en  posant 


=<3       Y:i 


B 


'il 

Yi      1 

h 

■a    1 

h 

Y3    1 

n=(Y2-Y3)(Y3-Y.)(Y.-Y2)- 


=  0; 


L'équation  du  plan  (P)  est  donc  de  la  forme 

(2)  2Aj: -1- 2By  —  «'U -H  ).(;  —  Ys)  =  0. 
Nous  voyons  ainsi  que  ce  plan  est  parallèle  à  la  direction  lixe  (A) 
[à)  Ax-hBy^O,  :  =  0. 

On  vérifie  aisément  que  celte  direction  lixe  est  perpendiculaire  à  la  trace  sur  le  plan  xOy  du  plan 
O1O2O3  qui  passe  par  les  centres  des  cercles  (Ci),  (C^),  (C3).  En  efl'et,  l'équation  do  ce  plan  est 

X  y  z  i 
ïi  r-i  Yi  1 
«■2  h  -[-2  1 
=<3  h  Y3  1 
le  coefficient  de  x  est  B,  celui  de  y,     —  A. 

Ecrivons  maintenant  que  le  plan  (P)  passe  par  le  point  donné  R(Jo.  ^01  •■o)'  nous  avons 

(3)  2Axo +  2Byo  — mn  +  ^(;„  —  Y3)  =0. 

Nous  obtiendrons  le  lieu  de  la  conique  (^)  en  éliminant  w  et  X  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3). 
Des  équations  (2)  et  [3)  nous  tirons  sans  difficulté 

2[(A,r,  +  Bv„)(:  -Y3)-(Aj+By)U-Y3)] 
n(=-z,) 
et  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (1),  nous  obtenons,  après  un  calcul  facile,  l'équation  de  la 
surface  cubique  (S)  sous  la  forme 

?i  —  3.  ,       «lYs  —  a^Yf  ,       Ei|Y-2  —  ?2Yi 


(^, 


k)      W^-zÀir^y'-ixz ^-2^3^ ti  ^  2^ -^i^—- ^ ^- 2;/ i^ii^ ^^ 

L  11— Yj  Yi— Y2  Yi— Y2  Y>— Y2      J 

+  2(:  -Y0(--Y2y=-Y3)(Aro-^By„)-2(2-Y,)(=-Y2)(:o-Y3)(Ax  +  By)  =  0. 

Cette  surface  passe  évidemment  par  les  trois  cercles  donnés,  comme  il  est  d'ailleurs  facile  de 
le  vérifier. 

Si  cette  surface  se  décompose  en  une  quadrique  et  un  plan,  ce  plan  ne  peut  être  que  celui  d'un  des 
cercles  (Ci),  (Gj^  (C3)  puisqu'il  n'existe  pas  de  quadrique  contenant  ces  trois  cercles.  Ecrivons  que 
l'équation  (4)  est  divisible  par  :  —  Yi  J  on  doit  avoir  Yi  —  «0  =  0,  ce  qui  montre  que  le  point  R  doit 
être  dans  le  plan     :  —  yi  =  0. 

Donc  la  surface  (S)  se  décomposera  pour  les  points  R,   situés  dans  les  plans  des  trois  cercles. 
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Considérons  ileu\  surfaces  (^S)  relatives  aux  points  R{jo,   ;/„,  ;„)  et  Ri(x,,    j/i,   :,),  leurs  équations 
peuvent  s'écrire 

-r.)'.=  -ra)[(--Ï3)(A^„4-B.-/„)-(z„--g(Aj=-+-B»/)J  =  0, 
•  T,)(^  -  I2)[iz  -  Ï3)(  Ax.  4-  %,)  -  (3,  -  T^OCAx  +  By)  I  =  0, 


nr„(s  - 

z 

o)  +  2(.- 

nr,j(:  — 

: 

^+2(: 

où 

nous 

avons  posé 

En  éliminant  Dr,,  entre  les  deux  équations,  nous  obtenons 

(z  -  Y.)(-  -  ï.i(=  -  Ï3)[(Ax„  +  Byo)(=  -  :,  I  -  (Ao;,  +  B.y,)(:  -  =0)  -  (Ax  +  B;/)(:„  -  :.)]  =  0. 

Cette  équation  représente  quatre  plans,  le^  plans  des  cercles  donnés  et  le  plan  passant  par  les 
points  R,  R,  parallèle  à  A.  Ce  plan  coupe  les  deux  surfaces  suivant  une  même  conique  (S).  Il  en  résulte 
que  l'intersection  des  deux  surfaces  se  compose  des  cercles  (Ci),  (G»),  (G.,),  de  la  conique  (-)  et  de  la 
droite  de  l'infuii  du  plan  des  xij,  comme  on  le  vérilie  aisément. 

3.  Un  cercle  quelconque  rencontre  une  surface  cubique  en  six  points,  qui  sont  les  points  de 
rencontre  du  cercle  et  de  la  cubique,  section  de  la  surface  par  le  plan  du  cercle.  Donc,  pour  qu'un  cercle 
soit  situé  sur  une  surface  cubique,  il  faut  que  la  surface  contienne  sept  points  de  ce  cercle. 

Or  les  trois  cercles  (Ci),  (Go),  (Gj),  étant  situés  dans  des  plans  parallèles,  ont  deux  points  communs, 
les  points  cycliques  de  leurs  plans.  Donc,  pour  écrire  que  la  surface  cubique  contient  les  trois  cercles, 
nous  écrivons  qu'elle  contient  les  points  cycliques,  et  cinq  points  de  chaque  cercle.  Gela  fait  en  tout  dix- 
sept  conditions,  et  comme  l'équation  générale  des  surfaces  cubiques  renferme  dix-neuf  paramètre.',  on 
voit  que  l'équation  générale  des  surfaces  cubiques  qui  passent  par  les  cercles  (d),  (Go),  (C3)  contient 
deux  paramètres. 

Or  l'équation  de  la  surface  (S)  relative  au  point  R  contient  seulement  les  deux  paramètres 
Axu  H-  Bj/j     et  :„. 

On  en  conclut  que  toute  surlace  cubiiiue  passant  par  (Ci),  (Go),  (C3)  peut  être  obtenue  d'après  la 
génération  précédente. 

Parmi  les  surfaces  cubiques  passant  par  les  trois  cercles,  on  peut  envisager  les  surfaces  décomposées 
qui  sont  formées  par  une  quidrique  passant  par  deux  des  cercles  et  par  le  plan  de  l'autre. 

Considérons  par  exemple  la  (juadrique  (1)  pour  w  =  0,  nous  avons  écrit  son  équation  r,.>  =  0  ; 
nous  pourrons  envisager  la  surface  décomposée  v,.,[z  —  -,-.,)  =  0,  et  les  surfaces  analogues.  L'équation 
générale  des  surfaces  cubiques  passant  par  les  trois  cercles  (d),  (Gj),  (G.,)  pourra  alors  s'écrire 

>.(=  -  T')'"2:>  -+■  H'  -  yO'"^1  ■+-  >■:<(:  -ï);,'"l3  =  0. 

4.  Si  l'on  a  ,,  =  ï.  =  3,  :=  p,  =:  0,  y,  =-•,•„  ?.  =  0, 
on  en  déduit                                            A  —  -1-2^1»,,             B  =  0, 

et  l'équation  de  la  .surface  (S)  s'écrit 

i^Y.ÎYî  — ï3X^-:»)(•r'^-yO^-2(:=-Tr)  :  — Y:,)2.,Yiro-  ^l-'-rf)(îo-YJ-'='3Ï.î''  =  »• 

Pour  que  cette  surface  passe  par  les  ases  0:  et  Oy,  il  faut  qu'en  faisant  dans  l'équation  x  =  0, 
cette  équation  contienne  y:  en  facteur.  On  voit  aisément  que  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  :„  et  x„ 
sont  imls. 

Par  suite,  réquation  de  la  surface  (S,)  est 

(yî  --riH^'^y'i  ^-^{-^'-ïiWux  =  0; 

ce  que  nous  pouvons  écrire  :(x'-t-i/^)  —  mx(;- —  a')  =  0, 

en  posant  »"  = ,    '  ' .,  '  «  =  Yi- 

ïî  ~  Yî 

On  reconnaît  immédiatement  que  cette  surface  est  symétriciue  |)ar  rapport  à  l'origine  et  par  rapport 
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au  plan  .rO:.   Nous  pourrons  nous  borner  à  étudier  la  forme  de  cette  sur- 
face pour  les  valeurs  positives   de  ;. 

Un  plan  parallèle  au  plan  des  xij.     z  —  h  =  0,     coupe  la  surface   (S,) 
suivant  un  cercle  (C) 

:.  —h  =  0,  li\x-  +  y^)  —  mxÇh''  —  a^)  =  0, 

qui  a  un  diamètre  dans  le  plan  :0.r,   ce  diamètre  étant  limité  d'une  part  à 
0;  et  d'autre  part  à  l'hyperbole  (II,) 

y  =z  0,  :{x  —  inz)  +ma-  =  0, 

trace  de  la  surface  sur  le  plan  xO:.  Cette  hyperbole  a  pour  asymptotes  Ox 
et  la  droite    x  —  mz  =  0,     et  elle  rencontre  0;  aux  deux  points  0,  et  0^ 
qui  ont  pour  cotes     ±«. 
Par  le  point  A  de  0:   qui  a  pour  cote  h  menons  AB  parallèle  à  Ox,   le  point  B  étant  sur  (H,);  le 
cercle  (C)  a  pour  diamètre  AB. 

En  faisant  varier  /i  de  0  à  +  *  ,  on  voit  alors  aisément  la  forme  de  la  surface  engendrée  par  ce 
cercle.  On  remarquera  que  pour  k=a,  le  diamètre  AB  s'annule,  le  point  0,  est  un  point  double  de 
la  surface,  comme  on  le  vérifie  aisément  en  transportant  l'origine  en  ce  point. 

Considérons  maintenant  un  plan  passant  par  Oi,  défini  par  sa  trace  Ox'  sur  le  plan  des  xy  ;  nous 
désignerons  par  6  l'angle  de  Ox'  avec  Ox.  Nous  obtiendrons  l'équation  de  la  section  de  la  surface  par 
ce  plan,  rapportée  aux  axes  Ox',  Oz,  en  remplaçant  dans  l'équation  de  la  surface  x  par  x' cos  0  et 
y  par    x'sinO,    ce  qui  nous  donne 

zr'-  —  mx'  cos  fl(;-  —  a.-)  =  0  ou  x'[z{x'  —  mz  cos  6)  +  ma-  cos  6]  =  0. 

Cette  section  se  compose  de  l'ase  des  :  et  d'une  hypprbole  (H)  ayant  pour  asymptotes  Ox'  et 
x' —  j>i;  cos  9  =  0,    et  passant  par  les  points  0,  et  Oj. 

5.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  surface  ;  par  ce  point  je  mène  un  plan  paral- 
lèle au  plan  xOij,     Z  —  :  =  0,     qui  coupe  la  surface  suivant  un  cercle  (C)  passant  par  le  point  M,   et 
V         y 


un  plan  passant  par  G;, 


X 


qui  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  (H)  passant  aussi  par 


le  point  M.  Si  nous  désignons  par  0  l'angle  de  la  trace  de  ce  dernier  plan  sur  xDt/  avec  Or,  nous 

pouvons  poser  x  =  x'cosf),  y  =  x'sinG, 

et  eu  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface  (S,)  nous  avons 

zx'-  —  mx'  cos  9(1^  —  a-)  =  0, 

,,   ,               .                                                        ,        m  cos  9(3-  —  a-) 
a  ou  nous  tirons  x  = » 


et  par  suite  les  coordonnées  x,  7,  ;  du  point  M  sont 

m(z-  —  a-)  cos^  0                        m(z-  —  a')  cos  9  sin  9 
X  =  ; ,  y  =  -_ ,  =  =  3  ; 

elles  sont  exprimées  en  fonction  des  deux  paramètres  9  et  ;. 

Cherchons  d'abord  la  surface  réglée  engendrée  par  les  tangentes  aux  divers  cercles  (C)  aux  points 
où  ces  cercles  rencontrent  une  hyperbole  (H).  Les  paramètres  directeurs  de  ces  tangentes  sont  les 
dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  à  9, 

dx  2)«(:^  —  a^)  cosO  sin  9  dij         m{z-  —  a')(cos-9  —  sin-O) 

IW  ^  H  '  IW  ""  'z  ' 


*  =  «■ 


et  les  équations  d'une  de  ces  tangentes  sont 
m{z^  — a^)  cos- 9 


m(z^  —  a-}  cos  9  sin  0 


2ni{z 


a^)  cos  9  sin  9 


m(z'  —  a''){cos'^  9  —  sin- 9) 
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ou  X  cos  26  -H  Y  sin  20  —  "'^-   ~  "  '  cos-  0  =z  0,  Z  — ;  =  0. 

Quand  :  varie,  celte  droite  reste  parallèle  à  une  droite  fixe  ;  elle  enirendre  un  cylindre  du  second 

degré  qui  a  pour  é(|uation 

Z(Xcos20-+- Ysin20)  — m(Z2— a-)cos'0  =  0. 

Ce  cylindre  a  pour  directrice  l'hyperbole  (H). 

Prenons  maintenant  les  dérivées  de  x,  y,  z  par  rapport  à  :,  nous  avons 

Ox  ,,  z^-ha-  au  .        :-  +  «=  àz 

——-  =  m  cos'  0 .  — -  =  m  cos  0  sin  0 ,  —  =  1  ; 

oz  z-  oz  z-  dz 

ce  sont  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  l'hyperbole  (H)  au  point  de  rencontre  avec  un  cer- 
cle (C).  Les  équations  de  cette  tangente  sont 


»?îC0s'6(;-  —  a^)  7n  cos 'I  sin 0(3-— «2) 


Z  — z 


m  cos-  0 —  m  cos  0  sin  0 — 

^z-  \z^  _  ^a'-z 


mcos-^[z^-\-a-}         m  cos  0  sin  0(:'^-t-  o-) 
Quand  0  varie,  :   restant  fixe,  cette  tangente  passe  par  un  point  fixe  P,  situé  sur  0:,  et  ayant 

pour  cote     — • 

Il  en  résulte  que  le  lieu  de  cette  tangente  est  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  P  et  pour  base 
le  cercle  (C)  de  cote  z.  L'équation  de  ce  cône  s'obtient  d'ailleurs  en  éliminant  0  entre  les  équations  de 
la  tangente  ;  on  trouve  ainsi 

:.(X»+Y^)_m(,»  +  «=)x(z--^^)=0. 

Cherchons  maintenant  le  cône  circonscrit  à  la  surface  (S,)  qui  a  pour  sommet  le  point  L  de  0:, 
ayant  pour  cote  /.  La  courbe  de  ce  cône  est  définie  par  les  deux  équations 

f(x,  y,  z)  ^  z{x-  +  tf)  —  mz{z^  —  o^)  =  0,  )/;  -h  f,  :^  l{x-  -+- 1/=  —  27Hx:)  -h  2ma-x  =  0. 


De   la  seconde  nous  tirons     a;- -t- y^  =  2?h,c(  : r-l.      et  nous  remplaçons   dans  la   première 

a-^-f  y-    parcelle  valeur  ;  nous  obtenons  le  système  équivalent 

/         a»  \                             /                    2(J=;  \ 
•i-  +  ;/=  —  2m.r  (  : —  1  =  (I,  mxi  z-  -t-  a= —  )  =  0. 

Nous  avons  d'abord     x-  =  0,     y  =  0,     équations  qui  représentent  0:  ;  puis  l'équation 

2«-: 

qui  représente  deux  plans  parallèles  au  plan  des  .ry,  et  qui  coupent  la  surface  (S,)  suivant  deux 
cercles  (C),  soient  (C)  et  (C"). 

Le  cône  circonscrit  à  (S,)  qui  a  pour  sommet  le  point  L  se  compose  donc  de  deux  cônes  du  second 
degré,  ayant  pour  bases  les  cercles  (C)  et  (C").  Pour  A  =  n,  ces  deux  cônes  sont  confondus  suivant 
le  cône  des  tangentes  au  point  double  G,. 

Ces  résultats  pouvaient  so  prévoir.  Nous  avons  vu  en  effet  que  les  tangentes  aux  hyperboles  (11) 

aux  points  où  elles  sont  coupées  par  un  cercle  ^C)  de  cote  :  vont  rencontrer  0:  en  un  point  fixe  P  de 

2a'z 
cote Donc  le  cône  circonscrit  de  sommet  P  doit  comprendre  le  cône  de  sommet  P  qui  a 

;'  -t-  a^ 

pour  base  le  cercle  (C).  De  plus,  étant  donnée  la  cote  )>  du  point  P,  il  y  aura  deux  cercles  (C)  corres- 

2n=: 
pondants  dont  les  cotes  sont  définies  par  l'équalion     À  =  — -• 
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Coasidérons  maintenant  une  direction  (U)  du  plan  des  xy  : 
(D)  X  cos  i  4-  ;/sin  =  =  0,  :  =  0, 

et  cherchons  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  parallèle. 
Cette  courbe  est  définie  par  les  deux  équations 

/•(x,  y,  z)  =  z[x'-  +  if-)—mi[-J  —a^)  =  0 
f.  /■',      _  2x:  — mf;-  — a-)  _    :2:// 

cos  o  ■ 


=  0. 


sin  o  cos  o  sin  ç 

En  éliminant      ;-  —  a-     entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  d'abord     :  =  0,     qui  est  une 
solution  inacceptable,  puis 

(iy3  —  a;^)sin  tp  -+-  2xi/  cos  =>  =  0, 
équation  qui  représente  deux  plans  passant  par  0,-,  et  qui  coupent  la  surface  (Si)  suivant  deux  hyper- 
boles (H),  soient  (H')  et  (H"). 

Le  cylindre  circonscrit  à  fSO  parallèlement  à  (D)  se  compose  donc  de  deux  cylindres  du  deuxième 
degré  ayant  pour  bases  (H')  et  (H"). 

Ce  résultat  est  une  conséquence  de  ce  qui  précède.  Les  angles  0  que  font  avec  Ox  les  traces  sur  le 
plan  xQij  des  plans  de  ces  hyperboles  sont  définis  par  l'équation    tg  iO  =  1g  o. 

G.  LACH,  à  Douai,  et  A.  ROUSSEAU,  à  li'ournes-en-Weppes. 
Bonne  solution  par  M.  Paul  Rémondi»,  lai»  régiment  d'infanterie,  à  LérouTille  (Meuse). 


2044.  —  Un  point  matériel  iM,  de  masse  égale  à  un  gramme,  est  attiré  par  iin  point  fixe  0  avec  une 
force  mesurée  enunitésC.  G.  S.  par   — .     r  désiqnant  la  distance  OM..  (Force  inverse  du  cube  de  la  distance.) 

i"  Discuter  la  forme  de  la  trajectoire  T  du  point  M  d'après  la  position  et  la  vitesse  de  ce  point  en  un 
instant  particulier  t,,,  et  caractériser  sur  cette  courlu'  les  deui-  arcs  correspondant  respectivement  aux 
instants  postérieurs  et  aux  instants  antérieurs  à  t„. 

2°  Calculer  les  coordonnées  de  M  en  fonction  du  temps.  Indiquer  les  circonstances  essentielles  du  mou- 
vement. 

d"  La  valeur  arithmétique  de  la  vitesse  à  l'instant  /g  étant  donnée  et  supposée  égale  à  Dq,  déterminer  le 
dom.aine  où  doit  se  trouver  M  à  ce  même  instant  pour  que  M  décrive  une  spirale,  quelle  que  soit  la  direction 
initiale  du  mouvement.  M  n'appartenant  pas  à  ce  domaine  à  l'instant  /„,  dans  quel  angle  doit  être  dirigée 
la  vitesse  u,,  pour  que  l'arc  suivi  par  M  appartienne  à  une  spirale? 

4"  Déterminer,  quand  elles  existent,  les  asymptotes  de  T.  Pour  une  des  branches  -  de  T  et  son  asymp- 
tote A,  calculer  l'aire  comprise  entre  t,  A  et  deux  rayons  vecteurs  issus  de  0. 

5°  Etant  donnés  deux  points  M^  et  M,  déterminer  les  valeurs  de  v^  telles  que  le  mobile  partant  de  M„ 
avec  luie  vitesse  initiale  égale  à  l'o  et  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  0M„  passe  en  M  dans  le  cours 
ultérieur  de  son  mouvement. 


La  formule  bien  connue  de  Rinet 


nous  di)nno  ici 


r^      l_"rfP"  ~^  7 


dif   ^  r 
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C  désignnnt  la  constnnle  des  aires.  Nous  en  déduisons 

.,    1 


['-^] 


„,. -«■ 


C'est  une  équation  différentielle  du  deuxii'>mo  ordre,  linéaire,  à  coefficients  constants,  dont  l'inté- 

1 


1 

grale  générale  prend  difTérentc-i  formes  suivani  la  valeur  de     l  — — 

Si     C- >•  1,     nous  pouvons  poser     1  —  -^  =  k-,     l'intégrale  générale  est 


i 

(I)  —  =  A  cos  /.-O  +  B  sin  /.O. 

,. 

1 

Si     C-<1,     nous   poserons     1—-—=  — /, -^     et  nous  aurons 

(II)  —  =  Arji /,0 -t-Bsh/.e. 

r  1 

Enfin  si     C-  =  I,    — ; —     étant  nul,  —  est  une  fonction  linéaire  do  0,  et  nous  avons 

M-  r 

(III)  -i  =  A-HBe. 

r 
Déterminons  maintenant  A  et  B  en  fonction  des  données  initiales. 

Soient  M,,  la  position  du  mobile  ii  l'instant  /„,  posons    OM^  =  ?•„,     et  soit  r\  la  vitesse  initiale  ; 
nous  prendrons  pour  axe  polaire  la  droite  0M„,  pour  sens  positif  d'orientation 
du  plan  le  sens  de  la  vitesse  initiale,  et  nous  désignerons  par  a  l'angle  de  la 
vitesse  initiale  avec  le  rayon  vecteur  initial. 
0  j(  X  Dans  ces  conditions,  on  a 

fi?-  1  C  =  r^i\  sin  ï,  — —  =  tg  a, 

''o 

»•',  étant  la  dérivée  de  r  par  rapport  ;\  0  pour     0  =  0. 

Revenons  aux    formules    (I),     (II),     (III)     et  écrivons  que   pour      0  =  0      on  a    ?•  =  r^,      et 

—  =  — —  ;     nous  obtenons  sans  difficulté  les  équations  suivantes  : 
r/0  til  a 

1      i  r  1  T 

(I)  —  =  —    cosA-e — — — sin  AO    . 
^  r  r„\_  /ctga  A 

1       1  r  i  n 

(II)  -  =  —    cil  /.o  -  — —  sh  k'i   . 

1       1  r,       0   1 

r         »o  L  tgi.l 

1,  2  et  4.  Nous  discuterons  successivement  ces  trois  équations 

l'nF.MiKn  Cas.     C^  >  1.  —     La  trajectoire  est  donnée  par  l'équation  (I),  où  nous  pouvons  toujours 
supposer    A-  >  0. 

\  r.  ,  T. 

Déterminons  un  angle  ?   par  la  relation     tg/,?= — ,      on   supposant     — -^  <  A?  < -+- -7. 


j^^.  <  ?  <  +  2^ 
L'équation  devient 


cos  ft(0  —  <;>) 
j'„COsA-<? 
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el  en  prenant  pour  axe  polaire  la  demi-droite  Ux'  qui  fait  avec  0.i-  l'angle  o, 

1  cos  ^0  )\,  cos  ko 

—  =  —■,  ou  r  =  — — -  ; 

)■         i-f,  cos  «o  cos  AO 

cos /.»  est  positif,  puisque  k-^  est  compris  entre ^   ^^    ^"T' 

T.  r 

Le  nouvel  angle  polaire  du  point  M,,  est     —  o;     comme  il  est  compris  entre     — —    et     M-  77  ' 

valeurs  consécutives  qui  rendent  r  infini,  la  trajectoire  no  peut  se  composer  que  de  l'arc  qui  correspond 
aux  valeurs  de  0  comprises  entre     — -—    el    -1- — 7-" 

C'est  dans  cet  intervalle  que  nous  ferons  varier  0.  En  changeant  0  en  —0,  r  ne  change  pas, 
donc  la  trajectoire  est  symétrique  par  rapport  à  Ox' ;  il  suflit  de  faire  varier  0  de  0  à  —— >  et  de  prendre 
le  symétrique  de  la  branche  obtenue  par  rapport  à  Ox'. 


Quand   'J  croit  de  0  à 


iÂ- 


croit  de  r,  cos  Ao  à     -+- x  ;     nous  obtenons  la  branche  de    courbe 


BCDL  (//</.  •!)  qui  peut  tourner  un  certain  nombre  de  fois  autour  de  l'origine  suivant  la  valeur  de  — —  • 
Déterminons  l'asymptote  correspondante  à  la  branche  infinie  DL. 

,•  1  y  _        ksin  AO 


Nous  avons 


,cos  Ao 


et  pour    0  =  — ^,     la  limile  du  second  membre  est ; — 

-Ik  r„  Cos  Ao 


Far  suite,  l'inverse  de  cette  limile,  ou 


,  cos  kz 


est  l'abscisse  OH  de  l'asymptote  A  sur  l'axe 


Oji  qui  fait  l'angle      ~~^~iT     ^^^'^  '^*''''''   L><5  plus,  comme  la  quantité     — 


^U^± 


du' 


jours  positive,  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  pôle,  et  cela  déterinine  la  position  de  la  courbe  par 
rapport  à  l'asymptote. 

Calculons  maintenant  l'aire  P1P2U1O2  comprise  entre  la  courbe,  l'asymptote  et  les  rayons  vecteurs 
correspondant  aux  valeurs  0,  et  0,  de  l'angle  polaire.  Nous  avons 

r5Cos-A-j(tgAU,  —  tgAO,', 


1    C"-.      ,         '>'î,  cos-  A-j    /  ""..      da 

'  OP,P,  =  —        -  r-dO  =    ^i— ; ■-  / — - 

'ij\  2         J«,    cos^AQ 


Or   l'équation   de    l'asymptote  est 


aireOQ.Q,  =-  OQ,.0Q.,sin  [0,  —  0,). 


?•„  cos  Aç 
Â 


OQ,  = 


)'„C0S  Aa 


A  sin  (  —  —  I 


j'^cos- Aï>sin(6j  —  0,) 


aire  00,Q.  =  — 

^^  il  n'y  a  plus  qu'à  prendre  la  différence     aire  OQiQj  — aire  OPiPo 

pour  obtenir  l'aire  demandée. 
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Passons  à  l'étude  du  mouvement  du  point  sur  sa  trajectoire.  Nous  remarquons  d'abord  que,  la 
vitesse  aréolaire  étant  constante,  le  point  se  déplace  toujours  dans  le  même  sens,  c'est-à-dire  dans  le 
sensdelavitesseinitiale  :'„,  oudansle  sens  positif  d'orientation  duplan.  L'arc  correspondant  aux  instants 

postérieurs  à  /„  est  relatif  aux  valeurs  de  0  comprises  entre    — v    et    ^  -^^r"    Nous  avons  tracé  cet 
arc  en  trail  plein  sur  la  ligure  2.  L'arc  correspondant  aux  instants  anlérieursà  /„  ostrehitit  aux  valmirs 

de  1  comprises  entre -r^     et    — o;     cet  arc  est  tracé  en  pointillé. 

Pour  étudier  le  mouvement,  nous  utilisons  la  relation  des  aires     — - —  =  C,     qui  devient  ici 

(/')         C         C  cos^  /iO 


dt  r-         )■;,  ces-  /cç 

»••  cos^  /lo         du 


dl  = 


cos"  /,rj 


)••;  cos^  l;o 
En  intégrant,  nous  avons  t  -+-1  —  — — — '-  tg/fO; 

déterminons  la  constante  ).  en  écrivant  quo  pour     t  =  i„    ou  a     o  =  —  ç  ;     nous  obtenons  en  définitive 

|cr  /,-0   =    !^ to-  li-:). 

"  r-  cos^  /r-i  '"'    ' 

Cette  égalité  détermine  les  coordonnées  polaires  du  point  M  en  fonction  du  temps  ;  et  l'on  en  déduit 
que  lors(iue  t  croit  de     —  ce     à     +  ce,     0  croît  de     — -^.-     -^     ~^^' 
De  plus,  le  Ihéorème  de  la  force  vive  nous  donne 

— i— 1  = ,  on  :v'-  =  —-\-h,  M' =  ^'o :  )• 

2  r'  r-  \  (•;;/ 

Nous  voyons  ainsi  que  la  grandeur  de  la  vitesse  varie  en  sens  contraire  de  celle  du  rayon  vecteur 
et  quand  celle-ci  augmente  iudéllniment,    \v\   apourlimile  v'/j. 

Druxikmk  Cas.     C-  <  I .  —     La  trajectoire  a  pour  équation 

/1|\  —  =  -Lfcli/.O-- sh/.-'iV 

Supposons   d'abord        '';      "ous  ])ouvons    trouver    un   nombre     ^     tel   que  l'on    ait 

"  ■  1  /■  Ig  =<  I 

=  th /.y.    L'équation  (11)  devient  alors 


Hga 

1  cil  k(o 


,  ch  /.-^ 


el,  en  prenant  comme  nouvel  axe  polaire  la  demi-droite  Ox'  (lui  fait  avec  (».i-  l'angle  <?,  nous  obtenons 

l'équation  plus  simple 

I  ch  />•"  i\  cil  Ai 


r         r^ch/itf  ch  AO 

La  Irajectoire  est  symétrique  par  rapport  à  Or'  ;  (piand  0  croit  de  0  à  -i-  x,  i-  décroît  de 
r  ch  A-f  à  0.  Nous  obtenons  ainsi  une  spirale  (A;/-  -l'  qui  admet  l'origine  comme  point  asymptote. 

Nous  avons  distingué  comme  dans  la  ligure  -2  les  arcs  qui  correspondeni  aux  valeurs  postérieures 
et  aiUérieurcs  à  t^. 
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On  obtient,  comme  plus  liaut. 


th  ko  = 


tli  ka. 


'■f-  ch-  kf 
Quand  0  croît  de     —  x     à     -{-  x,     t  croît  de  la  valeur 


r?  ch^  ko  ,      ,        ,  ,    .     .  , 
/,  =  /^^-)-_l-_ — L_(_  i_j_ih/îo)     a  la  valeur    l,  =  U 


\Q.\\^k<, 


Ck       '      '   ■       ■■  ""  ''       '-  '         Ck 

On  ne  peut  donc  étudier  le  mouvement  qu'entre  ces  deux  instants. 

1 


(l+thA-: 


D'ailleurs  la  relation     v-  = 


■Il     nous  montre  que    u-   varie  en  sens 


contraire  de  j-^,  et  quand  r  tend  vers  zéro,  v  augmente  indétîniment.  Donc,  lorsque  t  tend  vers  t.,,  le 
point  se  précipite  sur  l'origine  avec  une  vitesse  infiniment  grande:  nous  ne  pouvons  plus  continuer 
l'élude  du  mouvement. 

1 


Supposons  maintenant  que  l'on  ait 


et  nous  aurons 


.  /•■  tg  «  . 
1        1    sh  /î{e 


>  1  ;      nous  poserons  cette  fois 


sh  /.-tp 


et,  en  prenantcomme  nouvel  axe  polaire  la  demi-droite  Ox'  quifaitavec  Oj  l'angle 


■  /t  tg  a  =  th  kf, 


nous  obtenons 


sh  kfi 


Vf,  sh  A'tf  _ 
sh  /tO     ' 


r         )■„  sh  ko 
le  nouvel  angle  polaire  du  point  M„  est  .;. 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  <a  est  positif. 

Si  l'on  change  6  en  — 0,  )■  se  change  en  — r;  donc,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
l'axe  Oi/',  perpendiculaire  à  Ox'.  Il  suffit  de  donner  à  0  des  valeurs  positives.  Quand  0  croit  de  0  à 
-4-00,  )'  décroît  de  -h  oo  à  0.  Nous  obtenons  d'abord  une  branche  inflniede  courbe  dontla  direction 
asymptotique  est  O.v',  puis  cette  courbe  tourne  indéfiniment  autour  de  l'origine,  qui  est  point  asymp- 
tote (fig.  i). 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  construire  la  portion  symétrique  par  rapport  à  Oy,  car  nous  allons  voir 
que  cette  portion  ne  fait  pas  partie  de  la  trajectoire. 

La  branche   M^L   admet  une  asymptote  A  parallèle  à  Or',  qui  rencontre  0;/'  au  point  II  défini  par 


m==I^ 


la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  pôle,  elle  est  donc  au- 

:^      dessous  de  son  asymptote. 
^1      I,  On  calculera  sans  difliculté  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'asymptote  et 

deux  rayons  vecteurs. 

Pour  étudier  le  mouvement  du  point,  nous  écrivons 

dt)         G         Gsh-/iO  dn  Cdt 

— r-   =  =        ,    .   .,  ,      »  ou  ,   „   ,        =   ; :-—-, 

dt         r-         r-sn- ko  sh- AO  rj  sh- At? 

I  G(<  +  X) 


Nous  en  lirons 

ou,  en  écrivant  que  pour     l  —  t„     on  a     "  = 

1      _    G(<— <„) \__ 

IhA-o' 


A  th  AO 


th  A6  ri  sh-  As 

Si  nous  posons 


ri  bXx^  lx<i 


1 

Ih  ko 


ou  encore 


/  —  ^0   = 


î-g  sh-  A9 

r,-;  sh-  ko 


Ck 

rH  sh-  ko  I 


1 

thAtp 


1 

th  Ae 


1 

th  ko 


GA       \  Ih  ko    ■    ■  y  ■  "       ■"    '  GA 

on  peut  écrire  les  variations  suivantes  de  l  quand  'J  croît  de     —  30     à     -i-  50  : 
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fl 

—    X 

0 

? 

-+-  X 

l 

1, 

-+-  7D      \     - 

-  ce 

/ 

'.J 

.^ 

(, 

On  voit  donc  que  lorsque  (  croit  de      —  x     :i  /.,  le  point  M  décrit  l'arc  de  courbe  représenté  sur 
la  ligure  4,  et  quand  l  tend  vers  U_,  le  point  se  précipite  sur  l'origine  avec  une  vitesse  infinie. 
Troisième  Cas.     C-  =^  I.     —  L'équation  de  la  trajectoire  est 

r  t\  tga/ 

Posons      — tga  =  9,      et  prenons  comme  axe  polaire  la  demi-droite    Oj'    qui  fait  avec  Oj   l'angle 
—  tp  ;     l'équation  devient 

I    _     0  _   r„o 

7  ~  ~V^'  ~    0 

Elle  représente  une  spirale  hyperbolique  symétrique  par  rapport  à   0;/,    dont  la  forme  est  analogue 
à  celle  de  la  courbe  précédente  {Çhj.  4),  en  supposant    9  >  0. 

L'asymptote  A  est  définie  par    OH  =  ?'„i,     et  la  loi  du  mouvement  est  donnée  par  l'équation 

_!_  _   C(<  —  /„)        1 

3.  11  résulte  de  cette  discussion  que  pour  que  le  point    M    décrive  une  spirale,  il  faut  que    C-    soit 

inférieur  ou  égal  à  1,  ou     i\v^  sin  a  ^1. 

1 

Cette  inégalité  aura  lieu  quel  que  soit  a  si     r„v^,  <  1,     ou  si     )•„  ''- Ceci  exprime  que  le  pomt 

''0 

M„    doit  être  à  l'intérieur  du  cercle    (vj    qui  a  pour  centre  le  point    O    et  pour   rayon  — >   ou  sur  la 
is  ^[      circonférence  de  ce  cercle.  Tel  est  le  domaine  demandé. 

rrn        /■„(',,  sm  »  <?-  1      on  ueuuu     mu  a  • 

f^  ~    ''o"o 

Soit    &    l'angle  aigu  nui  a  pour  sinus    :     l'inéijnlité      sina<'sin3     nous 

''■'•  ^-  donne      a  ^  Ji,     ou.  a  >  -  —  p.      La  vitesse  initiale  devra  être  située  dans  l'angle 

couvert  de  hachures  (/?;/.  5)  ou  sur    les  côtés  de  cet  angle. 

5.  Lorscpie  la    v-itesse  initiale     M„yu    est  perpendiculaire    au   rayon  vecteur    initial    0M„.    on  a 

ï  =  — ,     C  =  )•„!)„,     et  les  é(iuations  des  trajectoires  sont 

i         cos  /.O 


0 


Si  le  point    M^  n'est  |)as  dans  ce  domaine,  on  a     »;,Uj,>-l,     et  de  l'inégalité 
?■„(',,  sin»  <^  1     on  déduit     sin  a  •  ; 


(I) 
(II) 
(III) 


'ol'o  >  1 
l'o^o  <  ' 

»■„!'„    =    1 


ch  /,ii 


Dans  la  première,  0  varie  de  0  à  —  et,  dans  la  seconde,  do  0  ii    4-  00. 

Soient  j,,  "1  les  coordonnées  polaires  du  point  M. 

Si     >•,  =  /•„,      le  mobile  ne  peut  alleindriî  le  point    M    (ju'cn  suivant  le  cercle  (111),  et  cela  ne  peut 

1 

arriver  que  si     iv  —  — 


Si     '■i>'\,,     le  mobile  doit  suivre  la  trajectoire  (I),  et  rt)n  doit  avoir    cos  AO, 
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Soit    w     l'angle  aigu  qui  a   pour  cosinus    —  •   Nous  avons       AO,  =  w,       ou       /t  =  -— .         Mais 

il  .  ' 

A-  =  1 =  I ; —  ;      nous  en  lirons 

1  cu^  ,  8? 

1 -—-  =  —-,  d'où 


r'iv'u         ^1  rl{'i'î  —  o)-'j 

Cette  valeur  n'est  acceptable  que  si    0,>(o,     ou    cos'i,<cosw,     cos  <),<-;-,     r„>ri  cos  0,.    Ceci 

exprime  que  la  projection  N  du  point  M  sur  Oj?  est  située  entre  0  et  M,. 

Enfin,  si    ri<_r^,     le  mobile  doit  suivre  la  trajectoire  (II),  et  l'on  doit  avoir     chÂfi|=— .     Soit  "j 

le  nombre  positif  dont  le  co?inus  hyperbolique  est  égal  à  -^-  Nous  avons      AO,  =  w,      A-  =  —  •      Mais 

1 

ici     A-2  =  — —  I;     donc 


1  (o- 

1  =  -—5  d  où 


ravû 
valeur  toujours  acceptable. 


rii{er  +  co2) 
Auguste  FORISSIER,  école  des  Anglais,  à  Lyon. 


Physique. 


2045.  —  Une  bouteille  de  verre  est  munie  d'un  si/stème  de  fermeture  qui  permet  de  la  fermer  hermétique- 
ment et  d'isoler  à  l'intérieur  un  volume  exactement  défini.  Toutefois  la  dilatation  de  l'enveloppe  [coefficient 
de  dilatation  cubique  k  =  0,00002b)  peut  faire  varier  légèrement  le  volume  ainsi  emprisonné.  On 
emporte  cette  bouteille  au  sommet  du  mont  Blanc.  Z/à,  on  la  remplit  d'air  sec  à  la  jiression  atmosphérique 
et  à  la  température  ambiante  [t^  =  — ^o.O)  et  on  la  ferme.  Soit  m  la  masse  de  l'air  sec  contenu  dans  la 
bouteille,  Vi  son  volume  actuel. 

La  bouteille  fermée  est  emportée  dans  un  laboratoire,  à  Paris,  oii  on  fait  les  opérations  suivantes  : 

A.  On  mesure  avec  un  baromètre  normal  la  pression  atmosphérique  et  on  fait  la  correction  de  tempé- 
rature. Soit  H  =  764,9  millimètres  cette  pression  corrigée  qui  est  ainsi  évaluée  en  millimètres  de  mercure 
à  0  degré . 

B.  On  place  sur  un  des  plateaux  d'une  balance  une  tare  c^e  2000  grammes  à  laquelle  on  ne  louchera  pas 
parla  suite,  sur  l'autre  plateau  la  bouteille  et  une  masse  P,  =  1684,9  grammes  nécessaire  pour  établir 
l'équilibre. 

G.  On  plonge  alors  le  col  de  la  bouteille  dans  un  large  cristallisoir  renfermant  de  l'eau  distillée.  Celte 
eau  est  à  la  température  ambiante  ^=+1"°,--  Sa  densité  est  rf  =  0,999.  On  ouvre  la  bouteille  ;  au 
bout  d'un  certain  temps,  pendant  lequel  l'air  qui  y  est  contenu  prend  la  température  de  l'eau  et  se  sature  de 
vapeur,  le  niveau  de  l'eau  à  l'intérieur  se  fixe  à  une  hauteur  h  =  81,5  millimètres  au-dessus  du  niveau 
extérieur.  On  ferme  alors  la  bouteille,  on  s'assure  que  le  niveau  de  l'eau  à  l'intérieur  n'a  pas  changé  ;  l'air 
humide  contenu  dans  la  bouteille  a  ainsi  gardé  le  même  volume  v.  La  bouteille  essuyée  extérieurement  avec 
soin  est  placée  sur  le  même  plateau  de  la  balance.  Il  faut  maintenant,  pour  rétablir  l'équilibre,  placer  à  côté 
d'elle  une  masse     P,  =  1326,4  grammes. 

D.  Enfin  onremplit,  complètement  cette  fois,  la  bouteille  d'eau  à  la  même  température  empruntée  au 
cristallisoir,  et  on  la  pèse  encore  comme  précédemment .  Il  faut  celte  fois,  pour  l'équilibre,  une  masse 
Pj  =  704,4  grammes. 
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Pendant  ces  diverses  opérations,  ni  In  température  ambiante,  ni  la  jiression  alm.osphévi<iuo  n'ont  varié 
de  quantités  appréciables. 

On  demanda: 

1°  De  calculer  le  volume  v  occupé  par  Vair  dans  la  bouteille  au  moment  où.  on  l'a  fermée  dans  l'expé- 
rience C,  et  le  volume  intérieur  \.,  de  la  bouteille  à  ce  moment; 

2°  D'évaluer  avec  la  même  unité  que  11,  c'est-à-dire  en  millimètres  de  mercure  du  baromrlre  du  labo- 
ratoire, supposé  à  0  deçjré,  la  jiression  atmosphérique  x  qui  existait  au  sommet  du  mont  Blanc  au  moment 
où  la  bouteille  y  avait  été  fermée  ; 

3°  Quelle  serait  la  marche  à  suivre  si  l'on  voulait,  connaissant  cette  valeur  de  x,  calculer  In  quantité 
de  chaleur  qui  était  nécessaire  ce  jour-là,  au  sommet  du  mont  Blanc,  pour  porter  I  kilogramme  d'eau 
à  sa  température  d'ébullition  et  pour  le  transformer  en  outre  complètement  en  vapeur  ; 

4°  Si  on  avait  consulté  au  sommet  du  mont  Blanc  un  baromètre  à  mercure  normal,  à  l'instant  où  on  a 
fermé  la  bouteille,  et  qu'on  ait  ramené  le  résultat  à  ce  qu'il  aurait  été  à  0  degré,  aurait-on  trouvé  exactement 
la  valeur  de  x  calculée  précédemment?  Ne  peut-on  pas  prévoir  thtkjriqucment  une  di/fércncr  systématique 
dont  on  peut  estimer  l'ordre  de  grandeur? 

Montrer  que  la  mesure,  faite  avec  un  manomètre  à  liquide,  de  la  pression  d'un  gaz.  ou  de  la  tension 
maxima  d'une  vapeur,  ou  encore  d'une  tension  de  dissociation,  permettrait,  si  elle  était  faite  avec  une  préci- 
sion suffisante,  de  comparer  les  valeurs  de  l'accélération  de  In  pesanteur  aux  différents  points  du  globe. 
Indiquer  brièvement  les  avantages  et  les  inconvénients  de  cette  méthode,  comparée  à  celle  habituellement 
employée. 

Données  numériques  : 

Tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  17"  ;     f  =  14,4     millimètres  de  mercure  (Begnault). 

Densité  du  mercure  à  0"  :     D  =  13,60. 

Altitude  du  mont  Blanc  :  4810  mètres.  —  Altitude  du  laboratoire  de  Paris  :  GO  mètres. 

Latitude  du  mont  Blanc  :  40°.  —  Latitude  de  Paris  :  49°. 

Valeur  de  g  pour  unpoint  au  niveaude  la  mer  et  de  latitude  L  :     7  =  980,01(1  —  0,00255  cos  2L). 

1"  Pi  —  P3  représente  la  dilFérence  des  in;i?sGs  de  v  cenlimètrcs  cubes  d'ean  el  de  r  centimèlres 
cubes  d'air  humide. 

Pour  exprimer  la  masse  spécifique  de  cet  air  humide,  désignons  par  a  !e  nombre  0,00129.5  qui 
représente  la  masse  spécifique  de  l'air  sec  dans  les  conditions  normales,  c'est-à-dire  à  0"  et  sous  la 
pression  normale  p„,  par  a  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air  et  par  g.  l'accélération  de  la  pesanteur 
à  Paris. 

La  pression  de  l'air  humide  est     WUg^  —  lulg.     et  l'on  .sait  i|uo,  pour  tenir  rompte  de  la  présence  de 

la  vapeur  d'eau,  dont  la  densité  est  — ,     on  peut  supposer  l'air  sec  en  diminuant  sa  pression  de—  fOgî. 

D'autre  part,  les  poids  placés  sur  le  plateau  de  la  balance  doivent  être  corrigés  de  la  poussée  de 
l'air,  ce  qui  se  fait  en  les  multipliant  par  un  facteur  1  — a  dépendant  de  la  matière  dont  ils  sont  con- 
struits. On  aura  donc 

(lID_M_i./-D),7,  \ 

d-a ■ -i-r-r)  =(i^'^-iM(i-')- 

La  pression  normale  p„  est  égale  à  7601)'/,,,  <j„  désijçnant  la  gravité  normile  98'), 61.  Pour  avoir  la 
gravité  en  un    point  d'altiludi^  i,  on  sait   (ju'll  l'.iiil    multiplier   la  gravité  au  niveau  de  la  mer   |)ar  le 

facteur     I ——r     W  di-si^nant    le   rayon    terrestre    qui  e<t  d'environ    (l.'tTOOOi)  métre<  ;  à  l'aris,    la 

1 

correction  sera  d'environ  et,  en  tenant  conipte  do  la  latitude,  qui   donne    lieu  '\  une   correction 

100000 
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beaucoup  plus  importante,  on  trouve 

-^  =  I,0003'io. 

Le  coeflicient  de  dilatation  de  l'air,  ï,  est  égal  à  -r A  l'aide  de  ces  deuK  nombres  et  des  données 

numériques,  on  peut  calculer  d'abord  le  second  terme  de  la  parentiièse,   c'est-à-dire  la  masse  spécifique 
a'  do  l'air  humide,  et  l'on  trouve 

a'  =  0,00i20G. 
Enfin  le  calcul  de  i>  donne 

V  =  023,4(1  — <j)  centimètres  cubes. 
Ou  ne  doime  pas  <y,  mais  si  l'on  suppose  les  poids  en  laiton,  on  s'assure  l'acilement  que  la  correction 
est  d'environ  une  unité  du  dernier  ordre,  donc 

V  =623,3. 
Pour  calculer  Vi,  remarquons  que     P,  —  Pi,     augmentation  de  poids  de  la  bouteille  quand  on  y  a 
fait  entrer  l'eau,  représente   la  masse  d'un  volume     V^— 623,3     d'eau,  plus  la  masse  d'un  volume 
6'23,3de  vapeur  saturante.  Cette  dernière   masse  pourrait  être  calculée,  mais  elle  est  bien  inférieure  à 
1  décigramme  et  on  peut  la  négliger.  Ecrivons  donc  simplement 

(V.,  -  623,3) X 0,999  =  (P,  -  P^jd  -  ^), 
ce  qui  donne 

Vn  =  982,1  centimètres  cubes. 
En  tenant  compte  de  la  différence  des  températures  et  du  coefficient  de  dilatation  de  la  bouteille,  on 
déduit  facilement  de  Vi  le  volume  V,  qu'elle  avait  au  sommet  du  mont  Blanc  et  l'on  trouve 

V,  =  981,3. 

2.  Pour  calculer  x,  appliquons  la  loi  de  Mariotte  à  la  masse  d'air  sec  enfermée  dans  la  bouteille 
et  dont  nous  connaissons  maintenant  les  températures  successives  t^  et  tn,  les  volumes  successifs  V, 
et  V  et  la  pression  flnale  qui,  évaluée  en  millimètres  de  mercure  du  laboratoire,  est  égale  à 

H  -  ^  /(  -  /•  =:  764,9  -  6,0  -  li,4  =  74i,3. 

V',;r  11X744, .5 

On  aura  donc 


1  H-  x/,  1  H-  a<j 

d'oii,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 

X  =  433""", 4. 

3.  La  chaleur  nécessaire  pour  porler  un  kilogramme  d'eau  de  0  degré  à  sa  température  d'ébullition 
elle  vaporiser  à  cette  température  est  donnée  par  la  formule  de  Regnault 

0  =  606,5  4-0,305;. 
La  température  /  d'ébullition  se  déduit  de  la  pression  mesurée  parla  hauteur  x  et  se  trouve  indi- 
quée par  les  tables  des  tensions  maxima  de  la  vapeur  d'eau.  C'est  ainsi  qu'à  la  pression  de  433"'"  corres- 
pond une  température  de  85°  et,  par  suite,  une  quantité  de  chaleur  de  632,4  calories.  Mais  il  faut  y 
ajouter  la  chaleur  nécessaire  pour  porter  un  kilogramme  de  glace  de  -7°  à  0°  (7x0,474  =  3,3) 
et  la  chaleur  de  fusion  de  la  glace  (79,2),  ce  qui  fera  en  tout 

714,9  calories. 

4.  Si  on  avait  consulté  le  baromètre  au  sommet  du  mont  Blanc,  on  aurait  trouvé  une  hauteur  H, 
(in'on  peut  relier  à  la  hauteur  x  en  exprimant  qu'elles  correspondent  à  la  même  pression,  ce  qui  donne, 
en  appelant  (/,  la  gravité  au  sommet  du  mont  Blanc, 

H,.'/,  =  .r<7., 
ou,  en  fonction  des  altitudes  et  des  latitudes. 
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Il,(  1  -  -  j'- j(l  -  O,00-2o5  cos  2L,)  =  .t(  I  — —  ^j(|  —  0,002oo  cos  2U) 

ce  qui  se  réduit  sensiblement  à 

H,  =  i     1  -4-  4   ""'"""  +0,002no(cos  2L,  —  cos  2U     • 
(  4        R  '  "  i 

Le  calcul  donne  II,  =  ,r(H- 0,0012). 

La  différence  relative  est  donc  d'environ  un  niilliènip. 

D'une  manière  générale,  si  l'on  mesure,  avec  un  nianomètro  à  liquide,  une  pression  quelconque, 
que  celte  pression  soit  représentée  parune  hauteur  II,  en  un  point  où  la  gravité  est  7,  el  que  cette  même 
pression  ail  été  mesurée  par  une  hauteur  H2  en  un  point  de  gravité  9,,  on  aura 

11,7,  =  H,,7„ 
d'où  l'on  déduira  le  rapport  des  deux  gravités.  Tel  est,  par  exemple,  le  principe  do  la  mesure  de  g  par 
le  point  d'ébullition  de  l'eau  :  ce  point  d'ébullilion  permet  de  connailre  la  pression  telle  qu'elle  est  four- 
nie par  les  tables  des  tensions  de  vapeur,  c'est-à-dire  la  hauteur  H.  d'une  colonne  de  mercure  qui  lui 
fait  équilibre  en  un  lieu  de  gravité  g.-,  connue,  Paris  par  exemple.  On  note  d'autre  part  la  hauteur  II, 
indiquée  par  un  baromètre  au  lieu  de  l'observation  et  on  peut  résoudre  l'équation  ci-dessus. 

Cette  méthode  exige  un  matériel  beaucoup  moins  coûteux  que  la  méthode  du  pendule  ;  la  durée  de 
l'expérience  est  beaucoup  plus  courte  ;  elle  peut  être  faite  enfin  sur  un  bateau  ce  qui  est  à  considérer  si 
l'on  songe  que  les  eaux  recouvrent  les  trois  quarts  du  globe.  Elle  n'est  malbeureusemenl  pas  susceptible, 
du  moins  dans  les  conditions  actuelles,  de  la  même  précision. 


Groupe  II. 

Physique. 

2046.  —  1°  Quel  est  te  diamrtre  de  l'image  réelle  du  Soleil  donnée  par  une  lentille  convergente  de 
50  centimclres  de  distance  focale  et  dont  l'axe  optiqui>  est  dirigé  vers  le  centre  du  Soleil?  Le  Soleil  est  vu 
de  la  Terre  sous  le  même  angle  qu'un  disque  de  l  centimètre  de  diamètre  placé  normalement  à  la  ligne  de 
visée  à  108  centimètres  de  l'œil. 

2"  Soit  k  le  rapport  entre  les  dimensions  linéaires  df  l'i'iiage  réelle  d'un  objet,  donnée  par  une  lentille 
convergente,  et  celle  de  l'objet.  L'objet  est  plan  et  son  plan  est  normal  à  l'ave  optique,  la  lentille  a  une  dis- 
tance focale  f.  Quelle  est  la  distance  D,  comptée  sur  Va.ve,  entre  l'objet  et  son  image  ?  Discuter  l'expression 
trouvée  en  prenant  comme  variable  le  rapport  le. 

3°  Un  objet  lumineux  a  la  forme  d'un  disque  circulaire  plan  placé  verticalement  ;  on  ne  peut  déplacer 
cet  objet .  A  une  distance  D  —  250  centimclres  se  trouve  un  mur  parallèle  au  plan  de  l'objet  et  sur 
lequel  est  fixé  un  grand  écran  blanc.  Quelle  lentille  convergente  faudrait-il  avoir  pour  qu'on  puisse  former 
sur  cet  écran  une  image  dont  les  dim>'nsions  soient  deux  fois  plus  grawies  que  celles  de  l'objet  ? 

A°  Si  l'on  ne  dispose  pas  de  la  lentille  nécessaire,  mais  d'une  lentille  agant  une  dislance  focale  plus 
grande,  montrer  qu'on  peut  encore  avoir  sur  l'écran  une  image  ayant  les  dimensions  exigées,  mais  dont  le 
centre  ne  sera  plus  sur  la  perpendiculaire  à  l'écran  passant  par  le  centre  de  l'objet,  en  faisant  réflécbir  les 
rayons  successivement  sur  deux  miroirs  plans,  parallèles,  fuisnnl  tous  drax  un  angle  dièdre  de  /,')  degrés 
avec  le  plan  de  l'écran  et  placés  à  une  dislance  convenable. 

^0  .Si  enfin  on  ne  possède  que  des  lentilles  dont  la  distance  focale  est  trop  courte  pour  obtenir  direc- 
tement tur  l'écran  l'image  voulue,  montrer  qu'on  peut  encore  arriver  au  résultat  cherché  en  employant  deux 
lentilles  traversées  successivement  par  les  rayons  lumineux  et  dont  les  axes  optiques  se  confondent  avec  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'objet  sur  l'écran,  pourvu  que  l'une  de  ces  lentilles  soit  convergente 
et  ait  une  dislance  focale  exactement  double  de  celle  de  l'auti-e. 
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1.  Le  diamètre  apparent  du  Soleil  est,  d'après  les  données,   égala Or  l'image  du  Soleil  se 

108 

50  1 

forme,  dans  la  lentille,  à  50  centimètres  du  centre  optique  ;  elle  a  donc  pour  diamètre      =  

'  108         2,16 

de  centimètre. 

2.  Si  on  appelle  q  la  distance  d'un  objet  A  au  premier  foyer  d'une  lentille,  le  rapport  k  entre  les 
dimensions  linéaires  de  l'image  A'  et  de  l'objet  est  représenté  par  la  formule  connue 


(1) 


f 


Si  q'  désigne  d'autre  part  la  distance  de  l'image  au  second  foyer,  on  voit  aisément  que  la  distance 
A'A  peut  être  exprimée  de  la  manière  suivante  : 

{'2)  D   =  î  +  if-  q'. 

D'ailleurs  q  et  q'  sont  liés  par  la  formule  de  Newton 

(3)    _  7?'=-r- 

L'élimination  de  q  et  de  q'  entre  ces  trois  équations  donne 

(i)  D=/-(^2-/.— 1). 

Si  l'on  déplace  l'objet  depuis  l'infini  en  avant  de  la  lentille  jusqu'à  l'infini  en  arrière  (objet  virtuel), 
le  rapport  k  et  la  dislance  D  passent  respectivement  par  les  valeurs  suivantes  : 

Valeurs  de  /;  Valeurs  de  D 


—  e 

—  1 


•4/' (minimum) 


0  (minimum  absolu) 


Si  l'on  porte  k  et  D  en  abscisse  et  en  ordonnée,  leurs  variations  corréla- 
tives sont  représentées  par  l'hyperbole  ci-contre. 

3.  L'image  d'un  objet  réel  projetée  sur  un  écran  est  renversée  :  si  elle  est 

deux  fois  plus  grande  que  l'objet,  on  a     A-  =  —  2.     Portons  cette  valeur  dans  la  formule  (i)  et  faisons 

D  =.  2.50.     Il  vient 

f       300        „  . 

f=  ———  =  00,0  environ. 

4.  Pour  une  valeur  déterminée  de /r,     — 2     par  exemple,  D  est  proportionnel  à  f.  Pour    /"  =  55,0, 
D  =  250;     pour  une  valeur  de  f  plus  grande,  D  devra  être  plus  grand. 

,  Or  l'emploi  de  deux  miroirs  plans  I  et  K,  disposés  comme  l'indique  la 
ligure,  a  pour  effet  d'augmenter  la  distance  AA'  de  la  longueur  IK  qui 
sépare  les  deux  miroirs,  sans  rien  changer  à  la  convergence  produite  par 
la  lentille,  mais  en  déplaçant  latéralement  l'axe  du  faisceau  lumineux.  On 

pourra  donc  toujours  réaliser  en  A'  une  image  ayant  les  dimensions  voulues  en  s'arrangeant  de  façon 

que  la  distance  AIKA'  satisfasse  à  la  relation  (4). 

5.  Si  l'image  est  produite  avec  deux  lentilles,  le  problème  est  plus  compliqué.  Désignons  par  /  la 
distance  de  l'objet  au  premier  foyer  de  la  première  lentille,  par  X  la  distance  de  l'image  au 
second  foyer  ;  on  a 

(5)  ll^-f\ 

Désignons  par  s  la  distance  du  second  foyer  de  la  première  lentille  au  premier  foyer  de  la  seconde  ; 
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la  première  distance  conjuguée  dans  la  seconde  lentille  sera  À+s.  L'image  définitive  doit  être  sur 
l'écran,  donc  à  une  distance  du  second  foyer  de  la  seconde  lentille  égale  à  —  (D  —  /  —  2/"  —  e  —  2/"'). 
On  a  donc 

(6)  •  (À  +  ^)i)_;_2/--s-2/")  =  /"^ 

/  f 

Le  sçrossissement  total,   produit  des    deux  grossissements   successifs        — —        et      — -— ^ — , 

donne  enfin 

/•/'       ^  _  . 

l{l  +   E) 


(7) 


Pour  des  valeurs  déterminées  de  f  et  de  /"',  ces  trois  éciualions  déterminent  t,  l  et  X,  et  il    ne 
semble  pas,  à  priori,  qu'il  doive  y  avoir  aucune  relation  nécessaire  entre  f  et  /  , 
Eliminons  X  et  e;  il  vient 


[u-/--Y- 


m 


''] 


2/'     +^//  =0 


Introduisons,  on  posant    n  =  /  +  /'.     la  distance  essentiellement  positive  de  l'objet  à  la  première 
lentille, 

i\M-  n 


(8) 


[" 


f- 


1^-^^]-'" 


./)/'  =  (). 


L'image  doit  être  réelle  sur  l'écran,  ce  qu'on  peut  exprimer  en  écrivant  que  la  distance  de  la  seconde 
lentille  ii  l'écran  est  positive;  cela  donne 

D  _  a  -  /•  -  E  —  /■  >  0 
ou,  en  remplaçant  D  par  sa  valeur  tirée  de  l'égalité  (8), 


Si 


/'-2(a-/-)-^>0. 
on  trouve 


2a<3f, 
-2a  >  3/-, 
2n  >  3f, 
2a  <  3/". 


f>0   cl   r>o, 

-  />0    -    /'<0, 

/"<o  -  r>o, 
-  f<o  -  r<(^. 

Cette  tlernière  condition  est  irréalisable,  puisque  a  est  positif  ;  donc  /  et  f  ne  peuvent  être  tous 
deux  négatifs  et  l'une  des  lentilles,  au  moins,  doit  être  convergente.  C'est  une  des  conditions  indiquées 
par  l'énoncé.  Mais  l'autre  condition  indiquée,  à  savoir  que  lune  des  lentilles  doive  avoir  une  distance 
focale  double  de  celle  de  l'autre,  no  semble  pas  nécessaire.   Far  exemple,  deux  lentilles  convergentes 


dont  les  distances  focales  sont  respectivement    /' 
égal 


300 
1-2,1 


50 
et    /"'  =  — ^.     valeurs  dont  le  rapport  est 


192  1 

satisfont  à  la  question  avec    /  —  - —  f:     la  première,  placée  à  27'=°', 3  environ  de  l'objet. 


121  "  '  10 

donne  une  image  grossie  10  fois  à  50  centimètres  en  arriére  de  l'écran  ;  la  seconde,  placée  à  I2i"'",5de 
l'écran,  ramène  l'image  définitive  sur  l'écran  en  lui  laissant  seulement  un  grossissement  égal  à  2. 

L'énoncé  semble  avoir  en  vue  la  solution  particulière  suivante.  Plaçons  la  première  lentille  ii  une 

dislance  de  l'objet  .\B  égale  à  sa  distance  focale  /",  et  une  lentille 
'f^\^^  ,  de  distance  focale  double  à  une  dislance  de  l'écran  égale  à  if. 

(Juel  que  soit  f,  l'image  A'B'  sera  sur  l'écran  et  double  de  AB. 

Pour  que    les   deux  lentilles  puissent  trouver  leur  place  entre 

i 

l'objet el  l'écran,  il  faut  que  l'on  ait    .3/"<  D,     donc    /'<-;r-D    et 

,2  2 

r<  -t'*-     •'''.  Pf'  liypothèse,  les  lonlillos  dont  on  dispose  ont  une  dislance  fooalo  inférieure  à  —  D  ; 

elles  satisfont  donc  à  la  condition  vouluo. 
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Chimie. 

2047.   —  Analyse  d'une  dolomie  [carbonate  double  ds  calcium  et  de  magnésium) . 

a)  On  attaque  n/i69  gramme  de  la  matière  à.  analyser  par  de  l'acide  chlorhydrique  étendu.  Il  se  dégage 
un  gnz  (b)  dont  on  mesure  le  volume,  et  on  obtient  une  dissolution.  Celle-ci  est  rendue  franchement 
avmioniacale.,  puis  additionnée  d'oxalale  d'ammoniaque  en  excès.  Il  se  forme  un  précipité  que  l'on  sépare  et 
une  dissolution  (e)  que  l'on  met  à  part. 

Le  précipité  est  redissous  dans  une  petite  quantité  d'acide  chlorhydrique.  .1  la  solution  ainsi  obtenue  on 
ajoute  de  l'acide  sulfurique  étendu  et  l'on  y  verse  peu  à  peu,  en  chauffant  légèrement,  une  liqueur  titrée  de 
jiermanganate  de  potassium  renfermant  13,8  grammes  de  ce  sel  par  litre. 

Il  faut  verser  exactement  l^'^n^'  de  liqueur  titrée  pour  ohleair  une  coloration  pers'tslante. 

On  calculera  la  composition  de  la  dolomie  et  l'on  verra  si  cette  composition  ne  peut  pas  être  représentée 
par  une  formule  relativement  simple. 

On  ne  se  préoccupera  pas  de  l'action  possible  de  l'acide  chlorhydrique  sur  le  permanganate  et  l'on 
prendra:     0  =  16,     C  =  12,     Mg  =  24,33,     Mn  =  54,1,     K  =  39,1,     Ca  =  40, L 

b)  Quel  est  approximativement  le  volume  du  gaz  dégagé  (b)  à  0",  sous  la  pression  normale  de  TGO""" 
de  mercure  ? 

c)  Dam  la  liqueur  (c)  on  verse  une  quantité  suffisante  de  sel  ammoniac  et  un  léger  excès  de  phosphate 
de  soude.  Quel  est  le  poids  du  précipité  formé  après  que  celui-ci  aura  été  lavé,  séché  et  calciné  au  rouge  ? 
On  prendra     P  =  31,04. 

a)  Représentons  la  composition  de  l'échantillon  analysé  par  a:CO'Ca  +  î/CO'Mg.  En  remplaçant 
les  poiJs  moléculaires  par  leurs  valeurs  et  comptant  en  millimolécules,  on  a  d'abord 

(1)  100,lx  +  8i,:%  =  469. 

L'acide  chlorhydrique  transforme  les  carbonates  en  chlorures  et  dégage  {x-hy)GO^.  En  liqueur 
ammoniacale,  l'oxalate  d'ammoniaque  précipite  le  calcium  sous  forme  d'oxalate,  a;C-0*Ca.  L'acide 
chlorhydrique,  versé  sur  ce  précipité,  libère  l'acide  oxalique.  Celui-ci  réduit,  à  chaud,  le  permanganate 
acide  conformément  à  l'équation 

-a;(5C^O*H2-t-2MnO*K  +  4SO*PP  =  10CO=  +  2S0'Mn -h  2S0*KH  +  SH^O) 
5 

2 
et  décolore,  par  conséquent,  une  quantité  de  permanganate  représentée  par  —  x  millimolécules. 

Or  le  poids  moléculaire  du  permanganate  est  157,2  et  la  liqueur  employée  renferme  sensiblement 

l  l 

-—de  molécule  par  litre,  —  de  millimolécule  par  centimètre  cube.  Les  12'^™5  employés  représentent 

donc  1,2  millimolécule,  donc 

2 

—  X  =  1,  2,  ,T  =  3 

a 

Remplaçons  x  par  celte  valeur  dans  l'équation  (1).  On  trouve  exactement    y  =  2. 
Donc  la  composition  de  la  dolomie  analysée  peut  être  représentée  par 

aCO^Ca  +  2C0'Mg. 

b)  Le  gaz  carbonique  dégagé  représente  x  -hy  millimolécules,  soit  5  millimolécules  dont  chacune 
a  un  volume  de  22''"'^4.  Le  volume  demandé  est  donc    5x2f,4  =  112  centimètres  cubes. 

c)  La  liqueur  (c)  contient  j/MgCr-  que  le  phosphate  de  soude  et  le  sel  ammoniac  transforment  en 
phosphate  ammoniaco-magnésien,  )/PO''AzH''Mg.  Celui-ci,  calciné,  se  décompose  en  ammoniaque  et 
jn'rophosphate  : 

1 
—  j/(2P0*AzH'*.\lg  =  P^O\\Ig''+  2AzH^  +  H^O). 
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Comme     y  =  -,    il  se  produit  juste  une  millimolécule  de  pyrophosphate,  qui  pèse 

222,78   milligrammes. 


Malhéwnliques. 


2048.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

y'  —  2i/'-f-  (I  —  x^)'/  =  e'  -1-  sin-  .r, 
dans  Innuelle  a  désigne  une  constante  réelle  donnée.  Discuter  suivant  les  valeurs  de  i. 

L'équation  caractéristique  de  l'équation  sans  second  membre  est 

r-  —  2?'  +  l  —  ï"-  =  0  ; 
elle  admet  pour  racines     I  — «    et     l-na     et  les  deux,  fonctions    e"-"     et    e"^'"     sont  solutions  de 
l'équation  sans  second  membre.  La  solution  générale  de  celle-ci  est  donc 

C,e"-"'^-l-C,fi"+"^ 
D'autre  part,  une  solution  particulière  de  l'équation 

y"  —  2t/'  +  (  1  —  a^);/  =  e=' 

1 
est  Xe'',  X  étant  une  constante.  Nous  trouvons  ainsi     —  a-X  =  1,     X  =  —  —  • 

^ cos  2jî 

Nous  avons  aussi    sin^a:  = ; 1     et  il  nous  faut  une  solution  particulière  de  chacune  des 

équations 

1 

y"  — 2;/' +  ('-«-)!/  =  9 


et  î/''-2-/'-h(i— a')y 

La  première  admet  pour  solutinn 


2 

cos  2x 


1 

y  = 


2(1  -  a'O 

et  la  seconde  a  une  solution  de  la  forme     //  =  Xcos2.r-+-  |xsin2x,     X  et  'Jt  étant  deux  constantes.  Nous 
avons  ainsi  successivement 

y  =  X  cos  2.r  - 1-  (j.  sin  Sx, 
y'  =  —  2X  sin  2j;  +  2|ji  cos  2x, 
y"  =  —  4X  cos  2.r  —  4fji  sin  2x . 
En  portant  dans  l'éiiuation  et  identifiant,  nous  avons  deux  équations  linéaires  en  X  et  (ji  : 

_4X_,V+X(l-a')  =-- 2' 
—  4.a  -(-  4X  +  jxf  I  —  a-)  =  0, 

OU  4X  —  ii(3  -1- 1=)  =  0, 

X(3  +  a')-h4,a  =  -i: 

nous  tirons  de  lii 

X  n  1 


3-+- a'         4  2[16-l-(3-+-»^)-J 

La  solution  générale  do  l'équation  complète,  quand  a  est  quelconque,  est  donc 

„    „    ,        ^    .     ,        '?^  I  (3  +  «=)  cos  2.T -4- 4  sin  2x 

y  =  Ce-'--'-  +  Ce-'  ^  -  -  -t-  ^^^— ^  +         ,,  ^^  ^  ^.^  ,   ^,^,^ 
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Elle  met  bien  en  évidence  les  valeurs  réelles  particulières  de  a,  qui  sont      o  ==  0,     a  =  1      et 
a  —  — 1.     Rien  ne  distingue  les  deux  dernières  ;  nous  n'étudierons  donc  que     a  =  0    et    a  =  1. 
Pour     a  =  0,     l'équation  sans  second  membre  se  réduit  à 

y"  —'iy'  +  y  =0; 
elle  a  pour  solution  générale  y  =  (Ga;-+-C')e^. 

L'équation  y"— 2y' +  j/  =  e' 

a  pour  solution     y  =  ze' ,     z  étant  une  fonction  de  x.  Nous  avons  ainsi  successivement 

y  =  :es 

y'  =  (:  +  :')«S 

et  z"e^  —  e^,  :"  =  1  ; 

une  valeur  particulière  de  :  est  donc 11  n'y  a  plus  qu'à  faire     a  =0    dans  ce  qui  suit,  et  on  a 

/•  ,,       .r- \  1         3  cos  2x' +  4  sin  2j; 

>y=(Cx+C'+^)e'^_  + 

Pour    a  :=  1,     l'équation  sans  second  membre  se  réduit  à 

y"-^y  =  o; 

elle  admet  pour  solution  générale  y  =  Ce^^-i-  C, 

1 

et  l'équation  particulière  ly"  —  2?/  =  — 

a  la  solution  i/'  = '  '/  = 

Itien  n'est  changé  au  reste,  et  la  solution  générale  est 

„  „        „,  X        cos  Sx  -\-  sin  2a; 

ij  =  Ct!^-  +  C  —  e-' +  - 


4  16 

Bonnes  solutions  :  MM.   G.  Lacii,  à  Douai  :  A.  CounTois,  à  Sedan  ;  H.  Fhobert,  à  Paris  ;  M.  Montjoie,  à  Brest  ;  Jdglans  ; 
N.  SwARV,  61»  d'artillerie  ;  L.  Naucelle,  à  La  Cliàtre. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Rodx,  àClialon-surSaône  ;  L.  Gio.^x,  à  Grasse  ;  D.  Bellocq,  à  Bordeaux  ;  K.  Manen,  à  Albi  ; 

,1.  KoMAïuEs,  à  Alliènes. 


2049.  —  Une  courbe  ■plane  (C)  est  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  ;  la  normale  au  point 
M  à  la  courbe  (G)  rencontre  Ox  en  N  et  la  parallèle  à  Oy  menée  par  N  rencontre  au  point  T  la  tan- 
gente en  M  d  la  courbe  (C). 

1"  Déterminer  la  courbe  {C)  de  manière  que  la  longueur  NT  soit  égale  à  une  longueur  donnée  2a. 

2°  Soit  (Cq)  celle  des  courbes  qui  passe  par  0  ;  désignons  par  G'  celui  des  points  de  rencontre  de  cette 
courbe  (C^)  avec  Ox  qui  est  le  plus  rapproché  du  point  0.  Démontrer  que  l'aire  S  comprise  entre  l'arc  OM 
de  la  courbe  (Cj)  et  les  segments  reclilignes  MN  et  NO  est  proportionnelle  à  l'abscisse  du  pied  M  de  la 
normale  ;  calculer  l'aire  S„  comprise  entre  l'arc  00'  et  la  corde  00'. 

3°  Déterminer  la  position  du  point  M  de  manière  que 

4 

et  calculer  ses  coordonnées  avec  deux  décimales  exactes  en  supposant,  pour  ce  calcul,     a  =  i. 

1.  En  appelant  y  la  fonction  inconnue  de  x  qui  correspond  à  la  courbe  (C),  l'équation  de  la  tan- 
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jente  au  point  M(x,jy)  est     V  —  y  =  ]j'{\  —  .t),     et  celle  de  la  normale, 

1 

Y  — )/= -{X—x). 

V 
Le  point  N  a  donc  pour  coordonnées     X  =  x-t-j/|/',     Y  =  0,     et  l'j/  du  point 
r  est  donné  par     Y  —  y  —  ijy'-. 
I\j     X  II  faut  donc  écrire  que     y  +  yy''     est  égal  à     2fl,    ce  qui   donne   l'équation 

difri'rentielle  j/(l  -i-  y'"^)  —  2a. 

Prenons  d'abord  comme  paramètre  variable    ;/' =  ';     nous  aurons 

2rt 

y 

dy 


puis 


dx 


dy  ^  ^ 

dx  '  t 

et  X  sera  fourni  par  une  intégration.  Mais   nous  voyons  maintenant  qu'il  est  plus  simple  de  choisir  le 

paramètre  6,  tel  que     t  =  tg  G,     et  alors       y  —  2a  cos-  0, 

,  4a  cos  0  sin  0  rfo  ,  „ ,  „ 

dx  = =  —  Aa  cos-  6a0. 

tgO 

Nous  avons  donc  finalement 

y  =  a{[  +  cos  20), 

X  =  —  2a/(l  -h  cos  20)ciO  +  C'% 
X  —  ,i-„  —  —  rt(2n  -+-  sin  20;. 
La  constante  x„  indique  que  la  courbe  peut  subir  une  translation  parallèle  à  O.r,  quelconque,  et  il 
sullira  de  lui  doimer  une  valeur  particulière  choisie  n'importe  comment. 

2.  Fixons  .r„  de  façon  que  la  courbe  passe  au  point  0.    Nous  voyons  que  y  est  nul  pour     20  =  t., 

0  =  — ,     et  alors     x  —  .r„  =:  —  ar.  ;     donc     x^  =  a-. 

La  courbe  (G,,)  a  donc  pour  équations  paramétriques 

x=  a(-— 2G  — sin20), 
y  =  fl(l  -h  cos  20). 
Posons  maintenant     -  —  20  =  t,     20  =  -  —t,    les  équations  deviendront 

X  =:  a(l  —  sin  t), 
y  =  (i{ï  —  cos  t), 
et  nous  reconnaissons  les  équations  classiques  de  la  cycloïdo,  ayant  pour  base  Oj;  et  pour  cercle  généra- 
teur un  cercle  de  rayon  a  ;  l'origine  est  un  point  de  rcbroussement  de  cette  courbe. 

Le  point  de  rencontre  avec  Ox  le  i)lus  rapproché  du  point  0  correspond  à     l  =  tr.;     il  a  pour 
coordonnées    x  =  iai:,     y  =  0. 

L'aire   S  est  la  somme  de  l'aire   O.VIP  de  la  courbe  et  de  l'airo  du  triangle    PM.N.    Elle  a  donc  pour 
PN 

J       a 


I   ydx 


Calculons  d'abord  l'intégrale  :  nous  avons 

dx  =  a(l  —  i;os  t)dl,  et  ydx  =  a-(l  —  cos/)-rf/, 

ydx  =  n'-(  1  —  2  cos  l  ■+■  cos'-  tjdt, 

J.       ^               1-+-C0S2/ 
ydx  =  o'  (  1  —  2  cos  l  -{ 


dl\ 


puis 


D'autre  pari, 


/■'    ,           „/  •*         ^    .            sin2<  \ 
I    ;/rfx  =  «^(^-/-2sin<H ^j 


•'  dx 


« 
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PN         a-   ,,  ,     .  ,,  siii  t        sin  2/ 

L'aire  S  est  donc  égale  à 


et  7/ ^^  =  ^  (1  —  cost]smt  =  n 


,,  :U        ^    ,  sin2<        sin  t        sin2f 

b  =  n-   -. 2  sin  l  -i ■ —  -1-  — ^ 


■ia-  .      ,         3rt 

ou  V,  =  ——(/  — sin  0  = —r-a^- 

2  2 

La  propriété  annoncée  est  démontrée. 

Quant  à  l'aire  S„,  on  l'obtient  en  faisant     t  =  ■îr.     dans  S,  et  l'on  a     S^  =  'ir.a-. 

3.  Four  que     S  =  -^>     il  faut  que  (  vérilie  l'équation 

3a-  ,         .              3-rt-                                       .            - 
—^  {l  —  sin  t)  =  — ; — .  ou  /  —  sin  t =  0. 

Ceci  donne,  quand     0=1,     x  =  —  :     le  calcul  de  .v  est  donc  immédiat. 

Pour  calculer  ij,  il  faut  calculer  t.   Or  il  est  facile  de  voir  d'abord   que  t  est   plus  grand   que  — 

,  .  3- 

et  plus  petit  que  -y-- 

Nous   avons      r:  =  3,1416,      -^  =  1,57      et       ~  —  0,785.      D'autre    part,      sin -r—      est   égal    à 

2  4  4  ° 

\f-2  l.'ti4  3- 

— -—  =  — - —  =  0,707.     l^our     t  =  — 1     la  fonction  est  positive  et  égale  à  0,078.  La  racine  est  donc 
•i  'i  4  I  c  ' 

un  peu  avant  -p--    La  règle  à  calcul  permet  de  substituer  très  rapidement  134",  133°,  132°,  et  l'on 

voit  de  suite  que  t  est  compris  entre  132"  et  133'^ 

ElTectuons  le  calcul  pour  132°,  la  fonction  prend  la  valeur 

132-  T  13''- 

-^-sin48°-^.  et  -^  =  2,31,  sin48°  =  0,7i; 

nous  avons  donc 

2,31  —  0,74  —  1,57 

et  cette  dillërence  est  nulle  avec  l'approximation  de  la  règle  à  calcul. 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  sont 

a-  =  ^  =  1,57,  î/  =  i  +  cos  48"  —  1  +  sin  42°. 

La  valeur  de  sin  42°  est  0,67  et     y  =  1,67     (la  dernière  décimale  est  forcée). 
Bonnes  solutions:  M.M.  G.  Lacii,  à  Douai  ;  A.  Coiinois,  à  SeJan  ;  L.  Simon,  ;i  Fourniies  ;  .1.  Kouaïdés,  à  Athènes. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  DES  AGENTS  DES  POSTES  AUX  COURS  DE  L'UNIVERSITÉ  (') 

Maihimaliques . 
I.  —  2146.  On  donne  deux  droites  Qx  et  O'i/  non  situées  dans  le  même  plan. 


(')  le  concours  est  ouvert  aux  jeunes  gens    qui  se  destinent  à  riicole  professionnelle  supérieure  des  Postes  et  Télé- 
graphes, 2°  section. 
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lu  point  M  décrit  0^;  d'un  mouvement  uniforme,  pendant  que  M'  décrit  O'i/ 
diin  mouvement  uniforme.  Un  sait  que  les  courlies  hodographes  des  mouvements  de 
ces  points  se  réduisent  à  des  points  que  l'on  appellera  h  et  /*'. 

1"  Montrer  que  la  courbe  hodographe  du  mouvement  du  point  P  divisant  MM' 
dans  le  rapport  constant  h  se  réduit  aussi  à  un  point  qu'on  obtient  en  divisant  la  droite 
kh'  dans  le  rapport  k. 

2"  Trajectoire  du  point  P. 
3°  Lieu  géométrique  de  la  droite  MM'. 

4°  Comment  modifier  ces  résultats  si  on  suppose  que  Ox  et  O'y  sont  dans  un  môme  plan'.' 
0°  Quelle  serait  la  trajectoire  du  point  P  si  les  points  M,  M'  décrivaient  Ox  et  O'y  avec  des  accélérations 
constantes  ? 

II.  —  2147.  Xg,  ij„  sont  les  coordonnées  d'un  point  P  du  plan  ;  discuter,  d'après  la  position  de  ce  point,  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

x\.x  —  xxd  —  X  —  yo  =0. 
Lx  étant  le  logarithme  népérien  de  x. 
En  particulier,  lieu  géométrique  du  point  P  pour  que  l'équation  donnée  ait  une  racine  double. 

Pliijsique. 

1»  Vitesse  de  la  lumière  par  la  méthode  de  Fizeau. 

2"  Définition  du  coellicient  de  dilatation  absolue  du  mercure.  Sa  mesure  par  la  méthode  de  Dulong  et  Petit. 

Cliimie. 

I.  —  Chlorure  et  fluorure  de  silicium. 

Donner  seulement  les  préparafions  et  l'action  de  l'eau. 

II.  —  2148.  Un  petit  ballon  renferme  10  grammes  de  carbonate  de  calcium  pur;  il  est  fermé  par  un  bou- 
chon traversé  de  deux  tubes,  l'un  de  ces  tubes  pourvu  d'un  robinet  est  surmonté  d'une  ampoule  contenant  de 
l'acide  sulfurique,  l'autre  tube  est  en  relation  avec  un  appareil  desséchant  puis  avec  un  long  tube  de  porce- 
laine imperméable  aux  gaz  et  contenant  du  charbon  de  sucre.  A  la  suite  de  ce  dernier,  une  pompe  permet  de 
recueillir  les  gaz  ou  de  faire  le  vide  dans  tout  l'appareil. 

On  commence  par  porter  au  rouge  le  tube  de  porcelaine  contenant  le  charbon  de  sucre  ;  on  fait  ensuite  le 
vide  complet  dans  l'appareil,  puis,  ouvrant  le  robinet  de  l'ampoule,  on  fait  très  lentement  tomber  l'acide 
sulfurique  dans  le  ballon.  On  recueille  alors  le  gaz  dégagé  à  la  sortie  de  l'appareil,  c'est-à-dire  après  son  passage 
sur  le  charbon  porté  au  rouge.  Ouand  la  réaction  de  l'acide  sulfurique  est  complètement  terminée,  on  fait  de 
nouveau  le  vide,  en  ayant  soin  de  réunir  le  gaz  ainsi  extrait  à  celui  qui  s'est  librement  dégagé. 

On  demande  quel  est  le  volume  total  de  ce  gaz  à  0«  et  760'""'. 

On  a  les  données  suivantes  : 

C  =  12,    0  =  16,    Ca  =  40; 

Densité  de  l'hydrogène  :  0,0695  ; 

Poids  du  litre  d'air  :  l?,293. 


ECOLE   PROFESSIONNELLE  SUPERIEURE  DES   POSTES   ET    DES  TÉLÉGRAPHES 

(2e  section) 

MatliiiiuUiques. 

I.  —  2149.  Trouver  les  Irajecloiies  orthogonales  T  des  coniques  C  représentées  en  coordonnées  rectan- 
gulaires par  l'equalion 

\j-  +xy  -hif-  —  h/  =  0, 
X  désignant  un  paramètre  variable.  Indiquer  la  forme  de  la  trajectoire  qui  passe  jiar  le  point  de  coordonnées 
X  =.  0,    y  ^  h  ;    discuter. 

On  considère  un  arc  de  trajectoire  T  situe  au-dessus  de  la  droite  ;/  =  a,  et  deux  points  A  et  B  sur  cet 
arc  d'ordonnées  2a  et  3a  respectivement.  Soient  AA'  et  I5IV  les  arcs  des  deux  coniques  C  issues  des  points  A 
et  B  et  limitées  à  la  droite  y  =  a.  Calculer  l'aire  du  iiuadrilatèrc  limité  par  l'arc  AU,  les  deux  arcs  AA'  et 
BU'  et  le  segment  rectiligne  AU'. 
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II.  —  2150.  On  demande  l'intégrale  générale  de  l'équation  dil=térentielle 

2x'-  ^  +7x-^-h3y-cos {six), 
dx-  dx 

Démontrer  qu'il   y  a    une  intégrale  et  une  seule  qui  est  conlinue  pour    a:  =  0,    et  donner  l'expression  de 

cette  intégrale. 

Mécanique. 

I.  —  Une  planche  homogène  ae  longueur  l   et  d'épaisseur  h  s'appuie  sur  un 

< l ^        cvlindre  fixe,  de  rayon  r,  dont  l'axe  est  horizontal.  Le  grand  axe  de  la  planche  est 

perpendiculaire  à  celui  du  cylindre.  Les  surfaces  des  deux  corps  sont  supposées 
assez  rugueuses  pour  éviter  tout  glissement,  et  on  néglige  la  résistance  au  roulement. 
On  demande  : 

1°  A  quelle  condition  la  position  d'équilibre  obtenue  en  plaçant  la  planche  de 
telle  façon  que  son  centre  de  gravité  ('.  se  trouve  dans  le  plan  vertical  contenant 
r^ixe  du  cylindre  est  une  position  d'équilibre  stable; 

i"  Cette  condition  étant  réalisée,  quelle  est  la  durée  des  petites  oscillations  que  peut  eftectuer  la  planche 
autour  de  cette  position  d'équilibre. 

II.  —  Un  solide  homogène  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité  0.  L'un  des  axes  centraux  d'inertie, 
OA,  est  assujetti  à  demeurer  dans  un  plan  horizontal.  Trouver  le  mouvement  de  ce  corps  en  supposant  les 
liaisons  sans  frottement.  Après  avoir  traité  le  problème  général,  examiner  ce  qui  arrive  dans  chacun  des  trois 
cas  particuliers  que  voici  : 

1°  L'ellipsoïde  central  d'inertie  est  de  révolution  autour  de  OA  ; 

2°  Le  solide  se  réduit  à  une  tige  infiniment  mince,  perpendiculaire  à  OA  ; 

3°  Le  carré  du  moment  résultant  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  la  verticale  du  point  0  est. 
à  l'instant  initial,  égal  au  produit  de  la  force  vive  par  le  moment  d'inertie  relatif  à  l'un  des  axes  centraux  autres 
que  OA. 

Physique. 

I.  —  Lignes  isothermes  et  lignes  adiabaliques. 

On  donne   une  masse  m  d'air  à  0"  sous  la  pression  pa:  calculer  le  travail  nécessaire  pour  la  comprimer 

adiabatiquement  jusqu'à  réduire  son  volume  au  —   de  sa  valeur  primitive  v»  ;  calculer  l'élévation  de  tempéra- 
ture produite. 

Après  avoir  établi  les  expressions  algébriques  définitives,  on  remplacera,  pour  les  calculs  numériques,  les 
lettres  par  leurs  valeurs  évaluées  en  unités  C.  G.  S.,  sachant  que  la  masse  d'air  est  de  5  kg.  sous  la  pression 
initiale  de  760™"  de  mercure. 

II.  —  Extra-courant  de  fermeture  dans  un  circuit  de  résistance  R,  de  self-induction  L  supposée  constante, 
branché  sur  une  source  ayant  une  différence  de  potentiel  E  constante. 

On    demande   au    bout    de    combien    de    temps   l'intensité    du   courant   ne   diffère   que    d'une    fraction 

1    j  ,  ,  E  ,   . 

—  desavaleur    1=    -g-    en  régime  permanent. 
»!  n 

On  fera  dans  la  formule  trouvée  :     R  =  3     ohms,     L  =  0,1  henry  et    n  —  1000. 

Chimie. 

I.  —  Comment  transforme-t-on  les  fontes  en  acier  et  en  fer  ? 

II.  —  Calculer  le  volume  d'air  nécessaire  à  la  régénération  de  100  kg.  de  bioxyde  de  manganèse,  en  suppo- 
sant que  l'oxygène  soit  totalement  absorbé. 

Combien  reste-t-il  de  chlore  libre,  si  les  gaz  dégagés  par  la  réaction  barbotent  dans  une  solution  aqueuse 
renfermant  100  kg.  de  gaz  sulfureux  dissous? 


QUESTION   PROPOSEE 


2151.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  M,  et  on  considère  les  droites  D  telles  que  chacune  d'elles 
soit  perpendiculaire  au  plan  passant  par  sa  conjuguée  par  rapport  à  l'ellipsoïde  et  par  le  point  M. 
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1°  Démontrer  que  par  un  point  de  l'ospace  passent  trois  droites  D.  Peuvnnt-ellos  fnrn^ier  un  trièdre  trirec- 
tangle  ? 

2°  Dans  un  plan  P,  il  existe  en  général  une  seule  droite  D  ;  quels  sont  les  plans  renfermant  unn  inliniti'  de 
CCS  droites  et  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  droites  dans  chacun  d'eux? 

3°  On  suppose  que  le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  Ini-inème  ;  l'ornier  la  surface  engendrée  par  les 
droites  D  situées  dans  les  positions  successives  de  ce  plan. 

4°  Pour  quelles  directions  du  plan  P  ou  bien  pour  quelles  positions  du  point  iM  cette  surface  est-elle  réduc- 
til)le  à  une  courbe  |)lanc  et  quelle  est  cette  courbe? 

(i.  EsTEuEN,  à  iîordeaux. 


DEUXIÈME    PARTIE 


ALGEBRE 


2060.  —  Résoudre  l'équation 

27(1  l'a;^  —  12a.r  +  o=)- +  16O0j;=(.r-  -  '2a.v)  =  0, 
srichaiit  qu'elle  a  une  racine  double,  et  que  l'une  des  racines  simples  est  le  tiers  de  la  racine  double. 

La  forme  sous  laquelle  Téquation  est  donnée  montre  que  pour  toute  racine  de  cette  équation  on  a 
x^  —  2ax  ><  0  ;     on  en  conclut  que  les  racines  réelles  sont  comprises  entre  0  et  2a. 
Cela  posé,  en  ordonnant  l'équation  on  obtient 

a,*  —  •lax-'  H a-x- a^.ï  ■+-  — — -—  a'  =  0. 

!t8  686  5488 

Soient  a  la  racine  double,  ■^  et  ^  les  racines  simples;  écrivons  seulement  les  deux  premières 

relations  entre  les  coeflicients  et  les  racines,  nous  avons 

243 

7a  +  3P  =  6«,  Sa=  +  7ct^  =  — —  aS 

ou,  en  tirant  de  la  première     ^  = .     et,  en  portant  cette  valeur  dans  lu  seconde,  nous  obtenons 

l'équation  du  deuxième  degré 

729 
3ia2  — 42f(ï+— —  rt=  =  0, 
98 

dont  les  racines  sont 

243  3 

ai   =:  — a.  a.i  =  — —  a. 

238  -        iï 

fia  —  7ïi 
La  racine  ï,  ne  peut  convenir,   car  la  valeur  de  jS  correspondante,        p,  = n  est  pas 

comprise  enlre  0  et  2a. 

3 
La  seule  valeur  acceptable  pour  la  racine  double  est  donc  tT  "  '  ''^  valeur  de  ?,  correspondante  est 

3«  ,.     .  •         •       1        .     " 

— — )    cl  1  autre  racnic  simple  est   — ■  ■ 

2  14 

3n 
Ceci  |)rouve  seulement  que  si  ré<iuation  jouit  des  propriétés  de  l'énonce,  la  racine  double  est    — 

et  les  racines  simples  —    et  —  ;  mais  il  est  nrrrss^nre  de  vérifier  (|ue  ces  u'imbros  sr>nt  bien  rapines 

14  z 

de  l'équation,  cl  pour  cela  que  le  premier  membre  de  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
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'-m-iiX-^ 


ou  encore  que  les  racines  trouvées  vérifient  les  deux  autres  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  : 
ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 
Bonnes  solutions  par  MM.  André  Courtois  ;  G.  Lach,  à  Douai  ;  A.  Rodsse\u,  à  Fournes-en-Weppes  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 
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2090.  —  On  conaidôre  tous  les  tviangles  isocèles  dont  l'un  des  côtés  égaux  est  fixe.  1°  Le  lieu  des 
centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  à  ces  triangles  se  compose  d'une 
strophoide  et  d'un  cercle.  2°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact 
de  ces  quatre  cercles  avec  les  côtés  du  triangle. 

1.  Soit  le  triangle  ABC,  oij  nous  supposons  CA  =  CB,  le  côté 
CA  étant  fixe.  Nous  menons  les  bissectrices  intérieures  et  extérieures 
des  angles  de  ce  triangle,  et  nous  déterminons  ainsi  les  centres  o>, 
ï,  P,  Y  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle. 

Menons  par  le  point  A  la  droite  A  perpendiculaire  à  AC,  et 
soit  D  le  point  où  cette  droite  rencontre  la  bissectrice  Cw,-. 

Désignons  par  9  l'angle  ,\C(.o.  On  aperçoit  sans  diffîcuUé  les  éga- 
lités suivantes  : 

0 


CAw  =  UA- 


u-rA 


wAD 


AwD  = 


Fig.  1. 


On  en  conclut  que  les  triangles  .\wD,  Af  D  sont  isocèles  ;  on  a 
D(o  =  Dy  =  DA,     ce  qui  montre  que  le  lieu  des  points  w  et  y  est  la 
strophoide  droite  qui  a  pour  point  double  le  point  A  et  pour  sommet  le  point  C. 
D'autre  part, 

CAp  =  CâA=:--4--^: 

donc    C|i  =  CA,     et  de  même    Gï  =  CB  =  CA,     donc  le  lieu  des  points   a   et  j3   est  le  cercle  qui  a 
pour  centre  le  point  C  et  pour  rayon  CA. 

2.  Nous  ne  considérerons  pas  les  points  de  contact  des  cercles  et  du  côté  CA,  car  ces  points  ont 
pour  lieu  géométrique  la  droite  fixe  CA  . 

Points  de  contact  sur  le  côté  AB.  — Les  cercles  (u)  et  (y)  touchent  AB  au  point  E  milieu  tle  AB. 
Le  lieu  de  ce  point  est  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  CA . 

Les  cercles  (a)  et  (^)  touchent  AB  aux  points  a,  et  à,,  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
1  et  ^  sur  AB.  Comme  Ca  est  perpendiculaire  à  CE,  la  figure  ComE  est  un  rectangle;  on  a 
Ea,  =  Cï  =  CA,     et  de  même  Ep,  =  C^  =  CA . 

Il  en  résulte  que  le  lieu  des  points  a,  et  s,  est  la  cardioide  obtenue  en  augmentant  et  en  dimi- 
nuant les  rayons  vecteurs  AE  du  cercle  de  diamètre  CA  de  la  longueur  CA  elle-même. 

Points  de  contact  sur  le  côté  CB.  —  Menons  <"<>>'  et  yy'  perpendiculaires  sur  BC.  Nous  avons 
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Cto'  =  CB  -  Bw'  =  CB  —  BE  =  rt  —  rt  sin  0, 
a  désignant  la  longueur  CA. 

Par  suite,  si  l'on  prend  le  point  G  comme  pôle,  CA  comme  axe  polaire,  l'équation  du  lieu  du 
point  lo'  est,  en  coordonnées  polaires, 

(1)  p  =  a/ 1  —  sin—  j. 

Pour  ■(',  nous  avons 

Cy'  =  CB  -H  By'  =  CB  -I-  BE  =  a  +  a  sin  e, 
donc  le  lieu  de  Y  a  pour  équation 

(2)  ?  =  a(^l  +  sin^ 
Enfin,  abaissons  21'  et  p3'  perpendiculaires  sur  GB;  l'angle  CAï'  étant  égala  0,  nous  avons 

Ga'  =  Ca  sinO  :=  a  sin  9, 
et  l'équation  polaire  du  lieu  de  a'  est 

G^)  p  =  «  sin  —  ; 

comme  ^'  est  symétrique  de  a'  par  rapport  au  point  G,  l'équation  du  lieu  de  S,'  est 
('i)  p  =  —  n  sm  —  . 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  construire  ces  courbes.  Remarquons  d'abord  que  l'équation  (2)  se  déduit 
de  (I)  en  changeant  w  en  2r  +  <o  ;  on  en  conclut  que  ces  deux  équations  représentent  la  même 
courbe.  On  voit  d'une  manière  analogue  que  (3)  et  (4)  représentent  aussi  la  même  courbe. 

Il  nous  suffit  d'étudier  les  équations  (1)  et  (3). 

Prenons  d'abord  l'équation  (!) 

p  =  a  j  1  —  sin  — - 

L'intervalle  suffisant  est  4-.  Mais  si  l'on  change  w  en  It:  —  w,  p  ne  change  pas;  donc  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire,  et,  pour  éviter  de  tracer  des  portions  de  courbe 
symétriques,  il  faut  diviser  l'intervalle  d'étendue  iz  en  deux  intervalles  tels  qu'à  toute  valeur  x  du 
premier  corresponde  la  valeur  -1- —  v.  du  deuxième.  Nous  prendrons  pour  intervalle  (- —  2tt,  j:4-2ti) 
que  nous  décomposons  en 

(u— 2Tt,      i:)  et  (r,      7:  +  2Tt). 

A  toute  valeur  tt  —  0  du  premier  correspond  la  valeur  n  4-  '»  du  deuxième,  et  ces  deux  valeurs 
ont  une  somme  égale  à  'àr.;  elles  sont  bien  de  la  forme  a  et  2-  —  ï. 

Nous  ferons  varier  w  dans  le  premier  intervalle     (  — -,    -h -'■,     cl  nous  prendrons  le  symétrique 

de  la  courbe  obtenue  par  rapport  à  l'axe  polaire. 

w 
Ouand  '■)  croit  de     — -     à     -+- -,     sin--    croît  de     —  I     à     +1,     et  0  décroît  de  2a  à  zéro. 


\  a(l4--L)  \^  a  X  i'-^)  ^ 

On  en  déduit  la  branche  de  courbe  HKAIG,  qui  arrive  tangente  en  G  à  Gx. 


0 


i 
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1   / 

F 

11 

■^^_       K 

C 
F 

y" 

On  a 


tg  V  =  —  = 


/  to  \ 


ce  qui  montre  qu'au  point  H  (w  =  —  -),  la  tangente  est  perpen- 
diculaire à  l'axe  polaire.  Au  point  A  (co  =  0),  tg  V  =  —  2,  la 
tangente  à  la  courbe  coupe  Oy  au  point  F  qui  a  pour  ordonnée  2rt. 

En  achevant  par  symétrie,  on  a  la  figure  2. 

Considérons  maintenant  l'équation 


L'intervalle  sufTisant  est  encore  4t:  ;  mais  si  l'on  change  w  en 

271 -H  o),     p  change  de  signe,  et  si  l'on  change  w  en    2u  —  m,    p  ne 

change  pas.  Ceci  montre  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 

au  pôle  et  par  rapport  à  Ca-. 

Pour  avoir  toute  la  courbe,  on  fera  varier  co  de  0  à  -,  on  prendra   le  symétrique   de  la  branche 

obtenue  par  rapport  à  Car,  puis  le  symétrique  de  l'ensemble  par  rapport 

au  pôle. 


Fis.  2. 


Quand  w  croit  de  0  à  -,  p  croit  de  0  à  a,  prenant  la  valeur 


^/i 


1)0  ur     l'j  =  — 
2 

Nous  avons 


Fig.   3.  COSy 

On  obtient  la  branche  de  courbe  IJC,  tangente  en  C  à  C.r. 

Au  point  I,  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Cx,  et  au  point  J,  elle  fait  avec  le  rayon  vecteur  un 

angle  dont  la  tangente  est  égale  à  2. 

En  achevant  par  symétrie,  on  a  la  figure  'S. 

L.  NAUCELLE,  àlaChàtre. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  I.*cn,  a  Douai  ;  U     Ma\em,  a  Albi  ;  M.  Rouï,  instituteui'  à  Chalon-sur-Saône;  \.  Roosseau,  â 
Fournes-en-Weppes  ;  L.  Simon,  à  l'ourinies  ;  Marcel  Ullsi.v.s.n,  47-  d'artillerie  à  Héricourt  ;  ,V.  Le  Marchand,  à  Paris. 


2091.  —  On  considère  une  conique  de  centre  0  el  un  point  P  de  son  plan.  Soient  deux  cordes  rectan- 
gulaires variables  passant  par  P,  AB  et  CD.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  les  cinq 
points  0,  A,  B,  G,  D.  Cas  du  cercle. 

Supposons  que  la  conique  soit  l'ellipse 

b-x-  -+-  a-y^  —  a-b'  —  0. 

Si  (ï,  3)  sont  les  coordonnées  do  P,  les  équations  de  AB  et  CD  sont 


7n{x  —  a)  —  (y  —  ^)  =  0, 


(a;  —  a)  -t-  m{y  —  (5)  =  0. 


L'équation  générale  des  coniques  passant  par  A,  B,  C,  D,  est 

(1)  l{b-x- -h  a-ij-  —  a^-)  +  [m{x—%)~  (y  _^)][(x— ■ 


■"K'J  —?')]  =  0. 
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Si  celte  conique  passe  par  0,  on  a 

(2)  Xa'è-  =  (ma  — |i)(?>ip-t-a). 
Les  équations  du  centre  sont 

(3)  2X6=i-  -+-  'i.m{x  —  a)  +  [m-  —  i){y  —  ^)  =  0, 

(4)  2X(7»i/  —  im(y  —  p)  -f- (m»  —  I ){x  —  «)  =  0. 

On  aura  le  lieu  du  centre  en  élinaioanl  X  et  m  eotre  (2j,  (3)  et  (i).  Or,  (2)  s'écrit 
(b)  Xa^A^  — rn(a2— ?«)  — (m»— l)o3=  0. 

En  éliminant  X,  m  et  (wi-  —  1)  entre  les  trois  équations  homogènes  (3),  (4),  (o),  on  a  l'équation 
du  lieu  sous  forme  de  déterminant 

2b-x  2(a;  —  a)  y  —  p 

2a=y  -2(y-p)  x-a      =0. 

,,242  _    (a2_62)  _a[i 

Le  déterminant  développé  devient  la  conique 

(tî)  b'x%x'  —<?'-+-  a'-)  —  a2y2(,2  _  ^2_  ((,2^  _^  2^p(^j2  _^  i2^j.y 

—  62wi>'^4-p-+2rt^)— a2;ii/(a^-H?^  -t-2é-)-t-a26-(a-  +  fi')  =  0. 
La  conique  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que 

a2|;2(„2  ^  /y2)2  ^  a'b'i^'  —  fi2  +  a2)(a-^  -  ^2  _  ô^)  ^  0. 

La  courbe  de  séparation  est  donc  une  quarliiiiie. 

Cas  du  cercle. — Si     b  =  a,     l'équation  (G)  devient 

(7)    x\x^  -  V  +  a^)  -  ;/2(a"-  —  ?-  —  a=)  -H  4a;ix-y  —  (ar  -h  |Î!/)(a2  +  p^  -+  2a=j  -f-  «-^i^  -)-  §-)  =  0. 

La  conique  sera  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que 

OU  (a2+  (i-^)2  — a'^0, 

c'est-à-dire  i- -+- |i- — a^<.0, 

ou,  suivant  que  le  point  P  seraù  Tinlérieur,  à  l'extérieur  ou  sur  le  cercle. 

Mais  si  le  point  P  est  sur  le  cercle  a- +  £.-  =  «-,  r.'est-à-dire  a  =  acos<i>,  ^  =  /<sino,  l'équa- 
tion (7)  devient 

%x  ces  9  -H  y  sino)^  —  3a(x  cos  9  -+-  y  sin  9)  -h  a-  =  0, 
ou         (8)  (x  cos  9 -t- y  sin  o  —  a)[2(.r  cos  o-j- ysin  o)  —  a]  =:  0. 

Le  lieu  du  centre  n'est  donc  pas  dans  ce  cas  une  véritable  parabole,  mais  un  système  de  doux  droites 
parallèles.  Et  encore,  l'une  d'elles  est  une  solution  étrangère.  Le  seul  vrai  lieu  est  la  droite 

a;  cos  !f -H y  sin  9  —  n  —  <•, 
c'esl-à-dire  la  tangente  au  cercle  au  point  P. 

En  effet,  dans  ce  cas,  les  deux  cordes  .\P1{  et  CPl)  deviennent  les  cordes  PB  et  PO:  los  trois 
points  B,  0,  1)  sont  en  ligne  droite.  La  conique  de  l'énoncé  se  compose  alors  dos  deux  droites  BD  et 
tangente  en  P.  Le  centre  de  ces  deux  droites  est  bien  sur  la  tangente  en  P. 

Be.maikjue.  —  Un  cas  particulier  intéressant  est  lorsque  P  est  un  des  foyers  (i  =  c,  S  =  0) 
de  l'ellipse     b-x'^  +  ahf  —  a'b^  =  0. 

La  conique  lieu  du  centre  a  alors  pour  équation 

A'(2a=  -  b^)x'  -  a2(«2  _  2A2),y2  _  l,^.cx(:ia-  —  b-)  +  a-b\"-  =  0. 
Si      a  >  b)/i,     la   conique   est  une   hyperbole  ;    si      «  <  b/i,     la    conique    est     une     ellipse. 

Si     /t  —  by/i,     la  conique  devient 

(2a2  -  b-^)xi  —  f (;iri2  —  b-jx  -\-  a'c-  =  0, 
ou  3«=  —  libx  +  'ib-  =  0, 
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c'esl-à-dire  les  deux  droites  parallèles 

{x-b){3x-ib}  =  0. 

E.  N.  BARISIEN. 

lionnes  solutions  par  MM.  G.iston  Bèlieh,  2  1=  d'aitillerie.  Poitiers  ;  André  Couhtois,  Avesnes-siir-Helpe  (Nord)  ;  Jouglens  ; 
(".  L»cH,à  Douai;  L.  Nadcelle,  à  La  Cliàtre  ;  A.  lloussEiu,  à  Fournes  enWeppes  ;  M.  lioux,  instituteur  a  Chalon-sur-Saône; 
L.  SiiioN,  a  l'ourmies. 
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2059.  —  On  introduit  un  décifjramme  d'un  mélange  d'eau  el  d'alcool  étkijlique  dans  un  baromètre  à 
mercure  maintenu  à  la  température  de  100"  centigrades. 

Après  vaporisation  complète  du  liquide,  le  mercure  s'arrête  dans  le  tube  à  40  centimètres  au-dessus  de 
son  niveau  dans  la  cuvette.  Le  volume  occupé  par  la  vapeur  est  de  320"°'  dans  les  conditions  de 
l'expérience. 

1°  Calculer  la  densité  par  rapport  à  l'air  de  la  vapeur  du  mélange. 

2°  Sachant  que  les  densités  de  vapeur  de  l'eau  el  de  l'alcool  par  rapport  à  l'air  sont  respectivement 
0,622  el  1,594,  déduire  de  lamesure  précédente  la  composition  centésimale  en  poids  du  mélange. 

3°  Sachant  que  la  présence  dans  100  grammes  d'eau  d'une  molécule-gramme  de  substance  dissoute 
produit  un  abaissement  de  l8o fi  dans  la  température  de  congélation,  on  demande  à  (ptclle  température 
commencera  la  solidification  du  mélange. 

4°  .4  quelle  température  faudra-t-il  maintenir  le  mélange  pour  que  sa  solidification  s'arrête  au  quart 
de  son  poids  ? 

La  hauteur  du  baromètre  normal  au  moment  de  la  première  expérience  est  de  75  centimètres  à  G". 
On  donne  la  densité  absolue  de  l'air  normal,  0,001293,  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz,  0,00367,  et  le 

coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure,    „^.  ^  •  {Ecole  navale,  concours  de  191S.) 

i>5o0 

1.  Appliquons  à  la  vapeur  du  mélange  la  relation  connue  entre  la  masse  m,  le  volume  v,  la  den- 
sité d,  la  pression  p,  la  température  t,  la  pression  normale  po  et  la  masse  spécilique  a^  de  l'air 
normal, 

,       P  1 

m  =  via,,  -^- • 

La  pression  p  est  égale  à  la  pression  atmosphérique,  75,  diminuée  de  la  pression  duo  à  40  centi- 
mètres de  mercure  à  100°,  soit 

'\       ^39,29, 
lOU 

1  H — 

5o50 

dune  p  =  73  —  39,29  =  35,71; 

En  introduisant  dans  la  formule  les  autres  valeurs  numériques,  on  trouve 

d  =  0,703. 

2.  Considérons  100  parties,  en  poids,  du  mélange.  Soit  x  le  poids  de  l'alcool,  100  —  x  celui  de 
l'eau.  Supposons  la  loi  du  mélange  des  gaz  applicable  et  écrivons  que  le  volume  du  mélange  est  égal  à  la 
somme  des  volumes  de  ses  éléments.  En  supprimant  immédiatement  les  facteurs  communs,  on  peut 
représenter  chaque  volume  par  le  quotient  du  poids  par  la  densité,  ce  qui  donne 

100   _      a;  100  — a; 

"TÔJ  "   1594  "*"      022 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


Un  trouve  a- =  18,!)  et  100— a  ^81,1, 

Pour  100  parties  d'eau,  le  poids  de  l'alcool  serait 

1890 


81,1 


23,3. 


3.  Le  poids  moléculaire  de  l'alcool,  CH^OH,  est  égal  ù   ib.  Il  y  a  donc  prestiue   exactement   une 
demi  molécule-gramme  de  dissoute  dans  100  grammes  d'eau.  La  température  de  congélation  sera  donc 


sensiblement 


18,6 


-^j —  =  —9°, 3,     exactement 


it»,i. 


4.  Quand,  sur  100 parties  du  mélange,  il  y  en  aura  un  quart,  c'est-à-dire  25  parties  d'eau  de  congelées, 
il  restera    81,1  —  25  =  56,1     d'eau  à  l'état  liquide  et  toujours  18,!)  d'alcool.  Pour  100  grammes  d'eau, 

cette  proportion  correspond  à       ^^,',    =  33,7     d'alcool,  soit  une  fraction  de  molécule     —^  =  0,73. 


56,1 
La  température  cherchée  sera  donc     —  0,73  X  18,6  =  —  IS^jB. 
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QUESTIONS     l'HOPOSÉES 


2152.    -   La  condition  pour  que  l'équation 

œ*  +  Aa;3  +  Bo;-  -t-  Gx-  +  D  =  0 
ait,  entre  ses  ([uatre  racines  .c,,  x-2,  xj,  Xi,  la  relation    x,  -t-a;.2  =  xa  +xi„     est 

8C  =  l.\B  — A=. 
La  même  condition  e.xpriuie  que  l'équaliou 

a'  +  Aa:-+  \\x -+-  G  =  0 
a  entre  ses  racines  la  relation    x^  +  x.^  =  .1-3. 


E.   N.  liAlUSlE.N. 


2153.  —Un  considère  une  courbe  ;C)  rapportée  ;'i  des  axes  rectangulaires   Ox,  Oi/,    et  dans  laquelle  l'ab- 
scisse x  de  chaque  point  .\1  s'exprime  en  fonction  de  l'angle  a  que  forme    la  tangente  avec  Ojc,    par    la    relation 

(')  X  =z  a{i  —  cos  a). 

Démontrer  que  l'ordonnée  y  vérifie  l'équation  difl'érentielle 

dy   _   a  sin-ï 
dx  cos  3 


(2) 


2154. 


Déduire  de  l'équation  (2)  l'expression  explicite  de  y  en  fonction  de  a  et  déterminer  la  constante  d'intégration 
de  façon  que  y  s'annule  pour    a  :=  0. 

La  courbe  (G)  étant  ainsi  définie,  on  demande  d'en  étudier  la  forme,  d'en  construire  l'asymptote,  d'en  calculer 
le  rayon  de  courbure, les  coordonnées  du  centre  de  courbureclla  longueurd'arc  comptée  à  partir  de  l'origine. 

{f'.rrtilicat  de matltémutiques  (jénéralcs,  Hennés,  juin  /Pii".) 

On  considère  une  parabole  (P)  et  un  point  fixe  A  sur  la  courbe. 

D'un  point  quelconque  .M  de  la  normale  en  .V  on  abaisse  les  deux  autres 
normales  MR.  MC  sur  (Pj.  Soit  A'B'G'  le  triangle  formé  par  les  tangentes  en 
A,  li,  G. 

i"  l.e  milieu  île  li'C'  e>t  lixe. 

2"  l.e  lieu  des  milieux  de  A'B',  A'C'  est  une  parabole    (U)- 

3°  l,es  médiatrices  du  triangle  .V'B'C'  sont  normales  à  une  parabole  fixe  (U)- 

■i"  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle   A'B'C. 

5°  Lien  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABG. 

6"  Lieu  de  l'orthocentie  du  triangle  ABC. 

E.  .N.  Baiusie.n. 
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REVUE   DE    MATHEMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SLR  LE  MOUVEMENT  L)  UN  PUINT  SOUMIS  A  UNE  FORCE  CENTRALE 

par  M.  G.  Fontené. 


Je  me  suis  inspiré  pour  la  rédaction  de  cette  Note,  jusqu'au  paragraphe  IV  exclusivement,  du 
Traité  de  mécanique  rationnelle  de  M.  Appell  ;  j'ai  surtout  cherché  à  faire  un  exposé  systématique,  qui 
pût  laisser  aux  élèves  une  impression  nette. 

Dans  l'élude  du  mouvement  planétaire,  j'ai  indiqué  les  deux  méthodes  classiques  :  emploi  de  l'inté- 
grale des  forces  vives,  emploi  de  la  formule  de  Binet  ;  pour  ce  dernier  cas,  j'ai  indiqué  le  calcul  du 
temps  par  l'intégrale  des  aires.  J'ai  insisté  sur  quelques  points  :  question  de  signe  dans  l'intégration  de 
l'équation  dillérentielle 

d? 

d»  = '         ; 

±  i/i  — ?2 
détermination  des  deux  constantes  C  et  h  en  fonction  des  données  initiales,  détermination  des  deux 
éléments  métriques  qui  fixent  la  grandeur  de  la  trajectoire  en  fonction  des  constantes  C  et  h,  réalité 
de  la  trajectoire  à  partir  des  données  initiales. 

I.  Les  deux  équations  du  problème. 

1.  Il  s'agit  ici  de  Mécanique  plane,  et  deux  équations  suffiront  pour  déterminer  les  deux  coordon- 
nées du  point  mobile  en  fonction  du  temps.  On  peut  prendre  l'intégrale  des  aires  et  le  théorème  de  la 
force  vive  sous  sa  forme  différentielle 

I     (A)  r^d»  -^  Cdt, 

\     (B)  dI!f  =  Vdr; 

si  F  est  donné  en  fonction  de  r  seul,  on  pourra  intégrer  la  relation  (B),  c'est-à-dire  prendre  l'intégrale 
des  forces  vives. 

2.  Au  moyen  de  la  relation  (A),  on  peut  d'abord  transformer  l'expression  du  carré  de  la  vitesse  en 
coordonnées  polaires,  soit 

drV-  /  rfO 

en  éliminant  soit  ^  soit  0,  on  obtient  les  deux  formules 


v^  =  C' 


et 


LV^M 


ir]. 


dr\^      C- 
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II.  Cas  où  la   force  est  fonction  de  la  seule  distance 

3.  Si  la  force  est  fonclion  de  la  seule  dislance,     F  =  o(r),     on  peut  intégrer  la  relation  (I3i,  et 
Ton  a 

[B]  V-  = /\r) -^  Il  ; 

on  a  ainsi  Fexpression  de  la  vitesse  en  fonction  du  rayon  vecteur. 

La  première  des  deux  expressions  de  v-  obtenues  plus  haut  donne  alors 


[Ci 


1 

d  — 


dO    / 


-^(7y=^t/-('-)+^- 


on  obtient  0  en  fonction  de  r  par  une  quadrature,  on  a  l'équation  de  la  trajectoire.  La  seconde  expres- 
sion de  V-  donne  encore 

on  obtient  t  en  fonction  de  r  par  une  quadrature,  on  a  la  loi  cinématique  du  mouvement.  —  Ayant 
obtenu,  par  exemple,  la  relation  entre  r  et  »  au  moyen  de  la  relation  [C'J,  on  peut  obtenir  la  loi  ciné- 
matique du  mouvement  au  moyen  de  l'intégrale  des  aires. 

III.  Cas  où  l'on  a    F  =  o(r,  O)   ou    F  =  r  '.  ')• 

4.  Si  F  n'est  pas  fonction  de  la  seule  distance,  on  ne  peut  plus  intégrer  la  relation  (B)  ;  même  si  F 
est  fonction  de  la  seule  distance,  de  sorte  que  l'on  ait  l'intégrale  des  forces  vives  [B],  il  peut  y  avoir 
avantage  à  ne  pas  employer  cette  intégrale  pour  achever  le  problème. 

5.  Soit    F  =  !f(r,  0),     ou  simplement    F  =  o'r). 

La  relation  (B)  peut  s'écrire,  en  prenant  pour  v-  l'expression  qui  contient  seulement  r  et  0  et  en 
faisant  la  différentiation  par  rapport  à  0, 


dm 


(■ 


=  F 


rfO 


—  mC^ 


d'- 


où   [C) 

r-       L    aft^ 
c'est  la  formule  de  Binel. 

Avec     F  —  o[r,fl),       ou  simplement      F  =  cffc),      la  relation  ((7)  peut  donner  la  relation  entre 
r  et  •),  c'est-à-dire  l'équation  de  la  trajectoire.  Pour 

,,,  ^    ?(0) 

on  a  une  éiiualion  diiïérentielle  linéaire  à  coeflicienls  constants  avec  second  membre  ;  il  en  est  encore  de 
même  pour 


l'  = 


?(") 


La  loi  cinématique  du  mouvement  peut  s'obtenir  par  l'intégrale  des  aires. 

6.  Soit  encore     F  =  o(r,  /),     ou  simplement     F  =  !i(r). 

La  relation  (B)  peut  s'écrire,  en  i)r(Miant  pour  y-  l'expression  ([ui  contient   seulement  r  et  t  et  en 
dillérciitiant  par  rapport  à  t. 


d     "'  r  /  dr  \  •'        C-  "1  dr 
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Avec  F  =  '■?('■,  0.  ou  simplement  F  =  o,/),  la  relation  (G")  peut  donner  la  relation  entre 
r  et  t,  c'est-à-dire  la  loi  cinématique  du  mouvement.  L'intéyrale  des  aires  peutalors  faire  connaître  la 
trajectoire  ('). 

IV.  Établissement  des  formules  (C)  et  (G") 
sans  l'emploi  du  théorème  de  la  force  vive. 

7.  Les  formules  générales  relatives  à  l'accélération  en  coordonnées  polaires  sont  les  suivantes  : 
;         _     d'il        ^  dr    du    _    l     d     /      d'I 
\  '^''  ^  '  'iJF'       '~dt    'dt    ~  ~   dt    \     m 

j  d-v       ,  o'o  y- 

{'''^  W'^lf)  ■ 

Le  second  terme  de  la  première  expression  de  ^p  est,  dans  ces  formules,  le  seul  qui  contienne  à  la 
fois  une  dérivée  de  r  et  une  dérivée  de  0  :  ce  terme  représente  donc  Vaccéléralion  complémentaire  {-) 
quand  on  considère  le  mouvement  comme  résultant  d'un  mouvement  relatif,  qui  est  un  mouvement  de 
glissement,  et  d'un  mouvement  d'entraînement,  qui  est  un  mouvement  de  rotation.  L'accélération  com- 
plémentaire est  d'une  manière  générale  la  vitesse  de  l'extrémité  d'un  vecteur  d'origine  0  équipollent  au 
double  de  la  vitesse  relative  ;  en  Mécanique  plane,  le  vecteur  qui  la  représente  s'obtient  en  multipliant  le 
vecteur  qui  représente  le  double  de  la  vitesse  relative  par  la  vitesse  angulaire  de  l'entraînement,  et  en 
faisant  tourner  d'un  angle  droit  dans  le  sens  direct  le  vecteur  obtenu  :  cela  donne  bien  ici  le  terme 

,  dr    dn    , 

2— dans  7i.. 

dt    dl 

La  seconde  expression  de  Yp,  celle  donton  fera  usage  ici,  s'obtient  directement  comme  il  suit.  On  a 
(/     /      dy  dx  \  d-g 


dt   \^  dl        ^-^  dl  )        ^   di'        '^  dl^  ' 

de   sorte    que  le  moment    du  vecteur  accélération  par  rapport  au  point  0  est  la  dérivée  par  rapport  au 

temps  du  moment  du  vecteur  vitesse;  comme  ces  moments   admettent  les  expressions     y,. x»'      et 

du 

on  a  bien  la  formule  en  question. 


dt  ' 
Observons  encore  que  la  formule 


du 

u 

d-r  1  du 


peut  s'écrire  ,     _,„,.,     , 

^  dV-         '  V  dt 

ou,  en  multipliant  le  premier  membre  par  m.  —  dt,  le  second  membre  par  m.dr, 

dt 

,       \~dî)  r  /  dl) 


b^-'my- 


c'est,  sous  sa  forme  différentielle,  le  théorème  de  la  force  vive  dans  le  mouvement  relatif  de  glissement  sur  le 
rayon  vecteur . 

{1)  Les  relations  [B],  [C],  [C]  sont  les  intégrales  des  relations  (li),  (C),  (C"|,  pour  le  cas  où  la  forée  est  fonction  de  la 
seule  distance. 

(2)  On  n'enseigne  pas  en  Mathématiques  spéciales  le  théorème  de  CoriolU  ;  mais  les  élèves  peuvent  en  connaître  l'énoncé, 
ne  fût  ce  que  pour  éviter  une  idée  fausse. 
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[Les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  à  des  axes  mobiles  sont  les  mêmes  que 
si  ces  axes  étaient  llxes  et  si  l'on  ajoutait  aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  le  mobile  deux  forces 
fictives,  la  force  centrifuge  (ou  force  d'inertie  d'entraînement),  produit  changé  désigne  de  l'accélération 
d'entrainement  par  la  niasse,  et  la  force  centrifuge  composée,  produit  changé  de  signe  de  l'accélération 
complémentaire  par  la  masse.  La  différentielle  de  la  demi-force  vive  relative  est  égale  au  travail  élémen- 
taire des  forces  appliquées  au  point  et  de  la  force  centrifuge  ;  le  travail  de  la  force  centrifuge  composée 
est  nul    attendu  que  cette  force  est  normale  à  la  vitesse  relative  ou  au  déplacement  relatif.  Le  terme 

„,,./— -V  qui  s'ajoute    à  Fr  dans  la  formule  ci-des<us  représente  précisément  la  force  centrifuge  ;  ces 

deux  forces  ont  même  direction,  et  s'ajoutent  algébriquement.] 

Voici  une  dernière  remarque.  On  a  dit  plus  haut  que  le  moment  du  vecteur  vitesse  par  rapport  au 

noint  0  admet  les  expressions  générales 

^  d>i  (l.r  '-«ie 

dt        •'   dt  dl 

Ce  moment  est  égal  au  double  de  la  vitesse  aréolaire  relative  au  point  0,  et  l'on  peut  voir  directe- 
ment que  cette  vitesse  aréolaire  doublée  admet  l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions  précédentes  : 
,   dX         xiy  +  dg)  —  y{x -h  dx)  dX    _  r-df) 


donne 


"    dl  lit  lit  dt 

,      >.l 
Au  reste,  la  relation  '>  =  arc  tg-|- 

xdg  —  ydx 


rfij  = 


8.  Lorsque  raccélératiun  est  centrale,  on  a     -,■,.  =  0,     d'où     r' —  =  C    (intégrale  des  aires}  ;  on  a 
alors  les  deux  relations 

\  '    "riT  ~     ' 
{     _   d'r   _  C'- 

I  ï  -  77^  —  -r' 

l'accélération  totale  ne  différant  pas  ici  de  -ci,. 

La  seconde  de  ces  relations  n'est  pas  autre  chose  que  la  relation  (C  ).  Ecrite  scus  la  forme 

dh-       ,,  C^ 

m  -r-  =  1'  -H  ni  — r  ' 

dl'  r^ 

elle  définit  le  mouvement  relatif  du  mobile  sur  le  rayon  vecteur  (voir  ci-dessus);  ce  mouvement  relatif 

■    j         ^' 
est  le  même  que  si,  le  rayon  vecteur  étant  fixe,  la  fore  qui  agit  sur  le  point  était  augmentée  de  m  —■ 

On  aura  la  formule  de  Binel,  soit  (C),  en  éliminant  dl  entre  les  deux  relations  ci-dessus.  On 
prend  0  comme  variable  indépendante,  et  l'on  écrit  d'une  manière  générale 


d         d         dl)        C         rf 
on  a  successivement 


dl        rfO  '  "  (//        r-    "  df) 


dr  _   C  (//•   __p__!l  £!l=:_ill 'L 

ir  ~  vin  "       ^     d»    '  dt'  r'     tZO^ 


C- 

et  l'expression  do  y  devient  ^  — _ 


^.1 


J 


dii-  r  (A  suivre.) 
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ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES  [Cours  pirpamloires 
Concours  de  1912. 


Malhématiques. 
2063.   —  On  donne,  en  coordonnées  polaires,  une  courbe  G 

?  =  A")- 
On  demande  de  déterminer  une  courbe   D  par  la  condition  suivante  : 

M  étant  un  point  de  G  et  N  un  point  de  U  situés  sur  le  même  rayon  vecteur,  la  tangente  NS  à  D 
doit  faire  avec  la  tangente  MT  à   G  un  angle  a  donné  et  constant. 

Traiter  en  particulier  les  cas  où  la  courbe  G  est' 
1°  Un  cercle  ayant  son  centre  au  pôle  ; 
2"  Un  cercle  passant  par  le  pôle  ; 
3"  Une  spirale  logarithmique  :     p  =  e'""  ; 
A"  Une  droite  : 

o°  Une   spirale   d'Archimède  :       p  =  Kio.       Discuter   la   forme   de    la 
0  courbe  D  dans  ce  cas  : 

G"  Une  conique  ayant  son  foyer  au  pôle.  Montrer  que,  dans  ce  cas,  on  est  ramené  à  une  quadrature 
qu'on  sait,  en  principe,  effectuer.  Achever  les  calculs  dans  le  cas  où  la  courbe  G  est  une  parabole.  Discuter 
la  forme  de  la  courbe  D  dans  ce  cas. 

Si  on  appelle  V  et  V  les  angles  que  font  respectivement  avec  le  rayon  vecteur  les  tangentes  en  M 
et  N  aux  courbes  G  et  D,  on  a,  d'après  les  conditions  imposées  dans  l'énoncé, 

V,        V  .     v/  tRV  +  tga 

\     =  \  -h»,  tg\    = 


1  _  tg  a  tg  V 

ray 

/•(col  +  tgaA-) 


Or     t^  V  =     ,  et    ts  V  =  -, ,     en  appelant  s  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  D  ;  donc 


Telle  est  l'équation  différentielle  qui  donne  p  en  fonction  de  i». 
Il  nous  reste  à  l'appliquer  aux  exemples  particuliers  qui  sont  indiqué.'. 

1.  La  courbe  C  est  un  cercle  ayant  son  centre  au  pôle.  Alors     /"(w)  =  G'^     et  l'équation   différen- 
tielle devient 

?  '  '^?  7 

7^^"tg^'         —  =  — g*'"> 

elle  donne  immédiatement 

p  =  Ce-"r\ 

C'est  une  famille  de  spirales  logarithmiques.     La    propriété    qu'a  la  spirale  de  couper  tous  ses 

rayons  vecteurs  sous  le  même  angle  rend  ce  résultat  évident.  La  vérification  est  d'ailleurs  aisée,  car 

■j                1                                                                        - 
on  a  tg  \"  =  ^  = .  tg  \  '  =  cotg  ^,  V  =  a  H 

"  p'  tga  =  °    '  2 

2.  La  courbe  G  est  un  cercle  qui  passe  au  pôle.  Alors 

/■(tu)  =  a  cos  (1). 
et  l'équation  différentielle  devient 

p  cosdj  —  tg  a  sin  a>  dp         ( — sino)  —  tg  a  cos  w)rfio         du 

p'        — sin  11)  —  tg  a  cos  lu  ■     p  cos  (O  —  tgasinw  u 

elle  donne  P  =  Gî^  =  C(cos  w  —  tg  x  sin  u). 

Les  courbes  intégrales  sont  des  cercles  passant  par  le  pôle. 
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Colle  solution  devait  rire  altendue  aussi,  car  il  est  facile  de  voir  que  si,  par  le  point  de  rencontre 
do  deux  cercles,  on  mène  une  séranle  quelconque  qui  coupe  les  deux  cercles  en  A  et  B,  les  tangentes 
aux  cercles  en  ces  poinis  font  entre  elles  un  an,i;le  constant. 

3.  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  une  spirale  logarithmique. 

Alors  /■(<■))  =  e""",  /"'(<")  =  mc""\ 

et  l'équation  différentielle  devient 

c'  m  —  tu 


p  i  -t-  TJî  I  j;  a 

Kous  en  déduisons  de  suite 


=  une  constanlo  n. 


— -  =  jirfti).  3  =  Le"'". 

9 

Les   courbes  intégrales  forment  une   famille  de  spirales    logarithmiques.  Ce   résultat  aussi  était 
évident  a  priori. 


4.  r.a  courbe  est  une  droite, 


Nous  déduisons  de  là 


—   =  a  COS  ((0  —  tOj). 


— ~  =  _  a  sin  {ta  —  (Oj),  ou  —  =  o?  sin  (w  —  coo)  =  tg  (w  —  w,,)  ; 

?  ? 

Ceci  c'est  -..    ,   ■    Par  conséquent  l'équation  ditlérenlielle  devient 

p'  tg(0>_,„„)_tr;a 

—  —  tg((o  —  <Uj,  —  a). 


p  l-+-lgatg(<o    -  .0,,) 

L'intégration  est  encore  immédiate  et  donne 

C 


COS  (w  —  t.Jo  —  a) 

Les  courbes  intégrales  sont  constituées  par  une  famille  de  droites  parallèles  entre  elles  et  faisant 
aven  la  première  l'angle  a.  Ce  résultat  était  aussi  évident  a  priori. 

5.  La  courbe  donnée  est  une  spirale  d'Archimùde  p  =  K<o.  Alors  /'(w)  =  Kw,  /''(o)  =  K,  et 
l'équalion  difl'éronliclle  devient 

û'  1  —  lotcri  1  -4-  Ig'  a 

•      -  -        tga    ■ 


P  0)  -1-  tg  a  'u  -t-  Ig  ï 

L'intégration  est  encore  immédiate  et  donne 

p  ^Cr  •■■'«=  (,u  +  iga)T:;7r. 

Pour  étudier  ces  courbes,  nous  nous  bornerons  au  cas  où  C  est  positif,  car  changer  C  on  — C 
revient  à  considérer  une  courbe  symétrique  de  la  première  par  rapport  au  pôle. 

Supposons  d'abord  lga>0.  Alors  p  est  nul  pour  une  direction  négative  (o  =  -  tga;  ensuite, 
pour  les  plus  grandes  valeurs  de  w,  p  est  positif  et  d'abord  croissant;  il  finit  par  décroître  et  tend 
vers  0;  la  courbe  s'enroule  autour  du  pôle  une  infinité  de  fois,  en  s'en  écartant  d'abord,  puis  finit  par 
tendre  vers  le  point  O.  La  dérivée  mot  ceci  en  relief  ;  elle  s'écrit 

û'  =  Ce-"8'((o  +  tg  a  ;"''';■  1  —  »>  tg  a], 

4 

et  montre  que  le  maximum  de  p  a  lieu  sur  la  direction     10= • 

Quand  tg«  est  négatif,  p  part  de  0  pour  la  direction  positive  '"  =  —  tg  »  et  grandit  constam- 
ment jusqu'à  l'infini. 
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6.  Supposons  enfin  que  la  courbe  C  soit  une  conique  ayant  son  foyer  au  pi'ilo.  Alors 
/'  pc  sin  w 


/■('")  = 


1  +  e  cos  (.j 


(-)  = 


/((o)  et /'(w)  sontproportionnels  à   I   et  à 
férentielle  à  intéarrerest  — -  = 


I  -1-  e  cos  0 
s  sin  w  —  l2;a(l  +eco 


(  1  4-  e  cos  w)- 
ou  à      l4-ecosw      etcsinw;    l'équalion  dif- 


.  rfto. 


p  1  H-e  cos  w -t- e  tga  sia 

Le  changement  de  variable  Ig  —  =  i  transforme  le  second  membre  en  une  différentielle  ration- 
nelle que  l'on  sait  intégrer  dans  tous  les  cas.  Mais  le  cas  de  la  parabole  est  beaucoup  plus  simple;  car 
alors     e  =  1     et  l'équalion  devient 


■'^'^-, tgo<COS-y 


do 


y.  ]du 


Elle  s'intègre  alors  immédiatement  et  donne 

G 


2C 


■(t--)     ' 


•  cos  {'■'  —  2i) 


Les  courbes  intégrales  sont  des  paraboles  qui  ont  le  pùle  pour  foyer. 

Il  est  facile  d'expliquer  ce  résultat.  En  effet,  considérons  deux  paraboles  ayant  leurs  foyers  con- 
fondus et  dont  les  axes  font  l'angle  2a;  nous  allons  montrer  que  les 
tangentes  en  deux  points  situés  sur  une  droite  qui  passe  au  foyer  font 
entre  elles  un  angle  fixe  égal  à  a.  Soient  Fx,  Fx'  les  axe=,  (D)  et 
(D')  les  directrices  et  FMiM'  une  droite  qui  passe  au  foyer  commun;  me- 
nons par  les  points  M  et  M'  des  parallèles  aux  axes,  MP  et  M'P  ;  la  tan- 
gente en  M  est  bissectrice  de  l'angle  PMM'  ;  la  tangente  en  M',  bissectrice 
de    l'angle  en  PM'M  et  ces   deux    bissectrices  font  entre    elles    l'angle 


M  -h  M' 


M' 


P  ;     donc   l'angle  des  tangentes  est  égal   à  — 


Bonnes  solutions  :  MM.  Dëpsbrois,  à  Evreux  ;  G.  Lacii,  et  A.    Rousseau  ;    M.    Roux,  :i    Chalon  sur-Saône  ;    A.  Coubtois  : 
R.  Chikol,  à  Moulins. 


Mécanique. 

2064.  —  Un  point  M  décrit  une  ellipse  auec  une  accélération  totale  dirigée  constamment  vers  l'un 
des  foyers,  F.  Connaissant  tes  longueurs  des  axes  de  cette  ellipse  ainsi  que  le  temps  employé  à  la  parcou- 
rir, calculer  la  vitesse  de  M  en  fonction  de  l'angle  0  que  forme  le  rayon  vecteur  F.M  avec  le  grand  axe. 
Démontrer  que  cette  vitesse  peut  être  regardée  comme  la  résultante  de  deux  vitesses  constantes,  dont  l'une 
est  perpendiculaire  à  FM  tandis  que  l'autre  est  parallèle  au  petit  axe.  Déduire  de  là  la  forme  de  l'hodo- 
graphe  et  la  grandeur  de  l'accélération  totale. 

Prenons  pour  pôle  le  foyer  de  l'ellipse  et  pour  axe  polaire  l'axe  focal  dirigé  du  foyer  vers  le  som- 
met le  plus  voisin.  L'équation  de  l'ellipse  est  alors 


24» 
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i" 


I  -4-  e  cos  0 


II'  c 

p  otant  ocal  ;i  —  ri  e  à  — 
a  a 

D'autre  part,   l'accélération    est  centrale,  le  mouvement  a  lieu  suivant  la  loi  des  aires,  et  nous 


rfo_ 

l-ah 


C; 


C  est  le  double  de  la  vitesse  aréolaire,  c'est  donc     ~  ;„"  ■    T  étant  la  durée  de  la  révolution  du  point  M 
sur  son  orbite. 

Les  composantes  de  la  vitesse  sur  le  rayon  vecteur  et  sur  Taxe  perpendiculaire  sont 

dr  rfO 


dl 


et 


dt 


I  I 

en  outre  —  =  — 
r         p 


Plus  simplement  encore. 


dr 
UT  "" 

dr   d(t          C     dr 
1Â  'dï  ~  V-   Ij)    "^ 

ecosO 

csine 

V 

P 

«n  =  sm  0. 

r 


dd 
La  vitesse  ilu  mobile  a  donc  pour  valeur 


_C_  _   C(l-+-ecosO) 
r    ~  p 


V  =  —  \/[  -[-  e-  -h^e  cos  6. 
P 
Celte  vitesse  est  maximum  pour     0  =  0,     minimum  pour    0  =  r,     et  ses  variations  sont   évi- 
dentes :  elle  décroît  constamment  quand  le  point  passe  du  sommet  le  plus  voisin  à  l'autre  sommet. 

Soient  maintenant  w,  et  V2  les  composantes  de  la  vitesse  suivant  le  petit  axe  et  la  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur.  La  somme  des  projections  de  y,  et  v^  sur  l'axe  de  direction  9  et  celle  sur  l'axe  de 

direction     ''  +  77      sont  égales  à  Vu  et  à  u,.  ;  nous  avons  donc 

y 


Ce 


Vi  sin  0  =  r„  =  sin  0, 

P 

Vt  cos  0  +  i'.,  =  y,.  =  —  (  I  -t-  e  cos  0)  ; 
P 

Ce  C 

et  ceci   nou-;  donne  imméilialement      y,  =    —  ■,        v,= I^es  deux  compo- 

/)  -  p 
santés  r,    et    y-j   ont  dos  valeurs  constantes. 

Pour  obtenir  l'Iiodographe,  nous  portons  àparliidu  poit)l  0,  bout  à  bout  le^; 

deux  vecteurs  y,  et  vi  h  la  suite  l'un   de  l'autre.    L'extrémité  du   vecteur   v, 

donne  d'abord  un  point  C  de  l'axe  O'j,  et  l'extrémité,  P.  du  vecteur  Wj,  porté 

à  la  suite,  dans  ladirection     04-—     décrit  un  cercle  de  centre  C  et  de  ravon  — •    La  vitesse  du  point 

2  •        p 


P  est  tangente  à  ce  cercle,  orientée  dans  le  sens     "  +  -    et  égale  à    OP. 


rfO 


C_rfO^ 
p  dt 


C'est  la    valeur 
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de    l'accélération.    Cette    accélération,    -■     est    donc    égale   à     —  —  :=  ,     et    par    raijnort    à    la 

p  dt         pr-  '^  ^^ 

direction    initiale    o,     elle  est   négative. 

Nous  avons  donc 


-'t-.'-a-b-^     1 


4--a=     1 
T^     "j^ 


Très  bonnes  solutions  :  MM.  I!.  Do.'ïtot  ;  Dbperrois,  à  Uvreux  ;  R.  Ohikol,  ;i  Moulins. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  A.  Oouktois  ;  M.   Ullman.n  ;  iMabescalchi. 


2065.  —  On  considère  un  cerf-oolant  constitué  par  une  surface  plane  aijant  un  ace  de  sijmélrie  .\B 
situé  dans  le  plan  de  la  figure.  Ce  cerf-volant  est  soumis  à  l'action  de  trois  forces,  savoir  :  son  poids  connu 
P,  appliqué  au  centre  de  gravité  G  ,•  la  pression  N  du  vent,  appliquée  normalement  à  AB  en  un  point  C, 
enfin  la  traction  T  du  fil,  attaché  en  un  point  D  qui  est  relié  invariablement  à  AB.  On  donne  les  trois 
points  G,  C,  D  placés  comme  l'indique  la  figure,  et  l'on  admet  : 

1°  Que  la  pression  N  est  représentée  par  l'expression  N  =  Ku-  sin  i 
ou  K  désigne  une  constante  donnée,  v  la  vitesse  du  vent,  {supposé  horizontal), 
et  i,  l'angle  d'inclinaison  de  AB  sur  l'horizontale  ; 

2°  Que  le  fil,  de  poids  négligeable,  est  sensiblement  rectiligne  et  diriqé 
suivant  T  ." 

'i"  Que  le  cerf-volant  demeure  immobile. 

Calculer,  en  fonction  de  v,  l'inclinaison  i  de  AB,  la  traction  T  exer- 
cée par  le  fil  et  l'inclinaison  H  de  ce  fil  sur  l'horizontale. 

Dire  quelle  est  la  limite  au-dessous  de  laquelle  v  ne  peut  descendre  sans 
que  le  cerf-volant  cesse  de  se  tenir  en  l'air. 

Nous  prendrons  le  point  U  pour  origine  des  coordonnées,  et,  pour  a.\e  des  x,  l'horizontale  de  ce 
point,  orientée  dans  un  sens  tel  que  l'angle  de  cette  direction  avec  l'axe  de  symétrie  AB  du  cerf- 
volant  soit  aigu  et  positif  et  que  l'angle  formé  avec  le  fil  soit  aigu  et  néga- 
tif ;  l'axe  des  y  est  la  verticale  ascendante.  Quand  il  y  a  équilibre,  tout 
cela  est  réalisable  et  tous  les  éléments  indiqués  sur  la  fio-ure  sont  dans 
un  nnéme  plan  vertical. 

Il  y  a  trois  équations  d'équilibre,  que  l'on  obtient  en  projetant  les 
forces  sur  Ox,  sur  Oj/  et  en  prenant  la  somme  de  leurs  moments  par  rap- 
port au  point  D. 

Nous  avons  ainsi 

T  cos  0  —  N  sin  i  =  0, 
N  cos  t  —  P  +  T  sin  6  =  0, 
M'P  -+-  M'N  =  0  ; 
désignons  DE  par  «,  EC  par  b  et  EG  par  c,  la  troisième  équation  deviendra 

(a  sin  i  -+-  c  cos  i)P  —  6N  =  0. 
elle  donne 

cP 


Comme     N  =  Ko^  sin  /, 


tK  i  — 


Kbv^  —  aP 


Une  première  condition  est  que  tg  i  soit  positif,  c'est-à-dire     v-  > 
Les  deux  premières  équations  donnent  alors  T  et  0  : 

T^  =  N^  4-  P^  -  2NP  cos  i. 


aP 
K6 
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P  —  N  cos  I 

tg  0  =  — ^.    ■     .       • 
>  sin  ! 

Il  fiiul.   dans  cps  l'oiiiiulcs,  remplacer  tg  i  par  sa  valeur,  puis  exprimer  que  Ig  'i  esl  négatif.  Nous 

avons     N  =  Ky-  sin  (, 

T-  =  P2  -f-  K-u'  sin-  i  —  SKPy^  sin  !  cos  i, 

V  —  Kl)-  sin  i  cos  ; 

Ijr  0    = 

Ku-  sin2  ( 
Ces  deux  formules  s'expriment  alors  directement  à  l'aide  delgi,  ou,  mieux,  en  fonction  homogf'ne 
et  du  second  degré  de  sin  i  et  cos  î,  haut  et  bas  : 

(P-  -+-  K-u')sin- 1  —  :2KPl'2  sini  cos  !  -+-  P-  cos'  i 


T^  = 


tg  n  = 


cos-  î  -+-  sin^i 
P(sin-  i  -+-  cos^  i)  —  Kv'  sin  i  cos  i 


Ku-  sin-  i 

Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  sin  i  par  cP  et  cos  i  par  Klw-  —  aP  ;  nous  avons  ainsi  les  valeurs  de 
T  et  de  IgO  en  fonction  des  cléments  de  l'appareil  et  do  la  vitesse  du  vent.  T^  prend  ainsi  une  valeur 
positive  linie,  parfaitement  déterminée  qui  n'appelle  aucune  remarque  particulière.  Quant  à  tgO,  elle 
doit  prendre  une  valeur  négative  ;  cette  valeur  est 

_    P[c^P'  4-  {Khv-  —  aPY]  —  Kci;-'P(K/vi.'-  —  aV) 
''^     ~  KcVF 

\\-{h-  -  hcy  -^- KP(ac  —  2ab)v' -4-  (a'-  -+-  c- )P^ 


'^  KcH'P 

Le  dénominateur  de  tg  0  est  positif,  le  numérateur  est  un  trinôme  en  v-  dont  le  premier  coefficient 
Iv(i-  —  bc)  est  négatif,  car  b  est  plus  petit  que  c.  Les  deux  racines  de  ce  trinôme  en  v-  sont  l'une,  posi- 
tive, et  l'autre,  négative.  Pour  qu'il  soit  négatif,  il  faut  donc  que    v-   soit  plus  grand  que  la  racine  posi- 

aP 
tive.  Ur,  il  est  facile  de  voir  que  pour    v"  =  ~rT  '     '^  trmome  est  positif;   donc  ce  nombre  esl  plus 

petit  que  la  racine  positive  du  trinôme  et  la  limite  inférieure  de  v-  est  bien  cette  racine   : 

ac  —  2aè  -+  c/a-^^ÎP^  Abf      P 

*"'  ""  c  —  b  2Kb" 

nP 
Le  résultat  de  la  substitution  ;\  u-  du  nombre  --—  est  P'c^.   L'unique  condition  est  donc  bien 

Kb 

v^  >  vj. 
Bonnes  solulions:  .MM.  tl.  L*cu,  à  Douai  ;  G.  Hailleul.  à  Houplines. 


2066.  —  Résoudre  un  triangle  connaissanl  tes  trois  cotes: 

a  =  i01'",4o6,  h  =  ■.nii"<,iiyj,  c  =  2!t7"',3lo 

Calculer  les  angles  et  la  surface. 


a  =  /i01,ioG, 
Données  :\   h  =  328,:233,  Résultats  : 

c  =  21)7,:H5,  , 


A  =  88',3328, 
U  =  5Sr,50, 
C  =  51 ',9674, 

S  =  'j8005'",3 


Formules:  r  =     /(^-«)(«  -  ^KP  -  O"  ;  ,.A   =.     / JF -'»(P  -0 


p—a 
S  =  vp(p  —  a)lp  —  b){p  —c)  =  pr. 
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Calculs  auxiliaires. 
ip  =  I  027,00i 
p  =      H 13, 302 
p  —  a  =      11 2,046 
p—b=:      isr),200 
p  —  c=      2ir>,d8T 
1 
log  r  =  -,-  ijog  (p  —  a)-\-  log  (p  —  b)  -+-  log  (p  —  o) 

+  colog  p 


log  (p  —  a) 


\og[p-b) 


colog  p 


log  )• 


log  1120       =     0W22 

poiii-  4  I5,t) 

»  r,  2,:î 

log  112,U4ii  =  2,04'.t40 


log  18o2      =      20764 
pour  0  11 


2,16 


18"i,26'J  =  2,20781 


og{p- 

'■) 

log 

2101 

334o:; 

pour 

M 

ir,,N 

» 

' 

1,4 

Calculs  définitifs. 
Calcul  de  A. 

log  tg  —  =  log  )•  +  colog  {p  —  a) 
log  r  =  1,(1707:; 
colog  {p  —a)  —  3',0:i000 

log  ts  —  =  1,9213:; 


log  li'',26' 
pour  6 


1,02126 


8,4 

o,(; 


log  216,(87  =  2,3:i48:i 


log  :;i3o 

pour  02 


7IO.j4 
0,1  S 


log  :il3,302  =  2,710:i4 
colog  313,302  =  3",28946 


2,04040 
2,26781 
2,33483 
3,28946 


log  2.-  =  3,94130 
log  r  =  i,97os:; 


log  44T,26\64"  = 

1,02133 

A  =  88-,53\28" 

Calcul  de  H. 

logr  - 

1,97073 

colog  ^p  —  *)  = 

,j,73210 

logtg|.= 

r 70291 

log  29--,73>  = 

T,70294 

B  = 

39',  30 

Calcul  de  C. 

log  r  = 

1,97073 

colog  (p  —  c]  = 

3,66317 

1,63592 

log  2';-,98 

1,63585 

pour           3 

3,7 

» 

1,3 

Calcul  de  S. 


—  =  23-,9837 
G  =  31-,9674 

log  p  =  2,71034 
log  r  =  1,97073 


log  S  —  4,69129 
log  48000       =  4,68124 
pour  3    =  4,3 

:;  0,43 


A  =  94 


log  48003,3  =  4,68129 
A.  COURTOIS,  147e  d'Infanterie,  à  Sedan. 


Bonnes  solutions  :  MM.  0.  LtcEi,  à  Dou.ii  ;  A.  Rocs^eai:,  ,i  Fournes-en-Weppes;  P.  Hicmonoin,  à  Lérouville  ;  G.    Bailleul, 
à  Houplines. 

Physique. 
2067.  —  On  considère  Le  système  oplique  constitué  par  une  lentille  mince  plan-convexe  dont  lu  face 
plane  est  argentée. 

["Calculer  le  rayon  qu'il  faut  donnera  la  face  courbe  delà  lentille  pour  que  ce  système  soit 
équivalent  à  un  miroir  concave  de  i™  de  rayon  [indice  du  verre  :  i,5:3). 
2°  Construire  l'image  d'un  point  dans  ce  système  optique. 
3»    Y  a-t-il   guelque  chose  de   changé   au  point   de    vue  optique,    si    l'argenture    n'adhère 
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pas  bien  au  verre  et  laisse  ainsi  entre  ta  lentille  et  le  miroir  une  lame  d'air  extrêmement  mince  ? 
4"  On  se  propose  (Tnchromaliser  le  système  pour  deux  radiations  donni<es,  l'une  rouge  et 
l'autre  violette.  L'on  accole  à  cet  effet  à  la  lentille  plan-convexe  en  croicn  une  lentille  divergente 
en  flint.  Calculer  les  rayons  de  courbure  R  et  R'  des  deux  lentilles  supposées  minces,  sachant  que 
les  indices  de  la  radiation  rouge  sont  de  1,52  dans  le  crown  et  1,03  dans  le  fini  et  qtie  ceux  de  la 
radiation  violette  sont  de  1,54  dans  le  crorrn  et  1,07  dans  le  flint. 

1.  Si  r  el  r'  désignent  les  rayons  de  courbure  dos  doux  faces,  on  a,  en  appliquant  successivemeni 
la  formule  des  dioptres  et  celle  des  miroirs, 

1  »    _    1  -  »  _L       J ^  *  n    _   \  —  n 

p        7'i   ~       '■      '  P^        Pi   ~   >''  '  P'        P'  ~       1' 

\  1  in        2(n  — 1) 

d'oii  • 1 r  =  ~ ' 

p         p  r  r 

équation  qu'on  peut  identifier  avec  celle  d"un  miroir  de  rayon  ?, 

1  1    _   2 

p        p'    "    P  ' 

n         n  —  1  1 

en  posant  — =  — • 

Pour     r'  =  X  ,     ?  =  1"'     et     n  =  1,53,     il  vient 

_,=0"',53. 

2.  La  construction  est  ramenée  à  la  construction  de  l'image  d'un  point  dans  un  miroir. 

3.  Il  n'y  a  rien  de  changé  si  l'argenture  n'adhère  pas  bien  au  verre  car,  dans  ce  cas,  un  rayon 
rétléchi  sur  l'argenture  fait  dans  le  verre,  à  l'incidence  et  après  réflexion,  des  angles  égaux  avec  la 
normale  comme  s'il  s'était  réfléchi  sur  la  face  de  la  lentille.  Si,  au  lieu  do  ne  considérer  que  des  rayons 
quasi-normaux,  on  considérait  des  incidences  quelconques,  il  pourrait  se  produire  sur  l'air  une  réflexion 
totale  qui  ne  laisserait  pas  la  lumière  arriver  jusqu'à  l'argenture;  mais,  même  dans  ce  cas,  il  n'y  aurait 
rien  de  changé  à  la  direction  des  rayons  réfléchis. 

4.  Pour  exprimer  la  condition  d'achroniatisine,  (in  peut  calculer  la  distance  focale  du  miroir  équi- 
valent au  système,  ce  qui  donne 

1    _   2(n'—  I)         2(n'—  n) 

7  "~       R  iv      ' 

et  écrire  que  cette  distance  focale  a  la  même  valoiii'  pour  le  rouge  et  pour  le  violet.  On  a  ainsi 

0,63        0.11    _  0,67        0,13 
~R  R^  "~     R  R^' 

d'où  R  =  2R'. 

On  peut  encore,  ce  qui  est  plus  simple,  écrire  que  le  système  non  argenté  est  achromatique  par 
réfraction,    car   la    réflexion    n'introduit    pas    d'aberration    chromatique.    Alors    la    condition   connue 

An( ) -I   '^"'(-7 r)~0    devient  ici 

et  donne  encore,  bien  entendu,  R  =  2R'. 

Si  le  système  doit  toujours  être  équivalent  ;i  un  miroir  concave  d'iiii  mètre  de  rayon,  l'expression 
de  la  distance  focale  est  nécessaire  et  donne 

0,63        0,11 

"R Fr  =  '- 
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Ues  deux  rayons  de  courbure  sont  alors 

R  =  0'",41  et  R'  ==  0»,205. 

Solution  partielle  de  M.  Marcel  I'u.mann. 


2068.  —  Entre  les  deux  armatures  A  etB  d'un  condensateur  pion  chargé  et  parallèlement  à  celles-ci, 
on  glisse  un  plateau  métallique  C.   Ce  plateau  est  isolé  et  non  chargé  :  il  a  les 

>■  +  +  +  +  +  ■¥ mêmes  dimensions  que  les  armatures. 

Le  plateau  C,  une  fois  complètement  introduit  entre  A  et  B,  est-il  soumis 
à  une  force   tendant  à  le  déplacer  ;  i est-il  pendant  son  introduction  ? 
'  /-«  force  d'attraction,  qui  s'exerce  entre  A  et  B,  est-elle  modifiée  par  l'in- 
troduction de  C    et  dans  quelle  proportion  . 
1"  Si  l'on  suppose  que  h.  et  B  restent  chacun  isolé  pendant  l'introduction  de  G? 
2°  i^i  l'on  suppose  que  l'on  maintient  entre  A  et  B  une  différence  de  potentiel  constante  ? 
Le  condensateur  plan  est  supposé  assez  grand  pour  que  la  perturbation  du  champ  électrique  sur  les 
bords  puisse  être  négligée. 

Distance  de  A  etB  :  3<^"\  Épaisseur  de  C  :  I*^"". 

Quand  le  plateau  C  est  mis  en  place,  la  densité  électrique  est  la  même,  en  valeur  absolue,  sur 
une  armature  et  sur  la  face  de  C  qui  lui  fait  vis-à-vis,  en  vertu  de  la  propriété  des  éléments  correspon- 
dants. Elle  est  aussi  la  même  sur  chaque  face  de  C,  parce  que  le  plateau  était  isolé  et  non  chargé. 
Donc  toutes  les  pressions  électrostatiques  sont  égales  ;  en  particulier,  sur  les  deux  faces  du  plateau  C, 
elles  se  font  équilibre  et  il  n'y  a  pas  de  force  tendant  à  déplacer  ce  plateau. 

Pendant  l'introduction  du  plateau,  il  y  a  sur  sa  tranche  un  peu  d'électricité  positive  d'un  cùlé, 
d'électricité  négative  de  l'autre,  par  conséquent  des  pressions  électrostatiques  qui  ont  des  composantes 
parallèles  aux  armatures  et  qui  attirent  le  plateau  à  l'intéiieur  de  celles-ci. 

La  force  d'attraction  qui  s'exerce  entre  A  et  B  est  mesurée,  par  unité  de  surface,  par  la  pression 
électrostatique  Siifi.^,   ix  désignant  la  densité  électrique  superficielle. 

1.  Si  A  et  B  sont  restés  isolés  pendant  l'introduction  de  C,  la  densité  électrique  n'a  pas  pu 
changer,  non  plus  par  conséquent  que  l'attraction  en  question. 

2.  Si  A  et  B  présentent  une  différence  de  potentiel  constante,  cette  chute  de  potentiel  se  produisant 
dans  un  intervalle  qui  a  varié  dans  le  rapport  de  3  à  2,  le  champ  ki-.^x  et,  par  conséquent,  la  densité  ont 
varié  dans  le  rapport  de  2  à  3.  La  pression  électrostatique  et,  par  conséquent,  l'attraction  ont  donc  varié 
dans  le  rapport  de  4  à  9. 


Chimie. 

2069.  —  Un  appareil  de  grillage  peut  être  alimenté  soit  avec  du  soufre,  soit  avec  de  la  pyrite  de  fer 
(FeS-),  soit  avec  de  la  blende  (ZnS).  On  règle  la  quantité  d'air  admise  dans  l'appareil  de  manière  que  les 
gaz  résultant  du  grillage  contiennent  5  " ,\  d'oxygène. 

On  admettra  que  le  grillage  des  sulfures  métalliques  ne  laisse  comme  résidu  que  des  oxydes. 

On  demande  de  donner  dans  les  différents  cas  la  composition  centésimale  en  volume  des  gaz  obtenus. 

Nota.  —  Pour  simplifier  les  calculs,  on  admettra  que  l'air  renferme  en  chiffres  ronds  20  '/„ d'oxygène. 

Premier  cas.  — Le  grillage  du  soufre  est  représenté  par 

S  -t-  02  =  SO^ 

Soient,  pour  100  volumes  de  gaz. 
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•î  le  volume  de  l'oxygène, 
.)•  celui  du  gaz  sulfureux, 
flo  —  .r     celui  do  l'azote. 
A  5  volumes  d'oxygène  correspondent  20  d'azote  ;  à  .r  de   gaz  sulfureux  correspondent  .r  d'oxy- 
gène et,  par  conséquent,  4x  d'azote,  donc 

m  —  .r  =  20  4-  '<  '•,         d'où         a-  =  lo. 
La  composition  des  gaz  obtenus  est  donc  : 

Oxygène  .^i, 

Gaz  sulfureux  lo. 
Azote  80. 

Deuxième  cas.  —  Le  grillage  de  la  pyrite  est  représenté  par 

2FeS2  +  110  =  Fe^îO'  +  i  SU^ 
Au  volume  x  de  gaz  sulfureux  correspond   un  volume  x  d'oxygène   dans  le  gaz  sulfureux  et   un 

3  H 

volume  —  .!•  d'oxygène  resté  combiné  au  fer,  en  tout  -rr- r  d'oxygène  et,  par  conséquent,  quatre  fois 

"  o 

H 

plus,  soit —  r  d'azote.  Donc 

f),")  —  a;  =  20  H —  r,     d'ovi     .r  =  11,5. 

Composition  du  mélange  :  Oxygène  .^, 

Gaz  sulfureux  M,o, 
Azote  83,5. 

Troisième  cas.  —  Le  grillage  de  la  blende  est  représenté  par 

ZnS-f-;K)  =  ZnO  +  SO^ 

3 
Dans  ce  cas,  à  un  volume  .r  de  gaz  sulfureux,  correspond  un  volume  —  x  d'oxygène  et  C.r  d'azole. 

9.")  —  .r  =  20  -h  6x,     d'où     x  =  10,7. 
Gomposition  cherchée  :  Oxygène  S, 

Gaz  sulfureux  10,7, 
Azote  Si,.*!. 

Assez  bnnni'  solulion  de  M.  Raymond  Cmnni.,  à  Moulins. 

^ 
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2070.  —  On  donne  une  sphère  de  48'"'"  de  rayon  :  les  projeclions  de  son  centre  s)rt(  sur  le  grand  axe  de  lajeuille. 
symélrifjues  par  rapport  au  petit  axe.  et  situées  à  10' ^  de  ce  petit  axe. 

1"  Circonscrire  à  cette  sphère  wi  hyperboloïde  de  révolution  ayant  même  centre  que  la  sphère,  dont  ia.Te  est  de 
front,  incliné  à  iiO»  sur  le  plan  horizontal,  et  sur  lequel  an  s'élève  de  ijauche  à  droite.  Les  génératrices  rectilùjnes  /uni 
30"  avec  l'axe. 

20  Circonscrire  à  la  mém'.  sphère  un  paraboloïde  dr  révolution  ayant  son  axe  de  bout,  son  sommet  en  avant  de  la 
sphère,  et  sachant  que  la  dislance  de  son  sommet  à  son  foyer  vaut  8""". 

.t»  Construire  Vinlersection  des  deu.r  surfaces.  Déterminer  les  axes,  les  sommets,  les  points  doubUs  avec  les  tan- 
{/entes,  et  les  points  sur  les  contours  apparent.'.-. 

i"  lieprésenter  le  solide  commun.  Dessiner  en  noir  tes  lignes  de  contour  apparent  et  d'intersection,  en  rouge  les 
lignes  de  construction. 

^>"  Calculer  les  distances,  au  centre  de  la  sphère,  des  deux;  plans  de  front  bitnngenis  à  l'intersection. 

Donner  sur  une  /euiltc  à  part  le  détail  du  calcul  ei  une  e.rplication  sommairr  de  l'épure. 

[l'.cole  normale  tui)érieiire  et  Bourtes  rf«  licence.  i9t8.) 
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On  cointriiil  d'abord  l'hyperbole  méridienne  qui  donne  le  contour  apparent  vertical  de  la  première  sur- 
face, et  dont  on  connaît  l'axe  non  transverse  o's',  les  asymptotes  dont  l'angle  avec  o'-'  est  30°,  et  la  longueur 
du  demi-axe  Iransverse  o'a'  =  48""».  Le  contour  apparent  horizontal  est  la  projection  de  l'hyperbole  section 
de  la  surface  par  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  verticales.  Or  ce  plan  est  de  bout,  passe  par  le  centre 
o'  de  la  surface  et  par  le  milieu  i'  d'une  corde  ((uelconqne  XV  verticale,  limitée  aux  deux  asymptotes  de  la 
méridienne  de  front;  on  a  donc  sa  trace  verticale  i'o'.  L'hyperbole  projection  horizontale  a  le  même  demi-axe 
Iransverse  ob  que  la  première,  mais  ses  asymptotes  sont  les  projections  des  génératrices  du  cône  asymptote 
situées  dans  le  plan  o'i'  et  nous  les  obtenons  en  inscrivant  dans  ce  cône  asymptote  la  sphère  2':;  et  en  menant 
par  le  point  0  les  tangentes  à  son  contour  apparent  horizontal.  On  peut  donc  tracer  par  points  l'hyperbole 
dont  on  a  les  asymptotes  oc  et  le  demi-axe  transverse  ob. 

Le  paraboloïde  a  pour  contour  apparent  hoi'izoïital  la  parabole  méridienne  dont  l'axe  est  de  bout;  nous 
connaissons  la  longueur  de  la  sous-normale,  16""°,  double  de  la  distance  donnée  du  foyer  au  sommet,  en  sorte 
qu'il  suffit  de  porter  cette  longueur  à  partir  du  centre  0  de  la  sphère  inscrite,  vers  le  sommet,  en  on,  pour 
obtenir  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  d'incidence  de  la  normale  qui  passe  en  0.  Ce  point  est  donc  l'intersec- 
tion d  de  la  circonférence  inscrite  à  la  parabole  avec  l'ordonnée  nd.  On  en  déduit  la  sous-tangente  n-.  et  par 
suite  le  sommet  ^  au  milieu  de  la  sous-tangente.  On  [)eiit  alors  construire  la  parabole  par  points  puisque  l'on 
connaît  le  sommet  et  le  foyer. 

Intersection  des  deux  surfaces.  —  Les  deux  surfaces  étant  circonscrites  à  la  môme  sphère,  se  coupent  sui- 
vant deux  courbes  planes,  et  les  plans  de  ces  courbes  passent  par  la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux 
courbes  de  contact  de  la  sphère  avec  chaque  surface  ;  cette  droite  est  une  ligne  de  front  dont  les  projections 
sont  nd  et  o'a'.  Nous  sommes  donc  ramené  à  construire  les  sections  de  l'une  quelconque  des  deux  surfaces 
par  ces  plans.  On  sait  que  toute  section  plane  d'un  paraboloïde  de  révolution  se  projette  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  suivant  un  cercle.  Nous  aurons  donc  en  projection  verlicale  deux  cercles  se  coupant  sur  la  droite 
o'a'  qui  est  un  axe  de  symétrie  de  l'intersection  des  deux  surfaces  pour  cette  projection. 

On  peut  obtenir  immédiatement  ces  deux  cercles  en  prenant  un  plan  de  projection  auxiliaire  passant  par 
les  axes  des  deux  surfaces  :  le  nouveau  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde  coïncide  avec  l'hyperbole 
méridienne  et  il  suffit  de  construire  une  parabole  égale  à  la  première,  de  sommet  si  et  d'axe  sio'.  Les  deux 
courbes  se  coupenl  en  quatre  points  qui  nous  donnent  les  traces  g^i/ii  et  ^ipi  des  plans  de  section  sur  le  nou- 
veau plan  horizontal,  et  on  en  déduit  les  deux  diamètres  cj'h'  et  p'k'  des  cercles  cherchés. 

Connaissant  la  projection  verticale  de  chaque  ellipse,  on  en  peut  déduire  la  projection  horizontale  en  con- 
struisant deux  diamètres  conjugués.  Ainsi  les  deux  rayons  rectangulaires  tu'/i'  et  0/3'  de  la  projection  verticale 
donneront  les  demi-diamètres  conjugués  loh  et  loj.  .Nous  en  déduirons  les  deux  axes  de  l'ellipse  par  la  con- 
struction bien  connue  :  au  point  /(  nous  avons  mené  une  perpendiculaire  à  la  tangente  hp  et  nous  avons  porté 
la  longueur  hi  =  toj,  puis  nous  avons  fait  passer  une  demi-circont'érence  par  les  points  a  et  10  et  dont  le 
centre  soit  sur  lip;  les  extrémités  -(•  et  â  du  diamètre  de  cette  circonférence  ont  déterminé  les  directions  to/ 
et  w^  des  axes  de  l'ellipse.  Il  suffit,  pour  avoir  les  sommets  eux-mêmes,  de  tracer  la  projection  verticale  de 
chaque  axe  et  de  prendre  ses  points  d'intersection  avec  la  circonférence,  puis  de  rappeler  ces  points  sur  la 
projection  horizontale. 

Points  remarquables.  —  Les  points  sur  le  contour  appaicnt  vertical  de  l'hyperboloïde  sont  à  l'intersection 
de  l'hyperbole  méridienne  avec  la  fiontale  du  plan  de  chaque  ellipse  qui  a  le  même  éloignement  que  le  centre 
de  la  surface  et  correspondent  aux  points  tels  que  3  uii  l'ellipse  projection  horizontale  coupe  la  projection  hori- 
zontale oz  de  l'axe. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde  sont  les  projections  des  points  tels  que  r/ 
011  le  cercle  projection  verticale  de  l'ellipse  coupe  le  plan  diamétral  o'c'  conjugué  des  cordes  verticales  de  la 
surface.  Les  points  sur  le  contour  apparent  horiz'nilal  du  paraboloïde  sont  les  projections  horizontales  des 
points  tels  que  -J  où  le  cercle  traverse  le  plan  horizontal  ([ui  contient  la  méridienne. 

Nous  avons  déjà  déterminé  les  points  doubles  dans  l'espace  (Ç,  Ç')  et  (v,  v'),  mais  on  peut  remarquer  qu'il 
y  a  en  projection  horizontale  deux  autres  points  doubles  sur  l'axe  du  paraboloïde,  qui  est  l'intersection  des 
deux  plans  de  bout  conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux  surfaces.  Les  tangentes  en  chacun  des  points 
doubles,  tels  que  Ç,  s'obtiennent  en  projetant  simplement  les  tangentes  à  la  projection  verticale  au  point 
correspondant.  Par  exemple,  il  suffit  de  prendre  l'inlerseclion  t'  ou  0'  de  la  tangente  en  C  au  cercle  10'  avec 
l'un  des  diamètres  qui  donnent  les  diamètres  conjugués  de  la  projection  horizontale,  pour  obtenir  la  tan- 
gente /;o. 

Solide  commun.  —  Le  solide  commun  est  limite  en  projection  verticale  par  les  deux  cercles  et  les  arcs 
d'hyperbole  allant  d'un  point  de  contact  ii  l'autre  ;  les  ciri-onl'érences  sont  enlièreinont  vues  puisque  toute  la 
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surface  du  paraboloïde  est  vue  en  projection  verticale  et  que  la  portion  d'hyperboloïde  conservée  est  entière- 
ment projetée  dans  l'angle  curviligne  g'I'K.  En  projection  horizontale,  le  point  l  étant  vu    sur  les  deux   sur- 
faces, on  en  déduit  aussitôt  les  parties  vues  de  l'intersection  et  on  limite  le  contour  apparent  de  chaque  surface 
à  SOS  points  de  contact  avec  chaque  ellipse.  Cette  détermination  n'offre  aucune  difliculté. 
Calcul  des  distances.  —  L'équation  du  paraboloïde  est 

x"-  +  ;^-2  _^  =2  _  48^  —  (y  -  1  ti)2  =  0  ; 
celle  de  l'hyperboloïde  est 


œ-  +  y-  +  ;-  —  4V2  —  -3  (-  +  ^v'^)-  =  0- 
Les  plans  des  courbes  de  contact  s'obtiennent  en  retranchant  : 


Prenons  par  exemple  le  plan 


3 
16  =  ±-^(.-H-^/3\ 


3  =  y/3(— a;-(-î/  -  16). 
Il  coupe  les  deux  surfaces  suivant  la  même  conique  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

x''  +  !/^-\-3{—x  +  y-l6f  —  iS--(y  —  i6r-  =  0. 
L'autre  donnerait  une  conique  symétrique  de  celle-ci  par  rapport  à  Oy,  en  sorte  qu'elles  ont  les  mêmes 
tangentes  parallèles  à  Ox.  Pour  avoir  les  ordonnées  de  ces  tangentes,  on   peut  couper  les  coniques  par  le  dia- 
mètre conjuLÇué  de  Ox,  mais  on  peut  aussi  mettre  en  évidence  le  diamètre  en  décomposant  en  carrés  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  de  la  conique. 
Il  peut  d'abord  s'écrire 

4a;-—  Ory -H  3.7- -1-6. 16a;  — 4.161/  —  7.16-  =  0 


OU 


[2.-^  +  fl6]Vl,-h-^,/-f. 16-^  =  0. 


La  conique  est  donc  bitangente  aux  deux  droites 

3y2-i-  32;/  — 37.1  G^  =  0, 
i   »  =  51,10, 
(  1/  —  61,//, 
qui  donnent  en  millimètres  les  distances  demandées. 

♦ 


CONCOURS  DE  191.3 
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Algèbre  et  Trigonométrie. 

2155.  —  On  considère  la  fonction   6   de   a;   définie  par  la  relation    arctsx= 7-^     où  le  premier 

'^  "1-1-  'la;- 

membre  représente  un  arc  compris  entre    — ^    et    -1--^. 

1°  Déterminer  les  valeurs  limites  de  6  pour    a;  =  ±  t»     et    a;  =  0. 

2°  Suivre  les  variations  de  la  fonction  <)[a;)  quand  a;  croit  de    —  x     à    4- ao  . 

3°  Dans  cette  fonction  6(.r),  on  remplace  x  par  ni',  n  étant  un  entier  variable  et  p  un  nombre  positif 
donné  ;  on  considère  la  série  dont  le  terme  de  rang  n  a  pour  valeur  8(n^).  Pour  quelles  valeurs  de  p  la  série 
est-elle  convergente? 

/^°°  X 

4»  Calculer       / ^  ■  0(a;) . rfa-.      Etudier  la  variation  de  celte  intégrale  quand   a  augmente  de     —  00 

il    -h  -j:  . 

5»  Calculer,  à  l'approximation  delà  règle  à  calcul,  la  valeur  numérique  de       I      -r— — -■&{x).dx. 

Jj__  1  -t-  X- 

V'3 

(2  juin,  de  7  h.  à  il  A.) 
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Gc'oniclrie  anilijtique  et  Mécanique. 

2156.  —  flans  le  plan  .rOi/  du  trièdre  des  coordonnées  Oxyz,  on  donne  le  cercle  de  rayon  c,  langent  à 
Ov  au  point  0,  du  côte  de  Or;  sur  la  circonférence,  les  points  A  et  H  situés  à  la  distance  r  du  point  0. 

I.  —  Un  point  quelconque  "  de  la  circonférence  est  la  projection  d'un  point  M  dont  la  cote 
est    z  =  PA-t-PB. 

1"  Calculer  les  coordonnées  x,  ;/,  :  du  point  M  en  fonrlion  de  l'angle  polaire    VOx  =  w     liii  point  P. 
2°  Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  V.  En  constraire  les  projections  sur  les  plans  xOz,  i/O;. 

II.  —  Soit  C  le  point  d'abscisse  — r  pris  sur  le  prolongement  de  Or;  A,  B,  G  sont  les  points  d'appui  sur 
le  plan  borizontal,  supposé  rigide,  de  trois  pieds  spbrriques  identiques  fixés  aux  trois  sommets  d'une  lame 
triangulaire  bomogrne. 

Sous  laclion  d'elforts  liorizontanx,  la  lame  se  met  à  tourner  autour  d'un  certain  axe  vertical  dont  la  trace  1 
sur  le  plan  .rOi/  a  pour  coordonnées  polaires  p  et  lo. 

i"  Exprimer  que  la  résultante  des  réactions  de  froltement  iln  plan  sur  la  lame  est  perpemiiculaire  à  01.  (On 
désignera  par  a,  b,  c  les  longueurs  lA,  IB,  IC  ;  par  i,  ï,  y  les  coelticients  de  frottement,  supposes  dilTérents 
aux  trois  points  A,  B,  C.) 

2°  On  suppose  a  =  S,  y  étant  rendu  négligeable  au  moyen  d'un  lubrifiant.  l'ormer  l'équation  polaire  du 
liea  des  points  I  définis  par  la  condition  précédente.  Etudier  ce  lieu. 

;î°  Comment  varie,  avec  la  position  du  point  1,  le  moment  résultant  des  réactions  de  frottement  par 
rapport  à  la  verticale  du  point  I  ? 

N.  B.  —  11  est  bien  entendu  que  : 

Le  trièdre  Oxy;  est  trirectangic  ; 

Les  sommets  de  la  lame  triangulaire  sont  aux  centres  de  ses  trois  pieds  spliériques,  et  le  tout  constitue  un 
solide  indéformable  ; 

Dans  la  question  3°,  on  n'envisage  que  les  points  1  du  lieu  2°. 

{3  juin,  de  7  II.  à  il  h.) 

Épure  de  Géométrie  descriplicc. 

2157.  —  Un  cube  de  12  cm.  d'arête  a  une  face  horizontale  et  imc  face  de  front.  Une  sphère  S  a  pour  grand 

cercle  le  cercle  inscrit  dans  la  face  antérieure  du  cube.  Un  hyperboloïde  de  révolution  II  a 
pour  axe  la  droite  qui  joint  les  sommets  (a,  a'}  et  [b,  //)  du  cube  et.  pour  Tune  de  ses  géné- 
ratrices, la  médiane  verticale  de  la  face  anlérieurc  du  cube,  médiane  projetée  horizonta- 
lement au  point  c. 

Figurer  en  traits  mixtes  les  génératrices  rectilignes  de  l'hyperboloïde  qui  sont  situées 
sur  les  faces  du  cube,  en  rouge  celles  qui  sont  du  même  système  que  la  génératrice  donnée, 
en  bleu  celles  de  l'autre  système.  On  limitera  les  traits  mixtes  aux  arêtes  du  cube. 
i3°"  lîeprésenter  par  ses  projections  le  solide,  supposé  opaque,  obtenu  eu  supprimant  de  la 
sphère  S  la  partie  contenue  à  l'intérieur  de  l'hypeiboloïde  II.  l'intérieur  étant  la  région  qui 
contient  le  centre  de  cette  surface. 

On  se  conformera,  pour  la  mise  en  place,  au  croquis  joint  à  l'énoncé. 

(l  juin,  du  7  II.  Il  1  i  II.) 
Calcul. 
2158.  —  1°  Calculer  une  table  des  valeurs  de     10-'^     pour  des  valeur*  de  (croissant  de 
0  à  1  par  échelons  de  0,1. 

2°  De  celte  première  table,  en  déduire  ime  deuxième  qui  donne  les  valeurs  approchées  de  l'intégrale 

u  =  l  'lO"''rf/,      pour  (les  valeurs  de  l  croissant  de  0  à  I  par  échelons  de  0,1. 

3"  Comment  et  dans  quelles  limites  la  deuxième  table  peut  elle  servir  à  étudier  la  fonction  de  la  variable  x 
définie  par  la  formule    ;/ =    I    e'' dxi     {e  =  2,7l8..i. 

4»  Kn  particulier,  calculer  la  v;ileur  de  x  qui  correspond  à     //  =     —,      {t.  =  3,14..,). 

(Tables  de  logarithmes  et  rèi;le  .'i  calcul  à  v(donté.) 

(7  juin,  de  i  7  II.  à  IS  h.) 

l'hi/.ti'jiii'. 

I.  —  Définition  expérimentale  cl  procédés  de  mesure  de  la  tension  superficielle. 

II.  —  2159.  Un  condensateur  sphériquc  est  donné.    Le  pou\oir  inducteur  spécifique  du  diélectrique  est  1, 
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dans  le  condensateur  comme  à  l'extérieur.  L'armature  intérieure  est  une  sphère,  8i  de  rayon  Ri;  l'armature 
extérieure  est  une  couche  sphérique  concentrique  dont  la  surface  intérieure  S2  et  la  surface  extérieure  Sa  ont 
pour  rayons  R-i  et  R3. 

Charge  :  On  met  au  potentiel  de  la  terre,  pris  pour  zéro,  l'armature  intérieure  ;  au  potentiel  V,  l'armature 
extérieure  supposée  à  distance  très  grande  de  tous  les  autres  corps  qui  peuvent  se  trouver  dans  le  diélectrique. 
Trouver,  dans  le  système  électrostatique  C.G..S.,  les  expressions  des  charges  ?.,  q:,  çs  sur  les  surfaces  Si,  Sj,  S3 
et  de  l'énergie  électrique  totale  W  du  système. 

Décharge  :  Le  condensateur  étant  ainsi  chargé,  l'armature  extérieure  est  isolée  de  lasource  au  potentiel  V. 
Etudier  la  dissipation  des  charges  et  de  l'énergie,  dans  les  trois  cas  de  décharge  suivants  : 

1.  L'armature  intérieure  étant  isolée  de  la  terre,  on  la  réunit  à  l'armature  extérieure  par  une  résistance  ; 

2.  L'armature  intérieure  étant  isolée  de  la  terre,  on  réunit  l'armature  extérieure  à  la  terre  par  une  résis- 
tance ; 

3.  L'armature  intérieure  restant  liée  ù  la  terre  par  une  résistance,  on  réunit  l'armatui-e  extéi'ieure  à  la 
terre  par  uneautre  résistance. 

Application  numérique  :  Calculer,  dans  le  premier  cas,  la  masse  de  glace  dont  la  fusion  pourrait  être 
obtenue  par  la  décharge,  en  adoptant  les  données  suivantes  : 

Ri  =  lOO"^"".  V=:  100    unités  électrostatiques  C. G. s. 

Ri  =  102™.  Equivalent  mécanique  do  la  calorie  :  4,18  joules. 

Rs  =  dOi'™.  Chaleur  de  fusion  d'un  gramme  de  glace  :  80  calories. 

{2  jvi»,  d-e  14  U.  a  17  h.) 
Chimie. 
\.  —  Analogies  et  différences  des  hydracides  fournis  par  les  métalloïdes  delà  famille  du  chlore. 
IL  —  2160.  {a)  Un  mélange  gazeux  est  formé  d'azote,  d'ammoniac  et  de  phosphure  d'hydrogène  : 
1"  Par  quelles  réactions  peut-on  démontrer  la  présence  de  ces   trois  gaz  dans  le  mélange  ? 
2»  Parmi  ces  réactions,  quelles  sont  celles  qui  permettent  de  déterminer  le  plus  simplement  les  proportions 
en  volumes  des  trois  gaz  du  mélange  ? 

(b)  Ces  proportions  se  trouvant  être  0,25  d'azote;  0,2'j  d'ammoniac  ;  0,1)0  de  phosphure  d'hydrogène,  on 
prend  dans  le  mélange  une  masse  qui,  à  0°  et  760°"",  occuperait  un  volume  de  10  litres.  On  la  fait  passer  sur 
une  longue  colonne  de  tournure  de  cuivre  chaultée  au  rouge  ;  les  gaz  résultant  de  la  réaction  passent  ensuite 
sur  du  calcium  en  excès,  pesant  aOs,  contenu  dans  un  tube  de  verre,  et  chauffé  de  façon  à  fixer  tous  les  gaz 
de  la  réaction  : 

i"  Quelles  sont  les  réactions  qui  se  produisent  dans  les  deux  opérations  ? 

2°  Les  réactions  étant  supposées  totales, quelles  sont  les  augmentations  de  poids  du  cuivre  et  du  calcium'? 

[c)  Le  tube  de  calcium,  scellé  à  la  fin  de  l'opération,  est  brisé  au  fond  d'un  récipient  contenant  3  litres  d'une 
solution  d'un  acide  monobasique  à  une  molécule-gramme  par  litre  : 

1°  Quelles  sont  les  réactions  qui  se  produisent? 

2"  Quel  est  le  volume  du  gaz  dégagé,  supposé  sec,  à  0»  et  760""°  ? 

3°  On  considère  100<'"'  de  la  liqueur  acide  provenant  de  la  réaction.  Pour  neutraliser  cette  liqueur  par  une 
solution  de  potasse,  à  raison  d'une  molécule-gramme  de  KOH  par  litre,  quel  volume  de  la  solution  est-il  néces- 
saire d'employer  ? 

Poids  atomiques  :     H  =  I  ;     Az  =  14;     P  =  31  ;     Ca  — 40. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène    (0  =  16),     calculé  avec  la  densité    d=  1.105. 

13  juin,  de  14  h.  à  17  h] 
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2080.  —  Soil  l'intégrale  définie 


.Ah-jébre  et  Analyse, 
y  =  I     cos{kz^)dz. 
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Pfiut-on  trouver  rapidement,  pour  les  valeurs  positives  de      k  ^  1     et  lei  valeurs  de  x  comprises  entre 

T. 

0   et  — 5     un  pohjnome  en  .r, 

X  —  a^-\-  fl,.!  -t-  ••  ■  -1-  (7„a;", 
où  n  soit  un  entier  aussi  petit  que  possible,  et  qui  représente  y  avec  une  erreur  moindre  que  0,001  ? 

0»  pourra  s'aider  pour  les  calculs  numériques  de  la  table  de  logarithmes,  en  prenant     it  =  3,14'I6. 

Traiter  ensuite   le  même  problème    pour      /i' <  1      et   les   valeurs   de    x    comprises  non   plus  entre 

T.  ,  — 

0    et  — »     mais  entre  0  et  —• 
4  _ 

F^a  fonction  cos(A:-)  est  développable  en  série  entière  pour  toutes  les  valeurs  de  z  parla  formule 

On  peut  alors  intégrer  cette  série  terme  à  terme  de  0  à  x,  et  on  obtient 

y'  ,       ,  X        lâx'        k'x''  ,      .^         A2"j;'"+' 

y=j,   '^°'(*^-^^^  =  T-5:2T^9Tr— ■^(-■')     (4»+l)(2n)!-^'-- 
et  ce  développement  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

Celle  série  est  alternée  ;  donc,  si  l'on  prend  pour  valeur  approchée  de  y  la  somme  des  n  premiers 

termes 

.  _  x_       A-V        A'a-°  r_iV'-'    _  ^■'"''•i;*"2^ 

^~T~5^"^1ÛT  ^'        '        (4n  — 3)(2«"^2)!' 

Terreur  commise,     xj  —  Y,     est  moindre  en  valeur  absolue  que  le     [n-\-  Ky    terme,  et  a  le  signe  de  ce 

terme .  On  aura  donc 

A-2"|xl''"+' 

(')  l^-^l<(4»-M)(:^»):' 

mais  à  condition  que  les  termes  diminuent  en  valeur  absolue  au  moinsà  partir  du  n«  terme,  ou  que  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  soit  inférieur  à  1  en  valeur  absolue.  Or  nous  avons 

Ij^,h-_l|  ^   A-j;H4p  -  3) 

I     u,    I        (V  +  l)(2p-l)2p  ■ 
On  aura  donc  l'inégalité  (1)  si  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  p  supérieure  ou  égale  à  n, 

lî^x'^kp  —  3) 

i'A  ■ — <  1 . 

*•'■'  (4p+  \){ip  —  i);2p 

1"  Supposons    0<A<1,     0<x<— • 

Dans  cette  hypothèse  x  est  infcritnir  ii  1  ;  l'inégalité  (2)  a  lieu  quel  que  soit  ;),  et  par  suite  l'inéga- 
lité (1)  a  lieu  quel  que  soit  n. 
Déterminons  n  de  façon  que 


1 

(^'  (4H-f-l)(-2»:,  !  "^  lOOO  ' 

1 

on  aura  a  fortiori     I7  —  "\  I  <       „     • 

L'inégalité  (3)  peut  s'écrire,  en  prenant  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres, 

(4«  -H  1)  log  j-  -  log  (In  -t-  I)  —  log  (:»»)  !  <  — 3, 

En  prenant     -  =  3,i4ir,,     on  a       -'- =  0,7^ri'i,     et     log  j  =  r.SîiriOO. 
Pour    »  =  1,     on  a 

5  log  —  _  log  5  —  log  2  =--  5  log  -1  —  log  10  =  1,47545  -  1 , 


ECOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


261 


et  cette  quantité  est  supérieure  à    —  3. 

Pour     n  =  2,  9  lo-  -  =  ^SoSl, 

i 

—  log'J  =1,04376, 
—  logi!  =  2,61979; 
en  ajoutant  on  obtient  4,72136,  qui  est  inférieur  à     —  3. 

Donc  rinégalité  (I)  est  vérifiée  par     »=  2,     et  le  polynôme 

,  _    .1-         k'x' 

^  ~  1        ÏF' 
\ 

représente  y  avec  une  erreur  moindre  que  ■    De  plus,  comme  le  troisième  terme  est  positif,  V 

est  une  valeur  approchée  par  défaut. 

2°  Supposons     0<C /;<:,[,     0<.r<-^- 

Dans  l'inégalité  (2j  remplaçons  A-  par  1   et   c  par   —  J    nous  avons 

(4p  +  l)(2p-l)2p 
Comme     -^  <-,      ^P  —  '■'>  <  ip  —  2,     on  a 
(y)'(V-3) 


<1. 


■(4p- 


(ip-i-i]{'ip—iy2p  ^  (ip-i-l)(2p-l)2p  ^  {ip-hi)p 


Pour    p  ^  2,     on  a 


•<  1  ;     on  en  conclut  que  l'inégalité  (2)  aura  lieu  a  fortiori  poui 


p>' 


{ip  +  i)p 
11  faut  alors  déterminer  n  de  façon  que  l'on  ait 

(i„  +  l)logf-_log(4n  +  l)-log(2»)!<-  3. 
Nous  essaierons  successivement  les  valeurs  2,  3,  4,   ... 
Si  nous  posons  /■(«)  =  (4»  +  l)log-^ — log(4(i  +  1)  —  log(2n)  !, 

nous  avons 

/■(»+  1)  =  /■(ri)-h4log^  +  log(4»H-l)  — log(4n+  5)  —  Iogf2n  +  l)(2n -i- 2), 
ce  qui  permet  do  calculer    /'()i -h  i)     connaissant  /(n). 

Nous  avons     ^  =  1,.j708,     et    log^  =  0,19612. 

Calcul  de  /'(S)  Calcul  de  f(i)  Calcul  de  f(S) 

/•(2)  =  1,43063  /-(S)  =  2,57829  /•(4)  =  3,49807 

'ilog  4  =  0,78448  4  log-^  =  0,78448  4  log  ^  =  0,78448 

log  9  =  0,95424  log  13  =  1,11394  log  17  =  1,23045 

—  log  13  =  2,88606  —  log  17  =  2,76955  —  log  21  =  2,67778 

—  log  30  =  2,52288  —  log  56  =  2,25181  —  log  90  =  2,04576 


Calcul  de  f{-2) 

9  log  ^  =  1,76508 

—  log  9  =  1,04576 
—  log  24  =  2,01979 

f(2]  =  î,43063 


/(3)  =  2,57829 


/(4)  =  3,49807 


/■(5)  =  4,23654 
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/■^5)  est  inf('rieur  à     —  3  ;     par  suile  le  polynôme 

.)•         k'x^  k'-jj'  l/'x''         A-'jc' 


1         5.2!         9.4!         13.6!        17.8  1 
est  le  polynôme  demandé  ;  il  est  approché  par  o\cè>. 

Marcel  ULLMANN,  47"  d'artillerie,  à  Héricourt. 


rdx 
,     on  H  csl  une  constante  cl  n  un  entier  plus  grand  que  zéro, 
_       (.i:--+-aJ)" 

on  demande  de  calculer  J„.  On  pourra  pur  exemple  chercher  à  établir  une  formule  de  récurrence  où  entre- 
ront deux  au  moins  des  quantités  i,„  i„-u   ... 

Indiquer  plus  qénéralement   une  méthode  utilisant  le   résultat    obtenu   ci-dessus  et  qui  permette  de 

/'     ffx)dx 
calculer  J  -^^7^^' 

où  f(x)  est  un  pohjnome  entier  en  x. 

Appliquons  la  formule  de  rinté;,Tatioa  par  parties     fudu  =  uv  —  fodu     à  l'intégrale 

I  2f?i 1  ^xdx 

en  posant     «  = -,    v  =  x,     et  en  remarquant  que    du  = ■— ^n~'     nous  avons 

'  (x-  -i-a'')"   '  l'ï'  -i-a-) 


X  ^  ,     i         ■'■''"•^' 

D'autre  part,  nous  pouvons  écrire 

r      .i-dx  r.r'--f-a2  — a^    ,  f        dx  ,    r         dr 

I =       -^ dx  =       — ; TT-;  —"'  I    -r-' Tir  =  J„-i  — a-J„. 

J   [x-'-i-a')"        J      (oc^-ha'-f  J  [x--^a-)"'  J      {X'-ha-f 


La  formule  (I)  devient  alors 

.!„_,  =  ^  ,    ■"  ..^„  .  -h  2(n  -  1)(J„_.  -  «^J„), 

ou  (2«  — 2)a-J„  =  (2n  —  3>l„_,  -h  — -— — r^-T  • 

ou  \  I      '•       ^  '  ^^x'  -i-  a-)"  ' 

C'est  une  formule  de  récurrence  entre  J„  et  J„_i. 

Résolvons-la  parrapport  à  J„  et  remplaçons  y  successivement  n  par     «  -  1,     n  —  2,     . . .,    3,  2  ; 

nous  avons 


1      ^"-^  -J 

"'"-(2n-2)a^    •*"-' 

J               ^"-^       J 

""'        (2/1  — 4)a2      "~ 

^"-'-   (2«-6)a^    *•" 

1 

.)■ 

'    (2n-2)a-' 
1 

(.r-  -4-  ai)"''  ' 

X 

'■    '    (2n  -  A)a- 
1 

(x'  -+-  «••')"-- 

A' 

'-'■    '     (2«  — G)a- 

[.v^^a^)"-' 

*       ■          1 

X 

X-  -+-  a-  ' 

1  X 

et  nous  sivons  que  .1,  est  égal  a    —  arc  [s  — 
°  a  II 

Nous  allons  éliminer  J„-i,  J„_î,  ...,  Jj  ;  pour  cela,  nous  multiplions  ces  équations  respectivement  par 

2n-3             (2n  -3)(2n— 5)                     (2«  -  3X2)i  -  5)(2n  —  7)...K.3  ,  i        •      ■ 

«  \  '^  '  . 'y {1 i et  uousles  ajoutons 


'    (2»i— 2)a^        (2>i  -2)(2n  — 4)a'  (2)i  —  2X2/1  —  4X2rt  —  6)...6.4.ai"-' 

membre  à  membre. 
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J,.  = 


Nous  obtenons  ainsi 
I  a- 


{■In  —  2)a-      {x-  -^  a'/'-'         (2n  —  iï)f2«  —  4)a»      {x^  -+-  n'^)"-^ 

i'hi  — 3)(5«  -  5 1  .1-  (2n  —  3;)(2n  —  &)(-2n  —  7). . .5.3 


(2»i  -  2)(2n— 4)(2«  — 6)a''      yx^^a"-/'-'  (,2rt  — 2)(2n  — 4:i(2n— Uj...6.4.2a2"-2     x-^-t-o- 

(8n  -  3)(2»  -  o)(2n  —  7)...S.3  _         .i- 

■^  (2n  -  2)(2n  — 4X2«  -  6)...6.i.2a^»-'  '^'"'^ *°  7  ' 
Telle  est  l'expression  de  J„. 

/'      f\x\dx 

Soit  maintenant  ii  calculer  l'intéirrale       j  ■ —     fix)  désienant  un  polynôme.  Décomposons 

ce   polynôme  eu  deux,  polynômes,  le  premier  ne  renfermant  que   les  puissances  paires  de    x  et   le 
deuxième  les  puissances  impaires,  et  dans  celui-ci  mettons  x  en  facteur;  nous  pouvons  écrire 

f\x)  =  P(x-]  -t-  x(J{x-], 
P(x-)  et  Q(a-)  étant  des  polynômes  en  x-. 
Par  suite,  l'intégrale  considérée  devient 

rf(x]dc  r   P!x-)dx  j'  Q{x-)xdx 

{x^-ha-j"        J    (x--^-a-)"       J    (x^-^a-j" 
Développons  maintenant  [\x-)  par  rapport  aux  puissances  de     x^-\-a'-;     nous  avons 

(x--\-a-i- 

-f  (—a^)-\ 

[-ri  -i-  nAl' 

pfw(_a5) 


P(x2)  =  P(-  a^-hx'--+-a-^)  =  P{~a-^)-h(x'--ha')P'{—ai)  +  - ^-_^p\_  a"^)  +  ... 

(x2  H-  a-y 


1 

ou  P(x-)  =  Ao  -H  Ai(x-  +  a-)  -+-  A,{x^  -+-  a-)-  +  ■     -t-  A/x-  -t-  a-)'', 

Ao5  A,,  ...,  A,,  étant  des  constantes,  et  de  même 

Q(x-)  =  B» H-  ïii[x'-  +  a^) -f- Bo(x^  +  a'-f  -^■■■-h B,(x2  +  a'~)''. 

r  p{T^dx  r     dx         .    r dx  r      dx 

Par  suite,         — -; —  =  A„  /  — r— -4-  A,      — —-h +A„     — 

J    (i--t-a-j"  J    (x^ -H- a-j"  J     (.râ  +  a-'ij"-'  'J   (x--i- «a)"-;' 

Si    n'^p,    nous  avons  dans  le  second  membre  les  intégrales  J,j,  J„_,,  ...  J^.^,. 

Si    n<ip,     outre  les  intégrales  J„,  Jn-i.  ...,  Ji.  nous  avons  des  intégrales  de  polynômes. 

D'autre  part, 

/Q(x^)xrfx    _         r       xdx  Ç        xdx  f'        xdx 

(x--f-a2)"   ~     "J    (X-  +  U-)"  'J    (x-  +  o^)"-'  "^    ''J    (x'i  -+-  a-/'-'  ' 

/  ■       xrfx  1  I 

fel        ?)l  =  1  ,  /     = ; : , 

J    (x2  -t-a2j'"  2(?n  —  1)      (x^  -4-  a^)"'-' 

r     a:rfx  1  .  , 

et,  si     m  =  i,  (  =  —  L(x2-(-a2). 

J    x'-  +  a^-         2 

r     f(x)dx 

Le  calcul  de       I —     est  donc  ramené  au  calcul  des  intégrales  J,,,. 

J    (x^  -1-  a'2)"  ° 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Gaston  Bétieii,  20"  d'arlillerie.  à  Poitiers:  André  Codrtois.  à  Avesnes-sur-Helpe  (Nord)  ;  J. 
D.iGNAUx,  à  Dijon;  G.  Lacii,  à  Douai;  A.  Le  Mauch.isd,  à  Paris;  M.  Roox,  instituteur  k  Chalon-sur-Saône;  N.  S.wibt,  61e 
d'artillerie;  L.  Siuo.n,  à  Fourmies  ;  Gaston  SiNoiEn,  à  lloupline;  Marcel  L'llma.v.m,  47«  d'artillerie  à  Héricourt. 


Géoinélrie  analytique. 
2082.  —  Quelle  est  la  courbe  enveloppe  de  la  droite  mobile 

r-P  -+-  2).Q  -t-  R  =  0, 
1  élant  un  paramétre  variable  et  P,  Q,  R  des  fondions  linéaires  de  x  et  de  y? 

Retrouver,  au  moyen  du  résultat,  l'équation  de  la  tangente  de  coefficient  angulaire  m  à  la  parabole. 
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Pour  avoir  l'enveloppe  de  la  droite 

(1)  X2P  +  ^A(JH-R  =  0, 

il  suffit  d'écrire  que  celte  écjualion,  envisagée  comme  une  équation  du  deuxième  dej,'ré  par  rapport  au 
paramètre  X,  a  une  racine  double.  On  obtient  ainsi 

(2)  (J-  — l'll  =  U, 

qui  représente  une  coni(iue  tangente  aux  droites     P  =  0,     R  =  0,     la  corde  des  contacts  étant     Q  =  0. 

Inversement,  si  l'équation  d'une  conique  est  mise  sous  la  forme  (2),  on  peut  envisager  cette  conique 
comme  l'enveloppe  de  la  droite  (I)  quand  X  varie,  et  par  suite  cette  é(iuation  (1)  représente  l'équation 
générale  des  tangentes  à  la  conique  {-2). 

Considérons,  par  exemple,  une  parabole  rapportée  à  des  axes  quelconques,  ayant  pour  équation 
(ax  H-  <^yy-  +  2D.r  -+-  2E)/  +  F  =  0  ; 
nous  pouvons  l'envisager  comme  enveloppe  de  la  droite 

(3)  À^  +  2X(ax-HP!/)-2Da-  — 2E)/— F  =  0. 
L'équation  (3)  est  donc  l'équation  générale  des  tangentes  à  cette  courbe. 

Déterminons  X  de  façon  que  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  (3)  soit  égal  à  m,  nous  avons 

Xa  —  D  .        D  -+-  E7W 

— —  =  —  m,  ou  A  =  ; 

Xp  —  E  a  ^  l^m 

Si  l'on  remplace  X  par  cette  valeur  dans  réqualion  (3),  celle-ci  se  met  sous  la  forme 
_  F(g-f-P.Tn;^  — (D-+-  Ëm)^ 

'^  -  '"''''  "^       2(D?  -  Ea){a  -h  M 
Dans  le  calcul,  on  a  supposé  que  a-t-fJïn  et  D^  —  Ea   n'étaient  pas  nuls.  La  condition   a-t-^m  =  0 
exprime  que  la  direction  de  coefficient  angulaire  m  est  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole,  et  l'on  sait  qu'il 
n'y  a  pas  de  tangente  parallèle  à  cette  direction.  La  condition     D3  —  Ea  =  U    exprime  que  la  parabole 
se  réduit  à  deux  droites  parallèles. 

En  faisant  le  même  calcul  pour  la  parabole     y^  —  2pa,-  =  0,     on  trouve  l'équation  bien  connue 

P 

Gaston  SINGIER,  à  Houplines. 

Bonnes  solutions  par  MM.  André  Coubtoh,  à  Avesnes-sur-Helpe  (Nord)  ;  J.  Dagnaux,  à  Di.jon  ;  U.  nuFiiESNE.  lycée  Charlc- 
magne  ;  A.  Le  Mabchand,  à  Paris  ;  G.  Moukflet,  à  Lyon  ;  L.  N*ocelle,  à  la  Châtre  ;  A.  Rousseau  ;  N.  Savarï,  61«  d'artillerie  ; 
L.  Simon,  à  Foiirmies  ;  Marcel  Uli.mann,  4""=  d'artillerie,  à  Héricourt. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


2161.  —  En  désignant  par  a  et  b  deux  nombres  réels,  tels  que  a  soit  plus  petit  que  b,  indiquer  la 
valeur  de  l'intégrale  définie  _  

2162.  —  l»  Trouver  la  fonction  la  plus  générale,  déliuie  entre  0  et  +  oc,  qui  satisfasse  à  l'équation 
dilfércntielle 

•l'y'  +  y  —  "ix-i-i—  --  , 

et  indi(|uir  d'une  ra(;on  sommaire  les  variations  de  cette  fonction  ainsi  que  la  courbe  représoiitalive. 

2°  Trouver  le  lieu  des  minima  de  cette  fonction  ipiand  la  constante  d'intégration  varie  et  trouver  la  valeur 
de  cette  constante  qui  sépare  les  fonctions  qui  s'annulent  pour  deux  valeurs  positives  de  x,  de  celles  qui  ne 
s'annulent  pas. ^-  f'- 

BAR-LK-uvc.  -  tMP.  coMTi-iAcguBT .  ^^  HédacleuT-Uérani  :  H.  VUIBERT. 
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SI  R  LE  MOUVEMENT  D'UN  POINT  SOUMIS  A  UNE  FORCE  CENTRALE  (Suite.) 

par  M.  G.  Fontené. 


V.  Mouvement  planétaire  (première  méthode). 

9.  Four  le  inouvemenl  des  planètes  et  des  comètes^  on  a 

et  on  peut  employer  la  méthode  du  paragraphe  II.  On  a  d'abord 

(')  v'  =  — -+-A. 

)• 

Recherche  de  la  trajeclaire. 

10.  Pour  la  recherche  de  la  trajectoire,  on  a,  d'après  la  relation  [C'J, 

OU,  eu  transformant  le  trinôme  en  — > 


Il  la  quantité 


Hm  / 

il  y  a  intérrl  à  faire  apparailre  immédialonetil  la  quantité     1  h —  •      On  pose 

VFlï 
H r-' 

,,                                                                               ,  do 

et  1  on  a  aO  = ' 

Si  la  variable  p  Cï0(<  d'abord  de     — l     à     --i- 1,     on  prend  par  exemple 

c(0  =     , .'     ,  '  ')  =  arc  cos  p  (—"<«<  0)  ; 

VI  —  p 

la  variable  p  rféc?-ûisifl»<  ensuite  de     h- 1     à     —1,     on  doit  prendre 

do 

rfft  =  '  9  =  arc  cos  3  (0<0<-::); 

—  v'I  —  P' 

rar!j;ument  0  croit  ainsi  de  — t.  a  + -,  et,  pour  une  même  valeur  de  p  croissant  ou  décroissant, 
c'est-à-dire  pour  une  même  valeur  de  r  décroissant  ou  croissant,  on  a  deux  valeurs  opposées  de  8,  à 
savoir  une  valeur  négative  pour  r  décroissant,  une  valeur  positive  pour  r  croissant. 
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L'équalion  de  la  trajectoire  est 


/         AC/ 


cosO 


C= 


cette  trajectoire   est   une  conique   de   foyer  0,  et    la  valeur     0  =  0     correspond   au   sommet  le  plus 
voisin  de  0. 

il.  En  Mécani(iue  plane,  l'inlégralion  des  équations  difl'érentielles  du  mouvement  d'un  point  intro- 
duit quatre  conslanles  que  l'on  détermine  par  les  conditions  initiales.  On  donne  ici,  pour  une  valeur  r„ 
du  rayon  vecteur,  lu  grandeur  i\,  de  la  vitesse,  la  valeur  V,,  de  l'angle  que  la  direction  du  rayon 
vecteur  fait  avec  la  direction  de  la  vitesse  onlin  les  valeurs  0„  et  <o  fies  variables  6  et  l.  On  peut 
supposer  Oo  =  0,  <„  =  0,  et  il  reste  les  valeurs  i\  et  V^  correspondant  à  t\.  Ces  deu.x.  valeurs 
déterminent  les  deux  constantes  C  et  A: 

!C  =  »'„y„  sin  V,,, 

Ayant  C  et  h,  on  peut  déterminer  les  deux  éléments  métriques  qui  lixent  la  grandeur  de  la  tra- 
jectoire (conique  de  foyer  0).  En  comparant  l'équation  {'2)  à  réquation 

1  1  -H  e  cos  f) 


C 

'^-v 


le  genre  de  la  conique  dépend  uniquement  du  signe  de  A,   c'est-à-dire  de    la  grandeur  de   la  vitesse 
initiale,  non  de  sa  direction  :  In  courbe  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hijperbole  selon  que  v^  est  infé- 

rieur,  égal  ou  supérieur  à  -^ 

On  peut  remplacer  les  deux  relations  précédentes  par  celles  que  fournit  l'élimination  de  C.  Soit  e 
le  signe  de  — h,  de  sorte  que  l'on  a  e  = -f- 1  pour  une  ellipse,  i  —  —  I  pour  une  hyperbole. 
On  écrit 


C=  ,        -Oh  zb'-         —CVt 

—  j  1  — e^  = 


a  fi 

et  l'on  obtient 


(^■^ 

£((    = 

1^ 
—  h 

C» 

ei-  = 

— /( 

on  voit  que  la  valeur  de  n  dépend  seulement  de  la  valeur  de   h.  c'est-à-dire  de  la  grandeur  de  la  vitesse 
initiale,  non  de  sa  direction;  ce  résultat  complète  celui  qui  est  relatif  au  genre  de  la  conique  ('). 


(I)  La  formule  ())  peu!  s'écrire 

îjj  jj.  (i    2(1  rp  r  ji      »■' 

r         a  a        r  a     |  r  i    ' 

)'  élan!  la  distance  ilii  point  M  au  .icconri  Toyer  de  In  conique.  Lorsque  la  courbe  est  une  liyperbolr.  si  le  point  M   se  meut 
sur  la  branche  qui  n'entoure  pas  le  foyer  0,    on  a    c  <  0,    d'où 

2o  -(-  r         —  »•'           r' 
(—  r)—  r  =  2a,  2a-i-r  —  —  r  ,  =   = 
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12.  Il  est  facile  de  vérifier  ([ue  la  valeur  du  la  quantité     l  -i ,     déduite  des  données  initiales, 

est  positive  ou  nulle,  comme  l'exige  dès  le  début  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire.  On  écrit 


d'oii 


—   =  y» —  S"l"  ^0,  et  1  H =  (  y. H-  COS^  V„ 


La  trajectoire  sera  un  cercle  si  l'on  a     e  =:  0,      ce  qui  donne  (comme  on  le  savait  à  l'avance)  deux 
conditions,  puisque  e-  s'exprime  par  une  somme  de  deux  carrés.  Ces  conditions  sont 

a  priori  on  doit  avoir     V„  =  -1-5      et 

r  2 


Recherche  de  la  loi  cinématique  du  mouvement,  dans  le  cas  d'une  orbite  elliptique 

ou  parabolique. 

13.  Pour  la  recherche  de  la  loi  cinématique  du  mouvement,  on  a,  d'après  la  relation  [C"J, 

drV'       G-         2ix 

-r-      H ~  = h  h. 

dt   '  ?■-  r 

Il  faut  introduire  ici  les  éléments  métriques  de  la  trajectoire  nu  lieu  des  constantes  C  et  h  ;  on  a,  dans 

le  cas  de  l'ellipse, 

/(  =  ^^,  C  =  t>.—  =--  ixa(l  —  e'). 


avec  a  et  e  ;  cela  donne 

dr  y-         —  (Jifl(l  —  e-)         2|JL         jji  n  a^(e''  —  1)4-  iar  —  r'-  ix    a-e^  —  («  —  r)^ 

a         a  r'^  a  j'- 

en transformant  le  trinôme  en  /■  :   on  en  déduit 

dr 


dr  Y  _ 

trinôme  en  /■  :   o 

Sj-dl  -  .         , 

^    a  d=  v/'iV  —  (a  —  r)2 


avec     ae  =  c. 

La  variable  r  croissant  d'abord  de  la  valeur  a—  c  à  la  valeur  a-hc,  décroissant  ensuite  de  la 
valeur  a -\- c  à  la  valeur  a—c,  de  sorte  que  a  —  r  décroît  d'abord  de  -\- c  à  — c  pour 
croître  ensuite  de  —  c  à  +  c,  on  prend  le  signe  -+-  dans  la  première  période,  le  signe  — 
dans  la  seconde.  On  pose 

a  —  r  =  ae  cos  u, 
u  variant  de  0  à  -  dans  la  première  période,  de  it  à  2ir  dans  la  seconde,  ce  qui  donne 

±  i/a'^e-  —  (a  —  r)-  =  ae  sin  u. 
On  a  donc  '■  =  i(l  —  e  cos  m j, 

dr  =  ae  sin  udii, 

d'où  \f  —  dl  =  rdu  =  a(l  —  e  cos  u)du,  — —  l  =  w  —  c  sin  m, 

"  a\/a 

sli  . 
ou    (3)  ?U  =  M  —  e  sm  u,  n  =  — —  ' 

a\la 

si  l'on  se  donne  l,  on  a  une  équation  transcendante  en  u. 
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Le  temps  T  de  hi  révolution  est  donné  par  l:i  fonuule 

»T  =  2- : 
T  dépend  donc  de  n  seul,  c'est-à-dire  de  a,  non  de  e.  On  a  vu  que  la  valeur  de  </  dépend  seulement  de 
la  grandeur  de  la  vitesse  initiale,  non  de  sa  direclion  ;  il  en  est  donc  de  même  d.;  T. 

La  valeur  de  T  est  donnée  en  fonction  de  n  par  la  relation 

on  obtient  facilement  cette  relation  en  écrivant 

^  ~  y  ~     V'         T2 

n. 
Ou  a  déjà  )•  et  /  en  l'onclion  de  u  ;  si  l'on  veut  avoir  0  en  fonction  de  u,  on  écrit 

=  a(  1  —  e  cos  m),  ou  (  1  -t-  e  cos  0)(  I  —  r,  cos  u)  —  [  —  e-, 

1  +ecos  0 

etc.  On  a  linalement 


r  =  "(< 

—  e  cos  m\ 

e 

/  1-^e 

u 

'■^-,=y 

V     i-e 

IgT 

[    ni  =  Il   -  I'  sin  u. 

On  peut  interpréter  géomélriquement  la  variable  u.  On  a  posé 

a  —  >■  =  ae  cos  «  ; 

d'après  la  formule  connue      r  =  n   -  ex,      ou      a  —  r  =  ec,      dans  laquelle  a;  représente  l'abscisse  du 

point  M  comptée  depuis  le  centre  Q,  on  a  donc 

.r 
ces  u  =  ■ —  1 

a 

l'ellipse  étant  considérée  comme  projection  d'un  cercle,  lo  point  M  étant  la  projection  du  point  M',  on  a 

Il  —  AûXf. 
On  aurait  pu  introduire  l'angle  n  en  écrivant 


dr 

\/-dt=  r ; 


cela  conduit  en  ell'et  à  poser 


Cette   inlerprétation   do   la  variable    n    met  sur  la  voie  d'une  démonstration  géométrique  de    la 

relation  (3).  On  a,  par  le  théorème  des  aires, 

.     ..         '^'7'' 
aire  AOM  =  ^jt-T, 

or,  0  étant  le  loyer  et  u  le  centre, 

aire  AOM'    -  aire  ASiM  —  aire  OuM    =  —a\u  —  ("sin  u), 

il'où 

dotic 

14.  Pour     h  —  (I,     on  a 


aire  AOM 

—  —<il'(ii  —  <'  sin  u)  : 

—  Il  —  csin  u. 

.-■  =-^. 
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La  trajectoire  est  alors  une  parabole 


1  -H  cos  e  ^  () 

-1  cos-  — 

avec     /)  = La  relalion  [C]  donne,  pour  la  loi  cinématique  du  mouvement, 

rdr  rdr 

dl    =    ,- '  ou  •JZiJ.dt  =::  ■ 

en  introduisant  p  au  lieu  de  C 
On  pose 

et  l'on  a  y  —dt  =  rdv  =  —  (  t  +  v-)dv, 

\    p  ^ 

Comme  on  a  )'  =  — (  1  +  tg-  —  \- 

la  variable  v  n'est  pas  autre  chose  que  tg  —  (voir  plus  loin).  L'équation  de  la  courbe  étant     y-  =  2px, 

on  a  encore  r ^  =  x  =  ^-  d'où  —  v^  —  ■^,  u  =  — . 

2  'ip  2  -Ip  p 

/{ematque. 

15.  Après  avoir  obtenu  l'équation  de  la  trajectoire  au  moyen  de  la  relalion  [C],  on  pourrait,  au 
lieu  de  chercher  la  loi  cinématique  du  mouvement  en  se  servant  de  la  relation  [G"J,  employer  dans  ce 
but  l'intégrale  des  aires.  On  a 

v/,:    {l-^ecose)2  • 
on  pose     tg  —   =  V,     et  l'oo  a  à  faire  l'intégration  d'une  fraction   rationnelle.   On  est  conduit  à  poser 
encore,  avec     e  ■<  1, 

»      I  -I-  c 
et  la  quantité  w  ([ui  se  présente  ainsi  n'est  pas  autre  chose  que  tg  —  •    u  étant  l'anomalie  excentiique  ; 
cela  résulte  d'une  formule  donnée  plus  haut. 

16.  C'est  de  cette  façon  que  l'on  fait  d'ordinaire  le  calcul  du  lempr<  pour  une  orbite  parabolique. 
On  a  alors 

p\/p        d'> 


dl 


cos*  — 


0  ,.  , 

on  pose  tg  —  =  !',  d  ou 


0 
2  cos'  — 
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et  l'on  a  dt  =  ^,^(1  -hv'^)dv. 

résultat  déjà  obtenu. 


[A  suivre.) 
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2078.  —  On  dil  qu'une  équation  du  r/uulrirmi'  degré  est  réciproque  qunnd  il  r.risle  une  valeur  de  \ 
pour  laquelle  l'équation  prend  la  forme 

ax^  -+■  bx'-^  +  ex-  -+-  bXv  -h  aX-  =  0. 

Montrer  que,  dans  ee  cas,  /'équation  est  résoluble  à  l'aide  d'équations  du  second  degré. 

1°  Trouver  la  condition  pour  que  l'équation  ox'' -\- Ux^ -\- Qcx"- -\- M.r  ~\- f  ==  Q  soit  réciproque  de 
cette  manière. 

'i"  Si  on  fait  la  transformation  r  =  t/ -h  h,  il  y  a  trois  valeurs  de  h  pour  lesquelles  l'équation  en  y 
devient  réciproque  ainsi.  Former  l'dqualion  du  troisième  degré  qui  donne  h  et  trouver  la  valeur  de  i  qui 
correspond  à  chaque  valeur  de  h. 

'S"  L'équation  en  y  se  décompose  en  deux  trinômes,  o(y^  ~\-py -hy~)[y^ -i- qy -i-')^)  ;  trouver  p  et  q,  la 
condition  pour  que  p  =  q.  Montrer  directement  que  si  le  polynôme  du  quatrième  degré  est  un  carré  parfait, 
l'équation  en  h  est  indéterminée  Expliquer  le  résullo t. 

L'équation     fla;*  -+-  bx^  -+-  cx^  -+-  blx  -+-  al^  =  0,     s'écrit 

F'osons     X  H =  :     d'où     .r-  h =  :=  _  2/,     gj 

X  a;2 

(I)  x^  —  zx-^-k-0; 

nous  aurons  pour  déterminer  :  ré()uation  du  second  degré 

nz^  -t-  /;:  -4-  c  —  2aX  =  0. 

:  étant  connu,  (1)  donnera  les  valeurs  de   '•  cherchées.  L'équation  proposée  est  donc  résoluble  à 

l'aide  d'équations  du  second  dcfiré. 

On  peut  procéder  comme  il  suit.  Posons 

flx' -H  bx'  ■+-  ex- -+-  blx -+-  a\-  ^  a[x'^  -+-  px  +  '>')(x-  4-  qr  -+■  ).)  ; 

6                   c 
on  a,  pour  déterminer  /)  el  q,     p  -h  q  —  —,     pq  — 2).  ;     d'où  ré(]uation  du  second  degré 

''  <■ 

I" V-] "2/.  z=  0. 

n  II 

Par  suite,  les  racines  del'équation  réciproque  seront  données  par  les  deux   équations  du  second  degré  : 

.t"  -t-  p.r  4-  X  =  0,  .v''  4-  7.r  +  X  =  0. 

1.  Sf)it  l'équation 

f(x)  =  aj;*  -4-  ibx^  ■+■  (kx^  -+-  idx  +  /"  =  0. 
Elle  sera  réciproque  s'il  existe  un  nombre  X  tel  (|ue 

d  =  bl,  f  =  al\ 

ce  qui  nousdoime  la  condition     nd'  — fb'  =  0. 
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d  .      -,        /■ 

Cette  condition  étant  remplie,  on  aura  soit     >.  =  -r-,     soit     /,-  =  —■ 

h  (I 

2.  Effectuons  la  liansforniation     x  =  y-^h,     nous  aurons 

(-2)     f{y  +  h)  =  ai/  -h  i{ah  +  b)if  -+-  6(a/i-  -H  i/>h  +  c)y-  -+-  li[ah'  -i-  -Mi'  +  3c/i  +  d)y  -4-  /■(/()  =  0. 
La  condition  précédente  devient 

a{ah''  -+-  3&/!2  +  3c/j  -(-  df  —  f{h)[ah  +  bf  =  0, 
et,  en  développant,  on  a.  pour  déterminer  h,  l'équation  du  troisième  degré 

(3)      [loabc  -  ia-d  —  'tb')h^  -^(9ac'  —  Uh  —  a^f —'îabd)h^-^{f<ncd  —  ^abf—  kb^d)h  +  ad'-  -  fb^  =  0. 
L'équation  (2)  peut  donc  être  rendue  réciproque  de  trois  manières  différentes. 
Chaque  valeur  de  X  s'obtiendra  en  remplaçant  h  dans  l'expression 

ail'  -+-3bk--\--ich  ~hd 
ah  -t-  b 
par  chacune  des  racines  de  l'équation  (3).  On  ponrra  utiliser  aussi  la  relation 

v^  =  lB.. 

a 

3.  En  reprenant  le  calcul  lait  au  début,  on  est  conduit  pour  déterminer    p    et    7    à  l'équalion  du 
second  degré 

oP2  _  !((,/,  4.  /;,p  _^  _!^ L  =  0. 

ah  ^  b 

La  condition  pour  que     p  =  (}     s'obtient  en  exprimant  que  celte  équation  admet  une  racine  double  ; 
on  trouve  ainsi  aisément  la  relation  26^ —  Sabc-ha^d  =  0. 

Elle  est  indépendante  de    /(  ;    on  pouvait   le   prévoir  n  priori    car  l'équation   en    )/,    étant    dans 
l'hypothèse    p  =  q     carré  parfait,  est  réciproque  quel  que  soit  h. 

Si  f(x)  est  carré  parfait  on  aura 

ax*  +  46a;'  +  6rx-  -+-  id.v  -h  f  =  a{x-  -h  px-i-l)^  =  a[x^  -+-  2p.r"  +  Cil  -4-  p^)x^  -+- <i,\px  -^  l-,] 

et,  en  identifiant, 

26  =  ap, 

6c  =  rt(2X  H-p^j, 

■id  =  alp, 

f  =  aV  . 

Si  nous  remplaçons,  dans  les  coefîicients  de  l'équation    (3),    b,  c,  d,  f   par  les  valeurs  précédentes, 

nous  voyons  que  tous  ces  coefîicients  sont  nuls;  donc  l'équation  (3)  en    h    est  indéterminée.  Ce  fait  est 

évident.  Si  l'équation  en    x  est  carré  parfait,  l'équation  transformée  en    ;/    sera  également  carré  parfait 

quel  que  soit   h  ;    du  reste,  dans  ce  cas  l'équation  proposée  et  sa  transformée  sont  toujours  réciproques. 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  SruoM,  à  Foiirmies  ;  A.  Col'ktois,  à  Avesnes  ;  .1.  Dagv\dx,  à  Dijon. 
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2095.    -  On  considère  une  courbe  T  du  Iroisilim".  degrp  cl  un  de   ses   points   d'in/lexion    0.   Par  ce 
point  on  mène  une  sécante  quelconque  OAB. 

1°  Lieu  du  point  d'intersection  des  tangenlfs  en  K  et  B  â  r. 

2"  On  fait  une  transformation  homographique  de  façon  que  0  et  la  tangente  en  ce  point  aillent  à  Vin- 
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fini.  MontriT  qu'avec  des  axes  convenables  l'équation  de  la  courbe  prend  In  forme 

y^  =  x^  -i-px  -+-,q. 

3°  Se  servir  de  cette  forme  pour  démontrer  ce  ihéfrème  dû  à  Salmon  : 

Si  d'un  point  quelconque  M  pris  sur  une  courbe  du  troisième  di^rjré  on  mené  les  quatre  tangentes  à  li 
courbe  autres  que  celle  aijant  son  point  de  contwt  en  M,   leur  rapport  unhnrmonique  est  constant. 

1.  Si  d'un  point  0  quelcon([ue,  pris  dans  lo  plan  d'une  cubique,  on  mène  une  sécante  OABC,  qui 
rencontre  la  cubique  en  trois  points,  il  y  a  trois  conjugués  harmoniques  du  point  0  sur  cette  sécante, 
par  rapport  aux  couples  AB,  AC,  BG.  Le  lieu  du  conjugué  harmonique  de  0  sur  toutes  les  sécantes 
qui  passent  en  O  par  rapport  à  la  cubique  est  donc  une  cubique  (*). 

Quand  le  point  0  vient  sur  la  cubique  en  un  point  ordinaire  où  la  tangente  rencontre  la  courbe  en 
deux  points  confondus,  celte  sécante  particulière  rencontre  la  cubique  donnée  aux  points  0,  A,  B,  A 
étant  confondu  avec  0;  le  conjugué  harmonique  de  0  sur  la  sécante  envisagée  est  donc  indéterminé 
et  l'on  voit  que  la  tangente  en  0  fait  partie  du  lieu  ;  l'autre  partie  est  une  conique.  Si  le  point  0  est 
un  point  d'inflexion  les  deux  points  A  et  B  viennent  coïncider  avec  0,  quand  la  sécante  se  place  sur 
la  tangente  d'inflexion;  alors  les  conjugués  harmoniques  de  0  par  rapport  aux  couples  (OA)  et  (OB) 
sont  indéterminés;  cette  tangente  fait  deux  fois  partie  du  lieu.  Le  vrai  lieu  est  uiit  droite,  et  nous 
apercevons  ainsi  ce  théorème  intéressant  : 

Le  lieu  des  conjugués  harmoniques  d'un  point  d'inflexion  d'une  cubique,  par  rapport  à  cette 
courbe  sur  toutes  les  sécantes  qui  passent  en  ce  point  est  une  droite. 

Pour  démontrer  ce  théorème  par  le  calcul,  jirenons  le  point  d'inflexion  pour  origine  et  la  tangente 
de  ce  point  pour  axe  des  y  ;  l'équation  de  la  cubique  sera 

X  +  2axi/  +  bx^  -+-  A.T^  -i-  3Bx-;/  -t-  BCxy*  -+-  Dtj^  =  0. 

Coupons-la  parla  sécante  y  =  tx,  nous  aurons  pour  abscisses  des  points  de  rencontre  les  deux 
racines  de  l'équation 

1-+-  ( 6  +  2aOa; -I- (A  -t-  3Bt  -h  3Ct'  -+-  Bt')x^  =  0. 

Soient  x  l'abscisse  du  conjugué  harmonique  de  0,  a;'  et  x"  celles  des  deux  points  précédents;  nous 

avons 

2  11  2 

—  =  — ,  H -,  OU  —  —  —  b  —  2at. 

X  X  X  ./■ 

Le  lieu  de  ce  conjugué  harmonique  est  donc  la  droite 

(D)  âa»/  H-  6x-i-2  =  0. 

La  première  partie  du  problème  en  découle  tout  naturellement:  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
tangentes  aux  points  A  et  B  est  la  droite  (D).  A  ce  point  de  vue,  la  droite  (Di  se  comporte  comme  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique. 

2.  En  rejetant  le  point  0  à  l'infini  sur  Oy  et  la  tangente  en  ce  point  sur  la  droite  de  l'inlini,  la 
droite  (D)  devient  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  Oy,  et,  en  la  prenant  pour  axe  des  x,  on  obtient 
l'équation  y^  =  nx'  -t-  bx^  -h  ex  -h  d. 

Il  suflit  de  déplacer  l'origine  sur  Ox  pour  avoir  la  forme  indiquée 

j/'  =  ax^  -i-bx  -\-c,  ou  ay-  =  x^  -t-  par  -+-  <^ . 

3.  Pour  traiter  la  dernière  partie,  nous  nous  appuierons  sur  ce  fait  (|ue  l'équalioii  aux  rapports 
anharmoniques  des  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré 

A.i  '  +  -iBx  '  -+-  6Cx"-  +  4Dx  -H  E  =  0 


(r^l).(r_2)^(r-iy 


27T» 


(,-2-r-t-iy  s» 


(•j  II  est  visible  (|uc  le  point  0  n'est  pas  sur  le  lien. 
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en  posant 


T  = 


AE- 

-4BU  +  3C-, 

A 

B            C 

B 

C            D 

C 

D            E 

Appelons  alors  {x»,  (/„)  un  point  de  la  cubique,  et  coupons-la  par  une  droite  passant  en  ce  point, 

y  —  yo  =  H=^  -^o)l 
nous  aurons  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  rencontre 

a[y„  +  \{x  —  T,)f  ^x'-{-px-hq. 

Posons     X  =  x„-\-z'     et  tenons  compte  de  ce  que  le  point  (Xqj  î/o)   ^st  sur  la  cubique,  nous 
aurons     ./'  =  0,     qui  correspond  au  point  choisi  et    x''^  ■+-  x\3x„  —  (à-)  -+-  3x1  +  p  —  SaXi/,,  =  0. 

En  écrivant  que  cette  équation  a  une  racine  double,  nous  aurons  l'équation  aux  coefficients  angu- 
laires des  tangentes  issues  du  point  (a;„,  i/„) 

(«X2  —  'ÔXf,]-  +  4(2cj)>?/o  —  3a^o  —  P)  =  0)  ou  a-X*  —  Qax^l- 

Ici  \  =  a-,  B  =  0,  C  =  —ax^,  D  =  2ai/„, 

Alors  S  =  — a-{3xl  -+-  4p)  +  3a-x;  =  —  4a-/), 

a^  0 


■  8ay,\  —  3.1-;  —  ip  =  0. 
E  =  —  3j,^  —  4» 


0 


T  =  a^xj'.ix'l  -h  ip)  —  4a ''1/5  -f-  a'^xl 


—  rtXo 

—  ax„  'iaii,, 

2ay„  —  3x5  —  'iP 

T  =  4a^(a:;',  -h  px,^  —  ayl)  =  —  'ia^q. 
Nous  voyons  donc  que  S  et  T  sont  constants  ;  par  suite  le  rapport  anharmonique,  r,  est  constant. 
Bonne  solution  de  M.  A.  RonssEJo,  à  Fournes-en-Weppes. 


2096.  — On  considère  le  cercle     x--\-y-  —  2ax  =  0     et  un  point  M,  ayant  pour  coordonnées  x  et  y. 

i°  Trouver  le  conjugué  M'  da  point  M,  dont  l'abscisse  x'  est  égale  à  — x.  Calculer  x  et  y  en 
fonction  de  x'  et  y'  et  inversement.  Quel  est  le  lieu  du  point  M',  quand  le  point  M  décrit  le  cercle  donné  ? 
Quand  le  point  M  décrit  une  droite  ? 

'2°  Dans  ce  dernier  cas,  le  lieu  est  une  hyperbole,  dont  U7ie  asymptote  est  parallèle  à  Oy.  Trouver  le 
lieu  de  son  centre  et  l'enveloppe  de  sa  seconde  asymptote,  quand  la  droite  donnée  envelopps  la  parabole  qui 
a  pour  foyer  l'origine  et  pour  sommet  le  point  symétrique  du  centre  du  cercle  par  rapport  au  point  0. 

3"  On  suppose  que  le  point  M  soit  sollicité  par  une  force  représentée  par  le  vecteur  MM'.  Trouver  les 
lignes  de  force  et  les  lignes  de  niveau  du  champ  ainsi  créé.  On  ajoute  à  cette  force  une  force  égale  à  l'or- 
donnée du  point  M'  changée  de  signe.  Etudier  le  mouvement  que  prend  le  point  M,  ayant  pour  masse 
l'unité  et  soumis  à  ces  deux  forces.  Pour  i  =  0,  x  =  ia,  ?/  =  0,  la  vitesse  est  parallèle  à  Oy  et  égale 
aussi  à  la.  Faire  varier  t  de  0  à  ^n  seulement. 


1.  r.e  point  M'  est  sur  la  polaire  du  point  M  et  sur  la  sj-métrique  de  la  droite     X 
à  l'axe  des  y.  Les  coordonnées  du  point  M'  vériQent  donc  les  deux  équations 
x'{x  —  a)  +  ly'y  —  flx  =  0  et  as'  =  —  x. 

Nous  avons  ainsi 


par  rapport 


X    —   —  .E 


de  même 


y 


y  -  A 

y 


y 


Chacun  des  points  se  déduit  de  l'autre  de  la  même  manière. 
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Ouand  le  point  M  décrit  le  cercle  donné,  le  \\cn  du  point  M'  a  pour  équation 

a/2  +  ^  H-  2ax  =  0. 

y- 

Celte  équation  se  décompose  en  deux  :     a;'  =  0,     qui  représente  l'axe  dos  y,  et 

.x'(j;'2+  i/^)  +  2ay'^  =  0, 

qui  représente  une  cissoïde  de  Dioclés  ayant  pour  point  de  rebroussement  l'origine,   avec  Ox  comme 
tangente,  et,  pour  asymptote,  la  droite    x'  =  —  ia. 

Le  premier  lieu  est  un  lieu  exceptionnel,  qui  correspond  au  cas  où  le 
point  M  est  en  0,  car,  à  ce  moment,  les  deux  droites  qui  donnent  le 
point  M'  sont  confondues  avec  Oy. 

Le  second  lieu  est  facile  h  apercevoir  géométriquement.  En  elfet  le 
point  M'  est  sur  la  tangente  au  cercle,  et  tel  que  IM'  =  MI;  les  deux 
droites  OM  et  OM'  sont  donc  rectangulaires,  OM'  est  parallèle  à  AM,  et  il 
est  visible  que  OM'  =  MP,  ce  qui  montre  bien  que  le  lieu  du  point  M' 
est  une  cissoïde  de  Dioclés  égale  à  colle  qui  est  déûnie  par  le  cercle,  la 
tangente  Oy  et  le  point  0. 

Quand  le  point  M  parcourt  la  droite     ux-hvy  +  ir  =0,     le  lieu  du 
point  M'  a  pour  équation  (en  supprimant  l'accent) 

vx'^  —  ii.ry  -+-  iry  =  0. 
C'est  une  hyperbole  ayant  pour  directions  asjmptotiques    a'  =  0     et     vx  —  iiy  =  0  ;     la  première 
est  Oi/  et  la  seconde  est  parallèle  à  la  normale  à  la  droite  donnée. 


2.  Les  coordonnées  du  centre  sont  données  par 

^vx  —  uy  =:  0,  ux 

2viv 


Ce  sont    X  = 


ir  =  0. 
la  deuxième  asymptote  a  pour  équation 

0  ou  )( 


u-y  -h  vir  =  0. 


Nous  avons  à  écrire  maintenant  que  la  droite  donnée  est  tangente  à  la  parabole 

y^  =  ■lax+  4a-, 
c'est-à-dire  que  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  droite  est  sur  la  tangente  au 
sommet     i  h-  a  =  0,     ou  que  les  trois  équations 

X         y 


ux  -+-  vy  -\-  ir  —  0, 
ont  une  sf)lulion  commune.  Ceci  donne 


v-a 
ua \-  w  =  0, 


■a  =  0, 


n{u^  -h  V-)  =  0. 


Le  lieu  du   centre  s'obtient   en   remplaçant  dans  cotte   relation   —  par    r  et  —  par 


•ix 


Nous 


avons  amsi 


X  —  a  —  a 


tix- 


7  =  0, 


4j.'^(x  —  a)  —  «!/'-  =  0. 


Ce  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré,  située  à  droite  do      x  =  a,      tangente  à  cette  droite, 
ayant  ();/  pour  direction  asymptotique  et  symétrique  par  rapport  à  Ox.  11  est  facile  de  voir  en   outre 
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que   y^  croit   toujours  quand  x  varie  de  «  à     -i-  oc.     La   courbe  a  donc  la  forme 
ci-contre. 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  la  deuxième  asymptote,  portons  dans  son  équation  la 
valeur  de  «',  nous  aurons      u^vx  —  w^y -+-ay(M2-t-y-J  =  0, 

V 

et,  en  posant      —  =  A, 
u 

Ix  —  y  -t-  aÀ(>,-  -(-  1  )  =  0. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  cette  équation  en  ^  a  une  racine  double,  ce  qui  donne 

4/j3  _|-  27iy2  ^0  ou  i(x  +  ay  -+-  ^21ay-  —  0. 

Cette  enveloppe  est  une  développée  de  parabole,  de  la  parabole 

t/^  =  —  4a{x  —  a). 

Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  le  lieu  du  point  M'  est  une  hyperbole 

quand  le  point  M  parcourt  une  droite  D.  En  effet  la  polaire  du  point  M    décrit  alors  un  faisceau  homo- 

graphique  à  la  série  M  ayant  pour  sommet  le  pôle  de  la  droite  D,  et  la  droite    x'  =  —  a;    décrit  aussi 

un  faisceau  homographique  à  la  même  série  ayant  pour  sommet  le  point  à  l'infini  sur   Oj/.    Le  lieu  du 

point    M'   est  donc  une  conique  qui  passe  aux  sommets  des  deux  faisceaux,  c'est-à-dire  une  hyperbole 

ayant  Oy  pour  direction  asymptotique. 

L'asymptote  parallèle  à  Oy  correspond  au  point  M  dont  la  polaire  est  parallèle  à    Oy,    c'est-à-dire 

au  point  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  Oj;. 


3.  Les  composantes  de  la  force  MM'  sont 

X  =  a  '  —  X,  Y  =  y'  —  y,  ou 

Les  lignes  de  force  ont  pour  équation  différentielle 
j;2  —  y- 


—  '-iTihi  — 


xdy- 


-dx  =  0, 


\  =  -  2x, 

ixydy  —  ij^dx 


y        ^' 


=  -  dx. 


C'est  une  équation  homogène  qui  s'intégre  à  vue  en  remarquant  que   le  premier  membre  est  la 


différentielle  de 


y 


L'intégrale  générale  est  donc 


^  +  X  =  C, 


C.x; 


les  courbes  intégrales  sont  les  cercles  du  faisceau  déterminé  par  le  cercle  donné  et  l'axe  des  y. 

Les  lignes  de  niveau  seront  donc  les  cercles  du  faisceau  conjugué,  j;^  -|-y^  —  Cy  =  0.  Elles  se 
trouvent  directement  d'ailleurs,  et  aussi  facilement  que  les  précédentes,  en  intégrant  une  autre  équation 
différentielle  homogène  du  premier  ordre. 


Lorsqu'on  ajoute  à  la  force  précédente  celle  qui  a  pour  composante    0    et 

force     X  =  —  2,1-,     Y  =  —  y,     et  les  équations  du  mouvement  du  point  M  sont 

dhj 


y 


on  obtient  la 


■20.-, 


=  —y- 


d'x 

IF  "'  (//2 

Elles  ont  pour  équations  intégrales 

X  =  K  cos  l</^  -+-  B  sin  /\/2,  y  =  A'  cos  t  -+-  B'  sin  t. 

Or,  pour    1  =  0,     x  =  "ita,     y  =;  0  ;     donc     A  =  2a,    A' =  0  ;     d'autre  part,  pour  la  même  valeur 
de  <,     t  =  0,     t\  —  0,     v.j  =  la;     donc  B  est  nul  et  B'  égal  à  2a. 
Les  équations  du  mouvement  sont  donc 

X  =  2a  cos  ^/2,  y  =  2a  sin  t. 

La  trajectoire  est  une  courbe  transcendante  qui  ne  se  ferme  jamais  et  qui  est  tout  entière  inscrite 
dans  un  carré  .lyant  l'origine   pour  centre  et,  pour  sommets,  les  points    x  =  ±  2a,    y=±2a. 
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0, 


Les  valeurs  parliculièrps do  /  qui  coiresponrionl  à  »/  sont  0, 

3- 

-,  — ,   2-.    Celles  (lui  corrosnondent  à   r  sont 

-        -       3::      2-      OTT      :i- 

'yï'  7^'  IT^'  7^'  "271"'  7^' 

En  ne  prenant  que  les  valeurs  de  t  comprises  entre  0  et  2- 
et  les  classant  toutes,  on  a  la  suite  : 

-      z    JL  ~  ^   Il    if.    _!L 
^'  2/2'  -''  y^'  ""'  2v'ï'   v'i'    -'  '  W   ''■ 

l'our  la  première,  1/  =0,  x  =  2rt,  la  courbe  part  du 
point  A  ;  pour  la  seconde,  x  =  0,  y  positif  et  un  peu  infé- 
rieur à  2a,  la  courbe  passe  au  point  B.  Les  autres  valeurs 
correspondent  aux  points  G,  D,  E,  F,  G,  H,  I,  J,  K.  Le  point  E 
est  voisin  du  point  0,  parce  que  ~^î  (en  degrés,  253°environ\ 
est  voisin  de  -^-   Le  point  .1  est  plus  loin  du  point  0,  parce  que  2~v^2  est   voisin  de  3".    La  courbe 

est  dès  lors  aisée  à  tracer. 

G.  DEPERROIS,  SI"-  d'infanterie  à  Évreux. 

lionnes" solutions  :  MM.  H.  Faubk,  lycée  de  Clerraont-Ferrand  ;  A.  Coubtois,  à  Avesnes-siir-Helpe  ;  L.  Simon,  à  Fourmies  ; 
L.  Nacceli.e,  à  la  Châtre  ;  Jouglens  ;  A.  Rousseai'. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lacii,  à  Douai  ;  Dodiei\  et  Ulmann,  à  Héricourt  ;  G.  Singier,  à  Houplines  ;  II.  Fbodert,  à 
Paris  ;  E.  Roige,  à  Stê-Barbe  ;  A.  Joibiain  ;  G.  Bétiep,  à  Poitiers. 
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CONCOURS  DE  ]{}\:]  (Suiie.) 


ECOLE  NATIONALE   SUPERIEUHE  DES  MLNES 


Cours    préparatoires  (Candi'lalx  franrais  cl  rmididals  èlrangm-s.) 

Ma'Jièniaiiquss . 

I.  —  2163.  Soient  trois  axes  rectangulaires  Oxijz,  et,  dans  le  plan  des  x\j,  une  droite  AB  parallèle  à  Oi/. 
On  ronsidère  les  droites  MN  qui  s'appuient  sur    Oz  et  sur  AR  et  qui  font  avec 
0;  un  angle  donné. 

1"  l'rouver  l'éipialion  de  la  surface  décrite  par  ces  droites. 
2"  Dire  la  nature  des  sections  de  cette  surface  par  des  plans  parallèles  au 
p'an  de.i  yz. 

3°  Trouver  le  lieu  des  asym)>toles  de  ces  sections.     ^ 
V°  Trouver  le  liiii  des  fovers  de  ces  sections. 


II.  —  2164   Soient,  en  axes  rectangulaires,   une 
courbe  C  et  sa  normale  MN  limitée  à  Oj^. 

On  mène  par  0  une  droite  OH  égale  et  parallèle    o\ 
k  NM.  Déterminer  la  courbe  C  par  la  condition  que  le  point  lî  décrive  une  conique 
F  ayant  son  sommet  en  0  et  son  axe  suivant  Ox. 

On  commencera  par  traiter  le  cas  simple  où  la  conique  1"  est  une  parabole. 
On  prendra  ensuite  le  cas  général  où  la  conique  I'  est  :     x  =.  a±  \/a^  —  nu/'. 
Disrutrr  la  forme  de  (î  suivant  les  valeurs  de  a  et  de  m. 

(?/   mai.  lie  fi  h.  a  miiii.) 

I.  --  2165.  l'n  point  fc  meut  de  Icllc  façon  que  sa  vitesse  varie  pio|)nrtionni'llenieul  au  rayon   vecteur 
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issu  d'un  centre  fixe,  et  que  son  accélération  passe  par  ce  centre.  Exprimer,  en  fonction  du  temps,  le  rayon  r 
et  l'angle  qu'il  forme  avec  une  direction  fixe.  Déterminer  la  Irajectoire.  Calculer,  en  fonction  de  r,  la  grandeur 
(le  l'accélération  totale,  celle  de  l'accélération  centripète,  celle  du  rayon  de  courbure.  Trouverenfin  l'hodographe. 

II.  —  2166.  .'^ur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  repose  un  système  de  six  tiges  dont  quatre  consli- 
tuent  un  losange  ABGO,  tandis  que  les  deux  autres,  OC  et  OD,  égales  entre  elles,  peuvent  tourner  autour  du 
point  fixe  0.  Des  articulations  placées  aux  divers  points  d'assemblage  permet- 
tent au  système  de  se  déformer  librement.  On  applique  en  A,  dans  le  plan  de 
la  figure,  une  force  donnée  P,  et  l'on  demande  quelle  force  Q  il  faut  en  même 
temps  appliquer  en  R  pour  que  ce  système  demeure  en  équilibre. 
Calculer  les  tensions  de  six  tiges. 

[On  admet  que  la  présence  de  chaque  tige  équivaut  à  deux  forces,  égales  et 
opposées,  appliquées  à  ses  deux  extrémités,  et  l'on  appelle  tension  de  la  tige  la 


valeur  communede  ces  forces. 


(29  mai,  de  S  It-  à  midi.) 


Calcul. 


AB  =  252°',3.") 
AC  =  19'i'»,28 

A^=   .'He',4265 
La  courbe  lîC  est  un  arc  de  parabole  ayant  B  pour  sommet  et  BA  pour  axe. 
Calculer: 

I  °  La  surface  A  CC  ; 

2°  L'angle  <p  que  fait  en  C  l'arc  de  parabole  avec  la  droite  AC  ; 
3°  Les  angles  ^  et  y  que  fait  en  B  et  C  l'arc  de  parabole  avec  la  corde  BC. 

[26  juin,  de  3  h.  à  4  h.  1/2.] 
Physique. 

L  —  Etablir  et  discuter  la  formule  des  lentilles  minces. 

IL  —  Pour  représenter  la  compressibilité  de  l'air  à  température  constante,  on  utilise,  au  lieu  des  réseaux 
liabituels  d'isothermes,  un  diagramme  dans  lequel  on  porte  en  ordonnées  le  poids  spécifique  de  l'air  (poids  en 
kilogrammes  de  1  mètre  cube)  et  en  abscisses  la  pression  (exprimée  en  kilogrammes  par  centimètre  carré). 

lo  Tracer  dans  ce  diagramme  les  isothermes  de  0  et  de  100  degrés  centigrades,  l'air  étant  supposé  suivre 
les  lois  de  Mariette  et  de  Cay-Lussac  ; 

2°  Indiquer  l'allure  générale  qu'ont  dans  ce  diagramme  les  isothermes  de  l'air,  lors(iue  l'on  ne  fait  plus 
cette  approximation,  mais  ([uc  l'on  tient  compte  de  la  compressibilité  réelle  du  lluide,  notamment  sous  les 
fortes  pressions  ou  aux  basses  températuies.  On  examinera  le  cas  d'une  isotherme  à  la  température  ordinaire 
et  celui  d'une  isotherme  à  une  température  inférieure  à  la  température  critique.  On  donnera  les  explications 
nécessaires  pour  justifier  l'allure  adoptée  pour  les  isothermes  ;  on  ne  se  préoccupera  pas  du  tracé  exact  de  ces 
courbes. 

III.  —  2168.  Lue  sphère  conductrice  de  l"^"  de  rayon,  éloignée  de  tout  autre  conducteur,  est  portée  à  un 
potentiel  de  50  unités  électrostatiques  C.  G.  S,  par  rapport  au  sol.  On  demande: 

i°  La  charge  en  coulombs  prise  par  la  sphère  ; 

2"  L'intensité  du  champ  électrique  en  unités  C.  G.  S.  dans  le  voisinage  immédiat  de  la  sphère  et  à  une 
distance  de  10"^"  du  centre  de  la  sphère  ; 

3°  La  valeur  de  la  pression  électrostatique  sur  la  sphère,  évaluée  en  millimètres  de  mercure  ; 

4°  La  fori;e  en  grammes  qui  tendrait  h  séparer  sous  l'action  de  cette  pression  les  deux  moitiés  de  la 
sphère,  si  celle-ci  était  coupée  suivant  un  plan  diamétral. 

(30  mai,  de  S  h.  à  midi.) 
Chimie. 

I.  —  Décrire  et  comparer  l'action  des  acides  azotique,  chlorhydriquc  et  sulfurique  sur  les  métaux  usuels 
suivants  :  zinc,  fer,  étain,  plomb,  cuivre. 

(On  se  bornera  au  cas  des  acides  agissant  isolément.) 

IL  —  Acide  sulfhydrique  :  préparations  usuelles  ;  propriétés  physiques  et  chimiques  ;  composition  ;  usages. 

III.  —  2169.  On  fait  passer  un  mélange  de  formène  et  d'éthylène  dans  un  tube  contenant  de  l'oxyde  de 
cuivre  chauffé  au  rouge,  puis  dans  une  série  de  tubes  à  ponce  sulfurique  et  à  potasse. 
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On  observe  une  ;ui;^'mcnlation  de  poids  de  .S-  pour  les  tubes  ii  ponce  siilfurique.  et  de  <]'-•  pour  les  tubes  a 
potasse. 

On  demande  de  déduire  de  ces  résultats  : 

1"  I.e  volume  du  mélange  gazeux  initial,  mesuré  i>  0"  et  sous  la  pression  de  îiiO™"  : 

2"  La  composition  en  volume  de  ce  mélange. 

(On  prendra  pour  poids  atomiques:  0=  16;  Il  =  1  ;  G  =  12;  pour  densité  de  l'oxygène  :  1,10!J2; 
pour  poids  du  litre  d'air  à  Oo  et  TCO"'"'  :  1",293.) 


{26  mai,  de  8  li-  à  midi.) 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 

Groupe  I. 

Mat/iêniatiques. 

l.  — 2170.  Etant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Ci/,  0.;,  on  considère  la  surface 
(S)  définie  par  l'équation 

z  =^  o:i/  -\-  œ' 
et  la  droite  (D)  définie  par  les  équations 

y  —  i>,  :  =  c, 

où  l>  et  (■  sont  deux  constantes  données,  la  seconde  n'étant  pas  nulle.  Dans  tout  ce  qui  suit,  cette  droite  (D) 
restera  fixe. 

1"  Montrer  que  la  surface  (S)  est  réglée  et  trouver  ses  génératrices. 

2°  A  chaque  génératrice  rectiligne  (G)  de  la  surface  (S)  on  fait  correspondre  le  plan  (P)  mené  par  la  droite 
(D)  et  parallèle  à  la  symétrique  de  (G)  par  rapport  au  plan  xOy.  Déterminer  le  lieu  du  point  d'intersection  de 
(G)  et  de  (P),  quand  la  droite  (G)  décrit  la  surface  (S). 

Montre  que  ce  lieu  est  une  courbe  (G)  située  sur  une  quadrique  (Q)  et  déterminer  cette  quadrique. 
3»  Former  l'équation  du  quatrième  degré  donnant  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  (C) 
avec  un  plan  donné  par  son  équation  ux  -+■  vij  +  lo:  +  i  =  0. 

Calculer  les  fonctions  symétriques  élémentaires  des  racines  en  fonction  de  u,  v,  w,  s.  En  déduire  la  rela- 
tion à  laquelle  doivent  satisfaire  les  abscisses  xi,  a;.,  xi,  x,,,  de  quatre  points  de  la  courbe  (C)  pour  que  ces 
quatre  points  soient  dans  un  môme  plan. 

Cette  relation  sera  utile  dans  la  plupart  des  questions  qui  vont  suivre. 

4°  Déduire  de  la  relation  précédente  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  abscisses  a-,,3-2,  r^.  de 
trois  points  de  la  courbe  (C)  pour  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

Former  l'équation  générale  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  [loints  en  ligne 
droite  de  la  courbe  (G).  Monirer  que  les  droites  qui  coupent  (G)  en  trois  points  engendrent  l'une  des  familles  de 
génératrices  rectilignes  de  la  quadrique  (Q). 

Il"  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  plans  osculateurs  à  la  courbe  (G)  en  trois 
points  donnés  se  coupent  sur  la  courbe  (G)  est  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

6°  Par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (C)  il  passe  deux  plans  jouissant  de  la  propriété  d'être  tangents 
à  la  courbe  (C)  au  point  M  et  en  un  autre  point  (c'est-à-dire  d'être  bitangents  à  la  courbe).  Soient  M'  et  M" 
les  seconds  points  de  contact  de  ces  deux  plans.  Muntrer  qu'il  («xislc  un  plan  bilani^ent  à  la  courbe  (G)  en 
M'  et  M". 

A  quelles  relations  doivent  satisfaire  les  abscisses  de  trois  points  M,  M',  M"  de  la  courbe  (G)  pour  que  deux 
quelconques  d'entre  eux  soient  les  points  de  contact  d'un  plan  bitangeiit à  la  courbe  (G)  ? 

7°  Former  l'équation  générale  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  points  M,  M', 
M",  de  la  courbe  (G)  satisfaisant  aux  conditions  précédentes.  Exprimer  les  coefticients  de  cette  équation  au 
moyen  de  l'abscisse  \  du  (luatrième  point  d'intersection  [ji.  de  la  courbe  (C)  avec  le  plan  (11)  détermiru-  par  les 
points  M,  M',  M". 

Calculer,  en  fonction  de  ;,  les  cocflicients  de  réi|uation  du  plan  (II)  et  les  coordotmées  du  point  de 
concours  A  des  tangentes  à  la  courbe  (G)  aux  points  M,  M',  M".  Ge  point  A  sera  dit  le  point  associe  au  point 
[j.  de  la  courbe  (G-). 

Hu  Monirer  qu'il  existe  une  ititinilé  de  quadriqiics,  ne  dépendant  que  de  b  et  de  c,  par  rapport  auxquelles 
le  point  A  est  le  pôle  du  plan  (n);  déterniiner  ces  i|uadriques  et  montrer  (|ue  l'une  d'elles  est  la  (|uadriiiue  (Q) 
déjà  considérée. 
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Déterminer  le  lieu  (r)  du  point  A,  ainsi  que  l'enveloppe  du  plan  (n),  quand  le  point  ;ji  décrit  la  courbe  (C). 

9"  A  trois  points  quelconques  en  ligne  droite  ;j.i,  <j.2,  i>-i,  pris  sur  la  courbe  (C),  sont  associés  les  trois  som- 
mets Al,  A2,  A3,  d'un  triangle  inscrit  dans  la  courbe  (T).  Déterminer,  en  supposant  6=0,  l'enveloppe  des 
côtés  de  ce  triangle  quand  la  droite  |jii;j>u:i  varie.  Montrer  que,  dans  la  même  hypothèse  l>  =  0,  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  A1A2A3  passe  par  deux  points  fixes. 

{Durée  :  6  heures.)  ■ 

II.  — 2171.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  on  considère  ré(iualion  différentielle 

//  —  2xy'  -t-  y^y'''  =  0. 
i"  Montrer  ([ue  cette  équation  admet  une  infinité  de  courbes  intégrales  C,  dont  l'équation  est  de  la  forme 
y^  =z  f[x),  f(x)  désignant  un  polynôme  en  x.  Ecrire  l'équation  générale  des  courbes  G  ;  montrer  que.  par  tout 
point  du  plan,  il  passe  soit  une,  soit  trois  courbes  G,  et  déterminer  la  région  du  plan  où  doit  se  trouver  le 
point  pour  que  le  nombre  des  courbes  qui  y  passent  soit  égal  à  trois  ;  déterminer  le  lieu  des  points  tels  que 
deux  des  courbes  C  qui  passent  par  l'un  d'eux  soient  orthogonales  ; 

2°  On  donne  le  point  A(a;  =  0,5  ;  y  =  0).  Soit  P  celle  des  courbes  C  qui  passe  par  A  et  tourne  sa  con- 
cavité vers  la  partie  positive  de  l'axe  Ojs  ;  soit  B  le  point  de  la  courbe  P  qui  a  pour  ordonnée  \/ô.  Soit  Q  celle 
des  courbes  V,  passant  par  B  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  a;  négalit's  ;  soit  enfin  A'  le  point  où  celte 
courbe  coupe  l'axe  Oj;.  Calculer  l'aire  limitée  par  les  arcs  de  courbes  AB,  BA',  et  l'axe  0.r. 

3°  Un  point  mobile,  partant  de  .\,  parcourt  successivement  l'arc  AB  de  P,  puis  l'arc  B.\'  de  Q  Son  accé- 
lération tangentielle  est  constamment  égale  à  sa  vitesse,  et  sa  vitesse  initiale  est  égale  à  1  ;  au  point  B  on  sup- 
posera que  la  vitesse  ne  subit  pas  de  changement  de  grandeur,  mais  seulement  un  changement  de  direction. 
Calculer  à  0,1    près  le  temps  mis  parle  mobile  pour  parcourir  l'arc  ABA'. 

4°  Au  point  B,  l'accélération  du  mobile  subit  une  discontinuité.  Calculer  par  ses  projeclions  sur  les  deux 
axes  de  coordonnées  la  variation  géométrique  du  vecteur-accélération  au  point  B. 

{Durée  :  4  heures) 
Physiiiue. 

I.  —  Courbes  d'Andrews,  point  critique. 

II.  —  2172.  Un  puissant  aimant  permanent,  A,  est  équivalent  a  l'ensemble  de  deux  pôles  magnétiques  dis- 
tants de  8  centimètres.  Cet  aimant  est  fixé  sur  une  règle  graduée,  la  direction  de  celte  règle  et  celle  de  la  ligne 
des  pôles  de  l'aimant  sont  horizontales  et  dans  le  plan  du  méridien  magnétique. 

1°  Une  petite  boussole,  B,  dont  l'aiguille  est  horizontale,  peut  être  déplacée  le  long  de  la  règle  graduée,  et 
l'on  constate  que  son  aiguille  se  retourne  lorsqu'elle  passe  à  60  centimètres  du  milieu  de  l'aimant  A.  On 
demande  quel  est  le  moment  magnétique  de  cet  aimant  .\  sachant  que  la  composante  horizontale  du  champ  ma- 
gnétique terrestre,  mesurée  à  I  ou  2  p.  100  près,  vaut  0,2  (C.  G.  S.).  Est-il  légitime  de  faire  ce  calcul  en  assimi- 
lant l'aimant  A  à  un  aimant  infiniment  court  ? 

2°  On  fait  tourner  la  règle  graduée  d'un  petit  angle  autour  de  la  verticale  passant  par  le  centre  de  la  bous- 
sole B,  de  manière  que  le  déplacement  du  centre  de  l'aimant  A,  que  l'on  mesure  à  1  millimètre  près,  soit  de 
5  centimètres.  Quelle  est  alors  la  direction  de  l'aiguille  dans  la  boussole  B  ?  Si  l'on  fait  osciller  cette  aiguille 
autour  de  sa  position  d'équilibre,  quelle  sera  la  période  des  oscillations,  sachant  qu'en  l'absence  de  l'aimant  A, 
la  période  des  oscillations  dans  le  champ  terrestre  serait  de  1  seconde  '.' 

3°  On  replaceensuite  la  règle  graduée  et  l'aimant  A  dans  leur  position  primitive,  et  l'on  relire  la  boussole  B 
pour  lui  substituer  un  pendule  constitué  par  un  aimant  C  identique  à  A,  dont  la  ligne  des  pôles  est  verticale 
dans  la  position  d'équilibre.  On  fait  osciller  ce  pendule  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  du  méridien 
magnétique,  et  la  période  des  oscillations  est  de  12  secondes.  Cette  période  devient  10  secondes  lorsque  l'on 
désaimante  l'aimant  oscillant  C.  On  sait  en  outre  que  1  inclinaison  du  champ  magnétique  terrestre  au  lieu  con- 
sidéré est  de  60  degrés. 

Déduire  de  là  quelle  serait  la  période  des  oscillations  si  l'on  aimantait  à  nouveau  C  exactement  de  la  même 
manière,  mais  en  sens  inverse  ;  et  quel  est  le  moment  d'inertie  du  pendule  C  par  rapport  à  son  axe  de  suspen- 
sion. Déterminer  enlin  quelle  serait,  avec  cette  nouvelle  aimantation,  la  position  d'équilibre  que   prendrait  le 

pendule  C  si  l'on  supprimait  l'aimant  A. 

{Durée  :  6  heures.) 

Epure. 

2173.  —  Soliilr  ilr  rrcolution  engendré  par  une  ellipse.  —  L'ellipse  est  horizontale;  son  centre  est  situé  à 
lO'""  de  chaque  plan  de  projection.  Sur  l'épure,  les  projections  de  ce  centre  sont  sur  le  grand  axe  de  la  feuille, 
symétriques  par  rapport  au  petit  axe.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  il  vaut 
20'"  ;  le  petit  axe  vaut  S'  ™. 
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L'axe  du  révolution  |);is.se  pj.r  \i  «entre  de  l'ellipse.  Il  est  de  front,  incliné  k  15°  sur  le  plan  horizontal. 
On  s'élève  sur  cet  axe  de  droite  à  gauche. 

1°  Représenter  le  volume  engendré  par  la  surface  de  l'ellipse. 

2°  Déterminer  les  ombres  produites  sur  ce  solide,  tant  à  l'extérieur  qu'à  l'intérieur.  Les  rayons  lumineux 
sont  perpendiculaires  au  second  bissecteur.  La  lumière  vient  d'en  haut. 

Faire  un  cadre  de    28  X  44'". 

On  ne  demande  aucune  explication  écrite. 

[Durée  :  4  heures.) 

Groupe  II. 

3Iathématiques. 

I.  — 2174.  On  considère  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Û.r,  0;/.  Un  point  matériel 
M,  de  masse  égale  à  1,  est  mobile  dans  ce  plan  sous  l'action  d'une  force  (K)  dont  les  |)rojections  \  et  Y  sur  les 
axes  sont  X  =  x,  Y  =  i/  —  4x% 

X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  M. 

1°  Former  et  intégrer  les  équations  diH'érentiellcs  du  mouvement  du  point  M. 

2°  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  en  supposant  qu'à  l'origine  du  temps  ses  coordonnées  sont  (a,  0) 
et  que  sa  vitesse  a  pour  projections  sur  les  axes  (—a,  2a).  Construire  la  trajectoire  (T)  correspondant  à  ce 
mouvement. 

.30  Évaluer  le  temps  mis  parle  mobile  pour  aller  d'un  point  quelconque  M  de  sa  trajectoire  (T)  au  point  M' 
oii  la  tangente  à  la  trajectoire  est  parallèle  au  rayon  vecteur  OM. 

4°  Démontrer  que  l'hodographe  du  mouvement  est  une  courbe  homolbétique  de  la  trajectoire  (T)  et  calculer 
à  0,01  près  le  rapport  d'homothétic . 

5°  La  trajectoire  (T)  passe  par  le  point  0.  Evaluer,  en  fonction  de  l'abscisse  du  point  M,  l'aire  limitée  par 
l'arc  de  courbe  OM  et  la  corde  OM,  ainsi  que  le  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour  de  Oy. 

II.  —2175.  Evaluer  à  0,01  près  les  intégrales 


P'         dx  /■"  dx 

J       2cosa:-t-3'  j^^     (2  cos  a; -H  S)" 


{Durée:  4  heures.) 
Physique. 

I.  —  Définition  et  principe  de  la  mesure  des  principales  grandeurs  pholométriques.  (11  est  inutile  de  décrire 
des  photomètres.) 

II.  —  2176.  Pour  déterminer  le  moment  magnétique  d'une  longue  tige  aimantée,  on  l'a  suspendue  par  son 
centre  de  gravité,  et  l'on  a  fait  glisser  sur  la  tige  une  bague  d'une  masse  de  1  décigramme.  En  mettant  cette 
bague  à  50  centimètres  du  centre  do  gravité,  la  tige  aimantée  placée  horizontalement  est  restée  en  équilibre.  On 
a  aussi  mesuré  l'inclinaison  du  champ  magnétique  terrestre  I  =  00°;  et  l'on  a  encore  trouvé  que  la  compo- 
sante horizontale  du  champ  terrestre  vaut  II  =0,2  (C.  G.  S.)  à  environ  I  p.  100  près,  l'accélération  de  la 
pesanteur  étant    y  =  981     (C.  G.  S.). 

On  a  construit  d'autre  part  un  long  solénoïde  cylindrique  formé  d'une  seule  cou<-hc  de  lil,  dont  les  spires 
circulaires,  au  nombre  de  mille,  ont  5  centimètres  de  rayon  et  sont  distantes  de  1  millimètre,  l'n  courant  de 
2  ampères  passe  dans  ce  solénoïde.  On  demande  d'abord  quelle  surcharge  il  faudrait  placer  à  l'extrémité  de  ce 
solénoïde  pour  que,  en  le  suspendant  par  son  centre  de  gravité,  son  axe  puisse  rester  horizontal  malgré  l'action 
du  <hamp  terrestre. 

On  dispose  ensuite  la  tige  aimantée  suivant  l'axe  du  solénoïde  de  manière  que  la  moitié  environ  de  la  lige 
soit  encore  à  l'extérieur. 

En  admettant  (pie  le  pôle  de  l'aimant  intérieur  au  solénoïde  puisse  être  assimilé  à  une  masse  magnétique 
ponctuelle,  un  demande  de  calculer  eu  grammes-poids  la  force  exercée  par  le  solénoïde  sur  ce  pôle.  On  calculera 
également  la  force  exercée  parce  pôle  sur  la  spire  du  solénoïde  la  plus  voisine. 

Dans  une  dernière  expérience,  on  imprijue  à  l'aimant  un  mouvement  pendulaire  rectiligne  suivant  l'axe  du 
solénoïde.  La  période  du  mouvement  est  de  1  seconde,  et  la  distance  des  positions  extrêmes  est  de  1  centimètre. 
On  deminde  d'exprimer  U  loi  de  variation  en  fonction  du  temps  de  la  force  électromotricc  induite  dans  le 
solénoïde,  et  de  calculer  la  valeur  de  cette  force  clcclromotrice  au  moment  de  son  maximum. 

(Durée  :  (i  heures.) 
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Cliimie. 
I.  —  Azotates  naturels  et  synthétiques. 
Extraction,  préparation,  puritication  :  propriétés  physiques  et  chimiques;  caractères  analytiques. 

H.  —  Acide  azotique. 

Préparation,  purification;  propriétés  physiques  et  chimiques  :  insister  particulièrement  sur  ses  éthers-sels 
et  sur  les  dérivés  organiques  nitrés. 

N.  B.  —  Au  cours  de  son  exposé,  le  candidat  ne  négligera  jamais  de  faire  ressortir  l'importance  des  dérivés  de  l'acide 
azotique  au  triple  point  de  vue  industriel,  agricole  et  militaire. 

{Durée  :  1  heures.] 


DEUXIÈME   PARTIE 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  [Cours  préparatoires.) 
Concours  de  1912  (Suite). 


Ahjèbre  et  analyse  {Suite). 

2083.  —  Démontrer  (/ne  lerajion  de  coiirt/ure  en  un  point  d'une  parnholi'est  le  double  de  In  portion  de 
normale  comprise  entre  ce  point  et  la  directrice  {rapporter  la  parabole  a  sa 
directrice  Ox  et  à  son  axe  Oy). 

Soit  une  parabole  ayant  pour  axe  Oij  et  pour  directrice  Ox  ;  si  nous 
désignons  par  p  l'ordonnée  du  foyer,  l'équation  de  la  courbe  est 

p2 


a'-  _1_  (y  _  p)-i  : 


y  = 


ip 


Menons  la  normale  au  point  M(x,  y)  de  la  courbe  ;  soit  N  le  point 
où  elle  rencontre  Oa;,  et  soit  G  le  centre  de  courbure  au  point  M.  Les  deux 
points  N  et  C   sont  de  part  et   d'autre  du   point  M,    et  pour  établir  que 

MC  =  2MN,     il  faut  démontrer  que    NC  =  3NM,     ou  que   l'ordonnée  y,  du  point  C  est  égale  à  3y. 
Or  on  a 


1 


On  en  déduit 


puis 


1 


2y. 


I 


et 


I  -t-  y''-  =  . 


P' 


3y. 


Il  P 

Remaiioue.  —  On  peut  établir  que  cette  propriété  est  caractéristique  de  la  parabole,  ou  avec  plus  de 
précision,  que  toute  courbe  telle  qu'on  ait  NG  =  3NM,  ou  ;/i  =  oi/,  est  une  parabole  qui  a  pour 
directrice  Or. 

1  -h  ly'" 

Eu  effet,  en  remplaçant  ^1  par     j/ h ;, — ,    la  relation      ?/,  =  3.i/      s'écrit     'iyij"  =  \  -hy'^. 

-n'y"    ^  y^ 

1  -+-  y'-  y 


On  en  déduit 


ou  en  intégrant  L(l  h-  y'')  =  L- 

a  étant  une  constante  arbitraire. 


et 


l+î/'^  =  i7' 
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dii 
Remplaçons  maintenant  »/    par    -r— .    nous  ot)tenons 

L'intégration  est  immédiate  et  donne 

r  —  x„  =  ±  'l\la\ly  —  a.  OU  (x  —  x^y  =  4^(i/  —  a), 

ou  encore  ix  —  .r,)^  -h  [y  —  2a)^  =  y'. 

Celle  équation  représente  une  parabole  ayant  pour  directrice  Ox. 

r,.  LACH,  à  Douai, 
lionnes  solutions  ])ar  MM.  Gaston  Bétirr,  20'  d'artillerie,  à  Poitiers;  li.  Dufhesnk,  Ijcre  Cliarlemagiie  ;  K.  Manin,  à  AUii  ; 
A.  Le  MiiiCHAND,  à  Pai'is  ;  L.  Naucelle,  à  La  Ctiàtre  ;  M.  Houx,    instituteur   à   Clialon-sm-  Saône  :  N.  Savafiv,  fil*  d'artillerie: 
Petre  hKiicescc,  lycée  de  Seveiin  (Uoumanie)  :  L.  Smo.\,  à  Fourmies  :  Gaston  Singikh,  .n  Hoiiplines  :  Marcel  Ulimann,  il-  d'ar- 
tillerie, à  Héricourt. 


Calcul  ninnériqur. 

2084.  —  Soil  In  fonction     y  =  sin  ~r  —  x'\     on  .r  fxl     >  0. 

•1°  On  demande  de  dire  combien  il  >/  a  de  racines  positives  et  pins  grandes  que  zéro  dr  la  fonction  >/  .• 
il  y  en  a  une  nu  moins. 

2°  Soil  Xi  une  de  ces  racines  :  on  demande  de  la  calculer  de  façon  que  -x,  soit  connu  en  yrndes  à  un 
centième  de  grade  près. 

On  s'aidera  de  la  lahle  de  logarithmes. 

Les  racines  positives  de  la  fonction  f{x)  =  sin  ira;  —  x''  sont  évidemment  comprises  entre  0  et  I, 
puisque  cette  fonction  est  négative  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  1. 

Si  l'on  construit  les  arcs  des  deux  courbes  y  =  sin-x,  y  =  x',  correspondant  aux  valeurs  de  x 
comprises  entre  0  et  1,  on  voit  sans  difficulté  que  ces  arcs  ont  un  seul  point  commun,  et  l'abscisse 
de  ce  point  esl  l'unique  racine  positive  de  la  fonction  f^x). 

D'autre  part,  on  a 

par  suite  la  racine  est  comprise  entre  —  et  i. 

.Soit  u  la  valeur  di^  -x  en  grades,  on  a    -r  =  .     ou     x  =  — — i     et  l'éiiuation  devient 

"  2t)0  :200  ' 

u' 
sm  u  —  — -— -  =  U, 

ou  en  pienant  les  logarilhnies  dans  le  système  à  base  10. 

o(u)  =  log  sin  u  —  \  loi:  n  -+-  4  log  ^UO  =  0. 
.?;                                                                                  r;  X  200 
Aux  valeurs  de  x  égales  à  —  et  I  correspondent  les  valeurs  do  u  égales  à =  l(>6,66. .  . 

D  fi 

et  iJOO,  et  comme  les  fondions  o(!/)  et  f[x)  varient  dans  le  même  sens,  on  a 

'    .(^^)>0,  .(.00X0. 

Calculons  d  abord  la  racine  à  1  grade  près.  Nous  avons 

0(107)  =  logsinlin  — 4  1oglfi7H-'tlog-200. 

log  sin  dGT  =  log  sin  WW  =  î,6i)50l 

—  i  log  1157  =  0,10912 

4  log  200  =  9,20412 


9(167)  =  0,00825  >0. 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  -283 


La  racine  est  supéripure  à  167.  Substituons  168. 

\og  sin  168  =  log  sin  32  =  f,68283 

—  4  log  168  =  9,09876 

4  log  200  =  9,20412 


9(168)  =  1,98371  =  —  0,01 429  <0. 

La  racine  est  plus  petite  que  168,   elle  est  romprise  entre  167  et  168.   Pour  avoir  la  racine  à    

100 
de  grade  près,  on  peut  continuer  les  substitutions,  car  les  calculs  sont  fort  simples. 

Calcul  de  o(167,3)  Calcul  de  o(16",'i) 

log  sin  167,3  =  1,69140  log  sin  167,4  =  1,611019 

—  4  log  167,3  =  9, 10600  —  4  log  167,4  z=  9,10496 

4  log  200  =  9,20412  4  log  200  =  9,20412 


9(167.3)  =  0,00152  >  0,  .,(,67,i)  ^  î,99927  <  0. 

La  racine  est  comprise  entre  167,3  et  167, 'i. 

Calcul  de  f(167,36)  Calcul  de  o(167,37) 

log  sin  167,36  =  T,69067  log  sin  167,37  =  1,6905S 

—  4  log  167,36  =  9,10536  —  4  'og  167,37  =  9,10528 

4  log  200  =  9,20412  *  'og  200  =  9,20412 


167, .36. 


?(167,36-)  =  0,00015  >  0,  ?(167,37)  =  1,99993  <  0. 

1 
lOU 


La  racine  est  comprise  entre  167,36  et  167,37.  Sa  valeur  à  de   grade  près  par  défaut  est 


La  valeur  de  x  correspondante  est    x  =  — — ^- —  =  0,8368. 


Marcel  ULLMANX,  47<'  d'artillerie,  h  Héricourt. 


ili'raitique. 


2085-  —  Quelles  sont   les  surfaces  de  niveau  pour  un  champ  de  forces  nù  un  point  de  masse  m  est 
soumis  à  la  fois  à  l'action  de  la  pesanteur  ntg  et  à  celle  d'une  force  constante  niK  émanée  d'un  centre  fixe  '? 

Prenons  comme  origine  le  centre   fixe,  comme  axe  des  :  la  verticale  ascendante,  et  comme  axes 
des  X  et  des  y  deux  droites  quelconques  formant  avec  0:  un  trièdre  trirectangle. 

Le  point  M(.e,  >/,  z)  est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  dont  les  projections  sont ~  , 

r 
niKi/               niKz  ,  . 

— '—' '     '■  désignant  la  distance  DM;  il  est  soumis  également  à  l'action  de  la  pesanteur 

r  r  ^  '^ 

dont  les   projections  sont    0,0.~mg.     Par  suite,  la  résultante  de  ces  deux  forces  a  pour  projeclions 


Nous  en  tirons 


_  _  niKx  _        mKi/  mKz 

vj         vj         wj  mK(xdx -\- ydi/ -h  zdz) 

Xdx  H-  Ydy  -+-  /-dz  = ^ --^-^ '-  —  mydz, 


^84 
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ou,  en  remarquant  que     xdx  -+-  ydy  +  zdz  —  rdi\ 

Xdx  +  \dy  -+-  '/Âz  =:  —  m\\.d7-  —  mgdz. 
Il  en  résulte  (ju'il  existe  une  fonction  des  forces  U,  définie  par 

Vi  =  —  m{Kr  +  fjz)  =  —  wi(K/t^  -i-  ;/'-  -f-  :-  4- 
et  par  suite  l'équation  générale  des  surfaces  de  niveau  <st 

Kv/,r^-f-j/--l-3-4-<7;  —  h, 

1 

ou  X-  -+-  rf  +  z'^  =  -—■  [gz  —  h)'-, 

h  \- 


.9-), 


.r-  -(-  y^  -t-  :-  = 


^iz-±] 


Cette  équation  représente  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  l'origine  et  au  plan   (P), 
:  —  —  =0,     est  constant  et  égal  a      ~  ■ 

Ce  lieu  est  une  quadri(]ue  d".  révolution   autour  de  <):,  dont  la  méridienne  dans  le  plan   des  :.r  a 

pour   foyer   l'origine,   pour   directrice   la    droite  (D),     ; =  0,      el   pour   excentricité   -v  ■    Celte 

conique  a  pour  axe  focal  0:. 

Donc  si     17  <C  K,  la  conique  est  une  ellipse,  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  de  révo- 
lution allongés  ; 

si     g  >  K,     ce  sont  des  hyperboloides  de  révolution  à  deux  nappes  ; 

si     g  —  K,     ce  sont  des  paraboloïdes  de  révolution. 
Cas   i'ARricui.iKR.   —  Si     h  =  0,     la  conique  se  réduit  à  deux  droites,  et  la  surface  à  un  ci'me  de  révo- 
lution. Ce  cône  n'est  réel  que  si     ^>  K. 

André  Couarois,  à  Avesnessur-Helpe  (Nord). 

lionnes  solutions  par  MM.  J.  Dagnau.î,  à  Dijon;  G.   I.ach.  ii  Doii.ii  ;  A.  Rou.ismu,  ù  Fournes-en Weppes  ;  Marcel   I  llhann. 
47'  d'artillerie,  à  Héricoiirt. 
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Géométrie  analytique. 

2177.  — Soientdcnx  axosde  r-oorrionnées  rectangulaires  Ojc  et  0;/;  sur  Ox,  un  point  A  d'abscisse  positive 
donnée  a  et  un  point  A'  d'abscisse  négative  — «.  On  considère  la  droite 
liC  dont  l'équation  est  i/—a  =  0,  et  un  point  M  d'ubscisse  X  sur  cette 
di'oite.  On  mène  la  droite  MA  et,  en  A,  la  periicndiculuire  A.M'  ;i  AM  ; 
puis  la  droite  MA'  et,  en  A',  la  peipondiculairc  A'M'  à  MA'.  On  demande 
de  résoudre,  dans  l'ordre  que  l'on  voudra,  les  deux  questions  suivantes  : 

1"  Lorsque  X  varie,  li-ouver  et  construire  le  lieu  du  point  M'  ; 

2°  Exprimer  en  fonciion  de  X  les  coordonnées  du  point  de  contact  de 
la  droite  MM'  avec  son  enveloppe,  el  construire  cette  enveloppe  en  faisant 
varier  X. 

Mi'canigiir. 

2178.  Soient    trois  axes  de  coiudonnées   rectangulaires  Ok.  Oi/,  ();,  dont  l'ini  0;  est  vertical  et   dirigé 
p(i>itivcmenl  en  sens  contraire  de  la  iiesRiilfMir.  On   diinne,  sur  0.c.   le    pidul   A   d'abscisse   positive  ";  sur  0;/, 


1/ 

B    M 

H 

^ 

C 

Vèo^""^ 

^^° . 

A 

0 

A 

X 
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le  point    H    d'ordonnée   positive   —    et  le  point  C  d'ordonnée   négative 

—  •     Soit,  en  outre,   un   point   .S    de  coordonnées     x  =  —,     î/ =  0, 

:;  =  -— .  On  con.sidère  trois  barres  SA,  SB,  SG,  rectilignes,  homogènes, 

de  poids  respectifs  connus  P,  P',  P"  et  dont  on  néglige  les  épaisseurs.  Elles 
sont  soudées  en  S  et  forment  un  trièdre  de  figure  invariable  qui  s'appuie 
sur  le  pian  xOy,  supposé  non-deformable,  aux  points  A,  B,  C. —  Au  point 
S  est  attaché  un  cordon  de  poids  négligeable  qui  passe  en  0,  sans  frotte- 
ment, sur  une  petite  poulie  fixe  que  l'on  supposera  réduite  à  ce  point  0. 
Ce  fil  est  tendu  par  un  poids  Q.  11  n'y  a  pas  de  frottement  en  B  et  en  C, 
mais  il  y  a  en  A  un  frottement  de  coefficient    /"  =  1. 

Trouver  en  fonction  de  P,  P',  P",  la  plus  grande   valeur  de  0  pour 

laquelle  le  trièdre  peut  rester  en  équilibre  dans  la  position  donnée  et, 

pour  cette  valeur  de  Q,  calculer  les  réactions  du  plan  xO;/  en  B  et  en  C. 

Effectuer  les  calculs,  à  un  gramme  près,  sachant  que    a  —  60'^"»    et  qu'un  centimètre  de  longueur  de  chaque 

barre  pèse  10e,  [l i  juin,  de  7  h.  à  il  h.) 

Trigonomètt  ie. 

2179.  —  On  considère  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  dont  l'hypoténuse  BC  est  égale  à  une   longueur 
donnée  a,  et  on  prend  sur  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  .\BC  une   longueur  BD 
e  à  une  longueur  donnée  /;  on  désigne  par  x  la  moitié  de  l'angle  .ABC. 
1»  Etudier  la  variation  de  la  distance  DE  du   point  D  au  côté  AC  quand  on   fait 


x  de  0  à  -7-- 


DC 


2»  Déterminer  l'angle  oc  de  façon  que  le  rapport  -j^  des  distances   du   point  D 
au  point  C  et  au  côté  AB  soit  égal  à  un  nombre  donné  K.  Discuter. 

Nota.  —  On  pourra  traiter  ces  deux  parties  dans  l'ordre  que  l'on  voudra. 

[13  juin,  (le  3  h.  à  5  h.) 


2180.  —  On  donne 


Calculer  au  moyen  de  la  règle  à  calcul  : 
1"  Les  nombres  r,  u,  v,  ir  définis  par 


Calcul. 

a  =  223, 
b  =  283, 
c  =  324, 
m  —  830. 


,  /  abc  .  I  mbc  1 


mca 


«  =  ^3 


les  cubes  ?\  m',  u',  v^  et  les    inverses 


de  ces  quatre  nombres 


2°  Les  plus  petits  angles  positifs  x,  y.  z  tels  que    tgrc  =i  — ,     tg  y 


3°  Les  sinus  et  cosinus  de  ces  trois  angles  x,  y,  s. 

A»!.ç;  La  composition  de  calcul  est  faite  avec  une  règle  a  calcul  de  2(3'^"'  environ.  Défense  d'apporter  en 
môme  temps  une  table  de  logarithmes.  {14  juin,  de  3  h.  à  4  k.) 

Epure. 

2181.  —  Cadre  27'^"  sur  45'^"'.  Ligne  de  terre  xy  (en  trait  noir  fin;  petit  axe  :  w  centre.  Les  plans 
de  projection  existent  et  sont  opaques.  Titre  extérieur  :  Ombres.  —  Titre  intérieur  :  Ellipsoïde  et  Parabo- 
loïde. 
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-^  L^n  ellipsoïde  He  révolution  a   pour  axe  le  segment  vertical    {ab,  a'b'); 

Ma'  =  5'^",  aa!  =  8°",  a'b'  =  14'",  le  ravon  de  l'équateur  a  a'™.  Une  sur- 
face réglée  est  l'ngendrée  par  une  droite  horizontale  qui  s'appuie  sur 
(ab,  a'b')  et  sur  la  droite  (,G,  G')  ;  G  l'ail  un  angle  de  45"  avec  xy  et  est  à  une 
distance  ap  du  |)oint  a  égale  à  5'";  ('.'  est  parallèle  à  (J  et  la  cote  du 
point  (p,  p')  est  T='". 

La  surface  rr^lée  divise  l'elliphOÏde  supposé  solide  et  opaque  en  deux 
parues.  On  demande  :  1°  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  qui 
contient  le  point  le  plus  à  droite  de  l'ellipsoïde,  2°  de  trouver  1rs  ombres 
propres  et  portées  relatives  au  corps  précédent,  les  rayons  lumineux  étant 
parallèles  à  (L,  \J). 

Les  résultats  seuls  seront  tracés  à  l'encre  noire,  traits  pleins  pour  les 
lignes  vues,  points  ronds  pour  les  lignes  cachées.  Le  resle  .sera  dessiné  ii 
l'encre  rouge  en  traits  pleins  (plut(')t  lins).  On  fera  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  chaque  courbe  et  la  tangente 
en  ce  point,  les  points  et  les  tangentes  remarquables;  le  trait  rouge  des 
tangentes  trouvées  sera  un  peu  renforcé  (en  couleur)  aux  environs  des 
points  de  contact  ;  aucune  (lèche. 
racera  tous  les   contoui's  d'ombre  qui  existent,  vus  ou  cachés,  à  l'encre  noire  (ou  à   l'encre    bleue); 


Un    t 
hachures 


sur  les  ombres  vues,  ditférentes  pour  des  surfaces  différentes. 


(12  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 


Phijsique. 


Lunette  de  Galilée. 


ée  dans 
degrés  ; 
eau  est 


On   demandi 


KiO» 


H.  —2182.  Une  masse  m  de  fer  de  chaleur  spécilique  c  sortant  d'un  four  à  T  degrés  est  plong 
l'eau  dun  calorimètre  ii  zéro  dont  la  masse  en  eau  est  M  ;  la  température  finale  du  système  se  fixe  à  0 
on  néglige  toutes  les  pertes  par  rayonnement  et  autres.  Au  moment  de  l'immersion  une  masse  x  de  1 
vaporisée  ii  une  température  que  l'on  admet  être  de  cent  degrés. 

S'il   n'était  pas  tenu  compte  de  cette  évaporation  le  calcul  donnerait  une  valeur  erronée  T 
quel  doit  être  le  poids  x  pour  que  l'erreur  commise  ainsi  soit  de  5  0/0  sur  l'évaluation  de  T. 

Établir  la  formule  définitive  avant  tout  calcul  numérique. 

»i  =  1400s.      M  — 753iG.      c  =:  0,  125.      0=  15°.      Glialciir   latente    de    vaporisation    de    1 
l  =  537. 

Otimie. 

I.  _  Propriétés  physiques,  chimiques,  et  composition  de  l'oxyde  azoteux  (appelé  aussi  proloxyde   d'azole). 

II.  —  2183.  PuEMiiiiiK  opÉKAïioN.  —  Ou  prend  un  gramme  d'un  échantillon  de  fluorure  de  calcium  naturel 
contenant  comme  seule  impureté  de  la  silice  ;  on  le  mélange  intimement  à  un  grand  excès  de  silice.  On 
ajoute  au  mélange  de  l'acide  sulfurique  concentré.  On  chauffe  modérément  ;  il  se  dégage  alors  im  gaz  dont  on 
mesure  le  volume  : 

/■■»  Quedion.  —  Formulez  la  réaction  ;  décrive/  l'opération  telle  que  vous  proposez  de  la  réaliser,  et  faites 
un  croquis  de  votre  appareil. 

•2'  Question.  —Sachant  que  le  volume  du  gaz  dégagé,  supposé  ramené  par  le  calcul  à  0"  et  Tôc"',  est  égal  à 
lOOon»,  calculez  le  tant  pour  cent  de  fluor  que  contenait  l'échantillon  étudié. 

Deuxième  oi-éhation. —  On  répète  la  première  opération,  avec  le  même  poids  de  matière,  mais  la  totalité  du 
gaz  que  produit  la  réaction  est  amenée  en  présence  d'une  solution  concentrée  de  fluorure  de  pota.ssium  qui 
l'absorbe.  Il.se  produit  un  précipité  formé  d'un  seul  composé  défini  (et  non  d'un  mélange  de  plusieurs  composés). 

.>  Question.  —  Formulez  la  réarlion  ;  décrivez  l'oiiération  telle  que  vous  proposez  de  la  réaliser,  et  faites  un 
croquis  de  votre  appareil. 

•/o  Question.  —  Admettez  que  l'on  ait  su  peser  ce  précipité  tout  à  fait  insoluble,  et  calculez  le  poids  qiu' 
l'on  a  dû  trouver. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  renlermunt  les  poids  atomiques  des  corps  simples  et  la  valeur  du 
volume  moléculaire  des  corps  gazeux. 

(/  /  jun\.  lie  2  h.  IS  a  5  h.  1/2.) 
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Algehrf,    Analyse    cl    Trigonométrie. 

I.  --  2184.  1°  Intégrer  l'équation  diftérentielle 

où  m  désigne  une  constanledonnée. 

2"  Déterminer  l'inlégfale  y  de  cette  équation  qui  prend  pour  a;  =  0  la  valeur  0.  Indiquer,  suivant  les 
ditl'érentes  valeurs  de  m,  la  forme  de  la  courbe  (C)  qui  représente  la  variation  de  cette  intégrale. 

3"  On  considère  la  courbe  (Cj  qui  correspond  à  la  valeur  particulière  m  =  2,  et  une  corde  PQ  de  cette 
courbe  parallèle  k  Or.  Calculer,  en  fonction  de  son  ordonnée  ;/,  la  longueur  de  cette  corde  PU,  ainsi  que  l'aire 
comprise  entre  cette  corde  et  l'arc  de  courbe  qu'elle  sous-tend. 

II.  —  2185.  On  considère  l'équation 

4a;^  sin  a  +  dx''  sin2a  +  4x;  sin  3a  -Hsin  ia  =:  0 
où  a  désigne  un  angle  donné. 

1°  Montrer  que  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p[(a; -+->.)'  — 1X4- 1^)'], 
OÙ  p,  X  et  [JL  désignent  des  constantes  réelles  ou  imaginaires. 
2»  Résoudre  l'équation  donnée. 

[17  juin  ;  durée:  3  heures.) 
Groiiirtric    analiiUqiif. 

2186.  —  Un  considère  deux  paraboles  (P)  et  (Q)  rapportées  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oi/,  avant  l'une 
et  l'autre  le  point  0  comme  foyeretla  droite  Ox comme  axe.  Soit  A  la  parallèle  à  Oy  équidistante  des  directrices 
de  ces  paraboles;  par  un  point  M  de  A  on  mène  les  tangentes  MA,  MB  à  la  parabole  (P)et  les  tangentes  MA',  MB' 
à  la  parabole  (Q),  les  lettres  A,  B,  A',  B'  désignant  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

1°  Montrer  que  les  ordonnées  des  points  A  et  B  sont  les  mêmes  que  celles  des  points  A'  et  B'  (dans  la  suite 
on  appellera  A'  le  point  qui  a  même  ordonnée  que  le  point  k).  Vérilier  que  les  droites  AA',  BB'  sont  équidis- 
tantes  du  point  M  et  que  les  droites  AB,  A'B'  se  coupent  sur  A. 

2°  Démontrer  que  .MB'  est  perpendiculaire  à  M.\,  que  M\'  est  perpendiculaire  à  MB  et  que  les  droites  AB' 
et  BA'  passent  par  le  foyer  0.  Former  l'équation  du  faisceau  (F)  de  ces  droites  AB'  et  BA'.  Trouver  la  relation 
qui  doit  exister  entre  les  ordonnées  de  deux  points  M  et  M'  de  A  pour  que  le  faisceau  (F)  correspondant  à  M  et 
le  faisceau  (F'),  correspondant  à  M'  aient  une  droite  commune. 

3°  Les  normales  à  la  parabole  (P)  dont  les  pieds  sont  A  et  B  se  coupent  au  point  C  ;  les  normales  à  la  para- 
bole (Q)  dont  les  pieds  sont  A'  et  B'  se  coupent  au  point  D.  Trouver  les  équations  des  lieuxdécrits  par  les  points 
C  et  D  lorsque  M  parcourt  A  et  construire  les  courbes  correspondantes. 

[18  juin  ;  durée  :  3  Ueures.) 
Mécanique. 

I  —  2187.  Statique.  —  Une  sphère  homogène,  de  rayon  R,  de  poids  P,  s'appuie  sur  un  plan  incliné 
parfaitement  poli  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a.  Elle  est  retenue  par  un  fil  inextensible  de  longueur  3R 
attaché  en  un  point  A  de  sa  surface  et  dont  l'autre  extrémité  est  un  point  (ixe  B  situé  à  une  distance  3R  du 
plan.  Le  point  B  et  la  sphère  sont  au-dessus  du  plan. 

Trouver  la  position  d'équilibre,  la  tension  et  la  réaction  du  plan.  L'équilibn-  est-il  toiyours  possible  dans 
les  conditions  de  l'énoncé  '.' 

II.  —  2188.  Dijnamique.  —  Un  point  maléiiel  M,  de  masse  ni,  se  meut  surune  circonférence  de  rayon  H  ; 
l'arc  parcouru  s  est  délini  par  la  relation 

i  =  RL(  l-f  2/  . 
a  est  une  constante  positive  ;  L   désigne  le  logarithme  népérien. 

lo  Déterminer  la  vitesse  et  les  accélérations  tangenliellc  et  centripète  à  un  instant  t  quelconque.  Trouver 
l'hodographe  du  mouvement.  (On  pourra  rapporter  cette  courbe  à  des  coordotmées  polaires.) 

20  Soit  F  la  force  qui,  en  agissant  seule  sur  le  mobile,  produirait  le  mouvement.  Déterminer  l'intensité  de 
F  en  fonction  de  la  vitesse  i'  du  mobile,  et  trouver  l'angle  de  F  et  du  vecteur  vitesse. 

3°  On  considère  le  déplacement  du  mobile  entre  l'instant  initial    (<=  0)    et  l'instant  (.  Evaluer  le  travail 
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correspondant  do   F,  et   l'exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  initiale  V   et  de     l'arc  s  parcouru  par  le  iiiobilo. 
Montrer  qu'il  tend  vers  une  limite  quand  s  croit  indéfiniment. 

4»  Le  rayon  li  étant  100  mètres,  la  masse  m    \Q0  arainmes,  la  vitesse  initiale  Z6  kilomèlres  à  l'heure,   trouver 
les  valeurs  à  l'instant  initial  de  la  force  vive  du  mobile  et  de  la  force  F.  Ces  mesures   seront  données  en  unités 

industrielles  (unités  fondamentales  :  nièlre,  seconde,  kilogratiime- force). 

<:iO  juin  :  durée  :  3  heures  ) 

Calcul. 
2189.  ^  Calculer  les  trois  angles  x,  y,  z  compris  entre    —  90°     et     -t-QO",     satisfaisant  aux  relations 


sin  n  cos  fe/i  —  h-  sin'-  *  -+-  sin  fecos  «y/l  —  ft'sin-» 


sin  .1/ 


a  cos  b 

1  —k 
—  sin  a  sin 

sm» 

a  sin 

'b 

cos 

—  k^ 

sin" 

flv/l 

— 

fe'sin' 

b 

J— A» 

sin" 

a  sin 
-A= 

'6 

sin  a  sin 

b 

cos  a  cos 

v/1- 

-h^ 

sin^ 

as/i 

—  h-  s 

n=  b 

b 

1  —  k"  sin'  a  sin»  b 
(in  l'on  suppose 

k  =  0,:M427, 
o  =  {23°  48'  10", 
b  =  riC  11'20". 

(IS  juin  :  durée  :  2  heures.) 
Epure. 

La  ligne  de  terre  est  le  petit  axe  de  la  feuille.  Un  tétraèdre  régulier  dont  l'arête  a  une  longueur  de 
quinze  centimètres  repose  par  une  de  ses  faces  sur  le  plan  horizontal  de  projection  ;  cette  face  est  située  tout 
entière  en  avant  de  la  ligne  de  terre,  un  de  ses  côtés  est  par-illèle  à  cette  ligne  de  terre  à  une  distance  de  un 
centimètre  et  les  projections  de  son  centre  se  trouvent  sur  le  grand  axe  de  la  feuille. 

On  considère  la  sphère  qui  passe  par  les  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre  et  on  demande  de  représenter  par 
ses  projections  la  portion  de  cette  sphère  supposée  solide  qui  est  à  l'intérieur  du  tétraèdre. 

{19  juin  :  durée:  2 heures  il2.) 
l'Iiysique. 

\.  —  2190.  I"  Le  tube  de  verre  diin  baromètre  normal  est  exactement  cylindrique  el  a  une  section  s  à  0». 
Il  plonge  verticalement  dans  le  mercure  d'une  cuvette  très  large.  La  température  élanl  0°  et  la  hauteur  de  la 
colonne  barométrique  étant  H.  on  met  la  partie  supi'rieure  du  tube  en  communication  avec  l'extérieur  par  une 
ouverture  assez  large  pour  que  la  pression  atmosphi  rique  puisse  s'y  exercer  instantanément. 

On  demande  d'exprimer  en  calories-gramme-degre  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  le  mercure  après 
cessation  complète  des  mouvements  provoqués  par  la  cliule  de  la  colonne  barométrique. 

2°  Comment  ce  résultat  serait-il  modifié  si  le  tube  était  incliné  sur  la  verticale  d'un  angle  a  assez  petit 
cependant  pour  qu'il  subsiste  une  chambre  barométrique"? 

3°  Comment  ce  même  résultat  serait-il  modifié  si  la  cuvette,  au  lieu  d'être  très  large,  avait  une  section  S 
k  l'extérieur  du  tube'.' 

4"'  Comment  serait-il  encore  modifié,  l'appareil  restant  )e  même  et  pour  la  même  pression  atmosphérique, 
si  la  température  était  l"  au  lieu  de  0"?  i)n  désignera  par  a  le  coefticient  de  dilatation  absolue  du  mercure  et 
par  X  le  coefticient  de  dilatation  linéaire  du  verre. 

S"  Les  conditions  initiales  restant  celles  de  la  f»  question,  on  met  la  chambre  barométrique  en  large 
communication,  non  plus  avec  l'atmosphère,  mais  avec  un  récipient  de  grand  volume  contenant  de  l'air  sous 
une  pression  inférieure  à  celle  de  l'atmosphô.-c  el  mesurée  par  une  hauteur  li  de  meicure  à  0".  (Juelle  sera  la 
chaleur  dégagée  dans  le  mercure  après  retour  à  l'équilibre  .' 

On  fera  l'application  numérique  pour  la  première  question  seulement,  avec  les  données  numérii|ues 
suivantes  : 

s  ■=  4  cm^.     li  =  76  cm.     Densité  du  mercure  à  0°  :     </  =  I3,ri. 

Accélération  de  la  pesanteur  :     j  =  9S1. 

Equivalent  mécanique:    J=  4,18X10'     ergs  par  calorie-gramme-degn''. 

IL  —  Détermination  expérimentale  des  foyers  et  des  plans  principaux  d'un  système  optique  centré. 

(  t7  juin  :  durée  :  :t  heures.) 
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MiUhémaliijues  spéciales. 

2077.  —  1°  Si,  dans  une  équation  du  Iroiiième  degré 

(1)  -J—i),-J+p.z  —  p,  =  i), 

le  coefficient  pi  est  nul.,  la  fonction  ;j  —  2,33  =:  ;|  +  ZjSs -t- ;j,  non  symétrique  p ai-  rapport  aux  lettres, 
est  équivalente  à  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équation.  Le  cas  où  p,  ^  0  est-il  le  seul  où  il 
existe  un  polynôme  homogène  du  second  degré  à  trois  variables  qui  jouisse  de  la  même  propriété? 

Le  coefficient  w,  n'étant  pas  nul,  foi-mer  l'équation  (2)  qui  a  pour  racines  les  valeurs  que  prend  la 
fonction  x--hxy-i-y-  quand  on  y  remplace  x  et  y  par  deux  racines  quelconques  de  l'équation  (I) 
L'équation  (2)  peut-elle  être  équivalente  à  l'équation  (i)  dont  on  l'a  déduite  ? 

2°  Les  médianes  d'un  triangle  ABC  se  coupant  en  un  point  0,  on  fait  tourner  ce  triangle  de  60°  autour 
de  0  dans  un  sens  et  dans  l'autre;  on  obtient  ainsi  deux  nouvelles  positions  A'B'C,  A''B"G  du  triangle 
(A'  et  A"  étant  les  nouvelles  positions  du  point  A).  Soient  A;,  A'^  les  milieux  de  BA',  BA"  ;  B[,  E'[  les 
milieux  de  CB',  CE";  C',,  C'^,  les  milieux  de  AC,  AG";  K,  \l,  les  milieux  de  CA',  GA'';  B^,  B'I,  les 
milieux  de  AB',  AB"  ;  Gô,  C'^,  les  milieux  de  BG',  BG".  Montrer  que  les  angles  A',OAÎ,  AôOAÔ,  D',OB',', 
B^OB'^,  G'|OC',',  C;,OC';  ont  même  bissectrice  et  qu'il  existe  sur  cette  bissectrice  deux  points  m',  a."  symétriques 
par  rapport  à  0,  tels  que  les  quadrilatères  ni'io"\[\'[,  io'a)"A!,A'2,  co'ij/'B',Bp   ...   soient  inscriptibles. 

Démontrer  qu'il  existe  un  triangle  A,BiG,  homothéiique  du  triangle  ABG  ^yar  rapport  à  0  et  tel  que, 
si  l'on  prend  les  inverses  A,,  B,,  G-i  des  sommets  A,,  Bi,  G,,  le  pôle  d'inversion  étant  soit  <u',  soit  tu",  le 
centre  des  moyennes  distances  des  poiyits  Ao,  Bj,  Cj  est  soit  oj',  soit  tu". 

[On  pourra  représenter  les  différents  points  par  leurf  àffixes,  rapportées  à  un  système  d'a.ves  rectan- 
gulaires ayant  0  pour  origine,  et  utiliser  la  propriété  indiquée  au  n"  /.) 

'S"  On  considère  les  triangles  ABG  variables,  tels  que  les  points  tu',  tu"  qui  leur  correspondent  soient 
fixes  et  pour  lesquels  le  produit  des  longueurs  des  médianes  est  donné.  Trouver  le  lieu  des  sommets  de  ces 
triangles.  [On  pourra  se  borner  à  construire  ce  lieu  dans  le  cas  où  les  données  sont  telles  que  l'un  des 
triangles  ABG  ait  deux  sommets  confondus.) 

Etant  donné  un  point  A  du  lieu,  construire  le  triangle  ABG  qui  lui  correspond. 

1.  Si  p,  esl  nul,  il  est  évident  que  la  foiiclion  des  racines  v  =  :■;—  :>:.,  est  égale  à  ^^  h- r-j -f-ii:.,  ; 
pour  le  voir,  il  n'y  a  ([u'à  remplacer  :,  par     —  (^2  +  =3)     dans  l'expression  de  m.  On  a  donc  alors 

ce  qui  montre  bien  que  u  est  une  fonction  symétrique  des  racines;  dans  le  cas  actuel,     u  —  —  p>- 
Considérons  maintenant  un  polynôme  homogène  et  du  second  degré  en  :,,  z,,  z., 
u  =  azj  H-  bzl  -h  csj  +  2a':233  -t-  ib'z^Zi  -t-  ^c'z^z,  ; 
s'il  est  équivalent  à  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré,  il  ne  doit  pas 
clianger  par  rechange  de  :,  avec  z.2  et  nous  aurons  aussi 
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par  .-uile.  a{:i  —  zi)  -  'b{z\  -  4)  -  Sa'z^C:,  -  ;.)  -h  âé'z,^;,  -  :,)  =  0. 

Supposons  maintenant  que  l'équalion  no  soit  paâ  une  équation  particulière  ayant  une  racine 
double;  nous  pourrons  diviser  par    ;,  —  z,     cl  nous  aurons 

(a  —  6)(:,  -h  z;)  +  2(6'  —  a')z.,  =  0,  ou  (a  —  b)p,  +  [2(6'  —  a'}  +  b  —  a^z,  =  0. 

Or  ici  la  désigne  évidemment  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré;  nous 
devrons  donc  avoir 

[a  —  b)pi  =  0,  -2(1/  -a')  +  b-a  =  0. 

Si  /',  n'est  pas  nul,  nous  aurons  b  =  a  et  b'  =  a';  de  même,  c  =  a,  c'  =  a';  le  poly- 
nôme V  est  alors  un  polynôme  symétrique. 

Si     p,  =  0,     nous  avons  aussi 

2ii'_  ,,'j  +  b  —  a  =  0; 
njus  aurons  de  même 

2(c'— 6')  +  c  — /y  =  0  et  2(a'  — c'j  +  rt  — c  =  0. 

11  est  facile  de  voir  que  ces  trois  relations  se  réduisent  à  deux  et  qUe  deux  des  six  coefficients  se 
détcmiinenl  à  l'aide  des  quatre  auties.  lin  tenant  compte  de  l'homogénéité  du  polynôme  par  rapport 
aux  six  coeflicients,  nous  voyons  qu'il  y  a  une  triple  infinité  de  tels  polynômes,  non  symétriques  par 
rapport  aux  letlres,  mais  équivalents  à  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équalion  du  'S'  degré. 
Ceci  n'a  lieu  d'ailleurs  que  dans  le  cas  où  p,  est  nul. 

Les  polynômes  indiqués  au  début  de  l'énoncé  :  z'i  —  :.,z.^,  zi  —  z,:,,  :?  —  :,:,,  zl  -h  zi-h  ZtZ^,  etc., 
sont  des  cas  particuliers  de  ceux  que  nous  venons  d'obtenir.  Il  est  facile  alors,  en  faisant  a  ^l  et 
remplaçant  b  par  !  +  2(a'  —  b'),  c  par  l4-^(a' — c'),  de  vérider  que  tous  ces  polynômes  Sont 
équivalents  à  des  fonctions  symétriques. 

A[ipelons  maintenant  x,  y,  z  les  trois  racines  de  l'équalion   et  cherchons  celle  ([ui  admet  pour 

racines  les  valeurs  de 

t  =  x^  +  ri/  -t-  y'  =  (.r  +  ;/)-  —  xij. 


Nous  avons 

x-hy  =  p,  —  z. 

.,  =  A^ 

t      (p      -y      ^'^ 

2p,32  -t-  piz 

—  Vs 

et 

; 

puis,  comme    ;■  — 

■pr^'  +  lh 

r--r,  =  (), 

—  p,z'-^l>^z  —  ,KZ 



—  n<z  (-  d': 

'■  —  1  ■>. 

Il  suflit  donc  de  kiirc  la  transformation 

Pi  -  P'- 


CJ  qui  donne  l'équalion  du  Iroisicme  degré  en  ( 

ipi  —  /'-•  -  'r  —  Pïip'l  -  pi  —  I?  -^  pip:{pi  —  P"-  -')-  PtPi  -  0. 
Cette  équation,  déveloitpéc,  s'écrit 

<3  _  (2^j  _  2p,)i^  +  (^,f  _  3  „j^^  ^  3^j)<  _  (Pipi  _  pi—p,p,)  =  0, 

el  il  n'y  a   plus   qu'à  l'i  hMitilier  avec  l'équAlion   donnée  pjur  obtenir  les   relations    qui    doivent 
exister  entre  p,,  p^,  Pi  '■ 

'ip-^-.ip^.  =  P„  l'i  —  '-^PiP:  '  '-ipl  =  /'u,  pip:  —  pl  —  rVh  -  Pi- 

Cas  relations  nous  donnent 

^  ^Pi-P'.,  PUn-pl 

et  enlin  p\  —  ?3fr-/'i  —  P>)  "• 'i -, —  ^  < 
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cette  dernière  donne  pt  et  les  autres  donnent  ensuite  />o  et  p^. 
Développons  l'équation  en  jo,  ;   elle  s'écrit 

pi  —  pi  —  p'i  +  Pt  =  0, 
puis  yj,{p,  _  .lj2(^.,_(_l)  ^  0. 

Elle  donne  successivement  :  ;',  =  0,  /j,  =  1,  /3,  =  —I;  mais  puisque  /'i  =  U,  il  n'y  a  que 
deux  valeurs  acceptables,  les  valeurs    ;;,  =  1     et    pi  =  — I. 

Four    /;,  =  1,     nous  avons     p.,  =  -<     />,  =  —      et  l'équation  en  :  est 

la  transformation  est  aloi s,      z  —  ~  ^  l  :      deux  des  racines,    :   et  /,  ont  pour  somme  -7^,    l'autre  est 

1  1  1 

égale  à  -7--   le  produit     zi    à   —  >    les  trois  racines  sont  égales  à    — •   Ceci  se  vérifie  immédialement  en 

remarquant  que  le  polvnome     :'' —  z- -i- est  le  cube  de      : 

l'uur    /'i  =  —  I,     nous  voyons  que  j)-.  est  égal  à  1  et  que  /Jj  est  indéterminé.  L'équation  est  alors 

:■■  +  :.=  +  ;— p:,  =  0  : 
la  transformation  est  la  transformation  identique     •  —  t,     et  ceci  est  facile  à  expliquer,  car  nous  avons 
évidemment 

zf-h  zi -h  z,  =  z^-^zi -h  z„  ou  (:,  _;,)(:j+:^:^_^:j_l_;,  4_;,_,_1)  =  0. 

Ceci  nous  montre  que 

:.; +  :,:, +:J  H-:, -f-r,, -t- 1  =  0,  ou  z^  +  z^z. -h  zî  =  z,,; 

les  trois  valeurs  de  la  fonction     a;^  H-aîy  -H  y''     sont  donc  éyales  aux  trois  racines  de  l'équation  pioposée. 

2.  Les  médianes  des  triangles  ABC  se  coupant  au  point  0,  la  somme  des  afûxes  de  ces  trois  points, 
:,+;,-(-  jj,  est  nulle  et  ces  trois  nombres  sont  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  de  la  forme 
:'+po: — p.j  —  0.  Nous  savons  alors  que  la  quantité  ;f -j-Si^i -H  =]  est  équivalente  à  une  fonction 
symétrique  des  racines;  c'est  donc  un  invariant  relatif  aux  sommets  tlu  triangle.  D'autre  part,  nous  avons 

2;:  -t 

3.  et  a-  étant  les  deux  racines  cubiques  imaginaires  do  l'unité,  par  exemple       ï  =  cos  -^-t-isin^- 
.\ppelons  alors  ;,'  et  z'[  les  afiixes  des  points  A'  et  A':  nous  aurons 

z\  =  :,(  cos  —  +  i  sin  ^  ),  o.z\  =  -  :,  ; 

nous  aurons  de  même     a-:'[  =  — r,  ;     par  suite,     z,  =  —  a-;,,     :.'/  =  —  az^. 
L'invariant  I  est  donc  égal  à     (:, -h  :',)(:.-+- :,'). 
Soient  alors  :'  et  :"  les  affixes  des  milieux  de  B.\'  et  B.V"  ;   nous  voyons  que 

!  =  ..:',  ,z'=L 

•i 

et  qu'en  posant     :-  r=  _  =  z'z",     nous  définirons  un  couple  de  points  0/  et  w",  qui  sera  le  même  pour 
tous  les  couples  de  milieux,  tels  que   A,'   et   A;'.  Ces  deux  points  sont  symétriques  par  rapport  au  point 


0,  sur  la  bissectrice  de  l'angle  (OA;,  OA,')  et  à  des  distances  de  0  égales  à     ^'  |  ;'  |    |  ;"  |    =  —  ^Z  |  j 
Figurons  alors  les  cinq  points  0,  A,,  A],  m'  et  uj".  Nous  savons  que 
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et  les  deux 

Olu' 


[lar  conséquent     -— ; 

triangles    Oa',(o',  Ow'A','    sont  semblables, 

les  angles  1  el  1,  ainsi  que  2  et  2,   sont 

égaux;  l'angle  w'  est  donc  le  supplément 

de   l'angle    A',0(u';    de    même  l'angle    w" 

est  le  supplément  de  l'angle  A',0(o",     et  le 

(luadrilalère   w'A"(u"A'    est  insciiptible.    11 

en  est  de  môme  de  tous  ceux  qu'inditiue 
Fig  1.  l'énoncé  (/î'^.  1  et  2). 

Soit  X  le  rapport  d'homothétie  du 
triangle  AiB,Ci  au  triangle  ABC,  les  atïixes  des  sommets  de  ce 
nouveau  triangle  sont  X^i,  Xj^,  Àjj.  D'autre  part,  appelons  main- 
tenant ;',  l'imaginaire  conjugué  de  :,,  :„  l'adixe  du  point  lo'  et 
lô  son  imaginaire  conjugué,  enfin  k  la  puissance  d'inversion; 
nous   aurons,   pour  transformer  un    point   quelconque  du   plan. 

étant  l'affixe  du  point  transformé  de     :  =  x  +  ii/. 

Appliquons  aux  trois  points  A,,  Bi,  Ci,  qui  se  transforment  en  A,,  Bo,  G,,  et  appelons  Z,, 
aflises  de  ces  nouveaux  points  ;  nous  aurons 

li  ..  k 


,'^A" 


Z 


=  X  +  iY 
Z,,  Z,    les 


Z, 


Z, — 


X::, 


z,  +  Zo  +  Zj  -  3:, 


h 


k 


puis,  ......  „        ^.^  ___^^ 

Si  nous  voulons  que  le  point  w'  soit  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois  points  A^ 

faudra  que     Z,  +  Z.  -J-  Z,  -  S:»  ^^  0,     ou 

I  I  I 

=  0: 


1 


ce  ([ui  donne 


X2ln,4  —  2X:; ï;,  H- 3z„2  =0. 

d'autre  part,     4=5  =  I,     ^z'^-  ~  l'  ;     donc  l'équation  qui  donne  X  devient 

4:;;0.2_3:o-  =  0,  X^  z=:  ^  • 


M,,  Go.   il 


-  I': 


Il  sullil  donc  do  prendre     X  =  ±  -^ 


3.  Nous  prendrons  ici  pour  axe  des    x   lu  droite    wVo  '    el  pour  origine  dos  coordonnées  le  milieu  de 
ce  segmenl.  Nous  savons  ([ue    zl,  iiui  se  réduit  ici  à  Ow'"  ,  est  égal  ;i   --  ;    d'autre  part,  nt)us  avons  vu 

au  début  que  I  ou  u  est  égal  ii       -j^ '■,       c'est-à-dire  ici  à     — p.,     |)uis(iuc     ;i+:j-l-:^,     est 

nul  ;  donc  pi  est  constant  cl  réel,  et  même  négatif.  D'ailleurs  le  produit  des  médianes  élaiil  constani, 
cela  veut  dire  que  le  produit  des  longueurs  0.\,  OB,  UC  est  constani  ;  donc  le  module  de  /).,  est  con- 
stant el  égal  à  a'. 

Posons      x  =  pcos(o,         i/  =  psiniu,       :  —  p  (cos  w  +  i  sin  w)  ;        l'éciualiou        z^ -\- p-^z  —  Pi—<i 

deviendra 

i'(cob  3(u  +  i  sin  3  u)  -t-  /;j?(cos  .u  -+-  i  sin  i..;  =  p^  =  a'(cos  /  +  i  sin  /,;  ; 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES  293 

elle  se  décompose  en  deux  ; 

p'  ces  S"'  -4-  P2P  COS  U)  =    rt'  cos  ^, 

P^  sin  3oj  -I-  p,p  sin  w  =  n'  sin  À, 
et  l'élimination  de  X  entre  ces  deux  équations  est  immédiate  :  elle  donne  l'équation  du  lieu  des  sommets 

p''  -+-  ^PjP*  cos  2io  H-  plo"^  =  a". 
Quand  deux  des  sommets  B  el  C  sont  confondus,  le   triangle  s'aplatit  sur  une  droite  AB,  le  point 
G  est  sur  cette  droite  aux  —  à  partir  de    A,    et  la  droite    ij>'..i",    c'est-à-dire  Ov,  est  sur  cette  droite  AB, 

qui  correspond  à  ce  triangle  particulier.  Nous  avons  alors  ipi  -1-27pj  =  0,  le  p^  de  ce  triangle  est 
réel  et  se  réduit  à  a^.  Changeons  de  notation  et  posons  alors  /:>;"  =  4/«  ;  nous  aurons  pl=—'i7l^, 
p-i  =  — 3/-,     et  l'équation  du  lieu  deviendra,  dans  ce  cas  particulier, 

P«  —  6/2p'  cos  20)  -I-  9/*p2  —  kb  =  0. 
Pour  construire  cette  courbe,  au  moins  sommairement,  remarquons  que  l'équation  en  p  a  des 
coefficients  périodiques,  et  que  leur  période  est  -  ;  il  suffit  donc  de  faire  varier  10  dans  un  intervalle 
d'étendue  ILt^.  Or  le  changement  de  w  en  —  w  laisse  l'équation  invariable  ;  donc  la  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  à  Ox,  et  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  il  sutllt  de  faire  varier  "  de  0  à  t  ;  le 
changement  de  w  en     -  —  ("     laisse  encore  l'équation  invariable  ;  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 

à  Oy,  et,  en  tenant  compte  aussi  de  cette  nouvelle  symétrie,  il  sulTil  de  faire  varier    w   de    0    à  -^j-  • 
Pour    "J  =  0,     l'équation  devient 

p«-6Z^^'-f-9/v^  -At  =  0, 
ou  p'-(p2-3/^)2— l/';  =  0; 

elle  se  décompose  en 

f  _  .3/2p  + 1['  ^  0, 

p3  — 3Pp  — yP  =  0; 
la  première  admet  la  racine  positive  double     p  =  /,    et  la  seconde,  la  racine  positive  simple     p  =  §/; 
le  premier  point  de  Ox,  A,  est  un  point  double,  le  second,  B,  est  un  point  simple. 

Quand  w  augmente,  cos  2u)  diminue,  la  somme  des  valeurs  de  p-   diminue;  pour     w  =  — -,    l'équa- 
tion n'a  déjà  plus  qu'une  seule  racine  positive  et  cela  se  poursuit  jusqu'à     10  =  —.     A  ce  moment, 

l'équation  devient 

po  _,_  Qi^y.  ^  9/4p-2  _  4/5  =  0,  ou  fyf  +  3P)^  _  4/"^  =  0  ; 

elle  se  décompose  en 

p'-h3/-p  — 2/^  =  0,  et  p' -i-3/'^p-(-2/' =  0, 

qui  n'admettent  qu'une  racine  positive,  comprise  entre  0  el  /. 

Pour  savoir  à  quel   moment  l'équation  cesse  d'avoir  trois  racines  positives,  il  sufût  d'annuler  le 

discriminant  de  l'équation  cubique  en  p^  Ceci  donne,  en  posant     cos  2m  =  ;/,     la  relation 

32)('  —  Tlu-  —  36in-  3 1  =  0, 

qui  se  décompose  en  u— 1=0  et  32i('--i-ûîi  —  31=0. 

L'unique  valeur  positive  de  u  est  donc 

—  5-+-v/3Ma  „  63,1  -.T         58,i         „„„ 

u  =  cos  2w  =  -1 ,  cos  2oj  =  =  — î—  =  0,90  ; 

64  64  64 

cette  valeur  de  2io  est  voisine  de  65°,  et  w  apour  valeurcorrespondanteunnombre  a  voisin  de  37  ou  38°. 

Alors  de  0  à  2,  il  y  a  trois  valeurs  positives  de  p  ;  pour     w  =  1,     deux  d'entre  elles  sont  confondues  ; 

la  droite     co  =  a     est  tangente  à  la  courbe  ;  enfin,  au  delà,  do     u  =  a     à     oj  =  — - .     il  n'y  a  plus  qu'un 
seul    p  qui  soit  positif,  les  deux  autres  ont  cessé  d'être  réels. 

Vérifions  enfin  que  le  point  A  e.st  un  point  double.  Pour  cela,  formons  tg  V  en  ce  point  :  nous  avons 
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l'j  V  =  ? 


d: 


cos2u) 


r.r- 


d'outre  pari  cosi2w 


o«  +  9/*?2  — 4/« 


9/'i^-(-8^ 


3<^?"' 


Dans  le  second  nombre,  1  un  des  facteurs,     — p^ 


•.S/' 


a  pour  limite  ^7-    (juand  10  tend 


vers    Û    et    ?    vers    /  ;    l'autre  facteur, 


I- 


jirend  une 


FiR,  3. 


forme  indéterminée,  et  en  lui  appliquant  la  règle  de  Lllospital, 

d;  .         i    '       -,        1 

-      et  appelant   À   la  limite  de    — .— .    on  a     a  =  -n~'     '■   =  ■77' 

/ 
Les  deux  valeurs  de    tgV    sont  donc     tgV  =±1.      f,a 
courbe  a  la  forme  ci-contre  (fiij.  'X]. 

Lorsqu'on  se  donne  le  point    A,  on  se  donne  l'affixe,  :,, 


de  ce  point,  et  il  suffit  do  trouver  les  affixes  des  deux  autres  points,  z^  et  z^. 

Or  on  a     z.-^z,=  —  z,.         1  =  —  ;3.>  =  3/2  =  :?  +  :5  +  ro:3,         I  =  3/- =  ;î  —  ;,:,  : 
ceci  donne  ^s:,  =  :;  —  3/-, 

et  nous  sommes  ramenés  à  construire  deux  affixes  dont  la  somme  el  le  produit  sont  donnés. 


OEOMETRIR  ANATTTIOUE 


2106  —  On  cntitidire  un  faisceau  ponctuel  d-!  coniques  el  une  droite  A  ,•  le  pôle  de  A  décrit  une 
conique  r  harmoniquemcnt  circonscrite  au  faisceau.  Les  tangentes  à  r  aux  sommets  du  triangle  conjugué 
rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  sur  une  même  droite  A':  les  deux  d'-oites  A  et  a'  sont 
réciproques.  Soit  T'  la  conique  qui  correspond  à  A'. 

Démontrer  que  si  Vune  des  droites  A,  A'  tourne  autour  d'un  point  fixe,  l'autre  enveloppe  une  conique 
hnrmoni<juement  inscrite  au  faisceau;  que  le  point  d'intersection  de  A  et  de  A'  décrit  une  cubique,  et  que  le 
quatrième  point  de  rencontre  des  coniques  V  el  Y'  décrit  une  sexlique  ayant  Iroispoints  triples  aux  sommets 
du  triangle  conjugué. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  conjugué  commun  à  toutes  les  coniques  du  faisceau 
donne  :  si  nous  désignons  par 

.r^  H-  1/2  _^  ;2  _  0,  A.r'  -H  Bi/"  -h  C:»  =  0 

les  équations  de  deux  de  ces  coniques,  l'équation  générale  des  coniques  de  ce  faisceau  sera 
(A  +  ).).ï'  +  (B  -1-  l)if  -4-  (C  +  /.):2  =  0. 
Le  pille  de  la  droite  A.     "r  -I-  vy  +  irz  =  0,     est  défini  par  les  équations 
(A-t-À)j;  _   (R  -4-  X)y   _  (C  +  >);  . 

U  I'  w 

on  aura  le  lieu  de  ce  point  en   éliminant    >■    entre  ci^s  trois  équations.  Pour  faire  cette  élimination,  nous 
égalons  ces  trois  rapitorl'*  à  un  paramèlrc     —  '.     nous  obtenons  troi<  équations  linéaires  (^n   >    et  p  et 
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nous  écrivons  que  le  fiéterminant  complet  du  système  est  nul.  Ceci  nous  donne 

A.r  .r  M 

Bij  (/  V      =0, 

C:  :  "■ 

ou  m(B  —  C)>j:.  +  î'(C  —  \)zx  4-  "'(A  —  I!)  ry  =  0, 

ou  encore,  en  posant  B  —  C  =  ii .  C— A  =  6.  A  —  B  =  6, 

[l)  (luyz  -+-  Ijoz.v  -+-  cicxij  =  0. 

C'est  l'éqnation  do  la  conique   I'.  Cette  conique  est  circonscrile  au  triangle  conjugué. 

La  tangente  au  point      (u  =  0.     :  =  0)      a  pour  équation     hvz  +  ciru  =  0,     ou      -f- — i — ^  =  0  ; 

bv         cir 

elle  rencontre  le  côté    .r  =  0    en  un  point  situé. sur  la  droite 

au         bv         cw 
les  deux  autres  points  analogues  sont  également  situés  sur  cette  droite. 

Pour  avoir  la  conique    r',    il  suffit  de   remplacer  dans  l'équation  de    r    u,  v,  w    respectivement 

I  1  1 

par   1 


nu       liv       cil' 

(r-) 


;    nous  obtenons  ainsi 


.'/: 


xy 


0. 


Il  y  a  visiblement  réciprocité  entre  (A)  et  (A  ). 

Supposons  maintenant  que  (A)  passe  par  le  point  tixe  (.r„,  !/„,  r„1,  nous  avons 

(I)  ((,(■„+ i'ï/„ -I- «:„  =  0. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  a'  en  éliminant  u,  v,  w  entre  l'équation  (i)  et  les  suivantes  : 

f_ ?/_ l_ 

(in-  bv-  cir- 


!/o 


nr„  by. 


Remplaçons  dans  (1)  îi,  u, /(' parles  quantités  proporlioimelies    ±v/— — '     ~~\1 — V~7~' 


nous  obtenons 


=^\/^±\/¥*v/^=«. 


et  cette  équation  représente  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  de  référence. 

Le  lieu  du  point  de  ronconire  de  A  et  A'  s'ob'.ienl  en  éliminant  )/,  v.  ir  entre  les  équations 

iix  -f-  vy  -+-  icz  =  0, 
)(.!■„  —  vy„  -+-  irZg  =  0, 


nu         bv         cir 


Les  deux  premières  nous  donnent 


et  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième  nous  avons 


équation  d'une  cubique. 


"(  ?/=o  -  -Vo  '  ^"  -'■'  —  ^=0  )  f  (''.'/o  —  î/'i'o  1 


=  0, 
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Enfin,  pour  avoir  le  Hpu  (lu  quatrième   point   de   rencontre   des  coniques  r  et   l",  nous  éliminons 

«,  V,  ir  entre  les  éqnalions 

vTo  -+-  vy„  -+-  n'Zf,  =  0, 

nnyz  -t-  //';;.r  +ctrxy  =  0, 
j/z     ^    :.;•    ^     xy 


Il  V  ic 


Des  deux  premières  nous  tirons 


=  ^, 


•'"'('"î/.'/o  —  ''"o)  ?/(""f.  -  ci-.ro)  -Jhxx„  —  aiirj„ 

et  011  portant  dans  la  troisième  nous  avons 

?/' |_  -'■'' I 'T?/ 

■''^(<^y!/o  —  *=-o.)         y{azz„  ~  cxx„)         z{hxx„  —  oyi/,,) 

î/-:-                       z-x-                       x^ri- 
OU  J— H h-, ■' =  0. 

«^.'/î/o  —  '-'="0        azzo  —  cxx„         6.rj-„  —  ayy„ 
Sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  il'une  sextique  ayant  trois  points  triples  aux  sommets  du 
triangle  conjugué. 

A.  ROUSSEAU,  à  Fûllrnes-en-^^■eppes. 
Bonnes  solutions  par  MM.  I.ach,  à  Douai  :    L.  NircEi.i.E,  ,i  l.a  Cliàtre. 


2107.  —  Soil  M  le  point  Ir.  plus  haut  d'une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  0  qui  roule  sur  une 
droite  A  et  qui  actuellement  louche  la  cycloïde  au  point  M.  Soit  AB  une  parallèle  à  A  qui  coupe  In 
cycloïde  en  A  et  le  cercle  en  B.  Montrer  que  AB  :=  arc  BM,  et  en  déduire  ta  construction  du  centre  in- 
stantayié  de  rotation  qui  correspond  au  point  A  de  la  cycloide. 

Le  cercle  0  touche  A  en  E.  Soit  I  le  centre  du  cercle  générateur  au  moment  oii  il  passe  en  A  et 
y[  D  le  point  de  contact  sur  A.  Si  C  est  le  point  de  départ  sur  A   du 

mobile,  et  si  on  pose 

uTa  =  ËÔB  =  <p,  on  a  CD  =  arc  DA  =  arc  EB  =  Ri  ; 

d'où  AB  =  DE  =  B(-  — 'f). 

C'est  précisément  la  valeur  de  l'arc  BM.  Le  centre  instantané 
de  rotation.  D,  qui  correspond  au  point  A  de  la  cycloïde,  s'obtient 
donc  en  menant  AD  parallèle  il  Bl'l  ;  d'ailleurs  le  point  A  se 
déduit  du  point  H  en  menant,  en  sens  contraire  du  mouvement,  BA 


c  DE 

parallèle  à  .A  et  égal  à  arc  MB 


A  .ROUSSEAU,  à  Fournes-en-Weppes. 


Bonnes  solutions  :    MM.  B.Manen,  à  Albi  ;     D.  Belloci},  h.  Bordeaux  :    M.  I'iimann,  à  lltTicourl  ;    G.  I.acii,  à  Pouai  ;    L 
Smo.N,  .i  Fourmies  ;  B.  Bufoub  ;  (!,   Hèle. 


CONCOIIHS  DE  ]d\:\  (Suile.) 


l'COi.i;  l»KS  PONTS  ET  CIIAUSSKRS 
(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  conducteurs. 


Ali/i  lire  el  A)ialjixi-. 
I.  — 2191.  In  tore  rirnilaire  circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  H  sati.'^fail  aux  conditions  suivantes  :  le  plan 
du  parallèle  inférieur  passe  par  le  rentre  de  la  splnre  ;   Ir  diamètie  ;/  du  méridien  est  inférieur  ou  l'g  il  ?i  R  ;  le 
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volume  du  tore  est  égal  à  /i  l'ois  le  volume  du  segment  de   hi  sphère 
compris  entre  les  plans  des  parallèles  extrêmes. 

1°  Former  l'équution  qui  donne  la  distance  x  du  centre  du  méri- 
dien du  tore  k  l'axe; 

2°  Discuter  le  problème  sur  cette  équation  ; 

3"  Prenant  R  égal  à  l'unité  et  faisant    /i  =  /.-,     quelles  sont  les 
valeurs  commensurables  de  //  qui  rendent  .>•  et  /<   commensurables  ? 
Clioisir  un  exemple. 
40  Parmi   ces   valeurs  commensurables  de    </,    il  en  est  une  pour  laquelle   A-    prend   la  valeur  ~  ;  écrire 

l'équation  on  .-■  correspondante  (avec     H  =  1)  ;     calculer  .v,  en  déduire  ;/   et  constater  que  la   valeur  ainsi 
déterminée  pour  //  rentre  bien  parmi  les  valeurs  de  y  obtenues  au  3». 

II-  —  Former  une  série  de  Fourier  qui  prenne  la  valeur    -■   de  zéro  à   -  et  la  valeur    2- —  .r    de  tt  à  2-. 
On  peut  déduire  de  cette  série  des  séries  numériques  assez  rapidement  convergentes  permettant  de  calculer  -. 

Examiner  en  particulier  le  cas    .'■  =:  -"- • 

A  quel  terme  de  la  série  faudrait-il  s'arrêter  dans  ce  cas  pour  avoir  -  à  moins  d'un  centième   près  ?  En 
déduire  t  avec  deux  décimales  exactes. 

On  rappelle  que,  si  /■{.'■)  a  pour  développement  de  Fourier  dans  l'intervalle  de  0  à  271 

f(x)  =  Ai,  H-  Al  COS./-  +  ■■•  -|-A„cos/!.cH h  Bi  sin  a;  H h  B„  sin  «x-+  ■■  , 

on  a  ir.Aa  =  fV'fW)  dx. 

~A„  =  /"s"/  (•''')  fîos  nxdx, 
~B„  =  fl'fi^)  sin  iix  dx. 

{Durée:  4  heures.) 

<Tro»iétrie  et  Mi'caniquc. 

I.  —  line  cordelette  est  fixée  par  l'une  de  ses  extrémités  k  la  surface  d'un  tambour  plein  et  homogène  et, 
après  avoir  fait  un  certain  nombre  de  tours  sur  ce  tambour,  supporte  par  l'autre  extrémité 
un  poids  P.  Les  tourillons  du  tambour  tournent  sur  un  dispositif  analogue  k  celui  de  la 
machine  d'Atwood,  pour  rendre  le  frottement  négligeable:  ces  tourillons  sont  de  très  petit 
diamètre  de  sorte  qu'on  peut  faire  abstraction  de  leur  rayon  de  giratioii  ;  la  cordelette 
est  assez  fine  et  llexible  pour  que  sa  raideur  soit  également  négligeable. 

Le  tambour  pèse  tSOû  grammes. 

(Juelle  valeur  faut-il  donner  au  poids  P  pour  que,  le  système  étant  abandonne  k  lui- 
même,  ce  poids  prenne  une  accélération  égale  au  dixième  de  l'accélération  g  en  chute 
vide  ? 

Une    [liècc    de    bois    de    longueur     AgB,)  =  ^  =  2"      est  posée    en    équilibre    sur    un     cylindre 

horizontal  fixe  de  rajon     11=  1™,     perpendiculairement  aux  génératrices, 

de  telle  sorte  que  son  milieu  G„  soit  k  l'aplomb  de  l'axe  L(  du  cylindre. 

On  lui  imprime,  dans  un  plan  normal  k  cet  axe,  une  vitesse  angulaire 


initiale 


m. 


On  néglige  le  frottement  de  roulement  et  la  résistance  de  l'air  et  l'on 
fait  alistraclion  de  l'épaisseur  de  la  pièce  ;  mais  on  tient  compte  du  IVolle- 
ment  de  glissement  dont  le  coefficient  est    /'=:0,40. 

On  demande  d'examiner  si,  dans  ces  conditions,  la  planche,  roulant 
sans  glisser,  oscillera  aulour  du  point  Go,  ou  si,  entraînée  trop  loin  par 
la  vitesse  initiale,  elle  finira  par  glisser. 

Les  candidats  pourront  suivre  de  préférence  la  marche  ci-après  : 


1"  Foimer,   par  Is    théorème  des  forces  vives,  l'équation  entre  la  vitesse  angulaire 


(// 


et  l'angle  0; 


2°  Ecrire,  au  moyen  du  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  C,  les  équations  qui  définissent  la  reac- 

dio 
tion  normale  X  et  la  réaction  tangentielle  ï  en  fonction  de  0,  w  et — j-' 

3°  Déduire  des  équations  2<i  l'équation  déterminant  l'angle  limilc  H  pour  lequella  planche    peut   \enir  s'ar- 
rêter sans  glisser  sur  le  cylindre  ; 


'i[)-i 


QUESTION  PKOPOSÉE 


4»  Répondre  à  la  question  l'n  s'aiilatil  des  ('qnalioiis  I"  Pt  3°  ;  l'équation  3"  en  0  devra  eue  résolue  de  ma- 
nière qu'on  puisse  obtenir  0  à  un  degré  près  ;  on  loniparera  eette  valeur  de  0  k  celle  que  l'ohtiendrail  en 
supposant  la  planche  placée  obliquement  en  équilibre  limite  sur  le  cylindre. 


Div 

parties 

I.  Pa 


AlVi'cler  chacune  de  ces 


(ii'uiniHrie  descriptive  et  Perspeclive  cavalière. 

iser  la  feuille  en  deux  parties  égales  par  une   parallèle  à  ses  petits  côtés. 
aux  épures  ci-dessous  définies. 

rlie  (te  gaitchc.  —  Soient  XmS.  le  grand  axe  et  R'oR  le  petit  axe  de  celle  partie.  Le  point  o  marqué  sur 
l'axe  AA  est  pris  pour  projection  horizontale  d'une  verticale  autour  de 
laquelle  on  t'ait  tourner  la  surface  plane  abrde/yli  définie  par  le  croquis 
ci-joint. 

On  considère  la  partie  du  solide  de  révolution  ainsi  ohlenu  qui  est 
située  en  avant  d'un  plan  vertical  dont  la  trace  horizontale  passe  parle 
point  m  de  .V.V  et  fait  un  angle  de  30»  avec  BB  qu'elle  rencontre  à 
gauche  de  A  A. 

On  obtient  ainsi  une  sorte  de  tourelle  en  encorbelleiuenl  sur  un 
mur  vertical. 

On  soutient  cet  encorbellement  par  un  contrefort  adossé  au  mur  et 
(pli  a  la  forme  d'un  prisme  vertical.  La  base  de  ce  prisme  est  un  rectangle 
dont  le  grand  axe  passe  par  o  et  est  perpendiculaire  au  plan  du  mnr.  Un 
sommet  du  rectangle  est  au  point  n  de  AA. 

On  demande  de  représenter  le  solide  supposé  opaque  formé  par  le 
corps  de  révolution  et  le  prisme,  limités  d'une  part  ,i  leur  commune 
intersection  et  d'autre  part  au  plan  vertical  défini  plus  haut. 

Le  prisme  sera  en  outre  limité  à  un  plan  horizontal  dont  la  trace 
verticale  est  à  HO""  au-dessous  de  linU. 

Les  parties  vues  seront  en  trait  plein.  Les  parties  cachées  en  pointillé. 

On  représentera,  de  part  et  d'antre,  les  amorces  du  mur  vertical. 


Partie  de   droite. 
Z 


—  Avant  rapporté  l'ensemble  précédent  à  un  trièdre  trirectangle  dont  l'origine  soit 
confondue  avec  le  point  projeté  en  o  de  la  base  inférieure  du  prisme,  l'axe  Ox 
étant  horizontal  de  front,  dirigé  vers  la  droite,  0//  de  bout  et  dirigé  d'ari-ière  en 
avant,  0;  vertical,  de  bas  en  haut,  on  construira  la  perspective  cavalière  du 
solide  précédemment  défini  (réduit,  au  reste,  à  ses  seules  parties  vues)  en  prenant 
le  point  0  sur  le  grand  axe  de  cette  partie  de  droite,  à  iiO"'"  au-dessous  du  pro- 
longement de  la  droite  B(oR,  de  la  partie  de  gauche,  et  donnant  à  l'image  du 
trièdre  la  disposition   ci-contre,  avec  un  rapport  de  réduction  égal  à  1/2  le  long 

-j.  de  Oi/. 

(Durée  ;  3  lieures.) 


IJUESTIO.N    IMIUPUSEE 


2192.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires  Ox,  O.i/,  Oj  et  le  point  A  de  0.:  qui  a  pour  cote  +  i.  Sur  OA 
comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  (0)  dans  le  plan  yO;.  Soit  d'autre  part  D  la  première  bissectrice  de  l'angle 
jOx. 

i"  On  prend  un  point  P  sur  (('.)  tel  que  l'angle  de  (IP  avec  Oi/  soit  égal  à  9.  On  le  joint  au  point  o  de  D 
qui  a  même  cote.  On  obtient  une  droite  ^  dont  on  demande  les  équations.  Trouver  l'cqualioii  de  la  surface  (S) 
([u'elle  engendre  quand  P  décrit  (C).  

■2"  On  oriente  A  de  P  vers  Q.  Désignant  par  M  un  point  quelconque  de  A.  on  pose  PM  =  p.  Calculer  les 
cMordonnécs  du  point  M  en  fonction  de  p  et  <f. 

■i"  Ligne  de  striction  de  (S)  et  paramètre  de  dislnbution  relatif  à  A. 

't"  Construire  la  section  de  (Sj  parle  plan    x  =  -j-- 
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!j°  Le  point  M,  supposé  de  masse  1,  est  alliré  par  0  suivant  iine  force  égaleà  ÔM.  On  l'abandonne  de  P  sans 
vitesse  initiale.   Calculer  p  en   fonction  du  temps.  Calculer  la  réaction. 

Trouver  les  positions  d'équilibre  et  l'équation  polaire  du  licude  leurs  projections  sur  le  plan  jO;/.  Consti-uire 
ce  lieu. 

iCeiiilicat  de  Mathémaliques  générales,  Clennont,  juillet  1912.) 


DEUXIÈME    PARTIE 
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2062.  —  Soient,  daus  uw.  ellipse,  \IN  la  corde  normale  en  M,  I  le  milieu  de  MN,  P,  O,  R  les  pieds 
des  trois  autres  normales  abaissées  de  I.  Lorsque  M  parcourt  l'ellipse,  le  centre  de  gravité  du  trianf)le  PQR, 
le  centre  de  son  cercle  circonscrit,  l'ottliocentre  et  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  décrioent  des 
courbes  du  sixième  degré. 

Discuter  ces  court/es  et  calculer  leurs  aires. 

Soit    — r -^  ^ 1  =  0     l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et  soient  a  cos  9,  1/  sin  o   les 

coordonnées  du  point  M.  La  normale  on  ce  point  a  pour  équation 

"■'•    _   l'y    _  ^.2  ^  Q . 

cos  9         sin  ç  ' 

le  milieu  I  de  la  corde  interceptée  par  l'ellipse  sur  cette  normale  est  le  point  de  rencontre  de  cette 
droite  et  du  diamètre  conjugué  de  sa  direction,  diamètre  quia  pour  équation 

X  a  sin  tp       î; 

~T-^1 --T^   =  '^• 

fr  0  cos  o      0- 

En  résolvant  ces  deux  équations  on  obtient  immédiatement  les  coordonnées  a,  ^  du  point  1  : 

u'c^  sin- o  cos  9  „  6'c^  cos^  9  sin  9 

a  ^   '■ ^ — .  S  := ^ 

rt' sin- o -I- 0*  cos'^  9  a*  sin'9  +  o*cos- 9 

L'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  ce  point  rencontre  l'ellipse  aux  points  M,  P,  Q,  R.  Nous  allons 
cherchei' l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  PQR,  et  pour  cela  nous  formerons  d'abord  l'équation 
générale  des  coniques  passant  par  les  trois  points  P,  Q,  R. 

Il  suffit  de  connaître  les  équations  de  trois  de  ces  coniques.  Nous  connaissons  déjà  l'ellipse  donnée 
E  =  b-x^^ahf  —  aV>-  =  0, 
l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  1. 

F  ^  (a'  sin'^  9  -h  é*  cos^  f)xy  —  l>^  cos^  9  sin  9  x  —  a*  sin-  9  cos  91/  =0. 
Pour  en  avoir  une  troisième,  mettons  en  évidence  les  coordonnées  du  point  M  dans  ces  deux  équa- 
tions en  les  écrivant 

E  ^  b'-{x  -H  a  cos  °){x  —  a  cos  9)  -ha^[y  -+-  b  sin  o)[ij  —  b  sin  9)  =  0, 
F  ^  a''  sin-  9j/(a;  —  a  cos  9)+  b''  cos^9a;(i/  —  b  sin  9)  =  0, 
puis  éliminons     x  —  a  cos  9     et     7  —  b  sin  9     entre  ces  deux  équations  :  nous  obtenons 

Ci  ^  b'''  cos-  9  x{x  -+-  a  cos  oj  —  «"  sin-  (1/9  y  -t-  6  sin  9)  ^  0, 
qui  représente  une  conique  qui  passe  par  les  points  P,  Q,  R  et  qui  ne  passe  pas  au  point  M. 
L'équation  générale  dos  coniques  passant  par  les  points  P,  Q,  R  est  alors 

XE-l-iJiF  +  '.G  =  0, 
et  il  sullit  d'écrire  que  cette  équation  représente  un  cercle. 
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li!n  écrivant  qiio  le  roellicipiil  de  xy  est  nul.  en  a     iji  =  0  :     puis  (|ue  le  CdOilicient  de  .j-  est  égal  à 
celui  dn  y-,  on  a 

\li-  -H  -'/y*  cDS-o  =  la-  —  va*^  sin-  v,  "ii  /c-  =  -/(a''  sin-  o  +  li'^  cos-  ç). 

Ueinplaçons  À  par     a*^  sin'^  o -t- /'^  cos- 9.     ■/  par  c-,  réqualion  du  cercle  s'écrit 
(a'"'  sin-  <p  -+-  /i"  cos-  ç)(i-x^  ^-  a" y-  —  a-b-)  -+-  c\h''  cos'^  çx^  —  a''  sin^f  y-  -h  «ii*  cos^  &  x  —  Aa''  sin-  9  )/]  =;  0 
ou.  en  ordonnant. 

'(//(';'  sin-  o  -!-  /''  cos-  o)(.r--+-  y-)  -+-  /i^i:^  cos^  :  x —  n''''c-  sin'  9  y—  ahi/i^  sin-  o  -t-  h'''  cos^ç)  =  0. 
Les  coordonnées  du  centre  (o  de  ce  cercle  sont 

6*c-  cos'  o  a'c^  sin'  9 


(i) 


X,,  = 1  )/,„  =  - 

:2i7(fl*  sin*  o  H- 6*  cos'^  9)  2o(rt*  sin^  9 -t-6' cos2  ï.) 

Cherchons  maintenant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  triangle  PQR  ;  ce  sont 

X,  H-  Xj  -+-  X.,  y,  4-  1/0  -1-  I/:: 


î/c 


3  -■  4 

(x,,  j/i),  (xo,  1/.,),  (xj,  î/n)  étant  les  coordonnées  des  points  F,  O,  H. 
Si  on  élimine  y  entre  l'équation  de  l'ellipse 

b'-x^  -+-  a-y"  —  a-b'^  =  0, 
et  colle  (le  l'Iiyperhole  d'A|)ollonius  relative  au  point  I(a,  p) 

c-xî/  -h  A-px  —  a-ai/  =  0, 
on  ohlii'iit  une  équation  du  quatrième  degré  en  x  dont  les   deux   premiers  termes  sont     n'-x''  —  'ia^ax^; 

par  siiile  la  somme  des  racines  de  cette  équation  est  — r— >    et  comme  ces  racines  sont  l'abscisse  de  M, 
a  cos  9,  et  celles  des  poinis   P.  (j,  R,  on  a 

2rt=a 
a  cos  9  -h  l'i  +  X2  -h  X:i    =   -— t 


ou,  en  remplaçant   2  par  sa  voleur 


fl  c-  sm-'j  cos  9 


rt'  sin-  o  ■-(-  /''  cos-  9 

"iiï-  sin'  ocoso 

X|  -+-  Xj  ■+-  Xa   = 


■  n  cos  o, 
n'  sin-  9  -+-  b'  cos"  9 

n  COS  '-(rt*  sin^  9  —  b'  cos^  o) 


3  .'{,a'siii^o-i-6*cos-9 

De  même,  en  éliminant  x  entre  les  mêmes  équations,  on  trouve 

2i-^ 


Vr. 


b  sin  9  +  j/i  -t-  yi  -+-  y.,  =  —  ■ 
'/i  -+-  Iji  -+-  ]h  ''  ^'"  'rC''  *^o*"  9  —  "'  sin- 9) 


(^) 


a  cos9(a'sin-o  —  6'  cos*  9) 
3(rt'  sin'ç  4-  6' cos- 9) 


'6{n''  sin-  9  -(-  //'  cos-  9) 

b  sin  9(i'cos-  9  —  a*  sin-  9) 


Î/G    = 


3f a*  sin-  ta  -t-  <»*  cos^  o) 


\\(\ 


Lorthocentrc  II  divise  le  segment  Ciw  dans  h' r.ipporl       =  —  ;    ses  coordonnées  sont  donc 

11.0         ^ 


=  3x„-2x„„  ./„  =- 3j/,;  -  2>/„,. 


a-V, 

— 

T  •'•■■■ 

a 

3 

ou,  en  remplaçant  .r,,,,  //„,  Xo,  ;/g  P^*'"  leurs  valeuis, 

cos  afa"  sin'  œ  —  6"  cos^  o) 

(3) 


.'/il 


sin9(//'cos^9  —  «'•  sin  ^9) 


n(rt' sin'-9-v- //cos'o)      '  "'  /<(a*  sin'-o -H  6'cos''o) 

Knfin.  le  centre  U  du  cercle  des  neuf  points  est  le  milieu  de  Hw  ;  on  a  donr 
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cos  9[^o''  sin-  o  —  b'ia-  -+-  h-)  cos-  o] 


sinof26"^cos-o—  a*(n--i-//-)  sin-o] 


Ci)     ■ 

"Q  4a(a'  sin-  '^  -H  6'  cos-  o)  '  ''«  4''(rt''  sin-  o  -t-  6'  cos'^  ») 

Nous  allons  maintenant  ronstrnire  les  lieux  géométriques  de  ces  dilTérents  points. 

f.ifu  du  centre  itii  cercle  circonscrit.  —  Les  coordonnées  de  ce  point  sont  données  par  les  formules  (1), 


b'-c" 
17 


y  ^• 


«*sni=t?-(- 6''cos- 1?  ■  •'  ih      rî'' sin- 9 -t- // co':- 9 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  du  lieu.  Si  on  y  remplace  cos  o  et  sin  9  en  l'onction  de  tg^> 

on  voit  que  le  lieu  est  une  courbe  unicursalo  du  sixième  degré. 

Pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffit  de  faire  varier  9  dans  un  intervalle  quelconque  dont  l'étendue 
soit  égale  à  'ir..  Mais,  si  l'on  change  9  en  t  -1-  9,  x  et  u  changent  de  signe  en  conservant  chacun  la 
même  valeur  absolue;  donc,  la  courbe  est  symétrique  parrapportau  point  0.  Ilsulfira  alors  de  faire  varier 

9  dans  un  intervalle  quelconque  d'élendue  égale  à  i:,  p^ir  exemple  l'intervalle     (  — -^     "^~)'     et  de 

prendre  le  symétrique    de   la   portion   de  courbe   obtenue  par  rapport  à  l'origine.  Enlin,  si  l'on  change 
9  en     —  9,     .r  ne  change  pas  et  1/  change  simplement  de  si?ne  ;  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 

l'axe  des  .r.  i/intervalle  de   variation     (  —  -^,     -+■  —  )     P'^it   se   décomposer   en  deux,      ( — —'     O) 
et     (0,     -H  —  )'     et  à  ces  intervalles  correspondent  des  branches  de  courbe  symétrique?  par  rapport 


<9 


à  0.1 


On  voit  donc  que,  pour  avoir  toute  la  courbe,   il  sullit  de  faire  varier  9  de  0  à  -^j    et  de   prendre 

le  symétrique  du  tracé  obtenu  par  rapport  aux  deux  axes. 

En  prenant  les  dérivées  de  x  et  7  par  rapport  à  9,  on  a 
dx 


h'c^        ,      .       3a*sm^c/ -H  (frt'  +  /j*)oos-9 

— — — cos^  9smo ' 

«9         za  («*  sin-  o  -+■  li'  cos-  oj- 


dii         n'c-  3//*cos-9-l-(2i'' +  r(,'')  sin  =  9. 

-r- =  — ^sin29coso — — ; — t—„ r, 1 — ^ — ' 

do  ib  rt'sin-9-t-/r  cos^9)- 


on  en  conclut  que  dans  l'intervall 

y 


a  — ,    .(•  croil 


et  y  sont  des  fonctions  croissantes.  Quand  9  croit  de  0 
_    à  0  et  )/  de  0  à  -i^ —  ;   on  oblient  ainsi  la  branche 


de  courbe  AB  {fig.  1)  qui  est  tangente  en  A  à  O.r  et  en  [$  à  G;/,  car  on  voit 

dii     ,  .  -^ 

aisément  que -7^— s  annule  pour     9  =  0     et  est  inlini  pour     o  ^= —■ 

En  achevant  par  symétrie  on  a  toute  la  courbe. 

lAeu  du  centre  de  gravité  du  triangle  PQR.    —   Les  coordonnées  de  ce 
point  sont 

acos  9'a' sin^9 — 4*cos-9)  i  sin9(6''cos^  9  —  a''sin-9) 

3(a*sin^  9 -t- 6'cos'9)       '  3(a*siir- 9 -î- 6*  cos- 9) 

Le  lieu  est  encore  une  courbe  unicursale  du  sixième  degré.  L'équation 
en   coordonnées    rectilignes  s'obtient   aisément.   En  divisant   membre   à 


(2)      .r 


Fig.  \. 


membre  les  valeurs  de  x  et  de  ;/,  on  a   tg9 

—  ay 

sm9= ■.  cos 

±  slahf  -1-  62x2 


11,11  , ,  ,    . 

--^,     on  en  déduit 
lix 

bx 
zh  \/a^y^  -H  b^x'- 
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les  signes  se  corrcspomlanf  :  luiis,  en  portant  ces  valeurs  dans  lune  di^s  é(|ualions  ri),  et  en  élevant  au 

carré,  on  a 

!)(A'\r-  +  a''y-)-{b-x^  -+-  a-if')  —  a-b-{l/'x-  —  a'^y-)-  -  0. 

On  voit  ainsi  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes,  et  qu'elle  admet  à  l'origine 

b' 
un  point  quadruple  dont  les  tangentes  confondues  deux  a  deux  ont  pour  pentes     ±:  — 5- 

On  la  construit  aisément  en  posant      y  —  ir  ;     la  courbe  est  une  rosace  à  quatre  branches  qui  ren- 

contre  Ot  aux  pomtsqui  ont  pour  abscisses     ±  —,     et  ()//  aux 

b 
points   d'ordonnées     rb—      (fig-l). 

lÂeu  du  point  de  concours  des  liauteurs.  —  Les  c<iuations 
piramétriqnes  du  lieu  sont 

cos  ç  (a'^  sin-a  —  6*cos-o) 


.'/ 


n(n''  sin-  ç>-|-i'  cos-  a) 
sin  0(6''  cos^  o  —  a'î  sin-  9) 


A(a*  sin-  ?  -+-  b'  cos-  o) 
Son  équation   cartésienne   s'obtient  comme  préi'édemment  ; 
''"'n-  2.  elle  s'écrit 

(//a-2  +  nH/l'ia'^x''  +  bhf)  —  {b'-x^  —  a'if-'f  =  0. 
La  courbe  a  encore  la  forme  d'une  rosace  à  quatre  branches. 
Liflu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points.  —  Los  équations  param'itriques  du  lieu  sont 

cos  o[î>a^  sin'  a  —  A*ia'^-|-  i-)cos-p]  sin  9[âé»  cos"?  —  a''(a-  -+-  h-)  sin-  9] 

~  4a(a' sin'- o -I- 6*  cos^  9)  '  't/),a' sin- 9  + />' cos- 9) 

Il  suflil  de  faire  varier  9  de  0  à      — '•    x  et  1/  s'annulent  respectivement  pour  les  valeurs  9,   et  93, 


t"-o., 


24» 


comprises  entre  0  et    -— .    et  définies  par  les  égalilés 

b'{a'--^h') 

'■■   "■'  ~   o*{a^-(-/;-) 
on  voit  aisément  (juo  9,  est  plus  grand  que  9.,. 

Les  signes  et  les  valeurs  remarquabU-s  de  x  et  7  sont  indiipiées  dans  li'  lableau  suivant 


9 

0 

?2 

?1 

2 

.r 

II-  4-  b- 

- 

- 

0 

-+- 

0 

.'/ 

II 

-+• 

0 

- 

- 

a-  -H  //^ 

ib 

On  en  diiduil  l,i  Inanche  de  courbe  A15CI),  el  on  ai'hève  par  syini'-- 
liie  p:ir  ra(ij)ort  aux  deux  axes. 

Calcul  des  aires.  —  Nous  remar(iuerons  tpie  les  équations  |)ara- 
iniîlriques  des  luiurbes  considérées  peuvent  se  inettre  sous  la  forme 
générale 

_     A  cos  9  -t-  H  cos^  9  _    A'sin  9 -t- R'sin'' 0 

a^sin'9-+-[i^cos'^  9  '  ■'  ~   a'  sin'  9  -\-  ^-  cos-  9  ' 

A,  U,  .\',  B',  a-,  'i'  Plant  des  cou'itante-;,  les  deux  rlnrniéres  posilives. 
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Nous  allons  calculer  l'aire  de  la  courbe  définie  par  ces  équations.  Comme  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  aux  deux  axes,  il  suffit  de  calculer  le  quart  de  cetle  aire.  Nous  utiliserons  la  formule 

1      /'T 

U  =  —    I        xiiif  —  i/t/.t, 

en  observant  toutefois  que   U    est    un   nombre  algébrique   qui  a  pour  valeur  absolue  Taiie  décrite  par 
le  rayon  vecteurjoignant  l'origine  ()  a  un  point  M  de  la  courbe,  et  pour  signe  le  signe   +    si  ÛM  tourne 

dans  le  sens  positif  quand   9  croit  de  0  à    — •    elle  signe     —     dans  le  cas  contraire. 

Le  calcul  est  un  peu  plus  simple  en  écrivant     xdy  —  ydx  =  x'^di  ^—  \  ■ 

w  A'sin  0  -I-  B'sin''  o 

Comme     —  =  — ■ ^^^ — ^ ,   on  a 

a-         A  coso-)-Bcos"o 

,/  V  \         (A  cos>-HBcos*o)(A'H-3B'sin2ç)-i-(A'sin'^9  +  B'sin'  ti)(A  +3Bcos-'j)    , 

a    -^     =  -^ '-^ ;i: -„ —  "?i 

'     -  /  (A  cos  !?  H- B  cos^  to)^ 


puis 

/  y\         A.\'  +  8(AB'  +  B.V-f-  BB')sin-ç  cos^tpH- AB'  sin'  9  -t-BA'  cos'  9 

\a-  / 


{3}  sin-  9+  ?^  cos-  9)- 
On  aura  donc 

l[}  =  kk'  1" °-, l-3(AB'  +  BA'-t-BB)  i  ' 

Jù      (ï-sm- oH- 3-COS29)-  Jo 


do. 


sin-  o  cos-  o  do 


(0(2  sin-  9  -t-  ^-  cos'-  9)- 
sin'tsrfo  .  .,  /•-  cos*orfo 


/■  -  sm*  oao  ,  c^ 

^^^j„       (a^sin^9  +  ^-C0S^o)^-^"\i.      7^ 


/'„      (a- sin- 9 -t- ^- COS- 9)-  Ju      (a' sin2  9 -H  fl- cos^  9)^ 

Gela  posé,  on  trouve  aisément 

/  ■ 2  do  - 

J„     ot- sin- 9  H- ^^  cos- 9         -22p 
Dérivons  les  deux  membres  successivement  par  rapport   à    x    et    p,    puis   ajoutons   les   égalités 
obtenues,  après  avoir  divisé  la  première  par  a  el  la  deuxième  par  P;   nous  avons 

1'^  do  ^   -.{-^  +  'n 

J„      (a- sin- 9 -t-i- cos- 9)-  4i'Ji'" 

De  même,  en  dérivant  par  rapport  à  a  et  ^  les  deux  membres  de  l'égalité 

sin-  -ido  T. 


i 


a^  sin- 9 -t- p'- 008^9  23i(a-t-fij 

on  obtient 

sin*  9  (/o  Tt(2a  +  P)  /'^        sin^9C0s^9rf9 


r'^  sm*  9  ao  Tt(2a  +  p)  /'a         sm^9C0s^9a9 

Jo     (a- sin2  9 -+- P- cos- 9)^    ~    4as(a -f- p)2  '  J^      (a^  sin' 9  + p*  cos'^  9j=         4 


4ap(a-i-  »,)2 


De  la  première  on  déduit,  en  permutant  a,  [i  et  en  tliangeant  9  en 9, 


Jo       (a-  sin-9  + a- COS^ç)^         4[i^a-<-p)- 
Le  quart  U  de  l'aire  de  la  courbe  est  donc  donné  par  la  formule 

AA'(x--f-p^)         3(AB'-4-BA'  +  BB')         AB'(ïia-i-p)         BA'(2P-l-a) 


U  =   -  r  AA'i»-  -f 
8  L         a^3^' 


Appltquons  cette  formule  aux  courbes  qui  ont  été  construites  précédemment. 
Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit.  —  Les  coordonnées  de  ce  point  sont 
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—  li^C-  COs'  9 


ia(a*  sin^  <p -1- 6' cos- oj  '  :i//(a*  siii- œ -i- 6*  cos^  ?) 

On  ;i  donc 

.V  =  0,  B  =  -  -Ç-,  A'  =  0,  f  =  ^  '  =<  =  «S  P  =  ^^ 

3-  BB'  :i7zabc^ 


'  K       a3(a -h  ij-  S2,[a- -\- 0^)^ 

Ce  résultat  est  négatif.  En  ell'et,  si  on  se  reporte  à  la  ligure  1,  on  voit  que  lorsque  &  croit  de  0  à 

—1    le  point  M(x,  y)  de  la  courbe  décrit  l'arc  AB  de  A  vers  B;  le  rayon  vecteur  OM  se  déplace  dans 

le  sens  iiogutif. 

Donc  l'aire  liniilée  par  l'arc  AB  et  les  deux  axes  est  on  valeur  absolue     — --; --— >     et  l'aire 

^  Sila- -h  b"-y- 

'Sr.abc' 

limitée  par  la  courbe  enlicre  est     -— r-— -■ 

^  H{a^  -+-  o2j2 

Lieu  du  antre  de  gravité.  —  Nous  avons  trouvé 

a  cos  o(a*  sin^  o  —  6'  cos-  tp)  b  sin  o(/A  cos-  '^  —  n»  sin*  o) 

.r  =  '■ ■ ■ — 5  '/  = '■ '■ —  ' 

3{a*sin- I.-I- é' cos- o)  '  3(i7' sin- o  H- //"  cos- s) 

ce  qu'on  peut  écrire 

a  coscp[a*  —  (a' -f-6*)  cos^  œ]  _    6  sin  o[4' —  (a* -t- /;')  sin"  o] 

"~        3(a' sin^  œ -I- 6*  cos- (f)  '  3(a' sin- o  h- é*  cos- o) 

On  a  donc 

«'  ,  «((('  +  //*)  ,,         b'  —b{a''^b^)  o        /» 

A  =  -^.  B  = ï^ — -,  A' =  — •  B' = ,  a  =  a^  ?  ^  b-, 

3  S  o  o 

r.ab(cr  -j-  6') 


et  par  suite  ij  = 

Quand  o  varie  de  0  à  — ;    le  point  (x,  y)  décrit  la  courbe  (/?(/.  2)  dans  le  sens  AMONB:   le  rayon 

vecteur  tourne  dans  le  sens  négatif,  donc  U  est  négatif. 

■Kuhla'  -\-  b')  ,,.,.., 

L'aire  couverte  de  hachures  a  pour  valeur  absolue       ., .     . -, -,     et  par  suite  1  aire  limitée  par 

T.ab{a''  +  b'') 

la  courbe  tout  entière  est     — rrcr-' 

'J(rt'-:  -t-  0-)- 

Licu  de  Vorthoccntre.  —  On  trouve 

Conclusion  analogue  au  cas  procédeul. 
Lien  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  : 

cos o\'îa'-  —  1 2a»  -+-  6*(a^  -f-  6^)J  cos"  o  |  _    sin  o,  tb''  —  |  Ib'-  -t-  a\d-  -\-  b'-)]  sin-''  g  | 


4«(a'  sin'  <?  -h  6'  ces-  ç)  '!''('<'  sin-  9  -f-  b'  cos'-  9) 

Ta 


A  = -—'  B= ; -'  A   =:  — ,  B= 


I  =  a-,  p  =  b'. 

()n  calcule  d'aiiord 


AB'+BA'-+-BB'  = 


a-b'{a"-  —  62)'^ 


IGab 


puis  00  a 

_   1:  r  «'  -f-  6'        :iab{a'  -  h^f  _  (2a' +  6'^)[-i//' +  «'(a' -t- 0')]  _  (2<>'  -t-  a'}f2«"  -H  6'(a»  -h  6')]  l 
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ou,  en 

Fii 

de  0  il 


■implifiant,  L  =  — —    ■ 

'  «L        ma'^b-'f  'Aahia-'-^b-f  \ 

;urons  de  nouveau  la  portion  de  courbe  AMBCND  décrite  par  le   point  (.r,  y)  lorsque  '■?  croît 

On  voit  immédiatement  que 
U  =  -  aire  OBAMO  +  aire  0MB  +  aire  OBG  +  aire  OCN  —  aire  ONDCO, 
ce  qui  montre  que  U  est  la  somme  algébrique  des   aires  couvertes   de 
bachures,  les  aires  couvertes  de  bachures  horizontales  étant    précédées 
du    signe      — ,      et    les    aires    recouvertes   de   hacbures    verticales,    du 
signe     -1-. 

Prenons  maintenant  la  valeur  absolue  de  U  et  multiplions-la  par  i, 
nous  avons 


81     4(a--4-6-j- 

qui  représente  la  somme  des  aires  des  quatre  boucles  de  la  figure  3  dimi 
nuée  de  l'aire  de  la  région  où  se  trouve  l'origine. 

D--  VVerner  GAEDECKE. 
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2086.  —  In  fil  de  poids  négligeable  est  fixé  par  l'une  de  ses  exlrémilés  A  ;  il  supporte  en  B.  à  une  dis- 
tance donnée  AB  =  a  du  point  A,  un  poids  P  ;  il  passe  ensuite  sur 
une  très  petite  poulie  C  située  à  la  même  hauteur  que  le  point  A  et  à  une 
distance  AC  de  ce  point  égale  aussi  à  a  ;  enfin  il  supporte  par  son  eitré- 

P 

mité  libre  un  poids     P'  = ■■ 

1°  Trouver  la  figure  d'éfjuilibre  du  système. 

2"  Montrer  que  cette  figure  d'équilibre  est  stable. 

{Ecole  des  Ponts  et  Cliaussées,  cours  préparatoires,  1912.) 

l,e  point  B  est  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  P,  de  la  ten- 
sion P'  du  fil  BG  et  de  la  tension  T  du  fil  BA.  Nous  écrirons  que  la 
somme  des  projeclions  de  ces  forces  sur  l'horizontale  et  sur  la  verticale 
est  nulle. 

En  dcsignant  par  x  l'angle  GAB,  nous  obtenons  sans  difficulté 


T  cosx  — 
et,  en  éliminant  T,  nous  avons 


P'  sin  -^  =  *^. 


Tsin-T+Pcos— P 


0 


P  cos  X  —  P'  cos  — -  =  0, 


ou  enfin,  en  remplaçant  cos  a-  par     2  cos  -  —  —  1     et  P'  par    -^' 


2^/3  .cos2  -g  —  cos  —  _  v/3  =  0. 
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Celte  équation  admet  une  seule  racine  positive     cos—  =  — ^,     qui  nous  donne 


Il  en  résulte  que  dans  la  position  d'équilibre,  le  triangle  ABC  est  équilatéral. 

11  reste  à  montrer  que  cette  position  d'équilibre  est  stable.  Pour  cela,  déplaçons  le  point  B  à  par- 
tir de  la  position  d'équilibre.  Ce  point  décrit  le  cercle  do  centre  A  et  de  rayon  AB  ;  projetons  les  forces 
P  et  I"  sur  la  tangente  en    B   au  cercle  suivant    l'j    et    P,.    La  résultante  R  de  ces  deux  forces  a  pour 

valeur  algébrique    Pi  —  P,   (sens  positif  BHj,  ou    P  cos  a- —  P  cos  — »    ou  encore 


R  =  P    cos  X ^  cos  — 

i3  2 


i 


n  —  )     est   négative 
,    la  résultante  R  décroît  ;  elle  est  positive 


Cette    foDction    est    nulle  pour     r  = -;-,     et  sa  dérivée  P    ( — sin  .!• 

pour     x  =  — :       donclorsnue  .rcroîtde      — ^ ;     à     — 

*^  3  3  3. 

pour     -T^—     et  négative  pour     x>-  — •       Elle  ranirne  donc  le  point  B  à  sa  position  d'équilibre,   ce 

qui  montre  (jue  la  position  d'équilibre  est  stable. 

.MARCEr,  ULLMANN,  47'  d'artillerie,  à  Héricourt. 

lionnes   solutions   par  MM.  .Vndié  Coubtois,  à   Vvesnes-sur-llelpe  (N'ord)  ;  L.  Gisan  ;  0.  Lacii,  à  Douai  ;  R.  Manen,  à  AIbi  : 
A.  Rousseau,  A.  Fouines-en-Weppes. 
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2117.  —  I.NTERSF.CTiON  DE  nRUx  scRFACES  DR  RÉvoi-LTiON.    -  Donnres  :     O'j'  =:  22  ceiilimî'lres,     ao  =  "'o'  =;  6  ce>i- 

limrlres. 

Surface  S  ."  tore  ai/aul  pnnr  axe   de  ri'vnluliùn  la  vcrlicah  du  j>ni»t  o,   rt  pour 

nirridie^ine  Ir  cercle  (C,  C)  de  centre  {n.  a')  cl  de  rayon  ao. 

Surface  Z:  Soient:    I)    le  contour   apparent    horizontal  de    S.     {l>.  h')   et   If,  f) 

deux  points  île  I)  situéx  en  arrière  du  plan  de  front  de  C,  et  définis  par 

o'b'  =  o'f  ■=.  3  centiniclref. 

On  construira  la  centre  h  du  cercle  passant  par  les  trois  points  o.  b,  f. 

La  surface   S  est  engendrée  par  le  cercle    (C,  C)  tournant  autour  de  la  verticale 

du  point  II. 

\"  Construire  un  point  (pielconque  avec  sa  tangente  pour  la  section  méridienne 

de  1  et  pour  la  courbe  d'intersection  de  Set  S.  t)n  représentera  la  construction  en 

traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges. 

2°  lieprésenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  rues  et  cachées: 

en  projection  horizontale,  le  solide  commun  à  S  et  S: 

en  projection  verticale,  la  partie  de  S  extérieure  à  S. 

3°  liédijer,  sur  feuille  séparée,   une  notice  expliquant  en  ihUiil.  avec   notations 

correspondantes  sur  l'épure,  la  construction  <les  points  cl  tangentes. 

Titre  et  cadre  inutiles. 

tErole  des  Xines  de  Snitil-hUioiiie,  concours  de  J9I 5.) 

I.f  toro  S  a  pfinr  contour  :ipp:ircut  hoi  i/oiil;»!  I;t  circonfén-nce  engendrée  par  l'cxtréniité  (d,  d')  du  dia- 
mJ^lre  horizontal  du  cercle  C,  et  le  point  o.  Son  contour  app.irenl  verlicul  se  conipo.-se  des  deux  circonférences 
égales  tan'.,'i'nles  au  point  o',  et  des  deux  tangentes  communes  horizontales  à  ces  deux  circonférences,  liuiilées 
aux  points  de  conlact. 

I.e  tore  1  a  pour  contour  a|)par('ul  liorizuntal  les  .[eux  (■ircdiilcrencescoucentriiiues  engendrées  parles  deux 


Echelle 
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extrémités  (0,0')  et  {d,  d')  du  diamètre  horizontal  de  C  dans  sa  révolution  autour  de  l'axe  vertical  h.  Son 
contour  apparent  vertical  se  compose  des  deux  courbes  symétriques  par  rapport  à  l'axe  vertical,  formant  l,i 
méridienne  de  front,  et  des  deux  horizontales  projections  du  parallèle  décrit  par  chacune  des  extrémités  du 
diamètre  vertical  du  cercle  C. 

Méridienne  de  i:.  —  On  obtient  un  point  quelconque  de  la  méridienne  de  front  en  amenant  un  point  (c,  ';') 
du  cercle  générateur  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  par  une  rotation  autour  de  h.  La  tangente  en  ce  point  (Y,  f') 
est  la  trace  verticale  du  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface.  Or  nous  savons  que  ce  plan  coupe  l'axe  de  la  sur- 
face au  même  point  (|ue  le  plan  tangent  en  (c,  c')  ;  ce  plan  tangent  est  déterminé  par  la  tangente  au  cercle  C  en 
ce  point,  dont  nous  avons  le  rabattement  sur  le  plan  de  l'équateiir  en  c"G.  et  par  la  tangente  au  parallèle  du 
point  c,  cz.  Nous  aurons  le  point  d'intersection  de  re  plan  avec  l'axe  en  le  coupant  par  le  plan  de  front  de  l'axe, 
qui  donne  la  ligne  de  front  -z't'  parallèle  à  ('O',  et  celte  ligne  coupe  l'axe  au  point  /'  cherché.  I,a  tangente  à 
la  méridienne  est  donc  la  droite  t'-;'. 

Intersection  des  ileux  surfaces.  —  La  courbe  d'intersection  se  compose  des  deux  cercles  C  qui  forment  la 
méridienne  de  S  et  d'une  autre  courbe  que  nous  allons  déterminer.  On  pourrait  la  trouver  en  coupant  les  deux 
surfaces  par  une  série  de  plans  horizontaux  ;  chacun  de  ces  plans  détermine  sur  chaque  surface  des  sections 
circulaires  dont  les  points  communs  sont  des  points  de  la  courbe  d'intersection.  Remarquons  à  cetégard  qu'un 
plan  liorizonlal  quelconque  coupe  lecercle  générateur  C  en  deux  points  dont  les  projections  horizontales  sont 
symétriques  par  rapport  au  point  a. 

Rappelons  alors  la  proposition  suivante  :  étant  donnes  deux  axes  tixes  Ox  et  O.v  rectangulaires,  un  point  \ 
fixe  sur  Or  et  deux  points  0  et  w  fixes  sur  Oi/,  si  on  prend  sur  Ox  deux  poinis  variables  Bi  et  Hi  symétriques 
l'un  de  l'autre  par  rapport  a  A  et  que  l'on  décrive  les  circonférences  de  rayons  OBi  et  wBa,  le  lieu  de  leurs 
points  d'intersection  est  une  ellipse  qui  a  0//  pour  axe  de  symétrie.  Il  en  résulte  que  la  projection  horizontale 
de  l'intersection  des  deux  tores  sera  une  ellipse  ayant  un  axe  de  symétrie  sur  la  droite  oh.  On  savait  d'ailleurs 
(]ue  la  courbe  commune  aux  deux  surfaces  était  symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  des  axes,  oh,  et  aussi 
par  rapport  au  plan  horizontal,  équatcur  commun  des  deux  surfaces. 

Au  lieu  de  prendre  des  plans  horizontaux  auxiliaires  pour  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces,  il  y 
a  avantage  ;i  se  servir  des  sphères  qui  passent  par  le  cercle  générateur  C.  Toutes  ces  sphères  ont  en  effet  leurs 
centres  sur  le  plan  de  l'équateur  et  par  suite  coupent  chacun  des  deux  tores  suivant  un  autre  cercle  dont  le 
plan  est  vertical,  et  dont  on  a  le  diamètre  en  joignant  les  points  d'intersection  des  cercles  de  contour  apparent 
horizontal.  En  particulier  nous  obtenons  le  grand  axe  de  l'ellipse  en  déterminant  les  points  qui  sont  sur  oh  et 
pour  cela  il  suffit  de  faire  passer  la  sphère  parle  cercle  de  profil  o^i  et  le  cercle  G;  son  contour  apparent 
horizontal  coupe  en  p  oA  q  les  deux  parallt'ies  du  tore  S,  et  la  droite  pq  donne  un  sommet  /  de  l'ellipse.  On  a 
de  la  même  manière  le  second  sommet  sur  le  même  axe,  en  faisant  passer  la  sphère  par  le  cercle  de  profil  agi. 
Enfin  on  obtient  les  points  de  l'ellipse  situés  sur  le  plan  méridien  od  en  prenant  la  sphère  limite  qui  a  pour 
rayon  oa,  et  en  joignant  jh  qui  coupe  le  méridien  de  front  au  point  a  cherché.  Connaissant  maintenant  l'axe 
^132  de  l'ellipse  et  le  point  a,  on  peut  trouver  facilement  le  second  axe  au  moyen  du  cercle  principal  de  l'ellipse: 
la  corde  aa/j"  donnedans  l'ellipse  la  corde  oa^  qui  passe  par  le  sommet  q  cherché.  On  aurait  pu  aussi  utiliser  les 
points  ')  et /"ûùsecoupent  lescerclesde  contour  apparent  horizontal  dechaquetorc.N'ous  avons  donnéla  construction 
d'un  point  courant  (»i,  m')  au  moyen  de  la  sphère  auxiliaire  de  centre  <•>.  On  peut  trouver  la  tangente  en  ce  point 
par  la  méthode  ordinaire  au  moyen  du  plan  des  normales  aux  deux  surfaces,  mais  puisque  nous  savons  déjà 
que  le  point  m  est  un  point  de  l'ellipse  dont  nous  avons  construit  le  cercle  principal,  on  peut  obtenir  immédia- 
tement la  tangente  en  m  à  cette  ellii)se  soit  mr.  Pour  en  déduire  la  projection  verticale,  il  suffit  de  définir  le 
plan  tangent  en  M  au  tore  S,  par  exemple,  par  la  tangente  (mv,  m'v)  au  cercle  générateur  qui  passe  en  ce 
point,  et  par  l'horizontale  {vh,  v'h').  La  tangente  à  la  courbe  en  (m,  «/),  étant  dans  ce  plan  tangent,  rencontre 
cette  horizontale  en  un  point  {h,  h')  et  la  droite  h'm'  est  la  tangente  à  la  projection  verticale  en  1;.'. 

Parties  vues  et  parties  cachées  sur  chaque  projection.  —  En  projection  horizontale  nous  devons  conserver  le 
solide  commun.  Ce  solide  se  projette  entièrement  dans  la  portion  de  surface  commune  aux  deux  contours 
apparents  horizontaux.  Cette  portion  de  surface  est  limitée  par  l'arc  dqjz  et  l'arc  b/<of  d'une  part,  puis  par  les 
deux  arcs  b:  et  fd  d'autre  part.  Elle  est  d'ailleurs  divisée  par  les  lignes  d'intersection  en  différents  segments 
tels  (|u'une  verticale,  mobile  dans  toute  son  étcndiu-,  et  limitée  supérieurement  à  celle  des  surfaces  qui  est  vue 
par  l'observateur,  a  son  extrémitésupérieure  sur  la  même  surface  tantqu'elle  reste  sur  le  même  segment,  et  sur 
l'autre  surface  si  elle  traverse  une  ligne  d'intersection. 

On  en  déduit  sans  peine  pour  cha(iue  segment  celle  des  surfaces  qui  est  vue  par  l'observateur  situé  à  l'in- 
fini en  haut,  comme  nous  l'avons  indiqué  par  les  lettres  S  et  S. 

En  projection  verticale  nous  devons  seulement  conserver  la  parlie  du  solide  z  extérieure  au  tore  S. 
Comme  le  tore  S  a  sa  projection  verticale  ù  l'inlérieur  du  contour  apparent  du  tore  i:.  nous  voyons  immédiate- 


CHiMit;  3oy 

ment  qu'il  l'audra  conserver  toutes  les  régions  quiseprojetlentenlrececonlourapparentet  la  ligne  d'intersection 
des  deux  tores.  En  raisonnant  alors  comme  nous  l'avons  fait  pour  la  projection  horizontale,  mais  en  prenant 
une  droite  de  bout  mobile  dans  toute  la  région  qui  nous  intéresse,  nous  voyons  que  le  solide  vu  par  l'observa- 
teur situe  en  avant  et  à  l'inlini  appartient  successivement  aux  lores  S  et  S  comme  l'indique  la  ligure.  H  y  a 
lieu  d'observer  ((ue  les  arcs  tel  que  a'iio'  de  la  méridienne  du  toie  S  sont  cachés,  d'abord  par  le  solide  :i;  puis 
par  ce  qui  reste  du  solide  S,  tandis  que  si  ('on  ne  considérait  que  les  surfaces  des  lores  Sets  dans  les  mêmes 
conditions,  la  portion  d'arc  intérieure  au  cercle  C  serait  vue. 

Bonne  solution  :  >I.  A.  Hodsseau,  à  Fouriies-eu-Weppes. 
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2076.  —  Pour  le  projet  d'une  usine  à  acide  sulfurigue  devant  produire  cha./ue  jour  100  ton)ies  d'acide 
{repondant  à  la  formule  SO'H^),  on  résoudra  les  problèmes  théoriques  suivants  : 

["  Quelle  sera,  en  tonnes,  la  consommation  journalière  de  pi/rile  de  fer? 

2"  Quelle  sera,  en  mètres  cubes,  le  volume  total  d'air  {supposé  pris  à  0"  et  76'^'")  nécessaire  chaque  jour 
à  la  fabrication,  à  partir  de  la  pyrite? 

3°  Quel  sera,  chaque  jour,  le  nombre  de  calories  dégagées  par  la  formation  de  l'acide  sulfurii/ue  liquide 
à  partir  du  gaz  sulfureux,  de  l'oxygène  gazeux  et  de  l'eau  liquide? 

Données  : 

S  -t-  20  =  SO-  gaz  -+■  69c, 2  {en  calorv-s-kil ogrammes  ;  ar  molécule-gramme) . 

S  -H  30  -H  H^'O  liquide  =  SO*H-  liquide  -f-  iW  (id.). 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

[École  Centrale,  191  S.) 

1.  La  formule  de  la  pyrite  est  FeS-  et  représente  56-1-64=  120  grammes.  Si  Ton  admet  que 
tout  le  soufre  suit  finalement  transformé  en  acide  sulfurique,   ces   120  grammes  donnent  2S0"H-  ou 

196  grammes  d'acide  sulfurique.  Donc  pour  produire  100  loimes  de  cet  acide,  il  faut     — — — =  61,22 

tonnes  de  pyrite. 

2.  Le  fer  de  la  pyrite  est  transformé  en  oxyde  Fe-0'',  qui  contient  1,3  atomes  d'oxygène  par  atome 
de  fer,  le  soufre  en  anhydride  SO^  qui  contient  6  atomes  d'oxygène  pour  2  atomes  de  soufre.  Chaque 
molécule,  ou  120  grammes,  de  pyrite  exige  donc  7,5  atomes  d'oxygène,  soit  un  volume  de  ce  gaz  égal  à 

7,.*)  >C  ll.,2  =  8i  litres,    ou   un   volame    d'air  égala       -——><  84  =  400  litres.     La    transformation   de 

120  kilogrammes  exigera  400  mètres  cubes  et  celle  de  61,22  tonnes,      —  =  204  000  mètres 

cubes  environ. 

3.  Pour  une    molécule-gramme    ou   98   grammes    d'acide    sulfurique,    la   chaleur    dégagée     est 

34,8  ,,  „  54,8 

— —  et  pour  100  tonnes  elle  sera 
J8  98 

lions  de  caloiies  environ.  C'est  la  chaleur  dégagée  par  la  combustion  de  7  tonnes  de  charbon. 
Assez  bonnes  solutions  de  MM.  G.  Bailleul,  R.  Dufuesnk  et  M.  L'lljiasn. 

♦ 
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ECOl.K  DI'.S   IMINTS  I"]'  CHAUSSÉES 
Cours  préparatoires. 


Algèbre- et  Analyse. 

I.  —  2193.  Soit  ;/  une  (iiielconqiie  dos  fonctions  de  ce  qui  satisfont  à  la  rehitioii 

(  1  )  (.'■  —  1  )(2..-  —  1  );/"  +  2cc,y  —  2iy  =  0. 

On  pose  )/  =  ii.r, 

où  «  est  une  nouvelle  fonction  de  .  .  On  lieuiaiidc  : 

1°  De  substituer  celte  expression  de  i/  dans  l'cMiuation   (I),  de  façon  à   tiuuver  la  relation  coircspondante 
entre  «  et  ses  dérivées  première  et  seconde; 

2»  De  déduire  du  résultat  la  valeur  la  plus  générale  de  h  satisfaisant  h  la  relation  obtenue,  par  suite  la 
valeur  la  plus  générale  /"(.'•)  de  tj  satisfaisant  à  la  relation  (t)  ; 

:'.<>  De  dire  ce  que  sont  les  courbes    ;/  ^  /\x). 

H.  — 2194.  .Suit  la  courbe  dont  l'idualion  en  coordonnées  polaires  csl 

p  =  2f((d  ■+■  cos  10), 
a  elant  un  paramétre  ;  un  douiaïuie  de  calculer  le  moment  d'inertie  de  l'aire  de  cette  courbe  par  rapport  au  prtlc. 

(irviiii'l rie  aiuih/liqiir. 
2195.    -  Par  un  point  ,M(a,  S)  pris  sur  la  parabole 

rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  somuu'l,  on  mène  une  corde  MP  de  coefficient 
angulaire  m. 

1°  l''ormcr  l'équiitiou  de  l'bypcrbole  11  circonscrite  au  triangle  OMP  et  admettant 
les  axes  de  coordonnées  comme  directions  asymptotiques  ; 

2"  Montrer  qu'il  passe  eu  M  une  seconde  corde  .\1P'  telle  que  l'iiyperbule  II' 
correspondante  (byperbole  obtenue  avec  MP'  comme  II  l'a  été  avec  MP)  soit  égale  .'i 
riiyperbole  II  ; 

:f"  l.a  corde  MP  étant  donnée,  déterminer  les  centres  C  et  C  des  deux  byper- 
boli's  II  et  ir  [lar  une  construction  géométrique  très  simple. 


Cali'ul  nuniéri(jiie. 


2196.  —  C.omliien  l'équation 


log  X  + 


-0,03430  —  (» 


3  -1-  1 8.x- 
a-t-ellc  de  racines  positives,  le  logaritbme  étant  un  logarithme  vulgaire  (base  10)? 

Calculer  avec  trois  décimales  la  racine  ou  les  racines  positives  de  cette  équation.  On  pourra  se   contenter 
d'appliquer,  dans  ce  but,  la  méthode  de  substitution. 

Mér.iniiiiif. 
2197.  —  t'n  point  pesant  ('st  lani;é  du  somnuH  .V  d'un  plan  AB  de  longueur  A15  =  /  incliné  à  l'angle  a 
sur  l'horizontale,  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  avec  une  vitesse 
initiale  ^'u\  l'angle  du  frottement  du  point  sur  le  plan  incliné  est  u  =  30"; 
le  point,  parvenu  en  It  à  l'extrémité  inférieure  du  plan  incliiu',  tombe  en 
chute  libre  suivant  l'arc  de  parabole  BC  et  rencontre  en  C  le  plan  liori/.ontai 
iril  sur  lequel  il  rebondit  en  conservant  sa  vitesse  et  de  manière  que  l'angle 
d'incidence  soit  égal  à  l'angle  de  réilexion  ;  il  décrit  eirsuile  la  parabole  C.S 
dont  le  sommet  est  U:  point  S  situé,  eu  égard  au  choix  de  la  vitesse  initiale 
\'ii,  au  même  niveau  (pie  le  point   A. 

I.e  plan  Ali  de   longueur    /  et   toujours  incliné  à  l'angle  i  sur   l'huri- 
zonlale,  étant  ensuite  supposé  parfaitement  poli    (o  =  0),     il   faut  réduire 
la  vitesse  initiale  V(,  h.  une  certaine  valeur  vo   pour  que  le  sommet  .S  de  la 
parabole  CS   soit  encore  au  niveau  du  point  A. 

1°  Quel  doit  être  l'angle  a  (indiquer  cet  angle  p  ir  la   v.ilcur   numérique  de  sa  tangentei  pour  que  i\i    soil 
exactement  la  moitié  de  Vo  ? 
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i"  Calculer  numériquemenl,  pour  celle  valeur  de  l'angle  a,  la  vitesse  l'o  en  supposanl 

AB  =  /  =  7  mètres. 
On  fera    ;/  =  9,81. 

Epure  de  Géométrie  descriptive.  /\ 


.  2198.  —  Soil  un  point  (o,  o')  situé  sur  le  grand  axe  YY  de  la  feuille  et  dont  les  coordonnées  par  rapport  an 
petit  axe  .\X  sont    uio  =  60""",    wo'  =  80""°. 

Ce  point  eslle  centre  d'un  carré  dont  une  diagonale  estune  droite  de  front  de  16  cen- 
timètres de  longueur  inclinée  à  45"  sur  l'horizon,   sa  trace  horizontale  étant  à  gauche  de 
YY. 
SO:  L'autre  diagonale  a  sa  projection  verticale  réduite  à  13  centimètres,  sa  trace  verti- 

cale étant  à  gauche  de  YY. 
2<.  *°  Construire  les  projections  de  ce  carré. 

es',  2°  Si  l'on  porle  sur  deux  côtés  consécutifs  de  ce  carré  et  de  part  et  d'autre  de  leurs 

milieux  des  longueurs  égales  à  la  demi-diagonale,  on  obtient  deux  segments   de  droites 
égaux  entre  eux  et  à  la  diagonale  du  carré. 

On  les  fait   tourner  chacun   d'eux  autour    de  l'axe  du   carré  ([ui  lui  est  parallèle. 
Ils  engendrent  ainsi  deux  cylindres  de  révolulion. 
Ucprésenler  la  surface  supposée  sans  épaisseur  obtenue  en  ne  conscrv.uit  de  ces  deux  surfaces  cylindi-i- 
i|ues  que  les  parties  situées  en  dessous  du  plan  du  carré  et  extérieures  à  leur  intersection. 

On  représentera  les  parties  vues  en  trait  plein  noir,  les  parties  cachées  en  pointillé,  les  principales  lignes 
de  construction  en  rouge. 


ECOLE    DES  iMlNES   DE  SÂINi-ÉTIENNE 


31alhéinatiques. 

2199.  —  On  considère  la  courbe  C  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

i  f-  (3 


(-t-/«  "        l-t-i-'  !  +  «' 

I.  —  Construire  les  projections  de  la  courbe  C  sur  les  trois  plans  de  coordonnées.  Indiquer  les  éléments  de 
symétrie  de  ces  courbes  et  de  la  courbe  C.  Indiquer  pour  chacune  des  symétries  trouvées  la  relation  entre  les 
t  de  deux  points  symétriques. 

H.  —  Montrer  qu'il  existe  une  intinité  de  surfaces  du  second  degré  contenant  la  courbe  C.  Former  leur 
équation  générale.  Déterminer  les  cônes  ou  cylindres  qui  font  partie  de  ces  surfaces.  S'il  y  a  des  cylindres, 
déterminer  leurs  sections  droites. 

III.  —  Former  la  relation  qui  doit  exister  entre  quatre  valeurs  distinctes  de  t  pour  que  les  quatre  points 
correspondants  soient  dans  un  même  plan.  Mettre  celte  relation  sous  une  forme  aussi  simple  que  possible. 

Déduire  de  cette  relation  celle  qui  doit  exister  entre  deux  valeurs  de  t  pour  que  les  tangentes  aux  points 
correspondants  soient  dans  un  môme  plan.  .Montrer  que  ce  plan  est  langent  à  un  des  cylindres  obtenus 
précédemment. 

IV.  —  Calculer  l'aire  d'une  des  boucles  fermées  de  la  projection  de  i;  sur  le  plan  des  x;. 


Calcul  t  ii/onomélrique. 


2200.  —  Soit  la  fonction 


/■  {^} 


\/-èH("~v)^  «t^'H'^t)]- 


Calculer  k's  valeurs  que  prend  f  [x)  quand  on  y  fait  successivement    x 
Renseignements  contenus  dans  les  tables  de  ChoUet  : 


log-  =  0,49715, 


=  44o,033Sil, 


o09,29d81S. 


Epure. 
2201.  —  I.vTERSEcrio.N  d'ln  co.ne  et  d'u.n  gvli.ndre.  —  Donnéci  :  Geulre  de   la  feuille  au   point  *  ;  ligne  de 
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(erre  xsy;  ss'  =i  \'.'>0  millimi'tres  ;  sa  =  sa'  =  Tu"""  ;  so  =  lo:)™""  ;  su'  =  30"|".  1  e 
cylindre  est  de  révolution  autour  d'une  parallèle  à  xt/  menée  par  le  point  (a,  a').  Le  rayon 
de  la  sphère  inscrite  dans  le  cylindre  est  de  45mra.  Le  cône  a  pour  sommet  le  point  {s,  s') 
et  pour  base  un  cercle  situé  dans  le  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  le  point  (o,  o'). 
Le  centre  de  ce  cercle  est  en  !",  o')  ;  son  rayon  est  de  Où""". 

1°  Construire  un  pointquclconque  de  l'intersection,  avec  sa  tangente.  On  représentera 
la  construction  en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges. 

5^  i"  Représenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées,  les  projections 

horizontale  et  verticale  du  solide  commun  au  cône  et  au  cylindre. 

3"  Rédiger,  sur  feuille  séparée,  une  notice  expliquant  en  détail,  avec  notations  corres- 
pondantes sur  l'épure,  la  construction  des  points  et  tangentes. 

Titre  et  cadre  inutiles. 

l'hysiqiie. 

2202.  —  1"  Dans  un  tube  de  Torricelli  ayant  1°"-  de  section  et  2™, 75  de  hauteur  au-dessus  du  mercure 
de  la  cuvette,  on  fait  passer  un  volume  V  d'air  humide  (,V  =  275"^"^)  à  l'état  hygrométrique  e  :  ce  volume 
est  mesuré  à  la  température  /  et  sous  la  pression  atmosphérique  P  correspondant  à  une  hauteur  H  de  mer- 
cure à  0°. 

On  demande  à  quelle  hauteur  se  fixera  le  niveau  du  mercure  dans  le  tube  et  quel  sera  l'état  hygrométrique 
de  l'air  contenu  dans  le  tube. 

La  pression  qui  règne  sur  le  mercure  de  la  cuvette  est  la  pression  atmosphérique  P  ;  la  température  du 
milieu  ambiant  est  t. 

On  supposera  la  dilatation  du  mercure  dans  le  tube  négligeable. 

On  représentera  par  V  la  tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  la  température  (. 

2°  On  augmente  ensuite  la  pression  qui  règne  sur  le  mercure  de  la  cuvette,  jusqu'au  moment  précis  où  la 
vapeur  d'eau  devient  saturante  à  la  température  l. 

On  demande  quelle  sera  l'augmentation  de  pression  (P'  —  P)  nécessaire  et  à  quelle  hauteur  se  fixera  le 
niveau  du  mercure  dans  le  tube. 

3"  On  élève  la  température  du  milieu  ambiant  de  ï  à  ('  en  maintenant  constante  la  pression  P'  qui  règne 
sur  le  mercure  de  la  cuvette. 

On  demande  à  quelle  hauteur  se  fixera  le  niveau  du  mercure  dans  le  tube  et  quel  sera  l'état  hygrométrique 
de  l'air  contenu  dans  le  tube. 

On  représentera  par  F'  la  tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  correspondant  à  la  température  /';  on 
négligera  la  dilatation  du  mercure  et  celle  du  verre. 

4"  Même  problème  que  3°  en  tenant  compte  de  la  dilatation  du  mercure  ;  on  se  contentera  de  poser  les 
équations  sans  les  résoudre. 


Apj)licalio>i  n  iiiiu-riqtic 


I  =    12  degrés, 

c  —      0,5, 

I  —  100  degrés. 


H  =  75""  de  mercure, 
F  =  10'"°',4, 
V  =  i:j''°^07, 

Chimie. 

2203.  —  On  fait  brûler  {"  d'acier  à  x  «/o  de  carbone  dans  un  volume  limité  d'oxygène  pur  en  amorçant 
l'allumage  électriquement.  On  jibsorbe  le  gaz  carbonique  résultant  de  l'oxydation  du  carbone  dans  une  quan- 
tité connue  (/('"")  de  solution  alcaline  NaOH  placée  dans  le  vase  môme  où  se  fait  la  combustion.  Les  autres 
produits  d'oxydation  restent  dans  la  coupelle  où  ont  brûlé  les  copeaux  d'acier. 

Une  expérience  préalable  a  montré  que  SS"^""^  d'une  solution  sulfurique  à  lis, 0400  de  SO*ll*  par  litre  sa- 
turaient exactement  les  n'^'"'  de  la  solution  de  somle. 

On  constate  qu'après  combustion  30""', 03  de  la  même  solution  sulfuri(iue  suffisent  pour  saturer  l'excès  de 
soude  libre  et  transformer  en  bicarbonate  tout  le  carbonate  neutre  qui  s'est  formé  par  union  du  CO'  avec  la 
soude. 

(Les  titrages  par  la  solution  sulfurique  s'effectuent  en  présence  de  phénolphtaléiue  comme  indicateur.) 

On  demande  la  teneur  de  l'acier  en  carbone. 

S  =  32;  0  =  10;  C  =  12. 
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PREMIERE    PARTIE 


SLR  LE  MOrVRMKXT  DUN  POINT  SOUMIS  A  LNE   FORCE  CENTRALE  {Fin), 

par  M.  G.  Fontené. 


VI.  Mouvement  planétaire  (deuxième  méthode 


17.  Dans  l'étiiJe  il'iin  moiivemont  rectiliijufi  où  la  force  est  foacliiin  de  la  seule  distance 

ou  prend  l'intégrale  des  forces  vives,  sauf  si     f{x)  =  ax -+-  b 
dillérentielle  linéaire  à  coefficients  constants  : 

d'x 

(II- 


dans  ce  dernier  cas,  on  a  une  équati 


et  on  intègre  directement.  Si  l'on  a  par  exemple 

(IKv 
dl- 

l'emploi  de  l'intégrale  des  forces  vives  donnerait 


A2.T. 


t)î  =  li\a^  —  x-),  kdt 

et  une  discussion  analogue  à  celle  du  n"  1)  donnerait 

kl  =  arc  sin  —, 


V.-5 


sin  kt^ 


kl  variant  d'abord  de 


si   la  variable   v  croît  d'abord  de 


_     à     +  _,     puis  de      +  -     à  3  - 

—  n     à    -+- a     avecle  signe     +     devant  le  radical,  puis  décroit  de     -+-a     à     —  n     avec  le  signe     — 
devant  le  radical.  On  préfère  écrire  directement 

,T  =  rt  sin  kl  ; 
on  en  déduit  l'expression  de  la  vitesse  en  fonction  de  l'abscisse 

v^  =  k\a^  —  x^), 
et  on  aurait  tort  de  demander  ici  cette  expression  à  l'intégrale  des  forces  vives,  car  elle  donnerait 
seulement     u^  =   ~  k-x- +  k,     et  il  faudrait  déterminer  la  constante  h  en  fonction  des  deux  constantes 
{a  et     «„  =0)     introduites  par  l'intégration  de  l'équation  différentielle  du  second  ordre,  intégration 
faite  d'un  seul  coup,  sans  passer  par  une  équation  du  premier  ordre. 

Un  fait  analogue  se  produit  ici.  La  formule  de   Binet  donne,   pour  le  mouvement   planétaire,  une 
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équation  flinérenlielle  linoain-  h  cocITicienls  lonslant?, 

on  a  donc  immédiatement 

—  =  -p-7-(*  -+-ecos8), 


e  étant  une  constante  d'intégration. 

On  ne  doit  pas  demander  ici  l'expression  d«  la  vitesse  à  Tint  «prale   des  forces  vives.    La  première 
expression  de  v^  écrite  au  n»  2  donne 


^  (  1  +  Sr-  cos  0  4-  e')  = 1-  :^  («-  -  Ij 


On  retrouve  les  formules 


-v 


1^- 


18.  La  trajectoire  une  fois  connue,  la  loi  cinématique  du  mouvement  peut  s'obtenir  au  moyen  de 
Tintégrale  des  aires  ;  c'est  le  calcul  indiqué  aux  numéros  15  et  Ifi. 

VII.  Le  problème  inverse. 

19.  Ou  donne  la  trajectoire  plane  d  un  mobile  de  masse  m,  et  ou  la  suppose  parcourue  autour  d'un 
paint  li^e  suivant  la  loi  des  aires,  la  constante  des  aires  ayant  une  valeur  connue  ;  on  demande  Taccélé- 
ralion  y,  et  par  suite  la  força.  Il  fiut  d'ailleurs  observer  que  l'expression  obtenue  pour  la  valeur  de 
la  force  en  chaque  point  d':  lu  coiirhe.  F  =  ï(r,  0),  n'implique  en  aucune  façon  une  loi  de  force  dans 
le  plan  ;  cette  expression  peut  être  modifiée  de  mille  façons  en  tenant  compte  de  l'équation  de  la  courbe. 

20.  On  peut  d'abord  ciilciiler  la  vitesse  par  la  première  des  deux  expressions  de  u-  écrites  au  n"  2,  et 
en  d('duire  la  force  par  b'  théorème   de  la  force  vive  (formule  li).  Pour  le  mouvement  planétaire,  avec 

1  I  -+-  r?  cos  0 


on  a  ainsi 


d'oii  l'on  déduit 


C^ 

—  (  1  -t-  2e  cos  0  -)-  C-)  = 
p"- 


V  = 


C'         I 
—  X   - 

p  r 


C2 


-  (I   -  e-\ 


On  peut  encore  employer  la  formule  de  Hinet. 


—  7»C2 


d-'- 


L  rfo- 
I 


r  _l 


pourl«mouvementplain'taiie,laiiarenlliùscseréduil  à  — ■    et  l'on  a  encore 

P 
C= 


F  = 


P 


Quelle  que  soit  la  planèle  ou  la  comète  que  l'on  considère,  que  l'orbite  soil  elliplique,  jiarabolique 

C- 
ou  hyperbolique,  /i  valeur  de  la  constante  —   déduite  de  l'e.vpérience  est  toujours  lu  mruir  :  pour  une 
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orbite  elliptique,  on  calcule  cette  valeur  pur  la  formule 

G-   _   4ii-«' 

On  écrit  donc 

'■'     '  /' 

et  on  fait  de  cette  loi  une  loi  de  force  dans  l'espace.  Mais  cela  tient,  comme  on  voit,  à  ce  que  l'on 
considère  plusieurs  mobiles  parcourant  une  trajectoire  plane  autour  d'uD  même  point  fixe  suivant  la  loi 

C- 
des  aires,  avec  une  circonstance  [jarliculière  :      —  =  const. 

P 
Des  deux  façons  de  faire  indiquées  au  début  de  ce  numéro,  la  première  (calcul  de  la  vitesse  et 
emploi  du  théorème  de  la  force  vive)  rattache  le  calcul  de  la  vitesse  et  celui  de  l'accélération.  On  peut 
écrire 

2u        ,  ,         —  G-         -  w 


Il  = 


21.  [>a  trajectoire  étant  donnée,  il  semble  naturel  de  faire  le  calcul  du  temps,  indépendamment  de 
la  recherche  de  la  force,  par  l'intégrale  des  aires.  C'est  le  calcul  indiqué  au  n»  13. 

22.  J'emprunte  l'exemple  suivant  d'un  calcul  du  force  aux  examens  de  l'Ecole  polytechnique.  Soit 
une  développante  de  cercle 


)•  =    ,  1)    =    tg  M  —  M, 

COS  U 

décrite  sous  l'action  d'une  force  centrale  émanant  du  centre  du  cercle  ;  on  demande  l'expression  de  la 
force.  On  doit  ici  calculer  v^,  et  en  déduire  F  ;  cela  donne 

G^  „  —  mCh- 

,,2   _     (.j2  l^y^    _    (i-y 

VIII.  Considérations  géométriques. 

23.  Revenons  au  cas  général,   et  soit  P  la    distance  du   point  0  à  la  tangente  en  M  à  la  trajec- 
toire (G)  ;  le  principe  des  aires,     2rfA  =  Cdt,    donne    Vds  =  Cdt    ou 

(D)  i>  X  [•  =  G, 

de  sorte  que  la  vitesse  en  un  point  de  la  trajectoire  (G)  est  inversement  proportionnelle  à   la   distance  du 
point  0  à  la  tangente  en  ce  point. 

24.  Soit  OM,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  tangente  en  M,  et  portons  sur  cette 
perpendiculaire  un  vecteur  OM,  égal  ù  î;  ;  le  lieu  du  point  M,  est  la 
podaire  (G,)  de  l'origine,  le  lieu  du  point  M.  est  une  courbe  (G,)  inverse 
de  cette  podaire.  [Cette  courbe  (C;)  e't  encore  la  polaire  réciproque  de  la 
trajectoire  par  rapport  à  un  cercle  directeur  de  centre  0,  le  carré  du  rayon 
étant  G.] 

On   obtient  l'hodographe    (H)    en    faisant  tourner  d'un    angle   droit 
—    autour  du  point  0  la  courbe  (Go). 

Soit    a    l'arc  de  l'hodographe,    0    l'angle  polaire   du  point   M.  On  a 
pour  le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe 

da 

''^  w 

puisque  la  tangente  à  l'hodographe  est  parallèle  au  rayon  vecteur  ;  d'autre  part 
Il         '''  • 
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1-H  _  rfo  _  G 

ou 

(E)  M  =  — x?^- 

Si  la  trajecloire  est  unn  conique  de  foyer  0,  la  podairc  est  un  cercle,  de  sorle  ([uc  lliodographc 
e>t  un  cercle  ;  la  force  est  alors  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Inversement,  si  la  force  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  l'iiodograplie  est  un  cercle,  la  podairc  de  la  trajectoire  est  un 
cercle,  la  trajectoire  est  une  conique  de  foyer  0.  On  pourrait  encore  prendre  comme  liy[)0thèse  le  lait 
que  riiodographe  est  circulaire. 

25.  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  est  donné  en  coordonnées  polaires  par  la  iormule 

?  snr  v 


^(tV 


si  on  applique  cette  formule  à  la  courbe  (d).  ou  à  l'hodographe,  on  a 
'ai  02Siq'\  = 


r,  -+-  r, 


la  dérivée  étant  prise  par  rapporta  l'angle     aOM.,  =  a-OM,  =  ».     L'angh;  V  relatif  à  la  courbe  (Ci)  est 
d'ailleurs  égal,  au  signe  près,  à  l'angle  V  relatif  ;i  la  courbe  (C). 
D'autre  part,  la  courbe  (C)  est  l'enveloppe  de  la  droite 

X  cos  o(  -f-  ?y  si  n  a  —  r,  =  0  ; 
le  point  de  contact  est  donné  par  l'intersection  de  cette  droite  avec  la  droite 

—  .r  sin  ï  +  ?/  cos  oc  —  r\  =  0, 
qui  se  trouve  èlre  la  normale  ;  et  le  point  de  contact  de  celte  normale  avec  son   enveloppe,  c'est-à-dire 
le  centre  de  courbure  de  la  courbe  C,  est  de  même  sur  la  droite 

X  cos  a  +  j/  sin  a  +  r",  =  0, 
droite   qui  rsl   la    normale  à  la  développée,  ([ui  est  par  suite  parallèle  a  la  tangente  en  M  ;   on  a  donc 
pour  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  an  point  M  la  formule  connue 

(3)  p  =  '•.  -^  '•■;. 

La  comparaison  des   foimulcs  (a)  et  (&),  oii  les  dérivées  sont  prises    par  ra]iporl  à   a,  donne   la 
formule  intéressante 


(T' 


p?o  sin'  V  =  l]. 


Comme  on  a  d'ailleurs 

p  sin'  \ 


M4) 


i 

on  obtient 

«  --47-17)"} 

la  dérivée  étant  ])rise  par  rapport  k  0. 
On  a  dès  lors 

(F)  W'  =  -^x 


psin'  V  I  ' 


on  en  déduit,  en  avant  éiiard  aux  signes, 
ce  (|ui  esl  l:i  fiuniiile  dr  Rinet. 
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On  arrive  plus  simplement  à  la  formule  (F)  en  écrivant,  sans  avoir  étrard  aux  signes, 

mr^l  —  V 
.    ..        mv-  viv-  sin^  \'  \  dt  I  inC/  I 


p  sin^  V  p  sin'  V  r-  o  sin'  V 

26.  Considérons  le  cas  où  la  trajectoire,  décrite  d'après  la  loi  des  aires  autour  du  point  0,  est  une 
ellipse  de  centre  0  (vibration  elliptique).  La  formule  (D)  qui  exprime  le  théorème  des  aires  montre,  eu 
égard  au  second  théorème  d'Apollonius,  que  la  vitesse  en  M  est  proportionnelle  à  la  longueur  du  demi- 
diamètre  ON  conjugué  de  OM,  et  l'on  a  v  =  OSxk,  I;  étant  une  constante.  La  formule  des  forces 
vives,  eu  égard  au  premier  théorème  d'.\pollonius 

y- 
-r-  -H  r-  =  con.st., 

donne  alors  Y  = =  — k-r  ; 

i    df 
on  obtient  ainsi  la  loi  Ao  la  force. 

On  peut  encore  déduire  cette  loi  de  la  formule  (F).  On  a  pour  une  ellipse,  en  désignant  par  n  la 

normale  limitée  à  Taxe  focal. 


ou,  à  cause  de     jixP  =  i^ 

a"b'^  a-Il-  a-b- 

V-  V  sm'  V  r' 

on  a  donc  t  = —  ><  »'  =  —  l;'^r. 


dr-  dt-  ^ 


[K\\  parlant  de  la  loi  de  force     F  =  —  mk-r,     les  formules  cartésiennes 
d-x 
dl- 
donnent,  pour  des  axes  convenables, 

.('  =  a'  cos  /./,  \i  =  II'  sin  kt, 

et  l'on  a,  pour  /  =■  0,  jc  =  n',  v  —  l/'y<k  :  on  a  donc,  d'une  manière  générale,  v  =  ON  x  k.  Le 
théorème  des  aires  et  le  théorème  des  forces  vives  correspondent  alors  aux  deux  théorèmes  d'.\pollo- 
nius  ;  on  a  d'une  part 

DXP  =  G,  ou  ONxP  --  y- 

et  d'autre  part  u=  =  -  jt-ï'^-i-/»,  ou  kMmV -+-0^')  =  h.] 

IX.  Coordonnées  r  et  P. 

27.  La  courbe  étant  donnée,  avec  la  constante  des  aires,  si  l'on  peut  évaluer  P  en  fonction  de  r, 
si  l'on  peut  avoir  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  ?•  et  P  résolue  par  rapport  à  P,  on  aura  v 
par  la  formule  (D)  et  le  théorème  de  la  force  vive  fera  connaître  la  force  en  fonction  de  r  : 

_     C  _    1    dv- 

on  peut  d'ailleurs  écrire 

^•"^  '=-^-d^- 

28.  Cette  méthode  est  applicable  aux  courbes  données  par  l'équation  générale 
(1)  r"  =  a"  cosnô. 

On  a  alors 
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V  = !-  iiO.  1*  =  rsin  V  =  r  cos  »0  =  ■ 

i  a" 


équriliiiii  dn  l;i  cuiirbp  en  coordonnées  r  cl  I\  (Jii  .1  donc 


(c;  =r  cr,"). 

m{,i-\-  1)C" 


L;i  téciproqup  e^^t  vrain  soux  la  condition     v„  ^^  ~;rT        '^"  ''  '^'^  PT'"'.  avec  cette  hypollièse, 

'"0 

on  connaît  C,  ou  encore  on  connaît   I'„  qui  fait  connaître  (',,  et  on  pose     (t"  —  -—  ;     on  a  alois 


F  =  ■ .  sinV 


'  =  (^)' 


d'oii  "(/''  = ••  ï'"  —  «"  cos  )iO. 

V  „-" 

Parmi  les  courbes  données  par  rr-ipiation  générale 

r"   =r  d"  cos  I/O, 

on  ]ii'nt  signaler  les  suivantes  : 

i  II  --  —  1,       droite  perpendiculaii'e  à  l'axe  polaire. 
/  n  —  I,  circonférence  jiassant  en  ()  et  avant  son  centre  sur  (*.r, 

l  »  =  — -2,        hyperbole  érpiilalère     (x-  —  y-  =  a-), 
I  H  =  2,  lemniscale, 

1 


parabole 


6 
cos-  — 


t  /  (I  II  \ 

=  — .  cardioïde     (  »' =  ^  cos  0  +  —  1  • 

29.  La  sjiirale  logarilbnu(|ue 

r  =  e"" 

est  un  cas  limite  des  courbes  précédentes,  en  supjio.sanl  que  n  tend  vers  zéro,  avec  un  déplacement 
infiniment  i^rand  de  l'axe  polaire,  a  croissant  au-delà  de  toute  limite.  Ce  fait  a  été  signalé  par  M.  Ilaton 
de  la  Goupilliére,  et  je  crois  me  rappeler  que  M.  Alléfcret  en  a  donné  une  démonsiration.  Si  fon  rem- 
place l'axe  polaire  Ox  par  un  nouvel  axe  polaire  (IX  correspondant  à  la  valeur  0,  de  l'angle  (),  on  a 

(0.r,  OM)  =  (0.r,  OX)  -h  (OX,  OM)  ou  0  =  0„  -1-  h  : 

l"é(|iialion  L'énérale  ci-dessus  devieiil 

r  =  a  [cosfn(j„  -hnH)|  " 
on  /•  =  (I  (cos  n%  cos  »h  —  sin  «')„  sin  )ih)  "  . 

Supposons  que  n  tende  vers  0,  en  même  temps  que  ')o  croit  au  delà  de  toute  limite,  sous  la  condition 

,  sin  n\         cos  nO„  1 

tg«o.  =  -  A-,  — ^  =  — p-  =  -^=-^ 

A   l'tant  une  quanlili'  donné'e.  Itn  a 
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—  (cos  nt>-f-  A-sin  fîi-i)  "  ' 


ou,  en  supposant  que  ri  croil  indéfiniment  d'aprôs  la  formule 

I  _!_ 

n  =  (1-1-  /:■}  -"  ,  r  =  (cos  ïih  -^  A:sin  (iHj  "  . 

Si  l'on  remplace  «  par  —  >   p  étant  un  inliniment  grand,  il  vient 

r  =     cos h  A'  sin  — 

\         P  P  ' 

et  on  peut  démontrer  que  le  second  membre  a  pour  limite  «''•"'.  Le  résultai  annoncé  se  trouve  ainsi  étahli. 

La  formule  V  =  -— -i- nO 

'i 

-  -  ,.  —1  I 

devient  \  =  — -|-)ifJ„-+-/R-i  = f-"0„,  ot  1  on  a  lii  \  = -—  =  —5 

"2  2  tg  nB,^  k 

comme  on  le  verrait  directement.  (Jn  a  alors 

C                  /                 C     \                „         —  ;«C'- 
P^rsinV,  y  =  —  C'  =  ^-p-    ,  F  =  ; 


sin  V 

Note  L  —  Oi'kstion  de  signe.  (D'après  l'ouvrage  de  M.  Appell.) 

Lorsque  la  force  est  fonction  de  la  seule  distance,     V  = 'rij'),     on  a 

v'-  =  f(r)  -H  /i, 

,.   ,                       ,                               ,              (/'■                     ,,             <■('»' 
d  nu,  par  exemple,  at  = 7=^'  a'i  =  , ■ 

Le    signe    à    prendre    au   début    devant   le    radical   sera  déterminé  par    les  conditions   initiales. 

dr 
Comme  -7-  est  la  projection  de  la  vitesse  sur  le  rayon   vecteur,  la  connaissance  de  la  vitesse  initiale 
at 

entraînera  celle  du  signe  de   l-j-  )  >    pourvu  (jue  cette  vitesse  initiale  ne  soit  pas  perpendiculaire  au 

rayon  vecteur,  c'est-à-dire  pourvu  que    'li(r„)   ne  soit  pas  nul.  Si  la  vitesse  initiale  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  considérons  l'équation  du  mouvement  sur  le  rayon  vecteur 

d-r  mC- . 

à  cause  de     C  =  rh  r„v„,     la  f(jrce  apparente  qui  produit  ce  mouvement  est  au  début 

„         mv'o 
'"^^-■- 

/  (/'•  \                                                                                                                      i>ivi 
la  vitesse  initiale,     -7—)  »    du  mouvement  en  question  étant  nulle,  selon  que  l'on  aura      F,,  H >>0 

ou    <;0,     r  ira  d'abord  en  croissant  ou  en  décroissant,  on  prendra  le  signe  -+-  ou  le  signe  — . 

Reste  le  cas  singulier  oii,  la  vitesse  initiale  étant  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  on  a  en  même  temps 

1-0  H r    =  ^^  1  (,  -i =  U,  IT,  =    ^ 


ce  qui  suppose  une  force  attractive  au  début;  la  vitesse  initiale  du  mouvement  sur  le  rayon  vecteur 
étant  nulle,  la  force  apparente  ((ui  produirait  ce  mouvement  étant  également  nulle  au  début,  le  point 
reste  immobile  sur  le  rayon  vecteur  ;  la  trajectoire  est  une  circonférence,  le  mouvement  est  uniforme 
en  vertu  du  principedes  aires.  La  loi  de  la  force  n'intervient  pas,  puisque  la  force  est  fonction  de  la  seule 
distance,  laquelle  ne  varie  pas;  la  force  apparente  dont  il  est  question  ci-dessus  reste  nulle  pendant  le 
mouvement.  Ainsi,  quand  la  force  est  fonction  de  la  seule  distance,  si  la  vitesse  initiale  est  perpendiculaire 
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nu  nn/on  vecteur,  ri  si  l'an  rt 

"  m 

le  poitil  moliilc  décrit  une  circonfrreiicc  d'un  mouvement  uniforme. 

Avec      F  =  — •      'III  (Idil  avoir     «5  ^=  -^—i     résultat  dt-in  oljtcnu  dans  l'ctudp  du  muiiveiiienl 

planétaire. 

Observons  à  co  propos  que,  si  un  mobile  décrit  une  circonférenc  sous  l'action  d'une  l'orce  centrale 
émanant  du  centre  de  cette  circonférence,  la  composante  tanirentielle  est  constamment  imilç,  de  sorte  que 

le  mouvement  est  uniforme,  et  l'on  a 

—  mv" 


ce  qui  explicjue  la  condition     l",,  H "-  =  0,     écrite  ci-dessus. 

L'une  ou  l'autre  des  formules  (C)  et  (C")  donne  d'ailleurs 


F-4- 

?» 

C- 

=  0, 

i(^  — 

—  m 

P 

La  formule 
oblenue  dans  l'étude  du  mouvement  planétaire  (11°  20),  renferme  naturelleni''nt  comme  cas  paiticiilier  la 

formule  actuelle  V  =  —  ■ 

p' 

NoTK  IL—  T.\NiiK\TES  isoTROi'F.s. —  Los  trajectoircs  paraboliqucs  obtcnucs  en  lançant  un  point  pesant, 
d'une  même  position  initiale  A,  avec  la  même  vitesse  et  dans  des  directions  difTérentes,  ont  la  mi''me 
directrice.  .M.  Darboux  a  indiqué  la  véritable  orii;ine  de  cette  propriété.  Le  point  A  étant  supposé  placé 

sur  l'axe  Oj/  (axe  descendant),  et  l'origine  des  coordonnées  étant  telle  que  l'on  ait     v'î  =  2(;xOA,     on 
a  pour  chacune  des  trajectoires 

dx  \  -       /  (/(/ 

17)  '^[lû 


"'  =  -».'/'  «"  ^     +     -77      =  ^-OU 


aux  points  de  la  courbe  situés  sur  la  droite     1/  =  0,     on  a      -;—  =  =!r  i,     et  celte  droite  est  la  directrice 

''  d.r 

de  la  paraboli'. 

M.  Appell  a  développé  celle  idOe  iBultelin  des  Sciences  miitluhnntiriurs,    11)12,  p.   28'.t),   et   en   a  fait 

l'application  au  cas  des  forces  centrales.  Pour  une  attraction  en  raison  inverse  du  carré  de   la  distance, 

la  trajectoire  étant  une  conique  do  foyer  0,  et  la  vitesse  étant  donnée  par  la  formule 

u»  =  -i-  -I-  h, 
r 

Su 

les  deux  points  pour   les(|uels   on   a     ;•  = sont    des    points   à     lan;,'en[es    isotropes,    tangentes 

issues  du  second  foyer,  et  la  valeur  absolue  de  ;■  i-st  le  rayon  ':*n  du  cercle  directeur  de  centre  0  ;  on 
retrouve  ainsi  la  formule  du  n°  H, 

•»  =  ^' 

t  étant  le  signe  de  —  h.  Du  fait  que  les  tangentes  menées  de  O  h  la  conique  ont  leurs  points  de 
contact  à  distance  tinie,  et  du  fait  que  le  produit  v-r-  reste  fini  à  dislance  finie,  il  résulte,  comme  le 
montre  M.  Appell,  que  les  tangentes  menées  de  O  à  la  conique  sont  isotropes  :  le  point  O  est  un  foyer  ; 
on  a  ainsi  les  deux  dernières  tangentes  isotropes,  correspondant  à     r  =  0,     r  =  00  . 
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Dans  le  cas  d'une   attraction  proportionnelle    à   la    distance,    la  trajectoire    étant  une   ellipse  de 
centre  0,  et  la  vitesse  étant  donnée  par  la  formule 

V-  —  —  k-r^-hh, 

les  quatre  points  pour  lesquels  on  a    r-  =  —     sont  les  points  à  tangentes  isotropes  ;  ces  points  étant, 

comme  l'on  sait,  sur  le  cercle  orthoptique,  on  a 

f(2  +  4-    =    -77' 

résultat  conforme  à  ce  qu'on  a  trouvé  au  n°  26.  Les  tangentes  menées  de  0  à  l'ellipse  ayant  leurs  points 
de  contact  à  l'infini,  le  point  0  n'est  pas  un  foyer. 
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Places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  contrôleurs  des  mines 
et  admission  des  étrangers  aux  cours  spéciaux. 

Concours  de  1912. 


Algèbre  et  Analyse. 

2092.  —  Un  point  matériel  est  lancé  en  0  suivant  Ox  à  l'instant  t  =  0  avec  la  vitesse  Vq.  Il  se 
déplace  dans  un  milieu  résistant  dont  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  puissance  m"'«  de  la  vitesse 
(m  positif,  mais  non  forcément  entier).  On  sait  que  son  mouvement  est  régi  par  l'équation  différentielle 

d'-.c  I  dx  \  •" 

Intégrer  cette  équation.  Discuter  le  moment  ou  le  point  s'arrêtera. 

dx  ,      , 

Posons    =  V,     1  équation  donnée  s  écrit 

dt 

dv 

-rr  =  —h.v"',  ou  u-'"du  =  —  Kdt  : 

dt  ' 

les  variables  sont  séparées. 

do 
1°  Supposons     m  =  1.     Nous  avons     — ■  =  — Kdt,     d'où  nous  tirons  immédiatement 

V 

I  V  I 
L  \  V  \  =  —  lit  +  L  \  Vo  \  ,  L —    ~  —  Kl,  et  v  =  U(,e-''', 

1  '^0  ( 

puis    dx  =  v^e^^'-'dt,    et,  en  remaniuant  que  pour    <  =  0    ,r  est  nul, 

x  =  ~{i-  e~'<'-). 

v„ 
Quand    t   croit  de   0  à    +oo,    x   croît  de  0  à  --^-     La  vitesse  décroit  constamment  et  a  pour 

K 
limite  zéro  pour  t  infini. 

2"  Soit  maintenant     m=ti.     De  l'équation     v~"'dv  =  —  Kdt     nous  tirons 

—^ ==-K(, 

1  —  »M         1  —  m 

ou     (1)  dx  =  [yj-'"  —  K(l  —  in)t]'^^^dl, 
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et  pour  intégrer  ceci  il  faut  encore  distinguer  deux  cas  suivant  que  l'exposant est  égal  à     —  1 

ou  différent  de  celte  valeur. 

Si    = — 1,     c'est-à-dire  si     m  =  -2,     la  dernière  équation  s'écrit 

1  —  m 

dx  =  — -9 

v„Kt  -+-  1 

i 

et  nous  donne  x  =  — -L(l  H-  v„Kt). 

Quand  l  croit  de  0  à     +  ac ,    x  croît  de  0  à     +»  ;     la  vitesse  va  constaiiuuont  en  diminuant  et 
a  pour  limite  zéro  pour  t  infini. 

Dans  ces  deux  cas  particuliers,     ?îi  =  1     et    m  =  'i,     le  mobile  ne  s'arrête  pas. 

Si  nous  supposons  maintenant  m  dilTérent  de  1  et  de  2,  de  l'équation  (1)  nous  tirons  sans  dillicullé 


-[>.-" -K(i- 


I 

m)t\  '""'  —  y;f" 


"  K(m- 

Pour  que  le  mobile  s'arrête,  il  faut  que  sa  vitesse  soit  nulle;  on  doit  donc  avoir     1  —  »i  >0     et 
ri"'— K(l — m)t  =  0,     c'est-à-dire 

v\~"' 

l  =   . 

K^l  —  m) 

R.   MA.\h:N,à  Albi. 

lionnes  solutions  par  MM.  AnJré  Couhtoh,  à  Avesnes-sur-Helpe  (Nont);  Dodieii  et  Ullmann,  15"  d'artillerie  à  HiTicourt  ; 
11.  DuFoiiB,  école  normale  rte  Nancy  ;  G.  Focchy  ;  M.  Frobest,  à  l'aris  ;  Charles  Huaru,  à  Vnrzy  ;  (1.  Lacii,  à  Douai  ;  M.  Mazet, 
ronlucteur  des  ponts  et  chaussées  à  Bougie;  A.  IIousseau,  à  Fnurnesen-Weppes  ;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  Gaston  Singibu,  à 
Houplines. 


2093.  —  Inlétjrer  l'équalion  di/féreuticlb; 

d^ij        ,,  d-ij 

ll'isculer  la  forme  des  solulions  suioanl  la  valeur  du  paramètre  réel  X. 

On  sait  que  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre 

^  d^u       .,  d-i/ 

il  suffit  de  calculer  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre 

(-2)  'iF-'di-^ '■■>  =  '' 

cl  d  ajouter  a  cette  intégrale  un;  intégrale  particulière  quelconque  de  l'équation  (1). 
Formons  d'abord  l'intégrale  générale  de  l'équation  (2). 
L'équation  caractéristique  est 

f{r)  =  ir'  —  3r=  -)-  X  =  0  ; 
pour  discuter  la  réalité  de  ses  racines  on  peut  appliquer  le  théorème  de   Itolle.  On  roconnail  sans 
dillicullé  que  si  X  esl  compris  entre  0  et  1,  l'équation  a  trois  racines  réelles  a,  p,  f  ;  si  X  est  extérieur 
à  l'intervalle  (0,  1)  l'équation  admet  une  racine  réelle  a  et  deux  racines  imaginaires  conjuguées    p  -\-qi 

3 
et    p  —  r^i  ;     si     X  =  U,     l'équation  admet  la  racine  double   U  et  la  racine  simple -3-;  enlin  si     X  =  1, 

l'équilion  admet  la  racine  double   I   et  la  racine  sim|)lo      — — ■ 
l'ar  suite  l'intégrale  générale  de  l'équation  [i)  sera 
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X  compris  entre  Û  et  I  Ae"  -t-  Be'^-H  Ce^', 

X  extérieur  à  l'intervalle  (0,1)  Ac" -ï- e'"{B  cos  qx -\- C  sin  qx), 

X  =  0  Xe^'  ^Bx-i-C, 

>  =  1  Ae'"^-he'-(Bx-i-C). 

Cherchons  maintenant  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (I).  Pour  cela,  faisons  le  changement 


de  fonction     ij  z=  ue' ;     l'équation  différentielle  devient 

(3)  2m'"  -+-  3m"  -h  (X  —  I)m  =  X. 

Si    X— l^iO,     celte  équation  est  vériliée  pour    u  = 


X-  I 


et  par  suite, 


X— 1 


est  intégrale 


de  l'équation  (1). 

Si     X  =  i,     on  peut  vérifier  l'équation     lu'"  + 'ht!' =  x     pour  une  valeur  de  u"  delà  forme    ax  +  b; 


on   trouve  sans  dilliculté      a  = —  -.      /_>  =  —■      On  a  donc     n'  = 

x^  X- 

intéeranl  deux  fois.     w  = 1 

°  18         U 


d'où  l'on  tire,  en 


/         x^         x~  \  x~ix ^)c' 

On  en  conclut  que     (  ~"  To" -"--y"  )«'     "^^ .^  "  est  intégrale  de  (1). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  donc 

X  compris  entre  0  et  1  Ae''  +  Be''  +  Ce 


X  — 1 


X  extérieur  à  l'intervalle  (0,  1)  Ae"-"  +e''^(B  cos  px -i-  Csin^a;)-!- 


X-1 


X  =  0 

X    z=    1 


Ae-    4- Bx  H- G — xe'' 
Ae    '^  +  e'\Bj;-4- C) 


a?2(.r  —  2)e' 


18 
H.FROBERT.àParis. 


Bonnes  solutions  par  MM.  André  Coubtois  ;  DoniEii  ;  G.  EiTEBEN  ;  G  .  Foucry  ;  L.  A.  Gioan  ;  Jouglens  :  G.  L.tcii  ;  U.  IUanen  : 
L.  Naucelli:  ;   L.  Simon  ;  A.  Kousseau  ;  M.  Ull»ann. 


Gcunich'ie. 

2094.  —  Trouver  [a  développée  de  la  chalnelle  représentée  par  l'équation 

où  a  désigne  une  longueur  donnée. 

Exprimer  l'arc  de  cette  déoeloppée  en  fonction  de  l'arc  correspondant  de  la  c/iainelle. 

La  normale  au  point  M(x',  y)  de  la  chainetle     y  =  a  ch  —  a  pour  équation 

I 


Y-r 


ou,  en  remplaçant  y  par  ach 


■(X 


3ll  — 


XH-Ysh  il_x--2.sh  — =  0. 
a  z  a 

Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  x,  nous  avons 

i  X  "^  V 

-Ych-  -  1-ch—  =..0; 
a  a  a 
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ces  deux  équalions  déterminent  le  point  limite  1*  de  la  normale.  En  résolvant  ces  deux   équations  par 
rapport  à  X,  V,  nous  obtenons  les  coordonnées  du  point  P, 

\  =  .(—  —  sh  — ■  ^  =  2n  ch  —  > 

2J  n  a 

ce  sont  les  équations  paramétriques  de  la  développée. 

Nous  voyons  ainsi  que  l'ordonnée  du  point  P  est  double  de  celle  du  point  M  ;  on  en  conclut  que  le 
point  M  est  le  milieu  de  PN,  résultat  bien  connu. 

Si  l'on  change  x  en  —  x,  \  change  de  signe  et  Y  ne  change  pas;  donc  la  développée  est  sy- 
métrique par  rapport  à  0//,  ce  qui  était  à  prévoir.  Nous  ferons  varier  x  de  0  à    +  x  . 

Nous  avons 

d\         ,  ,    a.r  ,  ,  ,  a;  dY        ^  ^  x 

— _  =  1  —  ch  —  =  —  i>sh-  —,  — ,—  =  2sh  —  • 

dx  a  a  dx  a 

Quand  x  croit  de  0  k     +  x  ,  X  décroit  de  0  à     — qo  ,     et  Y'  croît  de  2a  à     -f- »  .  Nous  obtenons 

ainsi  la  branche  de  courbe  BL,  tangente  en  15  à  G//. 

11  est  aisé  de  voir  que  celte  branche  infinie  est  parabolique  dans  la  direction  Or,  car  on  a 

Y'    _  o(  e  "  +  e     "  )  a\  \  -v-  e      '  ) 


~j\'''"   -«"'")  xe~"-j{e"-e     "j 

quand  x  augmente  indéliniment  par  valeurs  positives,  le  numérateur  a  pour  limite   a,   et  le  dénomina- 
teur augmente  indéfiniment  ;  donc  —  a  pour  limite  zéro. 

Comparons  maintenant  les  arcs     .s  =  AM     et     s,  =  HP.    On  trouve  aisément     ^  =  «sh  — 

n 
D'autre  part,  on  a 

ds'i  —  d\-  -h  dY'  =  4sh-  —  (  I  -t-  sh-  —  )dx-  =  sh-  -^  dx-, 
ti  \  a  I  a 

puis  dsi  =  sh  -^^  dx,  «i  =  —1  ch 1  )  =ash-  — • 


Kn  éliminant    sh  —    on  trouve  s,  = 

a  a 

G.  L.\Cll,à  Douai. 

Bonnes  solutions  (le  MM.  A.  Codbtois;  Djdier  ;    II.   1"'hobeht  ;  Jouglbns  ;  M.  Mazet  ;  I..  Xaucelle  ;   .\.  ItoBSSE»u  ;  .4.   lîoo.x, 
lycée  de  Lille  ;  L.  Simo\,  à  Fourmies  ;  Gaston  Singier;  Marcel  Uu.mann. 


l'CULE  iMii.YTi:(:iiM(j|-h: 


Concours    de  1912    {/■'in). 


Physique. 

2041.  —  Soil  un  croirn  ni  deux  /Unis  C,  I''  et  K".  Leurs  indices  de  réfraclion  pour  lu  raie  \)  sont 
res/ieclivemeni  n  —  i,olO()7,  n'  =  1,37524  <(  n"  =  l,6'*S)8').  La  dispersion  de  chacun  de  ces  trois 
verres,  dans  le  spectre  visible,  est  définie  par  le  lahleau  suivant,  qui  fait  connaître  les  valeurs  de  l'accrois- 
sement on  de  l'indice  quand  on  passe  de  la  raie  1)  ri'spct'tii'enicnt  aux  raies  C,  T/,  E,  ll-c  ; 
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C     —  0,00!i65  —0, 00405  —0,00543 

Jl   +0,00280  -(-0,00449  +0,00616 

F     +0,00603  +0,00991  +0,01382 

H-,-   +0,01085  +0,01831  +0,02376 

On  formi',  avec  le  croira  C,  une  lentille  mince  biconvexe  L  dont  les  rnijons  de  courbure  antérieur  lîi 
et  postérieur  lU  ont  pour  valeurs  absnlur.s  respect! cément  0"\')0  et  ["'. 

I.  Calculer  la  convergence  —  rt  la  distance  focale  o  de  la  lentille  I-  pour  la  raip,   D. 

II.  Dans  le  but  d'achromaliser  la  lentille  L  pour  les  raies  D  et  F,  on  veut  construire,  au  mmjen  du 
flint  V ,  une  lentille  IJ  destinée  à  être  collée  sur  la  face  de  1"  de  rai/on.  Calculer  : 

i"  Le  deuxième  rayon  de  courbure  W',  de  la  lentille  L'  ; 

1 

2"  La  convergence  —p  el  la  distance  focale  ç'  de  la  lentille  composée  LL'. 

III.  Résoudre  le  même  problème  en  remplaçant  le  flint  V  par  le  flint  F". 

IV.  Examiner  les  aberrations  chromatiques  de  L,  de  LL'  et  de  LL"  pour  les  raies  C,  T/  et  Ily,  par 
rapport  d  la  raie  D,  de  façon  à  classer  les  trois  lentilles  par  ordre  de  préférence  à  ce  point  de  vue. 

V.  Dne  lentille  composée  LL'  étant  achromatisée  pour  deux  raies  D  et  F,  trouver  une  expression  qui 
caractérise  son  aberration  chromatique  pour  une  troisième  raie  H  et  qui  soit  seulement  fonction  des  six 
nombres  suivants:  n  et  n' ,  indices  de  la  raie  D  ;  f,  f,  h  et  h',  accroissements  de  ces  indices  quand  on 
passe  de  la  raie  D,  respectivement  à  la  raie  F  et  à  la  l'aie  H. 

On  indiquera,  dès  le  début,  avec  précision  les  conventions  de  signes. 
Les  calculs  seront  faits  avec  l'approximation  de  la  règle  à  calcul. 

Conventions  de  signes:  les  segments  représentant  les  rayons  de  courbure  et  les  distances  focales 
seront  comptés,  en  prenant  la  lentille  pour  origine,  positivement  en  sens  inverse  de  la  lumière  incidente, 
négativement  dans  le  sens  de  propagation  de  la  lumière.  Par  exemple,  dans  une  lentille  biconvexe,  le 
rayon  de  courbure  de  la  première  face  est  négatif,  celui  de  la  seconde  positif;  dans  une  lentille  conver- 
gente, la  première  distance  focale,  ou  distance  focale  objet  est  positive,  la  seconde  distance  focale,  ou 
distance  focale  image,  est  négative. 

I.  Avec  les  conventions  ci-dessus,  la  convergence  d'une  lentille  est  donnée  par  la  formule  générale 

Ici,  n  — 1=0,51007,  —=—2  et  -^  =  1. 

Ri  [{2 

On  en  déduit 

—  =  1,5.3021   dioptries,  <;;  =  0",6533. 

Mais  la  règle  à  calcul  ne  permettrait  pas  d'utiliser  toutes  les  décimales  fournies  pour  )i  et  donnerait 

1 

—  :=  1,53,  ?  =  0,65'i. 

o 

II.  1°  La  condition  d'achromatisme,  pour  deux  couleurs  l  et  2,  d'un  système  de  deux  lentilles 
minces  dont  les  rayons  de  courbure  sont  respectivement  r  et  s  pour  l'une,  r'  et  s'  pour  l'autre,  est 

(-.-.,l(i--i)=-(«:-»;)(l-4 


Si  la  couleur  1  correspond  à  la  raie  D,  la  couleur  2  à  la  raie  F, 
n^—;),  =  0,00603,  »i'> —  «;  =  0,00991,  r- = ,  s  =  i,  r' =  i,  s'  =  R\. 
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On  en  déduit  Rj  =  —  l^jâllo 

ou.  à  rapproximalion  de  la  règle  à  calcul,     iî',  =  —  l,**!. 

La  lentille  L'  est  donc  biconcave. 

2°  Si  9,  désigne  la  dislance  focale  de  la  lentille  L'.  la  convergence  du  système  est  donnée  par  la 
formule 

JL  -  1       _L 

Connaissant  les  rayons  de  courbure  et  l'indice  de  la  seconde  lentille,  on  peut  calculer  —  ii  l'aide  de 
la  première  formule.  On  en  déduit 

—  =  0,i80io,  c'  =  2,0826, 

Ci  ' 

ou  simplement 

— -=0.iS,  o'  =  2  08. 

in.   Pour  répéter   les  mêmes    calculs    avec   le    Ilint  F  ',   il    faut    prendre     n^  —  »,  =  O,00(iO3     et 
"j  —  "î  =  0,01382,     ce  qui  donne  d'abord  li^  —  —  ;!,23C.i 

ou,  avec  la  règle  à  calcul.  II3  =  —  3,2, 

puis,  pour  la  convergence  et  la  distance  focale  du  système  pour  les  raies  D  et  F, 

1  I 

— 77  =  0,67!)S/,  <p"  =  1,4715,  ou  bien  -^-0,68.  o"  =  l,'i7. 

?  o 

IV.  Pour  étudier  l'aberration  cliromatique  de  la  lentille  simple  L,  calculons  sa  dislance  focale  pour 
les  diverses  couleurs.  On  trouve 

ço  =  0,6oG9,  ç,,  =  0,6335,  -fi  =  0,0490,  of  =  0,6459,  '-„  =  0,6399, 

ce  qui  donne  les  foyers  disposés  comme  il  suit,  à  une  échelle  10  : 


A  la  règle  à  calcul,  après  avoir  calculé  exactement  les  convergences,  on  trouve,  avec  beaucoup 
d  allenlion. 

<rc  =  0,657,  9b  =  0,654,  v,    "  0,630,  9f  =  0,(ii6,  'f„  =  0,640. 

Ou  peut  encore  caractériser  les  aberrations  par  rapport  à  la  raie  D  par  les  rapports  suivants,  qu'on 
peut  déduire  des  nombres  précédents,  ou  bien  encore  calculer  en  appliquant  la  formule 

"'>  —  "1   » 
n   —  1 

^"^  ~  ■"  =  0.0052,  ll^i£  =  -  0,003.-i,  "'"■"  ^-0,0116,  -iliZI-Ii'  =_  0,0213. 

ÇD  '^D  tI)  "fD 

Pour  le  système  LL',  le  calcul  direct  des  distances  focales  donne 

o'i,  =  op  =  2,0826 't,  ç»;,  =  2,08302,  çî  =  2,08177,  ç,',  =  2,08640, 

ce  qui  donne  les  foyers  disposés  comme  il  suit,  toujours  ;i  l'échelle  Kl  : 

Le  spectre  se  trouve  replié  à  peu  près  sur  la  raie  T,  de 
sorle  que  rextrémilé  violette  H  retombe  sur  l'extrémité  rouge. 


D 


A  la  règle  à  calcul,  on  peut  trouver  les  nombres 
Vi,  =  »K  =  2,08'),  <i[:  =  2,083,  çV    r^  2.08-2,  ç',,  =  2,086, 

mais  sans  pouvoir  répondre  d'une  unité  sur  le  dernier  chillre. 

On  peut  encore,  comme  pour  la  lentille  L,  caractériser  les  aberrations  par  rapport  à  la  raie  D  à 
l'aide  des  rapports  des  intervalles  des  foyers  à  la  distance  focale  pour  D.  Ces  rapports  peuvent  être 
iléduils  dos  nombres  (pii  précèdent  ou  calculés  à  l'aide  de  la  formule  démontrée  au  paragraphe  V  : 
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—  =0,00110,  ^ Ï:L  =  _  0,00045,  — ^  =0,  ^ ^=0,00182. 

)  ?I1  Ol)  ïll 


Pour  le  système  L",  on  trouve  de  même 

z'I,  =  'r'é  =  1,4715,  o^=  1,473-23,  c.;.  =  1,47077,  =>,','  =  1, 47403, 

ce  qui  donne  les  foyers  disposés  comme  il  suit,  à  l'échelle  10: 

Les  foyers  sont  plus  rapproché''  que  dans  le  système  précédent,  ce 

■ i 1 1 qui,  au  premier  abord,  le  fait  paraître  supérieur,  mais  sa  distance  focale 

est  plus  courte  et  si  l'on  calcule  les  rapports  des  intervalles  des  foyers 
à  la  distance  focale  pour  la  raie  D,  on  trouve 

llZll!l  =  0,00120,  lI^J^=_o,009'*9,  ll^^  =  Q,  ■""■"  =  0,00172. 

9d  ?d  9d  Çu 

Ce  sont  sensiblement  les  mêmes  valeurs  et,  à  l'approximation  de  la  règle  à  calcul,  on  ne  verrait 
aucune  différence.  Les  deux  systèmes  sont  donc  équivalents  et  le  calcul  du  second  n'offrait  aucun 
intérêt  à  la  suite  du  calcul  du  premier. 

V.  Désignons  par  tp,  <\i  et  v  les  distances  focales  des  deux  lentilles  composantes  et  de  leur  système, 
et  considérons,  d'une  manière  générale,  deux  couleurs  1  et  2.  On  a  respectivement 
111  1   _  1         1 

~'i  'il  ''-^1  ''2  ?2         'r*-: 

Formons  la  dillérenco 

Jl_  _l_   _       I  J 1  1  V,    -         , 

■'1  ''2         ri  'l'i  ?i  ':*;  ""'':;  ¥1^2 

Les  produits  qui  forment  les  dénominateurs  peuvent  être  remplacés  par  les  carrés  des  distances 

focales  moyennes  v,  o  et  i.  D'autre  part,  on  sait  que  les  rapports     — —,    — ->     sont  égaux 

?  '!' 

respectivement  aux  pouvoirs  dispersifs  K  et  K'  des  deux  verres  entre  les  couleurs  1  et  2.  On  a  donc 

Vo-V.      _      K  ^ 

i  11, 

ou  bien,  en  remplaçant  —  par •"!"'     et  désignant  par  c  et  c   les  convergences, 

v.,  —  V,  o  'b  Kc  -+-  K'c' 


V  11  c  -h  c' 

expression  qui  peut  caractériser  l'aberration  du  système  entre  les  couleurs  1  et  2. 
En  particulier,  l'aberration  entre  les  raies  U  et  H,  sera 

h  h' 


n—\  „'—  1 


Mais  si  le  système  est  achromatisé  pour  les  raies  D  et  F,  on  a 

f  f 

n  —  1  n  —  1 

ce  qui  permet  do  remplacer,  dans  l'expression  précédente,   c  et  c'    par  les  quantités  proportionnelles 


f                        f 
— et Il  vient  finalement 

1  M    —  1 


hf'-h'f 

[n-\)r-^^n-{)f 
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Chimie. 

2042.  —  On  traite  de  l'acide  azotique  par  un  excès  d'un  mélange  de  sulfate  ferreux  et  d'acide  sut- 
furifjue,  puis  on  soumet  le  gaz  provenant  de  cette  réaction  à  la  température  du  rouge  vif. 

Le  gaz  qui  a  ainsi  subi  l'action  de  la  chaleur  et  qui  provenait  de  la  décomposition  d'un  poids  d'acide 
azotique  correspondant  à  6*^,30  de  AzO'H,  est  mélangé  au  gaz  résultant  de  l'attaque  de  ok,83  de  chlorure  de 
sodium  par  un  excès  d'acide  sulfurique  concentré  :  puis  on  fait  passer  ce  mélange  sur  des  boules  d'argile 
imprégnées  de  chlorure  de  cuivre  et  maintenues  à  unr  température  de  450°  environ.  Il  se  produit  une  réaction 
qui  donne  naissance  à  un  gaz  A. 

Ce  gaz  A,  après  avoir  été  desséché,  est  dirigé  sur  un  poids  de  6i-'  de  sodiiim  légèrement  chauffe  ;  on 
observe  que  le  métal  subit,  dans  ces  conditions,  une  augmentation  de  poids  de  4J-',0ir>. 

Déduire  de  ces  données  la  composition  qualitative  et  quantitative  du  gaz  A,  après  dessiccation. 

D'autre  part,  le  produit  de  l'attaque  du  sodium  par  le  gaz  A  est  traité  par  l'eau  et  le  liquide  qui  en 
résulte  est  additionné  d'une  solution  d'azotate  d'argent  ;  il  se  forme  un  précipité.  En  indiquer  la  compo- 
sition :  dire  s'il  se  modifie  sous  l'action  de  la  chaleur  et  en  donner  le  poids  après  catcinalion  à  une  tempé- 
rature de  500°. 

JV.  B.  —  On  admettra  qu'à  la  température  à  In^juclle  le  sodium  a  été  chauffé  au  contact  du  gaz  A,  i7 
ne  peut  pas  se  combiner  à  l'hydrogène. 

Poids  atomiques  :     Cl  =  3o,."j  ;     0  =  16;     Xa  =  23  ;     Az  =  li  ;     Ag  =  108. 

Le  sulfate  ferreux  est  oxydé  par  l'acide  azotique  qui  se  trouve  transformé  on  bioxyde  d'azote 
d'après  l'équation 

2AzO=H+6SO'Fo-+-3SO'H^  =  2AzO -h  3(S0')'Fe= -1-4H20. 
Au  rouge  vif,  le  bioxyde  d'azote  est  décomposé  : 

AzO  =  Az  +  0. 

1 

Le  poids  d'acide  azotique   donné  représente  juste  -j—  de   molécule  e(   comme  tout  l'azote  de  cet 

i  1 

acide  se  retrouve  dans  le  bioxyde,  il  y  a,  après  décomposition  de  celui-ci,  — -    d'atome  d  azote  et  — — 

10  II) 

d'atome  d'oxygène. 

D'autre  part,  5^,85  de  chlorure  de  sodium  représentent  aussi  -—  de  molécule,  qui  fournit  - —  de 

molécule  d'acide  chlorhydrique,  de  sorte  que  le  mélange  gazeux  est  représenté  par 

_L  (MCI  4- Az+0). 

Quand  on  fait  passer  ce  mélange  sur  des  boules  d'argile  imprégnées  de  chlorure  de  cuivre  qui  joue 
le  rôle  de  catalyseur,  il  y  a  oxydation  de  l'acide  chlorhydrique  avec  formation  de  chlore  et  d'eau  : 
l'azote  ne  joue  aucun  rôle.  Mais  comme  cette  réaction  est  limitée,  le  gaz  A,  après  avoir  été  desséché, 
est  formé  d'azote,  d'acide  chlorhydrique,  de  chlore  et  d'oxygène. 

Ce  gaz,  passant  sur  du  sodium  légèrement  chauffé,  va  donner  du  chlorure  NaCl  et  un  oxyde,  par 
exemple  Na'O.  L'augmentation  de  poids  résultant  de  la  formation  du  chlorure  est  de  3s, 55,  puisque 
tout  le  chlore  de  l'acide  chlorhydrique  jirimitif  s'y  retrouve.  Par  suite  le  poids  de  l'oxygène  du  gaz  A 
est  de  4,616  —  3,5:;  =  1,066, 

c'esl-.^-dire  les  ^  du  poids  1,6  de  l'oxygène  contenu  dans  le  bioxydi'  d'azote.  Par  suite  la  réaction  qui  a 

donné  naissance  au  gaz  A  peut  s'écrire 

—  (3I1C1  -+-  3Az  +  30  =  H-'O  +  2C1  -+-  20  +  3Az  +  IICI) 
30 

et  sa  composition"'est  la  suivante,  le  volume  moléculaire  étant  22' ,4, 
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Azote  -i-H,2=  l',12, 

Chlore  -^^  11,2  =  0  ,747, 

Oxygène  —-'1.2  =  0,747, 

1 

Acide  chlorhyilrique,     — — -22,i  =  0  ,Ti-7. 

1 

Le  produit  de  l'attaque  du  sodium  se  compose  de  - —  de  molécule   de  chlorure,   d  oxyde   et   d'un 

excès  de  sodium.  L'eau   dissout  le  chlorure  et  transforme  en  soude  aussi  bien   le  sodium   libre   que 
l'oxyde.  Le  sodium  de  cette  soude  pèse  donc     <i  —  2, .3  =  o,7     et  représente  une  fraction  d'atome  égaie 
3,7 

Par  l'action  de  l'azotate  d'argent,  il  y  aura  deux  réactions  : 

AzO'Ag  -+-  N'aCl  =  AzO'Na  h-  AgCl,  AzOUg  -h  NaOH  =  AzO\\a  -h  AgOH, 

1  .3,7 

la  première  portant  sur  —  de  molécule,  la  secondé  sur  la  fraction 

'  "^  10  '  23 

Le  précipité  est  donc  formé  de  chlorure  et  d'hydrate  d'argent.  Le  poids  du  premier  est 

^143,5  =  14,35. 

Une  calcination  à  500°  ne  décompose  pas  le  chlorure,  mais  réduit  l'hydrate  h  l'état  d'argent  métallique 

3  7 
dont  le  poids  est     -^108  =  17,37, 

Le  poids  du  précipité  après  calcination  est  donc 

14,35  +  17,37  =  31,72. 

Gaston  ROV,  École  normale  de  Varzy. 
♦ 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  .M.VTHÉMATIQUES 

Mnthriiinti.jiiPs  éUmenlaircs  ('). 

Soit  T  un  triangle  dont  les  sommets  sont  A,  R,  C  ;  soit  f  le  cercle  circonscrit  à  ï.  On  sait  qu'il  y  a  deux 
cercles  tangents  à  r  en  A  et  qui  touelient  BC  ;  l'un,  en  un  point  Ai  situé  entre  B  et  C,  l'autre  en  un  point 
A2  extérieur  au  segment  Bl". 

1°  Construire  le  triangle  T  connaissant  les  longueurs  AAi,  kki  et  le  côté  BC. 

2"  Soit  A'  le  milieu  de  A1A2.  Calculer  la  longueur  AA'  en  l'onction  des  longueurs  a,  ';,  c  des  côtés  de  T 
(on  supposera  n  >  '>  >  c).  Trouver  la  relation  qui  existe  enti-e  la  longueur  AA'  et  les  deux  autres  longueurs 
analogues  BB'  et  CC. 

3"  Calculer  en  fonction  de  a.  b,  c,  les  distances  des  points  A',  B',  C  deux  à  deux. 

'i"  Soit  Va  le  cercle  décrit  de  A'  comme  centre  avec  AA'  connue  rayon  ;  soient  W  et  r,  les  deux  autres 
cercles  analogues.  Démontrer  que  ces  trois  cercles  .se  coupent  en  deux  points  I  et  .).  Calculer  les  angles  sous 
lesquels  ces  cercles  se  coupent  deux  à  deux.  Indiquer  la  situation  précise  des  centres  de  similitude  de  ces  cercles 


':  Des  solutions  étudiées  de  la  question  sont  publiées  dans  le  Journal  de  Malhi-mutiqun  Hémenlaires. 
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deux  k  deux.  Quelles  sont  les  particularités  du  triani;lo  A"B"C"  dont  les  sommets  sont  les  points  homologues  de 
A,  B,  G,  dans  une  inversion  de  pôle  I? 

Vi»  Calculer  la  Ion;,'ueur  de  la  corde  II  et  la  distance  du  centre  0  de  r  à  la  droite  A'R',  en  fonction 
de  a,  b,  c. 

6"  On  donne  les  points  A',  lî',  C.  Démontrer  iiiTil  existe  une  inlinité  de  triangles  T  correspomliinls  et 
construire  ceux  de  ces  triangles  qui  répondent  à  une  valeur  donnée  du  rayon  de  r. 

Mnlhèmoliqxes  spéciales . 

2204.  —  I.  Par  deux  points  fixes  A  et  A'  (AA'  =;  2a),  on  fait  passer  un  cercle  v.iriable  de  centre  G  ;  un 
cercle  de  rayon  n  passe  par  le  point  G  et  son  centre  G'  est  sur  la  perpendiculaire  à  AA'  en  son  milieu,  le 
vecteur  CG'  ayant  toujours  le  même  sens.  Construire  le  lieu  r  des  points  communs  aux  deux  cercles.  (On 
pourra  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction  d'un  paramètre.) 

II.  Ine  droite  variable  D  perpendiculaire  à  AA'  rencontre  1'  en  quatre  poinis  Mi,  M',,  Mj,  M.j  ;  au  point  Mi 
on  peut  associer  un  point  M',  tel  que  le  milieu  du  segment  MiMJ  décrive  un  cercle  l'i  ;  monti'er  que  les  droites 
AMi,  A'.M|  sont  rectangulaires.  Construire  le  lieu  des  milieux  rie  tous  les  segments  déterminés  sur  D  par  V . 

III.  Les  hyperboles  équilatcres  qui  passent  par  A  rt  .V  rencontrent  T  en  quatre  points  formant  deux  couples 
de  points  associés  Mi  et  iMJ  ;  si  l'on  suppose  un  de  ces  roupies  constitué  par  deux  poinis  fixes,  le  lieu  des  centres 
des  hyperboles  correspondantes  est  un  cercle;  quel  est  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  et  quelle  est  l'enveloppe 
de  ce  cercle,  quand  on  fait  varier  les  points  associés  supposés  fixes  primitivement? 

IV.  Les  hyperboles  équilatcres  qui  passent  par  X  et  A'  et  sont  tangentes  à  r  se  distribuent  en  plusieurs 
faisceaux  ponctuels  et  une  famille  constituée  par  des  hyperboles  bilangenles  ;\  r. 

On  considère  deux  hyperboles  IL  et  II2  qui  font  partie  de  cette  famille  et  sont  tangentes  à  r,  l'une  en  Mi 
et  M'|,  l'autre  en  .M^  et  Mj,  ces  quatre  points  étant  en  ligne  droite;  montrer  que  la  droite  qui  joint  le  milieu 
de  .MiM'i  au  point  de  rencontre  M  des  tangentes  à  F  en  iMi  et  M',  est  tangente  au  cercle  l'i. 

H,  et  H)  ont  une  corde  commune  qui  ne  passe  par  aucun  des  points  \.  V  ;  soit  P  le  point  où  cette  corde 
rencontre  AA';  trouver  l'enveloppe  de  MP. 

Cahul  différentiel  el  intégra/. 

Les  axes  Ox,  Oij,  Oz  étant  rectangulaires,  on  donne  un  cylindre  de  révolution  (C)  ayant  pour  axe  la  droite 
0;  et  pour  rayon  a. 

Soient  u  et  1;  deux  paramètres  angulaires  déterminant  les  plans  tangents  au  cylindre  (G)  menés  par  un  point 
.M  de  l'espace. 

Le  point  M  décrivant  une  surface,  sa  coordonnée  -  sera  une  fonction  de  u  et  v,  soit  ;  =  a.  fiu.  v), 
définissant  cette  surface. 

On  mène,  par  le  point  M,  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface,  les  deux  tangentes  au  cylindre  (,('.),  soient 
Mf  et  MT'. 

1"  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles,  soit  (E),  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  f(u,  r),  pour 
que  les  deux  directions  MT  et  MT'  soient  conjuguées  sur  la  surface  correspondante,  soit  ^S). 

Quelle  propriété  ont  les  deux  familles  de  courbes,    u  =  Const'",     »  =:  Consf,    sur  la  surface  (S)  ? 

2°  Montrer  que  l'on  peut  trouver  plusieurs  expressions  linéaires  de  la  forme 

o(»,  v)  =  A{«,  t)).  4^  +  B(i(,  î-).-^  -t-G.  /•,  G  =  Gonsf 

(Jn  (Iv 

ô-o 
telles  que  l'équation  -r — V~  =  0 

'  ^  Oh-  Ov 

admette  toutes  les  solutions  de  l'équation  du  second  ordre  (E). 

Déterminer,  en  utilisant  ce  résultat,  toutes  les  solutions  de  l'équation  (E). 

'^°  Les  solutions  de  l'équation  (E)  dépendent  de  ileux  fonctions  arbitraires,  l'une  de  k,    l'autre  de    r. 

Montrer  que  les  surfaces  (S)  particulières  obtenues  en  annulant  successivement  l'une  ou  l'autre  de  ces 
fonctions  arbitraires  sont  développables.  Les  arôles  de  rebroussenient  de  ces  développables  sont-elles  arbi- 
traires sur  la  surface  qui  les  porte  ? 

Ileprésenter  la  solution  gi'uérale  /"u.  v),  ou  la  surface  (S)  générale,  à  l'aide  de  ces  arêtes  de  rcbrousse- 
ment  et  indiquer  une  génération  de  la  surface. 

Mécanique. 
Vn  tabouret  est  porté  par   trois    pieds   identiques    AA',  BB',  CC.    également    inclinés  sur    la   verticale  et 
terminés  par  des    surface»  très  petites  qu'on  assimilern  à  trois  poiols    A,  B,  G.   Le  tabouret   est  homogène  el 
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symétrique  par  rapport  aux  trois  plans  qui  passent  chacun  par  l'axe  OiOÎ,  du  tabouret  et  par  l'un  des  trois 
points  A,  B,  G.  A  l'instant  initial,  ce  tabouret  est  en  équilibre,  ses  trois  pieds  reposant  en  A,  B,  G  sur  le  sol 
horizontal  supposé  assez  uni  pour  qu'on  puisse  négliger  le  frottement. 

Problème.  —  i"  En  un  point  T  du  montant  A  A'  situé  dans  le  plan  vertical  de  symétrie  OiO',A  on  exerce  une 
force  F.  A  quelles  conditions  devra  satisfaire  F  pour  que  l'équilibre  primitif  subsiste. 

■2°  Au  lieu  de  la  force    F,    on  applique  une  percussion    ^    au  môme  point   T.  'A 

Déterminer  la  distribution  des  vitesses  dans  le  tabouret  à  l'instant  qui  suit  immé-  i 

diatement  la  percussion.  On  portera  son  attention  sur  la  discussion  des  résultats 
suivant  la  direction,  la  grandeur  de  la  percussion  S  et  la  position  de  son  point 
d'application  T.  On  pourra  se  borner  aux  trois  cas  suivants  : 

I.  Le  point  est  dans  le  plan  horizontal  du  centre  de  gravité  G  du  tabouret  ; 
II.  La  percussion  S  est  parallèle  à  BC  ; 

III.  La  percussion  S  est  dans  le  plan  de  symétrie  vertical  OiO',A. 

3°  On  appliquera  les  résultats  précédents  au  cas  oii  la  ligne  d'action  de  2  : 
I.  Passe  parle  point  Oi,  la  percussion  étant  ascendante  ; 
IL    Passe   par  le  symétrique    de  Oi,    par  rapport  à  A,  hi  percussion   étant 
descendante,  le  point    T    étant  à  distance  égale  du  sol   et  du  plan  horizontal  du 
centre  de  gravité  G  et  sa  projection  Ti  sur  AOi  divisant  AOi  dans  le  rapport 

TiA    _  j_. 
Oi'l'i    "    3   ' 

in.  Est  parallèle  à  AOi  et  de  même  sens,  le  point  T  étant  au-dessous  du  plan  horizontal  du  centre  de  gra- 
vité G. 

4»  Dans  ce  dernier  cas  (3",  lll)  on  étudiera  le  inouvcnirni  du  tabouret  après  la  percussion,  on  calculera  la 
réaction  et  on  discutera  les  résultats  obtenus  suivant  les  valeuis  de  la  percussion. 

Notations.  —  Le  triangle  ABC  est  équilatéral. 

On  appellera  H  le  milieu  de  BC,  Oi  le  centre  du  triangle,  G  le  centre  de  gravité  du  tabouret  situé  sur 
l'axe  OiO;. 

On  posera  : 
BC=2a,     OiA  =  26     (a  =  6^3).     h  —  0,C,,     p  =  AG     (p  =  ^//i^+~4P),     T  =  CmG     (/;  =  26  tg  T). 

On  appellera  M  la  masse  du  tabouret,  I,  J,  K  ses  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  axes  passant  par 
G  et  parallèles  respectivement  à  OiA,  BC  et  0|0',. 

On  prendra  pour  axes  fixes  trois  axes  rectangulaires  coïncidant  à  l'instant  initial  avec  OiA,  la  parallèle  à 
CB  menée  par   Oi  et  OiO'i,    les  sens  positifs  comme  les  indiquent  les  flèches  sur  la  figure. 

On  définira  la  distribution  des  vitesses  dans  le  tabouret  par  les  projections  f,  r^,  ^-j  p.  q,  r,  de  la  vitesse  de 
G  et  de  la  vitesse  angulaire  instantanée  de  rotation  sur  des  axes  mobiles  liés  au  corps  et  coïncidant  avec 
OiXi,  Oiî/i,  Oi^îi  k  l'instant  initial. 

On  appellera  (a,  0,  f)  les  coordonnées  initiales  du  point   T. 

Epreuve  pratique. 

2205.  —  l'n  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  contour  convexe  formé  d'un 
demi-cercle  de  diamètre  AB  tangent  an  petit  axe  et  des  deux  cotés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  iso- 
cèle dont  l'hypoténuse  est  AB.  La  droite  AB  est  parallèle  au  petit  axe  et  le  centre  du  demi-cercle  est  situé  sur 
le  grand  axe  à  O'^m  à  droite  du  petit  axe.  La  génératrice  issue  du  point  A,  placé  au-dessous  du  grand  axe,  passe 
par  le  point  de  cote  12'!'",  projeté  à  10""  à  droite  du  petit  axe  et  ii  10""  au-dessous  du  grand  axe. 

In  cône  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  contour  convexe  formé  d'u[i  demi-cercle  de 
diamètre  CD  et  situé  au-dessus  de  CD  et  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  isocèle  dont 
l'hypoténuse  est  CD.  La  droite  CD  est  parallèle  au  grand  axe  et  le  centre  du  demi-cercle  est  situé  à  2"'"  au- 
dessous  du  grand  axe  et  à  16cm  à  droite  du  petit  axe,  le  rayon  étant  Soi.  Le  sommet  du  cône  est  le  point  de  cote 
24cin,  projeté  à  2""  au-dessous  du  grand  axe  et  à  4cm  à  gauche  du  petit  axe. 

Ueprésenter  la  projection  horizontale  du  solide  commun  aux  deux  corps  supposés  limités  au  plan  hori- 
zontal de  projection. 

On  éclaire  ce  solide  par  des  rayons  parallèles  à  une  direction  fixe,  l'ombre  du  sommet  du  cône  sur  le  plan 
horizontal  de  projection  étant  le  point  situé  k  16""  au-dessus  du  grand  axe  et  à  8'^"  k  droite  du  petit  axe. 
Trouver  l'ombre  propre  du  solide  commun  et  son  ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1913j 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

9200.  —  On  considère  la  suite  !/i,  «.',   ...    ?<»,    ...    définie  par    Ut  =  i,    «.  =  1,    !(„=»„_,  +  !/,.,.     Montrer  que  la 
quantité    «„»,_..  —  !(,-_,     est  i-gale  à     ±  1     et  (|ue  le  rappoit a  une  limite  pour  n  infini. 

9201.  —  Calculer  la  somme 

1.2.3  ...  p  +  2.n  ...  j;  +  1   +  ...  +  Jin  +  1)  .. .    il  -+-p  —  1  . 

9202.  —  Vérifier  la  relation 

11  i  i      »im — 11         1      mim  —  IVm  —  2 

1  -4^  _  -+-  _  + 1 =  ?)( —  ■  — h  — — ^ 

2  3  m  2  2  !  3  3  ! 

920:?.  —  trouver  le  quotient  de     j;  —  2)-"  +  {x  —  1)»  —  1     par    i.c  —  1   .r  —  2  . 

9204.  —  Montrer  que  le  polynôme    l'i"'"'  —  T'a;'"*- —  I;  ...  (x"'*''  —  li    est  divisible  par     x  —iVx^  —  Il  ...  (■f —  1). 

9205.  —   Démontrer  qu'on  peut  mettre  le   polynôme    nx' + 'ibx- -h  ^cx -\-  cl     sous  la  forme     Pij;  —  a)M- Q  c  —  p)', 
a  et  ^  étant  les  racines  de  l'équation    (az+  h  cz-hd)  —  \bz  +  c'  =  0. 

9206.  —    Démontrer    que     la    condition    nécessaire     et    suffisante     pour     qu'on     puisse     mettre    le     polynume 
f{x)  =  a„t'  +  iatx'  +  daix'  ■+■  ia^x  +  ai    sons  la  forme    I'-t  —  a  '  +-  Q(,r  —  [ij'    est 

a»    (Il    02 
fli    a>    flj 

Ol     fli      Oi 

C'est  aussi  la  condition  pour  que  les  quatre  points  ayant  pour  abscisses  les  racines  de    p.r   =  0     forment  une  division 
harmonique. 

9207.  —  Montrer  ([ne  le  déterminant 

X  II  z      t    \ 

y  z  t  X   \ 

2  /  x  !/ 

t  X  y  z    \ 

est  égal  à  un  produit  de  quatre  facteurs  linéaires  de  ,i-,  ;/,  i,  t. 


0. 


9208.  — Soit  a  un  nombre  positif  ;  on  pose    Xi^=iju,    X;  =^  </a  -^  x x„^</a  +  Xn-{-     Démontrer  que  pour  » 

infini  x„  a  une. limite  et  calculer  cette  limite. 

9209.  —     Soient   a»    et    .V     deux     nombres    positifs.    ()n     pose      o,  =  — (((,)) ),       a- =  — la,-\ ), 

2  V  flo  ;  2  V  01  / 

u„  =  —  (  a„_,  H I  .     Démontrer  que  pour  n  infini  ii„  :\  une  limite,  et  calculer  cette  limite. 

2    \  fl._,  / 

9210.  —  On  considère  les  deux  suites  n,,    Oi,  ..   ,  a„   et   h,,  ti-,,    ....   b„  où  ai   et  h,  sont  arbitraires,  les  termes  étant 
définis  par 


(),-,  =  (;„_|(»„_|,  fl„  =  » 

Montrer  ([ue  les  deux  suites  ont  la  même  limite. 
9211.  —  Etudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 
(— W'n'l  L  ).  cos -^ CCS -^'  cos 'aj"!  —  cos  (fcj;' 

1         71—  1  /  IV  H' 

i/a -I- n' —  V* -t- n  +  n',  LcosÇ!»',  .  ne-\ 

'  a  +  x" 

1        .  /,    n  +  I  -r"  -Ml' 

In        V  »  n' 


^n  +  "n-\ 


n  ■+  y/u 


l\r"    (somme), 
omme\ 


{-!) 


'r'Jn 

Lan 


x'cosjiO    'somme'i, 


1 

arc  ts 


6n  -)-  c 
i2n-.-l\'2(H-3 
-— — — ; somme  , 

''2h  -f-2ii2rn-4   2»  i  ! 

nx"L(«-f-— -).  ■ 

\         n'  /  a.r"  -H  by" 


Lti  "  "  h'-(-  i 

11  —  2<Jb  -t-  n'  H-  \'c  -t-  n', 
1.3. 5. ..(2)1  — r 


L  cos  — > 
II 


flsin h  6L(  I  -+-  —  S 

n  \  »  / 


2.4.r,...2« 


(H-|-()«-1        ' 

»"  .        1  ,    , /-  . 

; — -  a  sin h  vn"  -i-  2  —  v/ii'  h-  i  . 


tt;^ 


\/ii'  -(-  «x  +  1 


V      M-t-l 
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î)212 „ ,  , 

3!  (i!  (3-.    : 

0213.  —  Etudier  l:i  série    i  — 1 h  ■  •  •     Dans  le  cas  où  elle  est  convergente,  calculer  la  somme. 

5  9  13 

9214.  —  Déterniinor  a,  b,  c  de  façon  que  la  série  qui  a  pour  terme  général    u„  =  oL{l  +  n)  +  bl{i  +  n*j   t-  cL(!  -+-  »') 
soit  convergente. 

9215.  —  Etudier  la  série 


Calculer  la  somme  de  cette  série. 

9216.  —  Etudier  la  série     u„  =  x"!  l  -f )  ■     Vériller  que    — '-^—^    et  "Ju„  ont  même  limite. 

\  n   /  ^  Un 

9217.  —  Etudier  la  série 

14-2  I  -t-  2  +  4  1  +  2  +  2-  +  . . .  -t-  2» 

2  H — i — 1 1 — 1 

2!  .i  !  ^H-l-1).' 

Trouver  la  somme  de  cette  série. 

9218.  —  On  considère  les  deux  séries 

11,  11 

tg'  ix ^  tg'  2x  -+-  — -  tg'  2a-  —  .  ■  ,  2  sin-  x  +  —  i-  sin'  x  +  —  V  sin'  j  -4-  . . ., 

oii  Ion  suppose p  <  .t  <  +  —  •     Montrer  que  la  somme  de  la  première  série  est  double  de  celle  de  la  seconde. 


Vf 


9220.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions 

•             ■                            4     2x-i-mit— j;=  ,,    ,      „,  L>l-f-x) 

arc  sm  larg  sh  j.  arc  tg — ;; -— !  j:'';XL.r  +  |j.;,  ax  +  L\x'  —  3\,  — ^ — ;; — ->  x'-haxLx, 

X'  -+-  2JUX  —  1  X 

—  I ,        '   Y  ,  r, 5   .  ,     —  /  ^   V  coix — v'cos2x 

il-h.r,',  IH .  arcsin  (xcosa +v'l  —  x'sin  I  ,  ax  +  be',  fj-i .  !^ 

\         X  I  '  \         X  I  sin  a; 

9221.  —  Déterminer  une  fonction  (Ix)  telle  que  l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  de  a-  et  y    ('x  +  {/i  =  kf[x)  +  li/'(i/)  +  C, 
A,  li,  C  étant  des  constantes. 

9222.  —  Dans  la  formule    (\x  +  U)  =  ( .^x]  +lif'  x  -h  9/t;,    déterminer  f{x)  de  façon  que  0  soit  indépendant  de  x. 

9223.  —  En  désignant  par  x  l'infiniment  petit  principal  trouver  les  parties  principales  des  fonctions 

.   ,  .,  „  ,  —  .  1 3  +  j;=)  arc  tg  a:  —  3x 

2  sh  j  +  tli  .c  —  Sx,  1  +  j- ^  —  L',  j^—  sinj', 2 

x^ 

9224.  —  Déterminer  A,  B,  at  de  façon  que  l'expression    \  sin  .c  —  sin    ir  —  Bx'    soit  un  infiniment  petit  du  cinquième 
ordre. 

A  B  L 

9225.  —  On  considère  la  fonction    y  = 1 — -f  ■  .  H -i     où  x  est  infiniment  grand.  Déterminer  les 

X  —  a        X  —  b  X  —  1 

\ 
constantes  A,  B,  ...,  a,  h,  ...,  de  façon  que  y  soit  un  infiniment  petit  de  l'ordre  le  plus  élevé  par  rapport  à    — 

922G.  —  Développer  en  série  entière  les  fonctions 

chx.sinj,         sin  . ce'"'»,  L^i+a;+x-|,         arc  sin  (3a;  —  4r'!,  (arcsinxi^,  [Lfa;  4- y'I  -hx-)]-,        , 

1  +  x-t-x- 
(tv  1  —  x' 


x; 


x'  +  x'-Hl  1  —  2x  COS  a -H  x' 


9227.  —  Soient  t.,  s:,  ...,;„  les  racines  de  l'équation    x"  —  1  ^  0.    Développer  en  série  la  fonction 

1 

—  [C'-'  +e'i^  -\ h  e'-'':]. 

n 

9228.  —  Montrer  que  la  fonction      y  =  (arc  sin  X;*     vérifie  l'équation     f/"'jl  —  x')  —  xij'  —  2  =  0.      Développer  cette 
fonction  par  la  formule  de  Mac-Laurin. 

9229.  —  Démontrer  que  la  fonction     »/  =  v/l  -i-  </l  -i- x*     satisfait  à  l'équation  différentielle    (1  +  x'jij"  +  xy'  —  ^  =  0. 
Développer  cette  fonction  par  la  formule  de  Mac-Laurin. 

1   j; 

9230.  —  On  considère  la  fonction  y  définie  par  l'équation    cos  y  =^ = — >     et  on  désigne  par  (/(j"i  la  valeur  de  la 

^2 
dérivée  d'ordre  n  pour    x  =  u.    Etablir  la  relation    (/{)"+-'  +2(2n  -t-  l)i/i,"+"  —  n'i/j,"'  =  0. 

9231.  —  Démontrer  que  la  fonction    ^  =:  e*''  "^^      vérifie  l'équation  différentielle    x[i^  +  x°iy"  —  a^y'  —  x'y  =  0,     et 
en  déduire  la  relation    a=!/[,"+"  =  n{n  —  ^){y'g^~'''  —  J/ô"""). 

9232.  —  Si  X  est  positif  on  a    e^  >  1  +  x  >  eî+ï. 
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9233.  —  Trouver  la  limile  de     I — — 1       pour  m  iiilini.  En  calculiml  celle  limite   de  deux  manières  dillérentes, 

montrer  que  l'on  a    c'^.e'-'  ^  e'  '''. 

9234.  —  Trouver  pour    x=0    la  limite  des  expressions 

-1.  gT  __  (jlgr  1  -f-  T  *"  1   X' 

(arcsinxs  (cosx)''"'^,  cosx)^,  . 

X  —  tgx 

.     1-4-1 

L 2  +  2  COS.T  ,  ,- ;,- 

'-J  M-^«'l+x- 


sccX/'=''^,         — i ,  '  nrccott")',  ,sin.r  — cosj: 


9235.  —  Trouver  pour  n  infini  la  limite  des  expressions 


^' 

_1_ 

c 

lis 

r  —  v' 

cos  : 

ix 

sinx 

L2 

+ 

L3 

-1- 

h 

Ln 

2'  +  n'        4*  -+  II' 


V/ '■ '  ?''+«"— V»  —  <"i'.  —  V(«-^-^ln- 

V  1.2.3.»  Il 

[Oo-H  Oi»  -)-■..  fl,,n''  10+?'' 
fco  +  6i>i  -^  ■■■  b,.w  J 

.      l''-i-2''-l-3''H +  ;)'•  1 

9230.  —  Démontrer  que  le  rapport    ~ a  pour  limite    quand  n  augmente  indcQniment. 

_        _  _  ;)  + 1 

,    ,      .       ,        v'  I  -+-  \/2  +  v/3  -(-...-(-  v'ïï  ., 

Kn  particulier,  (luelle  est  la  limite  de    ■ — • 

Il  \'h 

9237.  —  Limites  de    I — - — )  pour    .r=l,    de    i/^x  +  ^', —  ^Lx    pour  j;  inliiii,   'i/[x -h  ax'jix-hOa)  —  {x  +  a„) —X 

L-^  _  _j_ 

pour  X  infini,    — —'—    pour    x=  -— ■      .r  —  1  e''~i    pour    a=l. 
'^  cosx  2 

1         1  1 

9238.  —  Montrer  que    l -\ 1-  - — h  ...  H L»     a  une  limite  quand  n  augmente  indéfiniment. 

9239.  —  .Montrer  (lUc  la  dill'érentielle  totale  de  la  fonction     :  =  ^ —    vérifie  la  relation 

x  —  y 

2dZ  (Ix  tUl 


1  —  :'         1  +  J-         1  +  ;/' 

9240.  —  Démontrer  que  la  fonction     »  =  arc  tg h  arc  tg -^ — h  arc  tg  —    vérifie  Icquation    — -.,  +  — ^-r  H — n"  =  ". 

.'/  3  X  t)x-        dy         yî 

d'U        ()-u  II  i 

9211.   —  Etant  donnée  l'équation  -t-  -  -,.  =  — .; — i      on  y  fait  la  translormation  x  +  vj  ^  ■ 


dx'       Or       i.x-  -H  y'-]'  +  i  X'  -I-  il/ 

Que  devient  l'équation  ? 

9242.  —  Soit   f[X,y)   un  polynôme  homogène  et  >,  une    constante.  Démontrer  ((ue   quel  que   soit  ),   l'expression 
f{x  —  'f.l',„    >l  +  '/fi\    est  divisible  par /(x,  ;/ . 

di/ 

9243.  —  L'équation     \  +  xy  =  L^e'^'-i  —  e--"J]     délinil  //  comme  fonction  implicite  de  x.  Calculer  -j —   Expliquer  le 

résultat  simple  obtenu. 

9244.  —  Déterminer  le  nombre  imaginaire  :  vérifiant  l'équation    cos:  =  a-f-i«.     Montrer  que  si  i  est  une  solution, 
toutes  les  autres  sont  de  la  Ibrme    2i-  zb  »,    '■  étant  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif. 

9245.  —  Uésoudre  l'équation    tg  :  =  r,    :  étant  imaginaire. 

924G.  —  Soient   :  et  :'  deux  nombres  imaginaires  et  u  l'une  des  racines  carrées  de  leur  produit  ;  montrer  que  l'on  a 


\z\  +  \z-\=\ 


2         1  I    ^         r 

9247.  —  Déterminer   ;i  et  (y  de  façon  que  les  racines  de  l'équation    a;' +  px -(- g  =:  0    soient  les   affixes  des  sommets 
d'un  triangle  équilatéral. 

X  z 

9248.  —  Calculer  ch —  en  fonction  de  sb  — ■ 

A  2 

9249.  —  Etudier  les  racines  des  équations 

X*  — (fcr-t- »/'  =  0,         (jr  +  l;"  — x"  — l  =  l),         x' -h  m.c' —  Hi-i; -I- 1  =  0,         3x' —  4ax' -t- li  =  0,         x' -t- ox"  +  t  =  0, 
X»  -  3x'  —  Xx"  —  3x -t- 1  =  0,  l'-'p-i-ax''  +  ()  =  0,  1,2»—  l)x"-'  — ^2»  -i-1:x"'-'h- 2x  =0  ; 

cos'  x  +  oco8x-<-6  =  0,  ces'  X  +  3  cos'  x-(-3acosx+l  —  0,  x  —  1  =  V  x'  +  x'  +  a, 

^-iZ;         ,         ...  ..18 


=  »n(x-i- v'x'-t-lj,           sinx  —  L  cos*  X  =  (J,  x  cos  x- sinx  =  0, 

X  cos'O         sin' 0  sinx— a:        ,              .            „                ,          a 

arc  tK  X —  a, 1-  =  I ,  =  a.  sin  x  +  3  cos  x  —  4x  —  0 . 

O                    i       i_    .vl  /Ttcl     I.             ciiif    f>  «In*    V 
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9250.  —  Calculer  les  racines  commensurables  de  l'équation    x'  +  x^  —  i6x'  — Itx^  —  6a;'  —  16a;  +  96  =^  0. 

9251.  —  Uélerminer  une  équation  du  quatrième  degré  telle  que  l'équation  aux  carrés  des  racines  soit  bicarrée. 

9252.  —   On  porte  sur  une   droite  à  partir  d'une  origine  0  des  vecteurs  OA,  OB,  OC   dont  les  valeurs  algébriques 
sont  les  racines  de  l'équation    «i'  +  fcr'  +  ex  +  d  =  0.     Déterminer  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  quantités  de  la 

forme    y  =  AB.AC- 

9253.  —  Soient  a.  b,  c  les  racines  de  l'équation    x'  +  px  +  q  =  0.     Former  l'équation  t[ui  admet  pour  racines 

g-  b'-  c2 

6'  +  c'  c'  +  a-  a'  -f-  b' 

9254.  —  Déterminer  m  de  façon  que  l'équation    ,r'  —  2a;'  +  m^ix  —  1)  =  0    ait  une  racine  double. 

9255.  —    Soit     [x]  —  0      une   équation   du   quatrième  degré  ayant  ses  racines  distinctes  a,  b,  c,  d.  On  y  fait  la 

substitution    x  =  a  —  ■ — ——- Ueconnaître  que  la  nouvelle  équation  en  ij  est  du  troisième  degré  et  qu'elle  est  la  même 

quelle  que  soit  la  racine  a  dont  on  est  parti  pour  faire  la  substitution. 

9"256.  —  Etant  donnée  l'équation    x'  +  px"  +  ça;  -(-)■  =  0,    quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  coefficients    pour 
qu  a  chaque  racine  a  corresponde  une  racine  b  telle  que  l'on  ait    6  ^  1  -+-  a'  ? 

9257.  —  On  donne  l'équation    x^  +  ax-  -h  bx  +  c  ^  0.    Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefûcien<s  pour 
que  les  trois  racines  soient  en  progression  géométrique.  Cette  condition  étant  remplie,  résoudre  l'équation. 

9258.  —    Résoudre    l'équation    x' +  x' -h  ax'  —  x  —  2  ^  0,    sachant   que  deux  racines   sont  égales   et   de  signes 
contraires. 

9259.  —  Soient  a,  b,  c,  d  les  racines  de   l'équation    j;'  — a;+  i  =  0.     Former  l'équation  qui  admet  pour  racines  des 
quantités  de  la  forme     ab  +  cd.    A  priori,  quel  est  le  degré  de  l'équation  demandée  ? 

92(î0.  — Soit    /  ,c   =  0    une  équation   algébrique  et   soit  a    une  racine  simple  de  cette  équation  qui  annule  f"{x). 
Quelle  relation  existe-t-il  entre  a  et  les  autres  racines? 

9261.  —  On  considère  l'équation    a;' —  r'  —  15x+S  =  0.     On  demande  si  elle  admet  des  racines  qui  satisfont  à  une 
équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  rationnels. 

9262.  —  Soient  ai,   i),...a^   les   racines  de  l'équation    x'" -i- piX"—' +  p^.x"''^-h  ■■  ■ -hp,,,  =  0.    Calculer   la  fonction 
symétrique     ^  a,  +  ao    ii -h  is;. .  .(«i-t-a,,,). 

9263.  —  Montrer  que  les  racines  de  l'équation     a'  +  21px'-  i-  qx  +  ^pq  —liaSp^  =  0    sont  en  progression  arithmétique, 
puis  résoudre  l'équation. 

9264.  —  VériQer  que  l'équation     a;'  —  6a~' +  lûx' _  12,r  +  16  =  0    admet    deux    racines    dont  l'une    est  double   de 
l'autre.  Résoudre. 

9265.  —  Trouver  un  polynôme  f[X)  du  septième  degré  tel  que     f.  c'  +-  1     soit  divisible  par    [x  +  i;'      et     f[x)  —  1 
divisible  par    \x  —  1  '. 

9266.  —  Condition  pour  que  les  racines  de  l'équation    ax'  +  bx"  +  ex  +  li  =  0     soient  en  progression  géométrique. 

9267.  —  Soient    a,  p,  Yi  '^   'es  racines  de   l'équation  du    quatrième   degré      {\^i\  =  ox"  +  ftj'  -|- f x'  +  dx  +  e  =  0. 

Calculer     i;  — — -• 

9268.  —  Soit  [[x]  un  polynôme  du  troisième  degré.  Etudier  les  racines  de  l'équation    P'^x)  —  2\\x)f"\x)  —  0. 

9269.  —  Résoudre  une  équation  du  quatrième  degré  sachant  que  les  dérivées  première   et  troisième  du  premier 
membre  ont  une  racine  commune. 

9270.  —  Calculer  "Zà'b'c  pour  l'équation    x'  +  ax"  +  bx-  +  ex  +  d  =0. 

9271  .  —  Soient  X,  p,  Y  trois  nombres  quelconques  ;  on  pose    s„  =2"  +  P"  +  y".    Démontrer  que  l'on  a 

Su      Si      Si      Si 

1     X    X-    a' 

9272.  —  Résoudre  l'équation    x'  +  px  +  q  =0    sachant  que  si  l'on  y  fait  la  transformation    y  ^  x'  —  2x,   l'équation 
transformée  en  y  a  une  racine  double. 

9273.  —Calculer     S pour  l'équation    x'  +  x+l=0. 

a-  +  \ 

9274.  — Eliminer  X  entre  les  équations    x^  +  px  +  q  =  0,    x-  +  ax  +  b  =  (i. 

9275.  —  Soit    f  X  =  0    une  équation  de  degré   n   ayant  toutes  ses  racines  réelles  et    distinctes.    Démontrer  que 
l'équation    nfl"  —  .n  —  i  f"-  =  0     n'a  pas  de  racines  réelles. 

2  11 

9276 .  —  Condition  pour  qu'entre  les  racines  a,  fr,  c  de  l'équation    x^  +  px  -h  q 

9277.  —  Démontrer  que  la  racine  positive  autre  que  1  de  l'équation     ax"*' —  (a  +  l)x"+ 1  =  0     (a  >  0),     est  coni- 

1  "/~T~ 

prise  entre  1  et    1  4 si    h  >  a,     ou  entre  1  et    \/ si    )i  <ia. 

a  V    1  -h  a 

9278.  —  Soient  /".x)  un  polynôme  n'ayant  que  des  racines  simples  et  u,  v  deux  polynômes  premiers  entre  eux.  Si  a 
est  racine  multiple  d'ordre  p  de  n —  h    a  est  racine  multiple  d'ordre    p  —  l    de  fl — -)■ 
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9279.  —  Décomposer  en  élrinents  simples 

9280.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 


/rfr  /'     ilx  r    xdr  /'       dx  /""'      dx  ('       de 

^»Tx»7"  J    -r'  +  I  J    x^-+a''  J     x-  +  a-,^  J         1 -+-x«  J   (.r- -  1  ' 

dx  r      x'dx  I  '     x'dx  Ç'  dx  . 

i^-f-l'  ^    ^x'-+-i;='  /    il-Hi»"  L      x' -H  j::= -I- 1 

c    dv C- — -    ""     C—iif—,      c  s.  T"^*^^ ,       r'     ''■' 

I    y/x'-^-x-t-i  J  J    [\^x,,/\—x'  J      V    a-.r  J_,       x' +  1  v'x* 

C-^^,  f  -^  ^  ^''^  ,i.r.  f'^--';    d<,  /'_ 

/o     V'I— X'  J     1  +  xVl— X=  J       i_<:V  ^0      '- 


£ 


ay'l  -r-  X' 


r  r  dx         C'     <^^  c    <^'^  n  .         i 

I  sin'^xiix,  I   r— •             I     -, '  (  "; ; — '  I        cos-xi^x.  I 

J  J    cos'  X             ,  /„     1  -h  a  ces  X  J    ^  ~*'  "^"^  -"^  Jo  Jt 

r-'  dx  /  "           rf  r  r    sin  X  cos  xdx  /  ,  .      ,                 i 

I  '  I        ; T'          I    ;^ ^^i T'  (    tn   ■^''J'.                    I 

/„  sln'x+1  /„      a  +  ti  cosxj'  J    (cos' x +  sin=x/  J                            J 

I       sin'xcos^xdx,               I  cosx  cos2x  cos  3xdx,  |  sin- xcos' xdx,  i  — 


siii'  <p  -H  ces'  V 
dx 


sin'  X  —  1 
dx 


6  tgx  ' 


J^=  ,  r ,,        .  C''   ,  r  '   xsinxcosx    ,  C 

^x'  +  px -i-g)Lxdx,  I  (l..r"dx,  /       ^l-htgxdx,  |       — - — —--j — dx,  I 

I  e"  sin  fcxdx,  I  - 


ch  •  X  +  sh=  J 
ch  X  —  2  sh  .ri' 


r  '  dx 

9281.  —  Cilculer  l'intégrale      /     ,-  en   faisant   successivement  los   deux   changements  lie   variables 

J„        .7— X)v/l— X»  * 

X  =  cosç,    puis    [a  —  cos  o,  u  +  cos  w  =  «'  —  1. 

9282.  —  Déterminer  a,  b.  c  de  façon  que  l'intégrale       |  — '■ :_ dx    soit  algébrique. 

J    tx-ir(x  — 2)^ 

9283.  —  On  pose    J„  =     /     x'ix'+a-j     '  dx.    Etablir  la  relation  de  récurrence    H.l„+ ,n  — l,a-J„_s  =x"-\x'-t-a*)  ^  . 

9284.  —  Calculer  l'intégrale      I en  faisant  le  changement  de  variable    (ccos  V  —  T  e  cosu  + 1   =«'  —  1. 

J^      .e  cos  o  —  t  • 

9285.  —  Soit  f{x]  un  polynôme  de  degré  n  n'ayant  que  des  racines  réelles  et  distinctes.  11  existe  deux  polynômes  « 
de  degré    ii  —  1     et  b  de  degré  n  tels  que  l'on  ait    uf[X]  —  vf'{x]  ^  1.    Montrer  que  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale 

/dx  V 

T  '''  r 

9280.  —  Trouver  le  moment  d  inertie  d'un  paralléléplpode  rectangle  par  rapport  à  une  arête. 

9287.  —  Soit  un  disque  circulaire  non  homogène.  La  densité  superlicielle  en  chaque  point  est  inversement  proportion- 
nelle à  la  racine  carrée  de  la  puissance  (changée  de  signe;  du  point  par  rapport  au  cercle.  Calculer  la  masse  du  disque  et 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre. 

9288.  -  Calculer  le  volume  engendré  jiar  une  cycloîde  tournant  autour  de  sa  base. 

9289.  —  On  considère  les  rayons  vecteurs  focaux  d'une  ellipse  comme  fonctions  de  l'angle  polaire.  Calculer  la  valeur 
moyenne. 

9290.  —  Trouver  la  valeur  moyenne  de  l'ordonnée  d'un  demi-cercle  par  rapport  au  diamètre  en  prenant  comme 
variable  indépendante  :  1"  l'abscisse;  2°  l'arc. 

9291.  —  Même  question  pour  une  arche  de  cyclo'ide. 

9292.  —  Intégrer  les  équations  différentielles 

1        V  '^y       ,  ,  ■  ,  du  du 

y    = — •  X— — -t-4y  =  e',  ismx-HCOSx)-; ucosx  +  1 -(-sin  rcosx  =  0,  — ^^  cos  x -t- >/ sin  x  =  sin  :t.r, 

X  dx        "  ^  '  dx  dx 

yy''-^-2(x—\)y—y  =  0,  _Ë  =  £fJJLLL,         xi/' -2y\y —  x)  — y  —  0,  (i —x')^ +  xy  =  ix'  -  l —x\ 


dy       dx        2a 

-7-  +  ^=-—'  .i/[!/-4-xj/"]  — ox'j/'' =  0,  ,ji'  —  \:y->-axy=l,  y\y'  -  x',  +  y^  =  0, 


dx        dy         y 


,  (ly      .,     .     ^.        „  .,     „    .  „  .  ,      "y  l  —  X 


1/Vi  -+- X*  —  1/  -+-  x»  =  0,         x[x-a]-^ +  b'-{x  +  a)!i  =  0,         xy^ —  2yy'  —x  —  0, 


[l  -i-  .r;' 


i 
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,  r. /; ;>                 'Ml             «■'''  "•-  2h.r//  -+-  CV"  dy                      „,                  ^    .          du                      .        , 

i/Vi  -+-■!"-  +  XV  —  av'l  ■+-  "f  '  -^-  = ' '  ' V  =  V  Lj.  2  sin  ,r (-   r  —  sin  j;v  =  j', 

dx          Ax'  -4-  2Bx.v  -(-  C?/'  rf.T        •         ■                                dx 

X   ,  dx                            dil 
sinx((//  — .yte  — cot  — -(l,r  =  0, 


ijl  -f-  X -hx"         y/\  ■+-  y  -+-  y"- 
iy_  ^.       _  £!i 

(II'       ~  dx        »  ■   ■  ~  '  ^^s  '^^  ~  dx  '  '  (te 


/-■//  dy  ,  d'il  dy     .  d-y 

'   ~  —  v^l  -H  X,  —  ,-  i-os  a;  —  2  — —  siii  x  :=  cos  .t,  — —  -i-  ;/  =:  sin  x  -i-  cos  x, 


d'y  d'i 

— : h  2  — 1-  1/  =  cos  ■2x,  Il   —  'i'i  -+-  27  =  2e'" .  y    -  ^v'  -+-2)/   =("-(-  i-os  X.  y"  —  3î/  +  2î/  =  c-^, 

(te-  dx        '  ...  ...  .  . 

(/"-// 
y'  —  3y  -h  2(/  =  sin  n.r,  -—V  +  il  ^^  sin'  ,r,  v"  -(-  2i/  +  (/  =  sin=  x  -t-x  ch  x,  if  —  2i/'  -!-(/  =  .f"'e'', 

i/.r-  ...  ... 

i/'V  dy 

1/  -(-«  =  fcos'.c,  — ^ — t- 2n -, hn-(/  =  sinwT,  y  —  2i/' -t- 2v  =  2pr  sin  .r.  //    —  »"- -t- i/v'' =;  0. 

(ij^  (l.r  ■  .... 

!(2{)3.  —  Intéfîrer  l'éqnation  ilill'orentielle    (2.)/-+-3x — 2xy')y"  =  i.    en  prenant  comme  nouvelles  variables 

u  =  y',  V  :=  xy'  —  ;/ . 

!>294.  —  Montrer  (|ue  l'équation  rJifTérentielle  x'y''  —  2.t(1 -i- a;)!/' +  2(1  +.r)»/ =  0  admet  une  intéfirale  de  la 
forme  x",  puis  donner  l'intégrale  générale. 

9295.  —  Intégrer  le  système 

^  =  —  a;  -4-  (/  —  ia-z,  -J'-  =  ix—2i'  +  2{a.-h  {]z-h2a' —  a-h2. 

dz  dz 

Les  intégrales  générales  définissent  un  ensemble  de  courbes  gauches.  Déterminer  celle  de  ces  courbes  ([ui  passe  par  le 
point    .r  =  0,    y  =  —a,     :  =  0. 

dx  dy 

9296.  —  Intégrer  le  système    -j—  =  a{x  +  y),    —j—  =  a{x  —  y). 

X 

9297.  —  Montrer  que  la  fonction  y  ^  vérifie  une  équation  différentielle  liu  [iremier  ordre  qui  est  ration- 
nelle par  rapport  h  x,  y,  ij' . 

9298.  —  Déterminer  une  fonction  y  At  x  telle  que  l'on  ait    J'x'dy  -+-  fxydy  =  x^. 

!>299.  —  On  considère  l'équation  différentielle 

.\{xdy  —  ydx)  =  Sdx  -+-  Cdy, 
X,  1'.,  C  étant  des  fonctions  homogènes  de  x  et  de  //,  les  degrés  de  B  et  C  étant  égaux.  Intégrer  cette  équation. 

9300.  —  Intégrer  l'équation  différentielle  ;/"  cos  j-l- //' sin  x  —  2,vcos' x' =  2  eos'x,  en  prenant  comme  nouvelle 
variable  indépendante    :  =  sin  x. 

9301.  —  Soit  l'équation  différentielle  (/  =xy''-\-y\  Déterminer  une  courbe  intégrale  touchant  (i.r  au  point  qui  a 
pour  abscisse 

9302.  —  Etant  donnée  l'équation  différentielle    ?/"  +  !/7(x) -I- ,i/ç(Ji  =  0,    on  pose    y  =  uv.    Déterminer  u  de  façon 

que  l'équation  différentielle  en  o  n'ait  pas  de  terme  en  v'.  Appliquer  à  l'équation    x'y"  -+-  2mxy'  -+-  \m{m 1) h'x']y  =  0  • 

donner  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 

9303.  —    Montrer    que    la    fonction    y    définie    par    l'équation      //-  =  -^ —       vérifie    l'équation    différentielle 

X      y 
dy  2u- 

-; —  =  — — Calculer  l'intégrale  générale  de  cette  équation. 

dx         n(y'  —  x')  ■+-  ixy 

9304.  —  On  considère  l'équation  différentielle  {x' —  y')dx -h  ixydy  =  0.  l'eut-on  trouver  un  facteur  intégrant  de 
la  forme  m  -—  )  ■? 

9305.  -  On  donne  l'équation    2yy"  =  y' -  ~  ■    Déterminer  une  fonction  fui)  telle  qu'en  effectuant  le  changement 

de  fonction    //  =  f{u),    on  obtienne  une  équation  différentielle  linéaire  pour  déterminer  )(.  En  déduire  l'intégrale  générale 
de  l'équation  proposée. 

9306.  —  Déterminer  une  fonction  V  qui  soit  de  la  forme  fix)oi>/)'l{z]  et  qui  Vérifie  l'équation 

(J'Vl  I    <)'''    ,    '^'l  _  0 
ôx'       ()y'       ,)zi  ~ 

II.   —  Trigonométrie. 

9307. -On  donne    sin  (7  ^  h,    calculer    sin— =  .r,    cos  |-  =  t/.    'g  |- =  ;.     Discussions  analytique  et  géométrique. 

9308.  -  On  donne    sin  n  =  h.    calculer    sin  —  —  x.     Discuter  l'équation  obtenue  au  moyen  du  théorème  de  Rolle. 

9309.  —  On  donne  un  axe  vertical  0:  et  deux  demi-droites  OA,  OB  faisant  avec  0:  les  angles  x  'fi  respectivement 
On  donne  en  outre  l'angle  AOB  =  cp.  Calculer  la  projection  de  cet  angle  sur  un  plan  horizontal.  Kendre  la  formule 
calculable  par  logaritlimes. 
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ÎKJH»    —  On  considiTe  la  somme 

Vérifier  (lUC  les  \iilciirs  île  a  qui  annulent  S  annulent  aussi  tgïi. 
!»:{|  I.    -  Kendre  calculable  par  logarithmes  la  somme 

sin  a  ■+  sin  (a  -(- x)  -f  sin  («-i-  2.r)  +      ■  -H  sin  |(i  t  (h  -  l).r  . 

!):{|2.  —  (In  considère   le  produit     cos  J  co»  — cos  -„    •••  cos  —  •     Si   u  augmente  indi^tinimenl,  ce  produit  a  t  il  une 

limite? 

!K{|:J.  —  Calculer  la  racine  culiique  de     I  ■+-  i. 

'.V.il't.   —  Démontrer  que  si   l'on  a     .r' -i- y- +  s' —  ii:  —  z.c  —  .ry  =  II.     .r.  v-    ::    sont  les  afiixes  des   sommets  d'un 
triangle  équilatéral. 

Î)3I5.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  médianes. 

III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

!>:M(j.  —  Construire  les  courbes  délinies  par  les  équations  suiviintes  en  coordonnées  reclilignes  ; 

ai/^  —  x{a^  —  X'),  b'i/- =  x'ia  —  x)    (aire),  t/ = ^;>  x'i/-+ (.r  —  a)(,f  —  aiijl.r  —  3a)(x— 4a)  =  0, 

■i.r  —  1  X' 

.1.»  -+-  6x  —  I  .  -c  —  1  .  "  —  r  ■         l-c-  1  ,  ■ 

y  =  =^^= — .  )/ =  L '  11"  =  x^ (aire),  '/ =  — ; -'  V  =  — ; 7-="^ T    *.'"'^'=)' 

i</c'  —  l  -T-t-l  n  +  j:  jil— .r|  ^x -i- y/x  —  l -^  \ 

3  /^n^si  

j/  =  V'x=  -*-  I  —  v/ V  =  (cos  x)  A-r  ■  «  "  =  '■^'  -+-  ^x)Lx'  —  4.r  —  x'-,  U  =  ^y/i  —  x  —a  sin  2,r  —  1   : 

V     X  +  1 

(x^^tf\'=a'tf-i-b\>\  xy^  —  ax^  +  bil^,  .c^ -^  if  =z  aKc'if     laire).  .c'(2x  —  y)  = //(.r- —  !/>|. 

2;/''  -t-  :î.t'  —  .'1x1/'  =  0,  X'-  -f-  //'—»/'  —  X  —  1  =  0,  {^ t  )    -+-  j 1  )   =  1 ,         ./;'  +  y  —  Mxji  =0    (aire  . 

x(x  +!/'-+■  3ij  X  -*-  il,  +  2x  =  0,  X'-  x=  -•-  II'    —  ix-ji  +  3;/=  =  U.  .(  '  —  //'  —  ax'n  =;  0, 

!I%T-  -t-  3a-  -+-  iaii  x'  —  a'\  +  x'  —  o"  =  0  ; 

sin  X  —  cos  ;/  -H  1  =  0,  2  arc  sin  x  =  3  arc  sin  v.  -  arc  cos  x  —  3  arc  cos  //.  L.<  Li/  =  n. 

cos'  r  —  cos  X  =  cos''  ;/  —  cos  i/  ; 

l  2(»  I  2(J(  1  Ht"'  —  1  (Il 


1  — ( 

3/' 
1  — (    ' 
a 

l{t-i\ 
2nl 


r  — 

1  +  ( 

!l  — 

,1(1  —2(1 

l  — ( 
t  —  i 

V  +  1 

(  -■-  1 

.'/  = 

t'-h  1 

x  = 

cos  3/ 

cos^  t 

V  = 

sin  3( 

4!' 

2;r  — 11  . 

(    "  ~         (    ^    «  +  t 

X  =  cos  4(2  —cos 

2(1. 

1     .{■  =  ((  cos  34, 

il  =  sin  (|2  J-  cos 

2/): 

1    II  =:  ,f  sin  2(  : 

(        —  air  sin  o 

]  d^cos' & -t- 'l'sin'^C' 


acos4(.  ;  cosM  1  (i-cos-o-t-h-sm'o  \    x  =  oL  sin'i  —  2a  cos' i, 

V  :^  'I  sin  3(  ;  )    __  _    sin  3(    .  j     ^  u'ft  cos  ?  }    i/=rtsin2a. 

(  n'cos'  9  -(-/•' sin' 9 

!»:JI7.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  polaires  : 

p 

f,  =  a  sin  11)  +■  cos  w  cos'  w.  ?  ^^  n  sin  '•>  sni  2w,  :.  = — - 

1  —  2  cos  2 

?  —  a  2  cos  Cl  —  cos  2<u  ,  p'  sin  3w  +  1=0,  p  =  . 

sin"  — 

1                               «            .    ■>                                   cosw 
p  = P  =  tg  M  -t-  tg  2m,  p  =  _ — . ■  p 


p  =  (I  cos  1 

=    '!-(-()  cos  11) 

)  cos  2i.. 

;  a  i  ri; 

l'une  boucle 

1 

.-' 

w 

—  9  cil 

Cos'  — 

1 

1  '«  V  1 

P-;4sini.)  t   -    ^ .        p' —  2aoco5io  —  2a'sin'<.)  =  0.         ,"-  —   tgo)»""',         ?  —  f  •  —  —  i.>  cos -i  —  sin  w. 

ÎKilM.  —  On  donne  les  équations  de  trois  droites,  «i  r  -*-  ft,(/  4-  c,  =  0,  n,t  ■+-  fc.;/  -t-  Ci  =  0.  n,r  -t-  ft,i/  ->-  Ci  =  0.  les 
axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires  ;  trouver  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  les 
trois  droites. 

03Ii>.  —  Etant  données  des  divisions  en  involution  sur  une  droite,  délerminer  deux  pnints  homologues  connaissant 
leur  milieu. 

9:)20.  —  t'.alcnler  le  point  de  concour.-ides  hauteius  du  tn  in;;le  formé  par  les  droites  r  —  ,'/  -t-  i  =  0,  x  —  2(/  -t-  4  =  0. 
'Jx  —  3y  -+-1=0. 


l 
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0321.  —  On  considère  les  cercles  passant  par  deux  points  A,  li  el  on  donne  un  point  0.  Kxiste-t-il  un  jioint  M 
conjugué  de  0  par  rapport  à  tous  les  cercles  .' 

f(322.  —  Enveloppe  des  polaires  de  tous  les  points  de  la  courbe  '/'  —  ax—  (;  -  =  0  par  rapport  à  un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine.  Ktude  géométrique. 

9323.  — Trajectoires  orthogonales  des  courbes    y  =^  L  r-  —  3x-h<r. 

9324  —  On  définit  une  coiube  plane  par  une  relation  entre  le  niyon  vecteur  p  et  la  distance  //  ilu  pùle  h  la  tangente, 
/ip,  ;)  =  u.  Déterminer  la  courbe.  En  particulier,  on  considère  la  relation  ])-[5a' —  p')  =  ia\  Calculer  les  longueurs  de-i 
normales  issues  du  pôle. 

î)325.  —  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    x'  —  tix'y-  -+-  if  =  a. 

932tî.  —  Déterminer  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes      »/'  =  x-  .i     ij'  ^=  —  it  a  —  x\. 

9327.  —  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  de  rayon  constant  qui  passent  par  un  point  fixe. 

9328.  —  Construire  la  courbe  dont  les  coordonnées    a,  y    d'un  point  sont  données  en  fonction  de  (  par  la  relation 

x  +  iy  =  efl  +  'O. 

9329.  —  On  donne  une  courbe  tangente  à  l'origine  à  O.i-,  et  un  point  M  de  cetle  courbe  voisin  du  point  0.  Développer 
les  coordonnées  du  point  M  suivant  les  puissances  de  l'are    O.M  =  s. 

9330.  —  Etant  données  les  deux  courbes  p'cos3w=<r',  p'  -(|'cos3m,  un  rayon  polaire  voisin  île  l'origine  les 
rencontre  aux  points  Mi  et  Mj    Calculer  la  partie  [irincipale  de  MiM;. 

9331.  —  Trouver  l'enveloppe  de  l'axe  radical  d'un  cercle  fixe  j'-' -4- //'^  —  2(! x  =  0  et  d'un  cercle  variable  tangent 
à  i}x  et  O.v. 

9332.  -  Construire  la  courbe  p  =  aê"""'".  Vérifier  qu'elle  coujie  les  rayons  vecteurs  sous  un  angle  constant,  l'eut-on 
déterminer  ^i  de  fa(;on  que  cette  courbe  soit  sa  propre  développée  / 

9333.  —  Construire  la  couibe  ?  —a  cos'  --  ;  elle  présente  une  boucle.  Volume  engendré  par  l'aire  de  cette  boucle 
tournant  autour  de  l'axe  polaire. 

9334.  —  On  considère  la  fonction  y  delà  variable  x  définie  par  léquation      ;/  =1  +xey.      Calculer  — -   en  fonction 

dx 
rationnelle  de  x  et  y.  On  obtient  ainsi  l'équation  différentielle  d'une  famille  de  courbes.  Etudier  leurs  trajectoires  orthogonales. 

9335.  —  Condition  pour  que  la  droite  y  =  mx -¥-  n  soit  tangente  à  la  courbe  y  =  c^.  Combien  peut-on  mener  de 
tangentes  à  cette  courbe  par  un  point  quelconque  du  plan  ? 

„„,,-.         ,  ■  ».  <»    .  rt'(= -K  (/■(-+- C'  (("('^  -f-  fc''<  -t-  c" 

9336.— Les equationsparamétriques    x= y  = représentent  en  général  une  conique. 

Peuvent-elles  représenter  un  ensemble  de  deux  droites? 

9337  —  Trouver  le  lieu  du  point  double  de  la  cubique    [x  cos  <f  -i-  y  sin  tf  —  1  '  —    ;■  sin  o  —  i/  cos  o-  =  u. 

9338  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  droites    x-r-ily  —  al-  =  0. 

9339.- r.onstruire  la  courbe     .r  = >      '/ =  -; T'      Points  doubles.  Soient  , M  et  M'  deux    points    de  la  courbe 

r  -»-  1  r  -t-  1 

tels  que  l'angle  MOM'  soit  droit.  Trouver  l'enveloppe  de  MM'. 

9340  .—  Trajectoires  orthogonales  des  courbes    p"  =  Xsin  nu. 

9341.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  Oy  et  à  la  courbe    y  =  \.x. 

9342.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  pôle  sur  les  tangentes  à  la  courbe     r^  =  rn  cos  3fj. 

9343.  —  Construire  la  courbe    y-  a-  +  x')  =  x-a'  —  x'-.,    et  évaluer  le  volume  engendré  en  tournant  autour  de  Ox. 

9344.  —  Trouver  l'enveloppe  des  droites  rencontrant  la  courbe  .r'  -i-  ;/^  —  3axy  =  0  et  l'axe  des  r  en  quatre  points 
formant  une  division  harmonique. 

9345.  —  Montrer  que  l'enveloppe  des  droites    j;  cos  <p -(- î/ sin  o  —  a  /  cos ~  ]~r'  =  0      a  pour  équation   polaire 

pm  _-   gm  ÇQS  ,„„ 

9346.  —  On  considère  le  segment  parabolique  détaché  par  la  droite  3(/  —  j-  =  0  sur  la  parabole  S//  =  2x  —  x'. 
Calculer  le  volume  engendré  par  ce  segment  tournant  autour  de  Ox. 

9347.  —  Etant  donnée  la  courbe  p  =  [m)  et  un  point  M  ?,,  u>i  de  cette  courbe,  former  l'équation  du  cercle  tangent 
à  la  courbe  au  point  M  et  passant  par  le  pôle.  En  déduire  les  points  de  la  courbe  tels  que  le  cercle  osculateur  en  l'un  de  ces 
points  passe  par  le  pôle. 

9348.  —  Calculer  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes     p-  cos  2u  =  u-.     o-  cos  ^u  —  4o^  cos'  m  =  0. 

9349.  —  Sur  une  courbe  en  forme  d'ovale  on  fait  rouler  un  cercle  de  diamètre  (.  Démontrer  que  l'aire  comprise  entre 
l'uvale  et  l'enveloppe  du  cercle  est    Ip-h-Kl-,    p  étant  la  longueur  de  l'ovale. 

9350.  —  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe    xy^  —  a'  —  0     rencontre  les  axes  en  P  et  Q.  Lieu  du  milieu  de  l'Q. 

(.4  suivre.) 


340 


ALGÈBRE 


QUESTIONS  PROPOSEKS 


2206.  —  On  donne  uni»  droite  H  et  deux  points  A,  lî. 

On  demande  de  tracer  deux  cercles  C,  C'  égaux  et  tangents,  le  cercle  C 
passant  par  A,  le  cercle  C  passant  par  1!,  ces  cercles  C,  C  étant  aussi  tangents 
I  la  droite  1).  .Ie;in  Mourret,  Ecole  normale  supérieure. 


2207.  —  1°  Etant  donné  un  cercle   {0},  on  demande  d'étudier  les  propriétés 
des  droites  A  telles  que  leur  trace  sur  un  plan  P  qui  leur  est  perpendiculaire 
soit  loyer  de  la  projection  de  (0)  sur  ce  plan 
■2°  l'ne  telle  droite  A  étant  donnée,  quel  est  le  lieu  de  la  perpendiculaire  commune  à  A  et  aux  dirtérentes 
tangentes  au  cercle  (O)  ?  Jean  Modrret.  lùole  normale  supérieure. 


DEUXIÈME    PARTIE 


ALGKBRE 


2089.  —  Oui'lle  relation  doit-il  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation  du  si.uième  degré 
x''  -f-  ax^  H-  6x*  +  cx^  -f-  d.v'-  -\-  ex  -i-  f  =  0, 
pour  i/u'oti  ail  l'utn:  les  raciiiea  1rs  égalilés 

Xf  -h  .r.)  ■+-  a's  =  .r.  -\-  x^  -\-  x^, 

L"équation  proposée  doit  pouvoir  être  mise  sous  la  forme 

U''-^^x■'■^px  +  ^/]■)(^x'-^^x'^qx-^ff\  =  0, 
}/]'  désignant  l'une  (juckonque  dos  racines  carrées  de  /'. 


En  idcntiliaiit  on  obtioiil 


/'  +  v  +  -r  =  *' 


V^-h2.^/-  =  c, 


pq  -+-  <i\/f  =  d,  (p  +  <l)^|f  =  fi  ; 

et  ces  équations  doivent  être  vérifiées  par  des  valeurs  de  p  et  '/.   V.n  éifalaiil  les  valeurs  de     p -^  q 
tirées  de  trois  do  ces  équations,  on  a 

(1)  ^^o^^^c-tH)    ^e 

■i  a  ^If 

ce  sont  les  conditions  cherchées. 

11  est  l'acile  de  les  rendre  rationnelles.  .Nous  avons  d'abord 

(2)  ■       '^^  =  -;zz^ 

4 
puis,  en  portant  celle  valeur  de   //'  <lans  le  deuxième  rapport. 


^-T- 
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(3)  .,(,__:^y_2c(/,-^)-^4, 


Ee  système  (\j  est  éiiiiivali'iil  aux  syslèmcs  (t),  (3).  Gomme  /f  est  une  des  racines  carrées  de  /, 
on  peut  rem|)lacer  l'équalioii  (2)  par  la  suivaute 

Les  conditions  cherchées  S'jnt(3j  el  (4). 

Si  elles  sont  remplies,  la  résolulion  de  l'équation  proposée  est  ramenée  a  celle  des  équations  du 
troisième  degré 

.!■'  -f-  —  X-  +  px  +  sjf  =0,  a;''  -t-  —  a.'-  -h  çx'  +  s'/  =  l), 

p  et  'Z  étant  racines  de  l'équation 

c                                       —  e 
el  \//  ;»vanl  la  valeur  .  ou  r- ■ 

4  4 

E.  N.   BARISIEN. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Chenet,  à  t!oclie-Ia-Wolière  ;  M.  Clémence,  à  Brignais  (Kliône)  ;  André  Courtois,  à  Avesnes-sur- 
Helpe  (Nord)  ;  L.  iNaucelle,  à  La  Cliàtre  ;  J.  Dagnaux,  à  Dijon;  A.  Rousseau,  à  Fournes-en  Weppes  ;  L.  Simon,  à  Fourmies  ; 
Marcel  Ullmann,  47'  d'artillerie,  à  Héricourt. 
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2097.  —  On  considère  une  conique  (G)  fl  nn  point  quelconijue  F;  démontrer  que  les  tangentes  com- 
munes à  la  conique  (G)  et  à  un  cercle  quelconque  de  centre  P  sont  tangentes  aune  conique  qui  a  pour 
foyers  les  points  de  rencontre  de  (C)  avec  la  polaire  de  P. 

Solution  analytique.  —  Prenons  comme  axes  deux  droites  rectangulaires  quelconques  passant 
par  le  point  P,  et  désignons  par 

fin.  u,  w)  =  0,  R2(m=  4-  v^)  —  w^  =  0 

les  équations  tangentielles  de  la  conique  (G)  el  d'un  cercle  (y)  ayant  pour  centre  le  point  P. 

L'é(iualion  générale  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  communes 
à  (G)  et  (t)  est 

/■(!/,  V,  /r)  -h  VR'Xm-  +  V-)  —  «'=1  =  0, 
ou 

(i)  /'((/,  y,  ir)  —  Iw'  +  U{-{u-  ■+  V-)  =  0. 

Cette  équation  représente  une  conique  liomof'ocale  à  la  conique 

(2)  /'(M,  y,  w)  —hv-  =  0  ; 

et  quand  l  varie,  (2)  est  l'équation  générale  des  coniques  bitangentes  à  (G)  aux  points  de  contact  A,  Li 
des  tangentes  issues  du  point  P. 

On  peut  déterminer  X  de  façon  que  le  premier  membre  de  (2)  soit  décomposable  en  un  produit  de 
facteurs  linéaires  en  u,  v,  w  ;  l'équation  (2)  définit  alors  l'ensemble  des  points  A  el  B,  el  l'équation  (t) 
représente  une  conique  qui  a  pour  foyers  A  et  B.  Geci  démontre  la  proposition. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  le  laisceau  tangentiel  défini  par  les  coniques  (C)  el  (y).  Les 
tangentes  issues   de  A  aux  coniques  de  ce  faisceau  sonl  en  involution;  PA  est  un  rayon  double  de  celte  invo- 
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lution.  Comme  les  langcnlcs  issues  de  A  au  cercle  (■;)  sont  également  inclinées  sur  AP,  les  rayons  doubles 
sont  rectangulaires,  et  los  droites  isotropes  sont  deux  rayons  homologues.  Donc  il  existe  une  conique  du 
faisceau  (F)  ayant  pour  foyer  le  point  A.  Nous  allons  montrer  qu'elle  a  aussi  pour  foyer  le  point  B. 

Les  pôles  de  AB  par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  sont  en  ligne  droite  ;  cette  droite,  déterminée  au 
moyen  des  coniques  (C)  et  (y)  est  la  perpendiculaiie  PK  à  AB.  D'antre  part,  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  (V) 
est  sur  la  droite  AH  perpendiculaire  à  AB,  puisque  deux  droites  conjuguées  passant  par  un  foyer  sont  rectan- 
gulaires. Donc,  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  (F)  est  ii  l'intini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  AB  ;  par  suite, 
AB  est  axe  de  la  conique  (I"). 

De  plus,  le  lieu  des  centimes  des  coniques  du  faisceau  est  la  droite  joignant  le  point  P  au  centre  de  (C)  ; 
cette  droite  rencontre  AR  en  son  milieu  «>.  Le  centre  de  (r)  étant  le  point  to,  le  point  B  est  le  second  foyer. 

.lean  iMOURRET,    Ecolo  normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  piir  >LM.  B.  I-Enov,  lyci'e  llocho,  h  Versailles;  Masselin,  collège  Itollin  ;  A.  Housse»v,  à  Fournes-en- 
Weppes. 


2098.  —  Soient  A  e(  B  deux  points  fixes  d'un  cercle  0;  M  un  point  variable  du  plan  de  ce  cercle:  T 
le  point  de  contact  d'une  des  tançjentes  à  0  issues  de  M. 

1°  Le  lieu  des  points  M  tels  que     MT  =  XMA  +  piMB     est  une  quartique  ; 

2"  Condition  pour  que  cette  quartique  devienne  une  cubique  ;  la  construire  lorsque     À  =  ^  =  —  ■ 

3"  Cas  où     X  =  0,     ou  bien     jx  =  0. 

1.  Prenons  pour  axe  des  .»•  la  droite  AB  et  pouraxedes  ;/  le  diamclre  perpendiculaire,  et  dfisi^Mions 
par  a  l'abscisse  du  point  A  et  par  /(  l'ordonnée  du  centre  du  cercle,  ces  deux  quantités  étant  supposées 
positives.  L'équation  du  cercle  est  alors    x^  +  ij-  —  'iliy  —  a-  =  0. 
Soient  x,  y   les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu  ;  nous  avons 

MT  =  v/FTy^^^^^W^^''  MA  =  <J(x  —  a)2 -i- y^,  MB  =  s/ix-^  af-hy', 

et  l'équation  du  lieu  est,  sous  forme  irrationnelle, 

\!x^  -i-y^  —  'ihy  —  a'  =  l^(x  -  a)^-t-  y-  ■+-  iJ.\,l{x  -+-  af  -h  j/-. 
En  élevant  au  carré,  nous  avons 
,x-2  4-  y'-  —  2/11/  —  a^i  =  l^[{x  —  a)^  -+-  jy=]  -+-  ix-[(.r  -+-  aY  -h  y-\  4-  iili>.^\ilir^'^ -\-  y''\[{x  +  af  +  y-] 
ou 

(  1)       (x2  -+-  ;/2)(l  —  ).=  -  ^')  -f-  2ax(X3  —  (jt»)  —  thy  -  a-{i  +  \-  -\-  .a^)  =  2XiJiv/(x^-+^i/- H^^^^îo^x^  ; 
une  seconde  élévation  au  carré  nous  donne 
(2)     [{x^  4-  y"-)'}  —  X^  —  !i.=)2  -^ <iax{l^  —  ,u-)  —  2/iy  —  a-(I  +  X=  +  i,:'--)^  =  -iX=[ji-i(x^  -+-  ;/-  -H  a^,-  —  in^r'i. 
C'est  l'équation  rationnelle  du  lieu  ;  elle  représente  une  (luartique. 

Seulement  il  faut  remarquer  que  celte  courbe  est  en  même  temps  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a 
(3)  MT  =  XMA+ijlMB  et  ('»)     MT  =  |  XMA  -  j^MB  |  . 

i'our  séparer  sur  la  courbe  les  points  qui  vérilient  (3)  de  ceux  (jui  vérilient  (4),  il  sullit  de  revenir  à 
l'équation  (1),  et  l'on  voit  immédiatement  que  les  points  qui  vérilient  (3)  sont  dans  la  région  positive 
du  cercle 

(o)  (x'  +  y-'){  I  -  X"^  -  [x'^)  -+-  2aa;(X2  -  jx=)  —  -Ihy  -  n^(  1  -t-  X'^  +  ^^)  =  0, 

tandis  que  les  points  du  lieu  (jiii  vérilient  la  relation  (4)  sont  dans  la  région  négative  de  ce  cercle. 
2.  Les  termes  du  quatrième  degré  de  l'équation  (2)  sont 

(X-'''  -(-  ?/V[(i  —  ^'  -  i^^y  —  -i^-i^-)  ; 
pour  ((ue  le  lieu  se  réduise  à  une  cubique,  il  faut  qu'on  ail 

(  I  _  >,2  _  .,.'f  —  4X-|x'  =  0,  ou  (  i  _  X»  —  [ji'-'  -  2X,u)(  I  —  X2  -  jjl"  -+-  2X(ji)  =  0, 

ou  encnnî  :(X  -H  |ij*  —  1  |[(À  —  ji)-  -  1 1  =  0, 

ce  qui  duniii:  ou     X-t-  [Ji  =  1,     Ou       |  X  —  |i  |  —  1. 

1 
Ceci  est  vérilié  |)our     X  =  |ji  =  — .     et  1  cqualion  du  lieu  (li'\ieiit 
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ihn{x'  +  ;y2)  ~h  aV  +  2(^2  —  2h^)y-  —  6a-hy  —  2a*  =  0. 
Elle  représente  une  cubique  circulaire  symiUrique  par  rapport  à  l'axe  des  ij. 
Pour  la  construire,  on  peut  résoudre  l'équalion  par  rapport  à  x-;  on  a 
,  _        2r/n/^  H-  (n-  —  2A^jiy-  -  lin^hy  —  a'' 
"llnj  -h  (/- 
On  peut  prévoir  les  racines  du  numérateur.  Si  l'on  désigne  en  elfet  par  C,  D,  1*;  les  points  de  ren- 
contre de  l'axe  Oy  avec  la  tangente  en  A  et  avec  le  cercle,  on  voit  sans  difficulté  i[uo  ces  points  sont 
des  points  du  lieu,  le  point  C  vérifiant  (3),  les  points  D  et  K  vériliant  (4). 
On  peut  donc  écrire 

i{h>j  -\-  a-]{ij-  —  ihi/  —  a') 
2/ii/  -h  a- 
Soient  y,  et  y^  les  racines  de  l'équation     '/-  —  2/n/ •-«-:=  0,     î/i<?/2;     on  a 

a-  a^ 

cl  nous  voyons  que  la  fonction  x  est  définie  et  continue  pour  les  valeui's  de  y  appartenant  .lux   inlei- 
vall-     (-^.     -^)     et  („,;/.). 

Si  on  prend  la  dérivée  de  ./-  par  rapport  à  !/,  on  a 


d{x"-) 
dy 


mu) 


[ihy 


11  est  aisé  île   voir  que  /iv)  admet  une  seule  racine  réelle   positive,   car  f\y\  a  comme   racines 
ili-  -  a- 


rr     et et  ces  deux  nombres  substilués  dans   /'('/)   donnent  des  résultais   tons  deux 

2/i  3/; 

négatifs.  Comme     /"(O)  ■<  0,     /' /(    >  0.     cette  racine  est  comprise  entre  0  cl  h. 

On  en  déduit  sans  difficulté  la  forme  de  la  courbe. 

Les  poinis  de  celle  courbe  qui  correspondent  à  la  relation     MT  =:  —  MA  +-  —  MB     sont  les  points 

extérieurs  au  cercle 

.(■-  -t-  '/■'  —  \hy  —  3rt-  =  0. 

Ce  cercle  n'a  aucun  point  commun  avec  la  courbe  ;  il  a 
pour  diamètre  Oy  et  les  extrémités  de  ce  diamètre  sont  l'une 
comprise  entre  G  et  D  et  l'autre  au-dessus  du  point  E. 

Par  suite,  ce  sont  les  points  de  la  branche  LCL'  qui  véri- 

X    fient  la  relation     MT  =  —(MA -F  MB),     tandis  que  les  points 
de  l'ovale  DHEH'  satisfont  à  la  relation 


MT  =  -ilMA  — MB|. 

3.  Si  l'un  des  nombres  X  ou  \>.  est  nul,  le  lieu  se  réduit  au  cercle  (a).  Ce  résultat  était  à  prévoir 

géométriquement,  car  si     u  =  t),     on  a     — — -  =  X,     le  rapport  des  puissances  du  point  M  par  rapport 

MA 

au  cercle  donné  et  par  rapport  au  cercle-point  A  est  constant.  On  sait  que  le  lieu  est  un  cercle  passant 

par  l'intersection  de  ces  deux  cercles. 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 

Très  bonne  solution  :  M.  C.  8.,  à  Cliàleau-Thierry. 

Bonnes  solutions  par  MM.   Douieu  et  I'llmann,  à  Héricourt  ;   G.  Esteben,  à  Bordeaux  ;  H.   Frobert,  à  Paris  ;  G.   Lach,  à 
Douai  ;  A.  Rousseau,  â  Fournes-en-Weppes  ;  M.  Roux,  à  Chalon-sur-Saône  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 
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QUESTION  PROPOSÉE 


GEUMKTRIK 

2099.  —  On  cons'dèrc  les  cercles  qui  passent  par  un  point  lin:  A  et  qui  interceptent  sur  une  droite  [\)) 
un  seijmeni  BC  qui  est  vide  A  snus  un  angle  donné  x.  Trouver: 

1°  L'enveloppe  de  ces  cercles  ;  2"  le  lieu  de  leur  centre  ;  :{"  le  lieu  du  centre  du  cercle  li'Euler  du  trianglp 
ABC. 


2.  Soiont   ()    le  centre  du  cercle  circousciil  au  Irian 
coté  BC. 

On  a    ÎOB 


BAC 


VBC,   el    I    la  projection  de  ce  point  sur  le 
I 


't  par  suite     01  =  OBcos  ï 


OA 


CCS  I 


(]eci  montre  que  le  lieu  du  point  0  est  une  hyperbole  (H)  ayant  pour 
foyer  le  point  A.  pour  ilirectrice  correspondante  la  droite  (D)  et  pour  excen- 
tricité   

cos  X 

1.  Comme  le  cercle  passe  par  le  point  lise  A,  son  enveloppe  est  le  lieu  des 
symétriques  du  point  A  par  r.npport  aux  tangentes  à  l'hyperbole  (IIV,  c'est 
donc  le  cercle  directeur  relatif  à  l'autre  foyer. 
3.  Désignons  par  B,  C  les  milieux  des  cùlés  AB,  AG,  par  {Tt')  la  droite  B'C  et  par  A  la  projec- 
tion du  point  A  sur  la  droite  (D).  Le  cercle  d'Euler,  ou  le  cercle  des  neuf  points,  passe  par  les  points 
.\',  B',  C,  I.  L'angle  B'A'C  est  égala  l'angle  B'IC,  c'est-à-dire  à  a.  iNous  soai  nés  ramenés  à  trouver 
le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'BC,  le  point  A'  étant  fixe,  l'angle  B'A'C  étant 
constant  et  égal  à  a,  les  points  B'  et  C  décrivant  la  droite  (D'). 

On  en  conclut,  comme  au  n"  2,  que  le  lieu  cherché  est  l'hyperbole   (H)   qui  a  pour  foyer  le  point 

1 
A',  pour  directrice  correspondante  la  droite  (D')  et  pour  excentricité  -;— ; —    L'enveloppe  de  ce  cercle 

est  le  cercle  directeur  de  l'hyperbole   (11')  relatif  à  l'autre  foyer. 

Gaston  ROY,  école  normale  de  Varzy. 

lionnes  solutions  par  MM.  C.aston  BÉTrER,  20»  d'artillerie,  à  l'oitiers  ;  J.  Cihize,  à  Paris;  Anilré  Codbtois,  à  Avesnes  sur- 
llelpe  .\on)i;  Kmile  Dion,  école  normale  de  Lyon  ;  Doihkh,  4';'  d'artillerie,  .i  Hérieourl  ;  Il .  Dontot,  rcole  normale  supé - 
rieure  ;  G.  Focchy  ;  II.  Fiiobert,  à  Paris  ;  Jooglkns  ;  G.  L»ch,  à  Douai  ;  M»resc\i.chi  ;  A.  IIousseau,  il  Fournes-en-Weppes  ;  A. 
ilOB.K,  lycée  de  Lille  ;  M.  Hoov,  instituteur  a  Chalon-sur-Saône;  Georges  Svbvtier,  collc'ge  Sainte-Barbe,  l'aris  ;  SELtoxANN- 
Lui  ;  .Marcel  Ullma^.v,  ■iT' d'artillerie,  à  Héricourt. 
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2208.  —  l"  Intégrer  l'oquatiou  (liOV'rcnlielli' 

j;'^  _  _1_  ^ 

(/a-  j-  '  x' 

{a  con.stant  et  positif):  déteruiincr  la  solution  telle  que     i/  =  0     pour    x  ~  a. 

2"  Vérilicr  que 

a' 
(2)  1/  =  — —  X 


dy 


0. 


,  '1'!/ 

3"  Construire  Ui  courbe  (C)  représentée  par  ri'i(ualion  (i)  après  avoir  calculé  les  coordonnées  du  point  M, 
où  l;i  tangente  est  parallèle  ;'i  Ojc  et  déterminé  le  sens  de  la  concavité,  les  asymptotes  de  (C). 

't"  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe  (C),  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  des  points  a  el  X    (X  >0). 
5°  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  (C)  au  point  M]  déjà  considéré. 

Certilient  de  MaHiéimitiques  générales,  Hennex,  noeemhre  19 tS.) 
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PREMIERE    PARTIE 


NOTE   SUR    LA   PONCTUATTUN 
par  H.  J.  Caron. 


Intérieur.  Extérieur.  —  Etant  donnée  une  surface  définie  par  son  équation  F  =  0,  elle  limite  eu 
général  deux  solides  F  <  0  et  F  >  0  que  l'on  appelle  l'un  le  solide  intérieur,  l'autre  le  solide 
extérieur. 

Ces  deux  solides,  limités  tous  deux  à  la  même  surface,  une  fois  réunis,  constituent  l'espace  tout 
entier  ;  l'un  des  deux  est  le  moule  de  l'autre  ;  nous  les  désignerons  par  F,,  Fe 

Dans  le  cas  général,  pour  définir  l'un  de  ces  deux  corps,  on  devra  se  donner  un  point  de  l'espace, 
et  dire  dans  l'énoncé  si  ce  point  est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  solide. 

Tout  le  noonde  est  convenu  d'appeler  intérieur  d'une  conique  la  région  du  plan  d'où  l'on  ne  peut 
pas  mener  des  tangentes  réelles  à  cette  conique.  Les  foyers  détinissent  l'intérieur  d'une  conique.  Cette 
convention  s'étend  aux  surfaces  du  second  degré  telles  que  les  cones,  les  cylindres,  l'ellipsoïde,  l'hyper- 
boloïde  à  deux  nappes,  le  paraboloïde  elliptique,  mais  elle  ne  s'applique  plus  ni  à  l'hyperboloide  à  une 
nappe,  ni  au  paraboloïde  hyperbolique. 

Pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  on  admet  généralement  que  le  centre  est  à  l'intérieur,  mais  pour 
le  paraboloïde  hyperbolique  il  est  indispensable  de  définir  l'intérieur  par  un  point.  Si  l'on  prend  par 
exemple  un  paraboloïde  équilatère,  les  deux  solides  F,,  V,  sont  absolument  identiques  et  superpo- 
sables. 

Dans  le  but  de  simplifier  le  langage  on  est  convenu  également  qu'en  disant,  par  exemple,  «  un  cône 
du  second  degré  est  solide  »,  sans  ajouter  autre  chose,  c'est  qu'il  est  solide  à  l'intérieur. 

De  même,  pour  un  tore,  on  convient  d'appeler  intérieur  la  région  comprise  entre  l'équateur  et  le 
cercle  de  gorge,  de  sorte  que  dans  tous  les  cas  le  centre  du  tore  est  à  l'extérieur. 

Combinaisons  de  corpa . — Si  maintenant  nous  avons  doux  surfaces  F"  =  0,  cp  =  (j,  elles  définis- 
sent de  même  quatre  solides:  F,,  F,.,  ci,,  cp,.  Prenons  deux  quelconques  d'entre  eux,  Fj,  9,,  nous 
pourrons  alors  représenter  soit  l'ensemble  de  ces  deux  corps  solides  et  de  même  substance,  soit  la 
partie  solide  de  l'un  extérieur  à  l'autre,  soit  le  solide  commun. 

Combinaisons  de  surfaces.  —  On  peut  également  représenter  le  système  des  deux  surfaces,  ou  bien 
la  surface  de  l'une  d'elles  soit  contenue  dans  l'autre,  soit  extérieure  à  l'autre. 

Tels  sont  les  différents  objets  que  l'on  a  coutume  de  représenter  en  géométrie  descriptive.  Chacun 
de  ces  objets  a  sa  ponctuation  propre  qui  le  caractérise,  c'est-à-dire  qui  permet  de  reconnaître  à  la 
lecture  de  l'épure  la  nature  de  l'objet  que  l'on  a  eu  l'intention  de  représenter. 

Des  lignes  à  figurer. — Pour  représenter  aux  yeux  l'image  d'un  objet  sur  une  surface,  on  peut 
employer  soit  le  dessin  en  couleur  (lavis  théorique),  soit  le  de-sio  au  trait.  Le  premier  a  l'intention  de 
donner  à  l'esprit  l'indication  non  seulement  de  la  forme,  mais  aussi  de  la  couleur  de  l'objet,  c'est  la 
représentation  complète.  Le  second  procédé  est  le  résultat  d'une  convention,  les  traits  que  l'on  doit 
dessiner  étant  simplement  les  limites  entre  les  couleurs  différentes.  Or,  ces  limites  sont  au  point  de  vue 
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géométrique  les  intersections  de  surfaces  ou  li's  contours  apparents  de  ces  mêmes  surfaces  ;  telles  sont 
donc  les  lignes  qui  doivent  être  figurées,  chacune  d'elles  avec  le  trait  qui  lui  convient  fvu,  cache,  enlevé). 

Marche  à  suivre.  —  Quel  que  soit  l'objet  à  représenter,  on  doit  avant  tout:  1"  parler  de  l'intersec- 
tion. Ensuite  il  y  a  lieu,  2°,  d'établir  la  distinction  entre  les  choses  qui  existent  et  celles  qui  n'existent 
pas.  Enfin,  3°,  il  reste  à  faire  la  ponctuation  de  ce  qui  existe.  Voici  la  justification  de  cet  ordre. 

Avant  de  s'inquiéter  de  savoir  si  une  chose  est  vue  ou  cachée,  il  faut  avant  tout  savoir  si  cette 
chose  existe  ou  n'exi-ste  pas  ;  autrement  dit,  il  faut  énoncer  la  seconde  règle  avant  la  troisième. 

D'ailleurs  la  limite  entre  les  choses  qui  existent  et  celles  qui  n'existent  pas  est  précisément  l'inter- 
section, c'est  pourquoi  nous  nous  occupons  en  |)remier  lieu  de  l'intersection. 

Système  des  deux  corps  solides  et  de  même  substance. 

V^  Règle.  —  Un  point  de  l'intersection  est  vu  dans  ce  système  lorsqu'il  est  vu  aussi  en  examinant 
chaque  corps  séparément.  En  effet,  le  point  M  rsl  vu  en  examinant  le  premier  corps  seul,  cela  veut  dire 
que  le  rayon  visuel  OM  rencontre  ce  premier  objet  en  M,  puis  en  autant  de  points  que  l'on  voudra, 
placés  tous  au  delà  de  M  par  rapport  à  0.  Il  en  est  de  même  pour  le  deuxième  corps,  donc  quand  on 
représentera  le  système  des  deux  corps  le  même  point  M  sera  toujours  le  premier  point  de  rencontre 
sur  le  rayon  visuel  OM. 

4"  Jlrgle.  —  Dans  cet  objet,  on  enlève  la  surface  de  chaque  corps  contenue  dans  l'autre,  parce 
qu'une  surface  ne  peut  exister  matériellement  que  si  elle  sépare  deux  milieux  de  nature  dillérente. 

3"  Règle.  —  Toute  ligne  (un  contour  apparent  par  exemple)  dessinée  sur  l'une  des  surfaces,  dans 
sa  partie  conservée,  aboutissant  à  un  point  vu  de  l'intersection  est  vue  aussi  avant  d'arriver  au  point. 
Si,  au  contraire,  elle  aboutit  à  un  point  caché,  elle  est  cachée  un  certain  temps  avant  d'arriver  au  point. 

Fragment  de  solide.  —  Supposons  par  exemple  qu'on  ait  à  représenter  la  partie  solide  de  F,  exté- 
rieure à  =•,. 

Nous  remarquons  que  cet  objet  est  un  fragment  de  F,.  Commençons  donc  par  prendre  cet 
objet  F,    tout  entier,  puis  supprimons  de  cet  objet  tout  ce  qui  se  trouve  dans  <»,. 

1"  Règle.  —  On  établit  la  ponctuation  de  la  courbe  sur  F,  supposé  solide,  seul  et  conservé  tout  entier. 

-1'  Règle.  —  On  couserve  avec  sa  ponctuation  primitive,  la  surface  de  F,-  extérieure  à  o,  comme  le 
dit  l'énoncé. 

3«  Règle.  —  La  surface  de  o,  est  conservée  à  l'intérieur  de  F,. 

Kemabouk.  —  Lorsqu'un  solide  tp,  a  son  contour  apparent  vu,  le  solide  complémentaire  o,  a  son 
contour  apparent  caché.  La  réciproque  n'est  pas  toujours  vraie.  Donc,  si  le  contour  apparent  primitif 
de  <f,  était  vu,  sa  partie  conservée  à  l'intérieur  de  F;  serait  cachée. 

A'  Règle.  —  Une  portion  de  l'intersection  peut  redevenir  vue  comme  contour  apparent. 

Des  raisonnements  analogues  permettront  d'établir  la  ponctuation  des  différents  objets  indiqués 
précédemment. 

Arrivons  maintenant  à  la  (.ombinaison  (jui  fora  surtout  l'objet  de  cette  note  :  portion  d'un  solide 
au-dessous  d'une  surface  (Ecole  polytechnique,  1912)  ('). 

(')  C'est,  h  ma  conn.iissance,  ta  seconde  fois  seulement  qu'une  pareille  quesliuii  a  été  demandée  dans  uu  examen.  La 
première  le  fut  au  concours  d'agréi;ation,  3  août  iS19.  V.n  voici  d'ailleurs  l'énoncé  : /«(p/secd'on  (l'un  htjperbotoide  à  une 
nappe  et  il'itn  parabotdiile  hfiperlioliiiue,  ce^  deux  surface.-:  ayant  une  génératrice  eommune. 

La  li'ine  de  terre  eut  paraltrle  au  petit  côté  du  etdre.  n  li'".170  du  bord  supérieur. 

llliperlmtuide.  —  l.'a.re  est  la  verticate  0  .«wr  le  iirnnd  axe  de  Ui  feuille,  à  D.lt.'i  de  la  ligne  de  terre. 

Le  cerclf  de  gorge  est  a  0,080  audeasus  du  plan  tturizvntal.  son  rai/on  est  de  0,040.  La  trace  horisontule  de  l'hyperbo- 
to'iile  n  pour  rayon  O.Hl>. 

l'aralHilJidf.  —  Ha  pour  plan  directeur  te  plan  liornonlnl  et  pour  directrices  :  1"  ta  génératrice  \\\K'W  de  l'hyperboloid» 
dont  ta  trace  liorizontale  A.\'  est  sur  la  parallèle  à  la  Ugne  de  terre  menée  par  0  et  à  gavclie  de  ce  foini,  et  dont  le  point  de 
rencontre  avec  te  cercle  de  gorge  est  derrière  le  plan  île  front  mené  pur  l'a.re  :  2°  la  verticale  menée  par  un  point  '■>  du  plan 
liuriionint  derrière  le  plan  d'  front  mené  par  l':ire  et  itittnnl  de  A  de  i).04i  «1  de  0  (*)  0,nH8. 

On  reprétenleru  ce  qui  reste  de  l'Iiypcrbolulde  ijuand  on  a  enlevé  ceiiuiest  au-dessus  du  paiaboloide. 
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Lignes  d  iracer.  —Les  limites  de   cet  objet,  partie  solide  de  S  au-dessous  de  S„    sont  formées: 

1°  par  la  surface  S;  2°  par  la  surface  S,;  3»  par 
le  cylindre  vertical  C,  circonscrit  à  Si  suivant  le 
contour  apparent  horizontal  dans  l'espace  de  cette 
surface.  Les  lignes  à  tracer  seront  donc  :  1°  l'inter- 
section de  S  et  de  S,  ;  2°  l'intersection  de  S  et  du 
cylindre  C,  ;  3°  les  contours  apparents  de  S  ;  4°  les 
contours  apparents  de  S,,  et  enfin  5°  les  contours 
apparents  de  C,. 

Supposons  que  l'on  ait  représenté  {fig.  1)  le 
système  de  deux  cônes  solides  P,  Q  et  de  même 
substance,  puis  proposons-nous  d'en  déduire  la 
partie  solide'de  P  au-dessous  de  Q. 

Commençons  par  étudier  l'objet  primitif,  c'est- 
à-dire  par  établir  l'ordre  des  points  de   rencontre 
des  deux  surfaces  avec  une  verticale  se  déplaçant 
dans  toutes  les  régions  limitées  par  les  traits  dessinés. 

Nous  appellerons  pi,  p^  les  deux  points  de  rencontre  d'une  verticale  quelconque  avec  la  surface 
P;  qi,  q,,  avec  la  surface  Q,  les  indices  1  correspondant  aux  points  les  plus  élevés,  les  indices  2  aux 
points  les  plus  bas.  Nous  rangerons  de  plus  les  lettres  dans  l'ordre  où  l'on  rencontrera  les  différents 
points  en  descendant  sur  chaque  verticale. 

La  verticale  a,  en  dehors  des  deux  contours  apparents,  ne  coupe  aucune  des  deux  surfaces.  En  b. 
sur  le  contour  apparent  de  Q,  la  verticale  est  tangente  à  la  surface  Q  ;  il  y  aura  donc  seulement  un 
point  q  sur  cette  verticale.  Passons  maintenant  en  c  à  l'intérieur  du  contour  apparent  de  Q  ;  le  point 
précédent  q  se  dédouble,  et  nous  obtenons  par  conséquent  l'ordre  q\q,,.  Arrivons  ensuite  en  d  sur  le 
contour  apparent  de  P;  nous  aurons  donc  à  ajouter  une  lettre  p.  Mais  en  d  le  contour  apparent  tra- 
versé est  marqué  en  trait  mixte,  cela  veut  dire  qu'il  est  enlevé  à  l'intérieur  de  Q,  et  par  suite  la 
nouvelle  lettre  p  sera  comprise  entre  les  deux  lettres  qi,q,,  ce  qui  donne  l'ordre  qxpq^.  De  d  passons 
en  li  où  le  point  p  cette  fois  se  dédouble  pour  donner  l'ordre  qiPip>q2- 

Pour  passer  maintenant  de  e  en  f,  il  faut  traverser  une  intersection  vue  ;  il  va  donc  se  produire 
une  inversion  entre  les  deux  premières  lettres,  ce  qui  nous  donnera  l'ordre  piqiPiq^.  Au  contraire, 
pour  passer  de  e  en  h,  nous  traversons  une  li^ne  cachée  ;  il  va  donc  se  produire  une  inversion  entre 
deux  lettres  consécutives  s'appelant  l'une  d'elles  p,  l'autre  q,  abstraction  laite  des  indices,  et  qui  ne 
seront  pas  les  premières.  Nous  obtenons  donc  finalement  en  A  l'ordre  q,piq.,pi,  et  ainsi  de  suite  pour 
toutes  les  autres  régions.  Cette  étude  complète  est  résumée  dans  le  tableau  suivant  : 
néant 

9 
qiq. 


d 


qm-- 


e 

qiP,P2q-2 

f 

P>q^P2q2 

0 

PiPiqiq^ 

h 

qiPiq^p-i 

i 

q.q.pip. 

m 

j 

Piq^q.p^ 

n 

k 

'/l?-'./M-2 

0 

l 

îi'/a 

P 

q,p^q-2p2 

qiqiPiPi 
p>qp-2 

P'P-2 


PiEM.iRrjuE.  —  Ne  seiait-il  pas  plus  logique  de  dire  simplement  ce  que  l'on  doit  représenter,  au  lieu  dénoncer  ce  qui 
n'existe  plus  ?  11  en  est  de  même  pour  l'expression  suivante  «  Trou  conique  dans  un  tore  »  employée  autrefois  dans 
un  énoncé  dépure  de  sous-admissibilité  à  l'école  polyteclinique,  car  ce  n'est  pas  le  trou  que  l'on  représente,  mais  ce  qui  est 
autour.  .Te  dirais  donc,  de  préférence,  dans  le  premier  cas  :  «  Keprésenter  la  surface  de  l'hyperboloïJe  au-dessous  du 
paraboloïde  »,  et  dans  le  second  :  «  Beprésenter   la  partie  solide  d'un  tore  extérieure  à  un  cône  ». 

.le  proteste  aussi  contre  l'expression  «  solide  entaillé  par  une  surface  >■>  qui  ne  précise  rien  :  exemple,  une  sphère  ayant 
son  centre  au  sommet  d'un  paraboloide  liyperbolique  est  partagée  par  cette  surface  en  deux  solides  superposables.  Dans  ce 
cas,  quelle  est  l'entaille?  D'ailleurs,  vulgairement,  l'expression  «  entaille  »  entraîne  avecelle  une  idée  de  poids  ou  de  volume 
et  s'applique  de  préférence  à  un  petit  fragment.  11  serait  donc  plus  correct  de  dire:  «partie  solide  de  S  extérieure  à  .S,  i- 
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NOTE  SUR  LA  PONCTUATION 


Nous  devons  mainteiianl.  pour  représenter  la  partie  solide  de  P  au-dessous  de  Q,  éludier  succes- 
sivement chacune  de  ces  régions. 

Examinons  par  exemple  la  région  /",  ;jj'/iPi?2-  Dans  cette  région  la  verticale  est  à  rintcrieur  du 
solide  P  de  v,  à  p~.  La  portion  de  cette  verticale  qui  est  au-dessous  de  la  surface  O  va  donc  île  7,  à  p..- 
Ue  sorte  (lue,  dans  la  région  /",  on  verra  la  surface  convexe  7,  de  la  surface  Q,  le  solide  au-dessous 
étant  terminé  par  la  surface  concave  p.  du  cùne   P. 

Dans  la  région  _;',  nous  avions  primitivement  l'ordre  pi^iQ^p?  '.  la  portion  de  la  verticale  à  l'intérieur 
de  P  et  au-dessous  de  Q  se  réduira  à  q,p2:  donc,  dans  cette  région,  on  verra  l'extérieur  de  la  surface 
Q,  le  solide  étant  limité  au-dessous  par  la  surface  P. 

Prenons  comme   dernier  exemple    la  région  n  pour    laquelle  on  avait  q,q2PiP^-  La   portion    de  la 
verticale  à  l'intérieur  de  P  et  au-dessous  de  U  se  réduira  à  p,p..   Donc,  dans  cette  région,  on  voit  la 
surface  P,  et  au-dessous,  le  solide  est  également  limité  par  la  même  surface  P. 
Cette  étude  complète  se  trouve  résumée  dans  le  tableau  suivant  : 


néant 

e 

P,P2 

néant 

f 

,np, 

néant 

.'/ 

néant 

V 

h 

Pd'^ 

P,p-2 

q>p2 
pqu 
néant 


p^p., 
néant 


Les  moditications  apportées  à  la  première  figure  sont  donc  les  suivantes  {fig.  i) 

d"  La  branche  de  courbe  usyv   qui  1 

sépare  les  zones  felj  est  maintenant     _      l 
enlevée,  au  lieu  d'être  cachée,  puisque 
de  part  et  d'autre,  le  solide  est  limité 
par  la  même  surface  p^- 

2"  La  branche  de  courbe  entre  7  et  ?•, 
séparant  les  zones  /  et  g,  redevient  vue 
comme  contour  apparent. 

'A"  Les  portions  de  contours  appa- 
rents 7X,  .r^  tr  sont  seules  vues  ;  tout 
le  reste  est  enlevé. 

A  l'intérieur  de  f  et  j,  on  voit  la 
surface  convexe  de  Q,  tandis  que  la 
surface  P  est  vue  par  sa  région  ccn- 

,  ,  ,  ,      .  Fig.  3. 

vexe  dans  les  zones  k,  m,  n,  e,  /«,  (. 

Ajoutons  enfin  que  le  solide  est  limité  en  partie  par  le  plan  vertical  /r  et  que  la  partie  utile  de  ce 
plan  est  à  son  tour  limitée  :  1°  par  la  génératrice  de  contour  apparent  uv  ;  2°  par  la  section  vvoln  du 
cône  P  par  le  mrme  plan  vertical    tx. 

Surface  de  P  au-dessous  de  (J.  —  Le  tableau  précédent  donne  éjjalement  la  ponctuation  de  ce 
nouvel  objet,  après  avoir  supprimé  toutes  les  lettres  7. 

Le  tableau  en  question  devient  donc  le  suivant  : 


Kig.  2. 


néant 

e 

P^P^ 

i 

néant 

f 

p. 

J 

néant 

a 

néant 

l< 

P 

h 

PiP' 

1 

PiP2 

/'  = 
PlP^ 

ni'anl 


P,P2 

P'P^. 

Pi 

néant 
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Dans  les  régions  e,  h,  i,  k,  m,  n  (fig.  3)  on  verra  la  surface  convexe  de  P,  tandis  que  ce  sera  la 
surface  concave  que  Ton  aura  dans  les  régions  f,j,  o. 

La  marche  que  nous  venons  d  indiquer  s'applique  également  lorsque  la  surface  S,  a  un  contour 
apparent  singulier,  c'est-à-dire  correspondant  à  des  points  à  l'infini.  Nous  allons  commencer  par 
étudier  quelques  surfaces  présentant  de  pareils  contours  apparents,  c'est-à-dire  ayant  une  direction 
infinie  verticale.  [A  suivre.) 

♦ 


ALGEBRE 


2112.  —  On  considère  une  équation  du  troisième  degré 

ax^  -+-  3bx-  -+-  3cx  -t-  rf  —  0, 
dont  on  désigne  par  a,  %  y  les  trois  racines. 

\°  On  demande  de  former  le  polynôme     P(x)  ^  S(a  —  ^f[x — y)'>     '^'  de  montrer  que  ce  polynôme  est 
à  un  facteur  près  le  hessien  du  polynôme  proposé. 

5»  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  racines 
réelles  et  distinctes  est  que  les  deux  racines  de     V[x)  =  0     soient  imaginaires. 

3°  Former  l'équation  qui  admet  pour  7'acines     ?(»),  P(P'),  P('c)- 

1.  Le  premier  coefficient  de  P(.r)  est 

A  =  S(a  —  '^y  —  2ïa2  —  2i:a|3  ; 

or  ïi-  =  (ïa)-  —  2i:<i, 

et  A  =  2(Si)2  _  gvj^^ 

ISb'        18c         IH  ,,„ 

.\  =  • — =  — -(0-  — ac). 

a-  a  a- 

Le  deuxième  coefficient,  B,  est 

B  =  —  2SY(a  —  P)2  =  —  2So.-|î -+- 12a|3Y  ; 

or  SaSaP  =   Sï'P  H-  35t^Y  ; 

donc  B  =  —  2vav jo,  -I-  ISï?-,-. 

0-  a  a- 

Lnlin,  le  troisième  coefiicient,  G,  est 

G  =  i;Y^(a  —  13)2  =2Va2p  _  2a3vSa  ; 
or  ïaflSafi  =  vj-â- +2ïaYSa, 

et  C=  2(Sap)=  -Bïa.a^Y  ; 

par  conséquent  C  = ■ =  — —ic-  —  hd). 

a-  a-  a- 

Le  polynôme  P(j;)  est  donc 

18 

?(x)  = Ub-  —  ac]x--h(bc  —  ad)x-\-c^--hd\. 

a-  -^  '  ^ 

D'autre  part,  le  hessien  est 

ou  H  =  d6[(ax  -^  b}{cx  -h  d)  —  (bx  -{-  cY], 

H  =  '36  (ac  —  62)x-2  n-  (ad  —  bc)x  +  bd  —  c-\. 

ij 

Nous  voyons  donc  que  P(x)  ^  , 

ce  qui  démontre  la  première  partie. 
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2.  Pour  que  l'équation  du  troisième  degré  ait  ses  racines  réelles  et  distinctes,  il  faut  que  son  discri- 
minant soit  négatif,  c'est-à-dire  que  le  résultant  des  deux  dérivées  partielles  soit  négatif. 

Les  deux  dérivées  partielles,  divisées  par  3,  donnent 

nx--\-2bx-hc  =  0,  fix- -(- 2ra; -H  rf  =  0, 

et  leur  résultant  est 

i  =  [ad  —  bc)-  —  A(ac  —  b-)(bd  -  c-)  : 
c'est  la  quantité  qui  figure  sous  le  radical  dans  les  racines  de  P(,r)  :     A  <;  0     exprime  bien  que  les  racines 
de  P(.t)  sont  imaginaires. 

3.  Nous  avons 

P(a)  =  (a  —  S)-^(a  _  .^)2  4.  („  _  ^  ,2,^  _  .^y2, 

Pour  former  l'équation  du  troisième  degré  qui  admet  pour  racines  ?(«),  P(P)  et  P(y),  on  peut  se 
servir  des  fonctions  symétriques,  et  calculer  par  des  procédés  analogues  aux  précédents  les  fonctions 
symétriques 

P(«)  +  P(?)  +  P(ï),  ?(«)?(?!  +  p(-)P(t)  +  P(?)P(t).  p(^)P(P)P(y). 

27a 
Posons     fï  —  ^)-(»  —  y)^(P  —  y)-  =  ■îc  :     nous  aurons  d'abord     -= —,       comme    on    le    voit 

facilement  dans  le  calcul  du  discriminant  d'une  équation  entière. 

Alors  SP(a)P(?)  et  P(a)P(^)P(Y)  se  calculent  de  suite  : 

vp(a)P(p)  =  4TrS(a  —  p)%  PWP(P)P(y)  =  8it'  ; 

18(A2  —  ac) 
or     S(a  —  ^)-     a  déjà  été  calculé  et  e.st  égal  à 

Pour  avoir  SP(a),  il  n'y  a  qu'à  développer  cette  fonction  symétrique,  telle  qu'elle  se  présente.  On 
peut  aussi  la  réduire  de  diverses  façons  et  ramener  son  calcul  à  celui  des  sommes  des  puissances  sem- 
blables des  racines  : 

:u  d 

(y.    -  Mr  —  ■()  =  tT-  —  a(2  -h  y)  +  h  =  2:t-  -H a 

,    l\  3/)a  d   \- 

et  ïPi  ï)  =  2ï   2^^  H • 

\  n  n/x  / 

Il  y  a  bien  d'autres  procédés  pour  obtenir  l'éiiuation  qui  admet  |)our  racines  les  nombres  P(a). 

P(S.),   P(y).   En  voici  un  fort  simple  :  on  a 

2ti 

et  sil'on  «ait  former  r(M]uation  qui  admet  pour  racines  les  carrés  des  différences  des  racines  de  ré<iualion 

■2t. 
proposée,  on  en  déduira  celle-ci  nu  posant     1/  = 

Mais  le  procédé  \o  plus  simple  est  celui-ci  :  nous  voyons  de  suite  que 

/•;(«)  =a(a-?)(a- y); 
posons  (a  —  ^)(a  —  y)  =  3?i, 

nous  aurons  a»'4-2Aa-t-c — au  =  0  ; 

d'autre  jiait,  nous  savons  que  3/"(.r,  l)^a;/'j(x,  I)  +  f',,(x,  i); 

par  suite  anu  ■+-  bi^  -)-  2ca  -h  rf  =  0, 

et  l'équaliiin  en  u  s'obtient  en  éliminant  a  enirc  les  deux  équations 

tix-  -+-  -lb%  -\-c  —  au  —  0,  6a'  -t-  {au  4-  2c)a  -t-  rf  =  0. 

Cette  équation  est  donc 

[„d  —bc-+-  abuf  —  (a-u  -h  lac  -  tb^l'lhd  h-  {au  —  c){au  -4-  2c)]  =  0. 
Une  fois   cette   équation  développée,  on  formera  l'équation    aux   carrés  des    racines,    r(M]ualion 
en     y  =  u',     et,  comme     P(«)  =  2.9u^  =  18l/^     il  sullira  de  formel  ré(|ualion  en     :  =  18;/. 
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Rkmaroue.  —   I.e  procédé  que  nous  venons    d'indiquer  est   l'un   des  plus   rapides   pour   former 
l'équation  aux  carrés  des  dilîérences  des  racines:  car,  dès  que  l'on  a  l'équation  en      y  =  u-,      il  n'y  a 

plus  qu'à  poser     y  =  —,      pour  avoir  l'équation  cherchée. 

AuTRK  «EMARQUE.  —  Le  discriminant  d'une  équation  entière  se  forme  ainsi  :  soit 

f{x,  1  )  =  A(,x"'  -l-  A,.r"'-'  -H  AjX"'-2  H 1-  A„,  -=  0 

l'équalion  générale  de  degré  ?/*,  et 

/';  ^  mÂ|,i-'"~'  -\-{m  —  l)Aia'"'"'^H =0, 

/■;  £r=.  A,ï"'-'  +  1\^x'"--   ■■  =  0, 
les  deux  équations  dérivées  ;  le  discriminant  A  est  le  résultant  de  ces  deux  équations. 
Appelons  a,  ^,  . . . ,  X  les  racines  de  la  première  dérivée  ;  nous  aurons 

A  =  (mAo)"-/:,/. )/•;(?)  •■■^„a). 

D'autre  part,  ■mf=xfl{x,  l)-i-/;,(a;,  1), 

et  /;;(a,  1)  =  rn/'(a)  ; 

donc  A  =  m="'-2A(,"'-'/',i)/'(|3)  ■••  f[l). 

Or  le  résultant  entre  f(x)  et  f\  est 

A           m'""'^ 
par  suite  —  = 

H  A„ 

Mais  R  peut  s'écrire  autrement, 

K  =  Ar-v»/-;(*)... /■.(/), 

a,  I),  c.  .  .  . ,  /  étant  les  racines  de  l'équation  proposée  ;  et,  comme, 

(•{a)=k,[a-b)[a-c)   ..{a-l), 
f',[b)  =  A„(/-— a)(4-c)...(6-  /), 


nous  avons 
Donc 


/■;,(/)  =A„(/-a)(/-6)...(/-  k), 

R  =  (_1)  ~^^  A,^"'"'n{rt  -  6)^ 

A  =  (—  1)  '~'      m"'--A;-"'-=II(fl  -  Oy-. 


Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lacii,  ii  Douai;  L,  Simon,  à  Fourmies  ;  M.  Roi;  G.  liOY,    Ecole  normale  de    Varzy  ;  C.  Schmiuï, 
à  Château-Thierry. 
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2113.  —  Priant  données  deux  droites  [),  A,  un  plan  P  passant  par  D  cotipe  A  en  un  point  M. 
Trouver,  quand  le  plan  P  varie,  le  lieu  engendré  par  la  perpendiculaire 
menée  par  M  o  ce  plan. 

Solution  analytique.  —  Je  prends  comme  axe  des  ;  la  droite  D, 
comme  axe  des  x  la  perpendiculaire  commune  OA  à  D  et  A,  et  un  troi- 
sième axe  perpendiculaire  aux  deux  autres.  Je  pose 
OA  =  a. 
La  droite  A  a  dès  lors  pour  équations 
.!■  =  a, 
(A)  ■ 


y  =  bz. 

Quant  au  plan  P,  il  sera  défini  par  sa  trace  OP,  et  son  équation  est 
(P)  y  =  Ix. 


35i> 
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La  perpendiciilairo  MT,  menée  par  le  point 

X  =  a, 

y  —  la, 

'i.a 

'  ^  T' 

d'intersection  de  -1  avec  1',  a  pour  éijuationï; 


MT 


.r  —  a  ij  —  rt). 

X        ""      — l 


En  éliminant  X,  on  trouve  la  (|uadrique 

bziy  —  bz)  -+-a{x  —a)  =  0. 

C'est  une  quadrique  réglée  dont  le  cône  directeur  dégénère  en  les  deux  plans 

:  =  0,  y  =  b:  ; 

c'est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

On  voit  aisémentquele  plan     x  =  a     est  langent  au  point    A,  il  coupe  la  surface  suivant  les  droites 
A  et  0. 

(In  peut  se  proposer  de  trouver  les  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes.  On  retrouve  d'abord 

I    bz  =  Aa, 

^'  I    y-bz=.^{x-a), 

qui  est  la  droite  MT  ;  puis,  les  droites 

bz  =  fifx  —  n), 
Gî  a 

y-bz=--, 

et,  parmi  elles,  se  trouve  la  droite  A  qui  correspond  à  ^j.  infini  : 
A 


X  =  a, 
y  =  bz. 


Solution  géométrique.  -  .le  ferai  d'aboid  rcinanpier  (|ue  lor.squc  le  jilan  P,  partant  d'une  position 
Po  quelconque,  tourne  d'un  angle  égal  à  -  autour  de  D,  le  point  .M  de  rencon- 
tre avec  A  décrit  toute  la  droite  A  une  fois  et  une  seule.  Par  conséquent  la  sur- 
face engendrée  par  MT  a  été  décrite  tout  entière,  et  il  n'y  a  jamais  deux  droites 
MT  dans  un  même  plan  passant  par  A. 

.le  me  propose  niiiinlenant  de  chercher  l'ordre  de  cette  siirfare.  Si  je  considère 
Mil  plan  ipielconque  IJ  qui  passe  par  A,  il  n'y  a,  d'après  la  remarque  précédente, 
(]u'iine  droite  .MT  qui  soit  <lans  ce  plan  ;  mais  la  droite  a  fait  évidemment  partie 
du  lien  ;  un  plan  quelconque  passant  par  A  coupe  donc  la  surface  suivant  uno 
courbe  du  "2'  ordre  :  la  conique  impropre  formée  par  la  droite  A  et  la  droite  MT  du 
plan  Q.  La  surface  elle-même  est  donc  du  deuxième  ordre  ;  c'est  une  qtiadriiiue. 

C'est,  de  plus,  une  (piadrique  réglée  à  plans  directeurs  puisque  la  droite  MT  est  constamment  parallèle  au  plan 

des  xy,  c'est  donc  un  parabobiidc  hyperbolique. 

Autre  méthode  géométrique.  —  l.a  droite  Ml' s'appuie  constamment  sur  lii  itroite  à  liiiliiii  du  pl.Tii  des  xi/ :  elle 
s'appuie  ilom-  sur  deux  droites  lixes.  i  et  a',  en  désigiianl  cette  dernière  par  ii'.  D'autre  pari,  le  point  M  et  le  point  M'  à 
l'infini  de  cette  droite  MT  sont  dans  deux  plans  perpendiculaires  passant  par  0:  :  ils  dtH-.rivent  donc  deux  divisions 
homographiques.  La  droite  MT.M'  .joint  deux  points  homologues  de  deux  divisions  liomo|,'raphiques,  elle  engendre  une 
quadri(|ue  Pour  avoir  sa  nature,  il  snlilt  de  remarquer  que  le  plan  des  r;/  est  visihienient  iiii  |dan  directeur;  la  qnadrique 
est  un  paraboloïde  hyperbolique. 
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Remarque.  —  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  contour  apparent  de  la  surface,  sur  le  plan  des  xy,  est 
une  parabole.  L'enveloppe  d'une  dioite  ml  perpendiculaire  en  un  point  m  d'une 
droite  fixe  8,  à  un  rayon  mobile  Ow  est  en  eft'et  la  parabole  admettant  o  pour  tan- 
gente au  sommet  et  0  pour  foyer.  Or  l'enveloppe  des  droites  int  est  l'enveloppe  des 
projections  des  génératrices,  c'est  donc  le  contour  apparent. 

Jean  TONC.AS,  lycée  l.ouis-le-lirand. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Esteben,  à  Bordeaux  ;  G.  Lach,  à  Douai;  M    Abtignan  ;  G.  Bétier. 
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OUESTIONS  l'OSEES  AUX  EXAMENS  URAUX  [Suiic.) 

l 


9351.    —   Déterminer   les    courbes   qui   rencontrent   sous    un    angle    constant    a     les  courbes    o  = 


v/cos  2w 
particulier  :     j  =  -^  • 

9352.  —  Lu  triangle  isocèle  ABC  est  tel  que  le  coté  AB  est  fixe,  et  le  coté  AC  =  AB  tourne  autour  de  A.  Lieu  du 
centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

9353.  —  On  considère  les  courbes  définies  par  la  relation  pcos'  a  =  a,  p  étant  la  distance  de  l'oilgine  à  la  tangente 
et  a  l'angle  de  cette  tangente  avec  Oj;.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes. 

9354.  —  Trouver  la  développée  de  la  courbe     ij-(a  —  x  ^  x' . 

9355.  —  On  donne  deux  points  A  et  A'  ;  par  le  point  A  on  mène  une  droile  quelconque  D  et  la  svmétritpie  A  par 
rapporta  AA'.  On  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  A  et  de  la  perpendiculaire  D'  menée  à  D  par  A'. 

9356.  —  On  donne  deux  points  fixes  A,  H  et  par  ces  points  on  mène  deux  droites  parallèles  variables  Ku  et  Bu.  Lieu 
des  centres  des  cercles  tangents  aux  droites  AB,  Ah,  Bc. 

9357.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  x   les  courbes    ?  =  X  los' —  ■ 

9358.  —  Construire  la  courbe  c'  —  a-^x  +  //  .  I.a  tangente  en  un  point  M  rencontre  la  courbe  au  point  M'.  Lieu  du 
milieu  de  MM'.  Même  question  pour  la  courbe    ;e'  —  ay- =  0. 

9359.  —  l.ieu  des  points  tels  cjue  le  produit  de  leurs  distances  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  soit  constant. 

9360.  —  Trouver  la  développée  de  la  courbe      x"  +  y-]-  —  a?{x'-  —  y''  =  0. 

9361.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  tangents  à  deux  droites  fixes.  ') 

9362.  —  On  considère  une  courbe  tangente  a  l'origine  à  l'axe  des  x;  on  mène  la  tangente  en  un  point  M  voisin  du 
point  0,  et  on  détermine  le  point  T  où  cette  tangente  rencontre  Ox.  Calculer  l'ordre  infinitésimal  de  l'expression 
MT -(- OT  —  arc  OM,    en  prenant    arc  OM  =  î;    comme  infiniment  petit  principal. 

9363.  —  Un  cercle  roule  sans  glisser  sur  une  droite  fixe;  trouver  l'enveloppe  de  la  tangente  en  un  point  du  cercle. 

I  I  +  \ 

9364.  —  Trouver  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  définie  par  les  équations    x  =  — ^^ :     y  z=  ix. 

9365.  —  Entre  les  coefficients  u,  v,  w  de  la  droite  ux  +  vy  +  w  ^=  0  on  donne  la  relation  3a-uvw  —  2a'tt'  —  w'  =  0. 
Cette  droite  enveloppe  une  courbe.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes  perpendiculaires  à 
cette  courbe. 

9366.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  Un  point  A.  décrit  Ox.  et  un  point  B,  Oy  de  telle  façon  que  la 
médiane  AM  du  triangle  OAB  ait  une  longueur  constante.  Trouver  l'enveloppe  de  AB. 

9367.  —  Trouver  la  développée  de  la  courbe    J  =  a;2  cos  < -4- cos  2<),    ;/  =  a(2  sin  < -i- sin2r. 

9368.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  cissoide  droite  qui  sont  vues  du  rebroussement  sous  un  angle  droit. 

9369.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes    r>  —  2a=î^'os  20  +  a*  =V,     X  étant  le  paramètre  variable. 

9370.  —  Déterminer  les  points  d'iuQexion  de  la  courbe  y  ^gx  =  x.  Montrer  qu'ils  sont  en  ligne  droite  et  que  les 
tangentes  d'inflexion  sont  tangentes  à  une  parabole.  ("} 

9371.  —  On  considère  la  courbe  définie  par  les  éciuations  xy  =  u,  x  -h  y  =  v,  u  =  l.n  .  Calculer  le  rayon  de 
courbure  en  un  point. 

9372.  —  Trouver  les  points  d'inflexion  de  la  courbe    y^  =  x'  +  ax'  -hbx  +  c. 

9373.  —  Construire  la  courbe  ç,  =2acos^~-  Une  droite  quelconque  passant  par  le  pôle  et  faisant  l'angle  a  avec 
Ox  rencontre  la  courbe  aux  points  M  et  M',  calculer  l'angle  des  tangentes  en  ces  deux  points. 


')  Question  résolue  dans  la  Bévue,  t8«  année,  p.  5il. 
(')  Question  résolue  dans  la  Revue,  18"  année,  p.  552. 
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9374.  _  Déterminer  les  trajectoires  ortlio:;onales  des  courbes    3x'  -t-  if  —  ax  =  0,    a  étant  le  paramètre  variable. 

9375.  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  normales  à  la  courl)e    x  '    4-  y  '    ==  a  ' 

937C.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes    xix'  +  y-.  —>,!/==  0. 

9377.    Sur  la   tangente  en  un  point    M  d'une  courbe  plane     C;    on  porte  dans  un  sens  déterminé   une  longueur 

constante  MP.  Démontrer  que  la  normale  au  lieu  du  point  P  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe    C    au  point  M. 

Î)37S.  —  Construire  la  courbe     p-  =  a- En  supposant  que  a  varie,  déterminer  les  trajectoires  orthogonales. 

0379.  —  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  cycloide. 

9380.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  x  cos  t  +  ij  sin  l  z=z%  +  cos3(.  Longueur  de  la  courbe  obtenue.  La  normale 
en  un  point  M  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point  .M   à  angle  droit,  et  la  longueur  MM'  est  constante. 

93S1.  — On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  un  point  A.  Par  le  point  A  on  mène  une  sécante  ABC, 
on  abaisse  OH  perpendiculaire  sur  DC,  et  sur  la  droite  OH  à  partir  du  point  H,  on  porte  la  longueur  HM  =  HB.  Lieu  du 
point  M.  Remarques  géométriques. 

9382  —  On  donne  un  arc  de  courbe  tangent  à  l'origine  à  Or,  et  une  corde  M, M;  parallèle  à  Ojc  et  infiniment  voisine 
de  Oj.  p  étmt  le  milieu  de  MiMj,  trouver  la  limite  de  la  pente  de  OP  quand  la  corde  se  rapproche  indéfiniment  de  Or. 

9383.  —  On  considère  la  transformation  a;' =  4»r,  y=^u  —  v.  Que  représentent  les  lignes  ?(  =  constante, 
»  =  cons'inte  ?  Ce  sont  des  paraboles.  (Combien  passe-t-il  de  paraboles  de  chaque  famille  par  un  point  du  plan  ?  Déterminer 
l'angle  des  tangentes  à  deux  paraboles  de  familles  différentes  passant  par  un  point  donné  du  plan.  Soit  une  fonction    V(.r,  i/j 

dans  laquelle  on  effectue  la  transformation  ci  dessus.  Calculer 1 en  fonction  de  ii  et  v. 

dx'        Oy^ 

938V.  —  Former  les  équations  paramétriques  d'une  épicycloide  à  deux  rebroussements. 

93S5.  —  Construire  la  courbe  définie  par  les  équations  x=iaU—&\ni,  i/ =  a(2  —  cos  <).  Peut-on  déduire  cette 
courbe  de  la  cycloide  par  une  construction  géométrique  '? 

9386.  —  Calculer  l'aire  engendrée  par  la  courbe    .r  '  -4- y  ~  =  a~    tournani  autour  de  oj. 

9387.  —  Même  question  pour  la  chaînette    1/  —  ach-^    tournant  autour  de  0// 

a 

9388  —  Construire  la  courbe  y  —  x<jx-  —  1  -+-  .t'.  Soit  AK  un  arc  de  cette  courbe.  «  et  fc  les  projections  de  A,  R  sur 
Or.  Calculer  le  volume  engendré  par  le  trapèze  mistiligne  Al!((b  tournant  autour  de  Or. 

9389.  —  Trouver  le  centre  de  courbure  en  un  point  de  la  courbe    p  =r  fl(l  -+-  cos  w  .    Développée  de  cette  courbe. 

9390.  —  Définir  la  cardioide.  Longueur  de  la  courbe. 

9391 .— Construire  la  courbe    x  =  — r    »/ =     — -■     (/Uculer  laire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  u  et  les 

1 
droites    ;/  =0,    1/  =  —  • 

9392.  —  Construire  la  courbe     x  —  —  — ^1     u  =  — —■     Calculer  la  longueur  de  l'are. 

2  cos'  f  2  cos'  <f 

9393.  —  On  donne  une  courbe  plane,  un  point  fixe  0  dans  son  plan  et  un  point  M  variable  de  la  courbe,  et  on  abaisse 
OP  perpendiculane  sur  la  tangente  au  point  M.  Montrer  que  lorsque  M  se  déplace  sur  la  courbe,  l'enveloppe  du  cercle  de 
diamètre  O.U  coïncide  avec  le  lieu  du  point  I'. 

939i.  —  On  considère  la  famille  de  courbes    y  =  -^  ■+  a  +  bx' e^  +  {c -^  x  cos  x -1- li  sin'- ,r.     Déterminer  la  courbe 

de  cette  famille  cjui  touche  l'axe  des  x  aux  points  x  —  d,  x  =  tï.  et  calculer  l'aire  limitée  par  Ox  et  la  branche  de  cette 
courbe  entre  les  points    x  =  0,    x  :=  1:. 

9395.  —  Etant  donnée  la  courbe  .r  =  f,l),  y  ==  ti((  ,  pour  quelles  valeurs  de  t  le  cercle  de  courbure  passe-t-il  à 
l'origine'?  Application  il  la  courbe    x'  ■-  .(/'  =  a\ 

939U.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes      c  —  .v'i'  —  2a  r'  +  y  +  a'  =  0. 

9397.  —  On  donne  dans  le  plan  de  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  deux  points  A[\,  Oi  et  B(2,  —  1).  Former  les 
équations  des  cercles  passant  par  A  et  It  et  tangents  à  0;/.  Montrer  que  ces  cercles  ont  une  seconde  tangente  commune 
parallèle  à  Ox,  Calculer  l'aire  commune  à  ces  deus  cercles. 

a 

9398.  —  Etudier  Ja  conchoide  de  droite     0  = h  h.     Points  d'inllt^xion . 

'  cos  I.) 

9399.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  O.r.  0,*/  et  deux  points  A  et  A'  sur  Or.  symétriques  par  rapport  au  point  0. 
A  tout  point  M  du  plan  on  fait  correspondre  le  point  M'  tel  que  la  droite  M.M'  passe  par  le  point  0  et  que  les  droites  AM  et 
A'.M'  se  coupent  sur  Oy.  .Si  .M  décrit  une  droite,  que  décrit  M'  ? 

9'iUO.  —  Trouver  le  lieu  des  angles  droits  circonscrits  à  la  courbe  déllnie  par  les  équations  paramétric|ues 
X  =  2U  'i  —  sin  •*),    y  =  2lt  cos  <?. 

9401.  —  On  donne  un  cercle,  la  tangente  en  un  point  0  de  ce  cercle.  D'un  point  M  de  cette  tangente  on  mène  I  autre 
tangente  MA  au  cercle.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et  cxinscrils  au  triangle  OMA. 

9402.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  de  ce  cenle.  Autour   du  point    A   on  fait   tourner   ini   angle   de  grandeur 
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constante    BAC  dont    les  côlés    rencontrent   le  cercle  en   B  et  C.   Trouver  le  lieu    du   cenlic  du  cercle   inscrit  dans  le 
triangle  ABC. 

94»>a.  —  Trouver  la  longueur  totale  de  la  courbe  diMiiiie  par  les  i'r[uations 

X  —  21!  cos- 1?  I  -h  cos  =.  ,  ;/  =  lî  siii  t^{l  +  cos  o   -f  lisin  'f . 

î)40i.  —  ICtudier  la  développée  de  la  chaînette. 

tl405.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  cardioide  telles  que  les  tangentes  au\  extrémités  de  ces  cordes  soient 
parallèles. 

.T 

9406.  —  Développée  de  la  combe    i/  =  n  sin  — 

(7 

9407.  —  On  donne  un  cercle  et  la  tangente  en  un  point  A.  Sur  celte  tangente  on  pinnd  deux  points  I!,  0  tris  (pie  le 
produit  AH-AC  soit  constant.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  uienées  au  corde  par  les  points  li   et  ('.. 

9408.  —  l.a  tangente  et  la  normale  en  un  point  .M  d'une  courbe  rencontrent  O.r  en  T  et  \.  Déterminer  la  courbe  de 
façon  que  l'on  ait     ON  =  aÔT. 

9409.  —  Déterminer  deux  cnuibes  telles  que  les  tangentes  en  deux  points  situés  sur  un  même  rayon  polaire  se  coupent 
ortliogonalement  sur  Taxe  polaire. 

9410.  — Onconsidèrelacourbe  (C  enveloppée  parladroite  rcosy  -t-(/sin  o  — p  =  0,  où  p  estfoncliondeo.  La  tangente 
et  la  normale  en  un  point  M  de  cette  courbe  rencontrent  Ox  aux  points   T   et  N.   Déterminer  la   fonction  p   de  lai;on  que 

ÔN.OT=a-. 

94H.  — b'uu  point  H  d'une  courbe  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  Oy,  puis  PO  perpendiculaire  sur  la  tangente  au 
point  M.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  PQ  ait  une  longueur  constante. 

941'2.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  D.  D'  et  un  point  0  équidistant  de  ces  droites.  La  tangente  en  un  point  M 
d'une  courbe  rencontie  11  et  D'  aux  points  T  et  T'.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  les  segments  MT  et  511"  soient  vus 
d'un  point  0  sous  le  même  angle. 

9413.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  segment  de  la  tangente  compris  entre  le  point  de  contact  et  un  cercle  donné 
ait  une  longueur  constante.  Examiner  le  cas  où  la  longueur  donnée  est  égale  au  rayon  du  cercle. 

ni' 
9414   —  Trouver  les  courbes  telles  ((ue  Ion  ait    s  =  — -— .     s  désignant  l'arc  et  x  l'angle  de  la  tangente  avec  Ox. 

9415.  —  Soit  f.  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe,  ,-'  le  layoïi  cle  courbure  au  point  correspon  lant  de 
la  développée;  trouver  les  courbes  poui  lesquellesona      —t+  -rr  =  '• 

9416.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  JI  d'une  courbe  rencontrent  en  T  et  N  la  perpendiculaire  menée  par  le 
pôle  0  au  rayon  vecteur  GAI.  Déterminer  la  courbe  Je  façon  que  l'aire  du  triangle  MNT  soit  constante. 

9417.  —  Trouver  les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  l'ordonnée. 

1 ,     c  étant    le    rayon  de  courbure   et    x   l'angle  de  la 

cos-  3        ' 
tangente  avec  Oj-.  Même  question  pour    z=ae"i^. 

9419.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  soit  égale  à  2,;-;/-. 

9420.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  Ox  au  point  T.  On  .joint  ce  point  à  un  point  ti\e  A  de  0.'/. 
Déterminer  la  courbe  de  façon  que    TA  =  T\l. 

9421.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point   M   d'une  courbe  rencontrent  Or  aux  points  T   et  N.   Déterminer  la 

K     ,    r                      ON 
courbe  de  façon  (|ue     =  K- 

OT 

9422.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  li\e  à  la  tangente  et  à  la  normale  en  un 
point  quelconque  soit  constant. 

9423.  —  On  considère  une  courbe  rencontrant  Ot/  au  point  A.  D'un  point  M  de  la  courbe  on  abaisse  MP  perpendiculaire 
sur  Ox.  et  on  désigne  par  x  l'abscisse  de  M  et  par  j,  celle  du  centre  de  gravité  de  l'aire   OAMP.    Déterminer  la  courbe  de 

ax 

façon  (lue    x.  = ■ 

a  +  X 

9424.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'on  ait  entre  l'ordonnée  y  et  l'arc  s  la  relation    y  =  "«  "  . 

9425.  -  Trouver  une  courbe  telle  que  la  normale  limitée  à  Ox  se  projette  sur  le  rayon  vecteur  suivant  un  segment 
constant. 

9426.  -  On  considère  une  courbe  rencontrant  Oy  au  point  A.  D'un  point  M  x,  y  de  cette  courbe  on  abaisse  MP 
perpendiculaire  sur  0.r.  Déterminer  la  courbe  de  telle  manière  que  l'aire  limitée  par  la  courbe  et  par  les  droites  AO,  OH, 

PM  soit  égale  à 

X 

[A   suivre.) 
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2209.  — Etant  donnée  une  strbphoïde  oblique  et  un  point  A  sur  cette  courbe, déterminer  géométrii|uement  : 
l"  Los  points  d'intersection  de  la  strophoïde  avec  une  sécante  quelconque  passant  par    A,   et  construire  en 

particulier  la  tangente  en  A  ; 

2"  Les  tangentes  issues  de  A  à  la  stroplioide  et  construire  la  corde  des  contacts. 

li.    BilDVAlST. 

2210.  —  On  considère  une  hyperbole  équilatère  et  un  cercle  ayant  son  centre  sur  l'hyperbole. 
1°  Démontrer  qu'il  existe  une  inlinité  de  triangles  inscrits  à  l'hyperbole  et  conjugués  au  cercle. 
2'  Les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  passent  par  un  point  lixe. 

3°  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles. 

H.  HorvAiST. 
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2100.  —  On  considère  la  courbe  di'fime  par  lea  trois  équations 

x  =  a  cil  t.  y  =^  a  sh  l,  ;  =  al, 

dans  Lesquelles  t  désigne  le  temps,  et  on  oriente  cette  courbe  dans  le  sens  du  mouoement . 

1°  Trouver  l'arc  de  elle  courbe,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  et  montrer  que  cette  courbe  est 
l'hélice  d'un  cjlindre  dont  on  construira  la  base.  Trouver  toutes  les  hélices  de  ce  cylindre. 

'i°  Trouver  l'hodographe  du  mouvement  et  le  lieu  du  point  obtenu  en  portant  à  la  siiilr  du  vecteur 
vitesse  un  vecteur  équipollent  au  vecteur  accélération. 

3"  Former  l'équalion  du  plan  osculateur  et  déterminer  l'enveloppe  de  sa  trace  sur  le  plan  des  zx.  Con- 
struire cette  courbe. 

4°  Une  courbe  variable,  qui  dépend  d'une  constante  arbitraire  c  est  donnée  paramétriquement  par  les 
deux  équations  t  =  fj,  c),  q  =  q'J,  c)  ;  indiquer  le  moyen  d'obtenir  les  courbes  orthogonales  à  celles 
de  ce  faisceau.  Appliquer  ait  faisceau  formé  dans  le  plan  des  zr  par  la  projection  de  la  courbe  donnée,  quand 
la  constante  a  varie. 

1.  Les  paramètres  de  la  tangiinto  sont 

d.T  =  a  sh  /  dl,  dtj  —  a  ch  l  dl,  dz  —  ndt  ; 

lious  avons  donc 

ds-  -  a*(sli^^-+-ch-/+  !)(/(•. 

et,  coiiinif     cil'  (  —  sli-  t  =  \,  ds^  =  ia^  cli^  /  </('-. 

ds 
l'ar  conséquent,  puisiiue  — j-  doit  âtre  positif, 

ds  =  afi^-hldl. 
Il  résulte  de  la  que 

s  =  a\'i  sh  I  +('.; 
en  prenant  pour  origine  des  arcs  le  point  qui  correspond  ii     /  —  D,     c'est-à  dire  la  position  du  mobile  à 
l'origine  des  temps,  la  constante  C  est  nulle  et  nous  avons 
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Y 


dz   _         1 
ds  \l±  cil  ( 


Les  cosinus  directeurs  de  la  langentn  sont 

_   d.v  _   llW  „  _  dy  _     1 

""  ~  ITs  ~  W  "^  ~  ds   ~  7^' 

nous  voyons  que  3   est  constant  et  égal  à  — p-J     ceci  nous  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  un 

angle  constant,  égal  à  45°,  avec  la  direction  Oy.  Cette  courbe  est  donc  une  hélice  du  cylindre  parallèle  à 
Oy  et  qui  a  pour  base  la  courbe 

.(■  =  a  ch  /,  3  =  ((/ 

Cette  base  est  une  chainette  qui  a  pour  équation    x  =  «ch  —  •     Le  paramètre  est  a,   la  base  est 
Or  et  l'axe  de  la  chainette  est  0,c. 

Toutes  les  courbes  situées  sur  ce  cylindre  ont  pour  équations  paramétriques 
X  =  a  ch  /,  )/  =  (?(<),  ;  =  al. 

Pour  que  l'une  d'elles  soit  une  hélice,  il  faut  que  l'angle  qu'elle  fait  avec  Oy  soit  constant,  c'est-à-dire  que 

II' 


^a^  sh^ /-!-(/'- -H  d- 


C" 


COSO  ; 


nous  en  déduisons 


i/'-sin^  0  =  a-  cos-  0  ch-  t, 

,       ^     ch  ( 

1/   =:  zh  a . 

tgO 

sh< 


.'/  =  ^«-f^+C. 


par  suite, 

La  constante  C  indique  que  toutes  les  courbes  qui  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  0  se 
déduisent  de  l'une  d'elles  par  des  translations  parallèles  à  Oy.  Le  signe  ±  indique  que  la  courbe 
peut  marcher  dans  le  sens  des  y  positifs  ou  dans  le  sens  des  y  négatifs.  On  peut  d'ailleurs  supprimer  le 
signe    ±    et  se  contenter  de  faire  varier  tg  0  de     — x     à     -4- x  . 

2.  Les  coordonnées  d'un  point  de  l'hodographe  sont  .r,  =  a  sh  /,  i/i  =  i  ch  /,  ;,  =  a.  C'est  donc 
une  courbe  plane  située  dans  le  pian     :,  =  a     et  sur  le  cylindre 

\l\  —  x\  =  a-  : 
c'est  une  hyperbole  équilati'Te. 

Le  lieu  obtenu  en  ajoutant  au  vecteur  vitesse  le  vecteur  accélération  a  pour  équations 
a-j  =  u(sh  t  -+- ch  t),  ijî  =  n(ch  t  -t-  sh  i),  z,  =  a; 

c'est  une  droite  du  plan     ïj  =  a     qui  se  projette  sur  le  plan  des    rf/    suivant  la  première  bissectrice  de 
l'angle  des  axes;  c'est  une  asymptote  de  l'hyperbole  précédente. 

3.  Le  plan  osculateur  a  pour  équation 
X  —  a  ch  t,  y  —  a  sh  /,  :  —  i 

sh  /  ch  (  1 

ch  l  sh  /  0 

ou     xs\it  —  y  cht  ->r  z  —  nt  —  Q.     Sa  trace  sur  le  plan  des  zx  est 

A'sh  (  +  z  —  at  =0, 
et  lenveloppede  cette  droite,  qui  s'obtient  en  dérivant  par  rapport  à  t,  a,  pour  équations  paramétriques, 


ch< 


a[l  —  thO- 
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Un  recoiinait  là  les  équations  paramétriques  d'une  tractrice,  ayant  pour  axe   O.i-,   pour  asymptote 
0:  et  pour  point  de  rebroussement  le  point     x  =  a,     :  =  0. 

Ce  résultat  était  évident:  on  sait,  en  effet,  que  le  plan  osculateur  d'une 
courbe  gauche  enveloppe  une  surface  développable  qui  est  le  lieu  des  tangentes 
à  celte  courbe;  la  droite  caractéristique  du  plan  osculateur  est  donc  la  tangente 
à  la  courbe  donnée,  hélice  du  cylindre  qui  a  pour  base  la  chaînette,  et  le  point 
de  contact  de  la  trace  de  ce  plan  osculateur  avec  son  enveloppe  est  le  point  de 
rencontre  de  la  tangente  avec  le  plan  des  zx  ;  comme  la  sous-tangente  à  l'hélice 
est  égale  à  l'abscisse  curviligne  du  point  de  l'hélice,  le  point  de  rencontre  de  la 
tangente  à  l'hélice  avec  lo  plan  des  :r  décrit  une  développante  de  chainelte  qui 
part  du  sommet  ;  on  sali  que  cette  courbe  est  la  tractrice  que  nous  avons  trouvée 
antérieuromenl. 

4.  Soient  .r  =  f[l,  e),  y  —  g{t,  c)  les  équations  paramétriques  d'une  courbe  variable  qui  dépend 
d'une  constante  arbitraire  c.  Nous  aurons  toutes  les  courbes  que  peuvent  décrire  les  points  de  cette 
courbe  variable  en  nous  donnant  une  fonction  c  de  t,  arbitraire  ;  si  la  fonction  c  est  convenablement 
choisie  nous  aurons  une  courbe  jouissant  par  rapport  à  celle  qui  est  donnée  de  telle  jiropriété  imposée  à 
l'avance  :  nous  pourrons  ainsi  avoir  l'enveloppe  ou  une  trajectoire  orthogonale.  Si  nous  voulons  une 
trajectoire  orthogonale,  nous  écrirons  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  sont  rectangulaires  ;  or  les 
paramètres  de  la  tangente  à  la  première  courbe  sont  f',,  ij',;  ceux  de  la  tangente  à  la  seconde  sont 

f'.^cf.,  <j',  +  c'g:-, 

en  écrivant  que  ces  deux  droites  sont  rectangulaires,  nous  avons 

f?  +  9?  +  <^'{nn-^d''9')  =0. 
équation  dill'érentielle  qui  donne  c  en  fonction  de  l. 
Appliquons  à  la  courbe 

X  —  a  i-h  /,  :  =  a<, 

où  a  est  une  constante  arbitraire;  nous  aurons  successivement,  pour  les  paramètres  des  deux  tangentes, 

a  sh  l,  a,  n  sh  l  -+-  n'  ch  /,  a  4-  a't, 

et,  pour  la  condition  d'orthogonalité, 

(i(fh=/+  1)4- "C  -Hsh/ch  t)  =  0, 
da  (  I  -H  sir-  l)di 


d'où 


^  0. 


a  /  +  sh  <  ch  < 

L  intégration  est  immédiale,  car  la  dérivée  de     /H-sh/ch/     est     i -+- ch'- i-f- sh- /  =  2(1 -4- sh'' /) 
nous  trouvons  donc 

L— -h- L|/-(-sh/ch<|  =  0,  ou  "  =     ,- ,   .    ,  .  • 

G        -2  V  <  -+-  sh  l  ch  t 

Celte  solution  convient  quand  /  est  positif;  si  /  est  négalil,  il  faut  prendre     '/  = 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc 

C  ch  t  C< 

X  = 


C 


sj—  l—ah  t  ch  l 


v//  -4-  sli  t  ch  /  v^/  -t- sh  /  ch  / 

qui  correspondent  à  la  branche  de  chaînette  fournie  par  les  valeurs  positives  de  t,  et 

Cch  t  ,  _  et 

~  /:^_shtclil'  '        /—  t  — lïï  rclT/" 

qui  correspondent  aux  points  de  l'autre  branche.  Si,  dans  ces  dernières  équations,  on  change   l  en    —  /, 
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on  voit  que  les  courbes  de  cette  seconde  espèce  sont  symétriques  de  celles  de  la  première  par  rapport 
à  Ox.  Ce  résultat  pouvait  êlre  prévu  a  priori. 

Nous  voyons  aussi  que  toutes  ces  courbes  sont  homothétiques  deux  à  deux  par  rapport  au  point  0, 
résultat  non  moins  évident,  puisque  les  chaînettes  variables  sont  homothétiques  deux  à  deux  par  rap- 
port au  point  0. 

A.  ROUSSEAU,  à  Fournes,  et  G.  LACH,  à  Douai. 
Bonnes  solutions  ;  MU.  Deperhois,  à  Kvreiu  ;  A.  Couktois  ;  E.  Rouge  :  L.  Simon,  ,i  Fourmies  ;  f.niixaT. 
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2103.  —  Soient  (C)  le  cercle  ayant  son  centre  en  un  point  M  variable  d'une  ellipse  (E)  et  tangent  au 
grand  axe  de  (E),  et  (D)  le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  de  (E)  comme 
diamètre.  Le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  (C)  et  (D)  se 
compose  de  deux  paraboles. 

Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axes  les  axes  de 
l'ellipse,  et  désignons  par  9  l'anomalie  excentrique  du  point  M,  qui 
parcourt  l'ellipse  et  qui  est  le  centre  du  cercle  mobile.  Soient  H  le 
pied  de  l'ordonnée,  B  et  B'  les  sommets  du  petit  axe.  Les  centres 
de  similitude  des  deux  cercles  sont  sur  la  droite  OM  et  sur  les 
droites  HH.  B'II.   La  droite  O.M  a  pour  équation 


X 

!?. 

nM.^ 

/^ 

5 

x{ 

0 

4i)a 

p  ^ 

" 

B' 

a  costp 


h  sin  ' 


la  droite  BH, 


x 


=  {. 


a  ces  G         b 

Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  9  entre  ces  deux  équations,  pour  avoir  l'un  des  lieux.  Le  calcul  se   fait 

aisément  et  donne  de  suite 

bx  .  ay  y 

— ; -,  smt?  =  -r^cos'f  =  —^ , 

a{o  —  y)  bx  b  —  y 


COStf 


et  enGn 
ou 


-^-t-!/'  =  {y  -*r. 

b^x^-{-a\iby  —  b'}  =  0, 
bx--Jra%2y—b)  =  0. 


Le  lieu  est  donc  une  parabole  ayant  pour  axe   Oy,   pour  sommet  le  point    x  =  0,     y  =  — ,     et 

passant  aux  points  A  et  A'. 

L'autre  lieu  est  la  parabole 

bx-  — a-(2)/-h6)  =  0, 

symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  Ox. 

B.  MANEN,  à  Albi  ;  H.  FROBERT,  à  Paris. 

M.  Manen  a  traité  en  outre  d'autres  cas  :  le  cas  où  le  cercle  fixe  est  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre,  et  le  cas  où  le  cercle  mobile  est  tangent  au  petit  axe. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Josenhans,  lycée  Louis-le-Grand  ;  Berlande,  à  Siiint-ClouJ  :  G.  Vancloche,  école  Lavoisier  ;  G. 
I.ACI1,  à  Dou.ii  ;  Charrosdière,  IS'  d'artillerie  à  Grenoble  ;  R.  Dufour,  école  normale  à  Nancy  ;  L.  Smov,  à  Fourmies  ;  M.  Roox, 
à  Chalon-sur-Saône  :  G.  Hcsson,  à  St-Elienne;  M.  Roi  ;  G.  Estebbn,  à  Bordeaux  ;  G.  Betieb,  à  Poitiers  ;  G.  Roy,  école  normale 
de  Varzy  ;  A.  Le  Marchand,  à  Paris  ;  L.  Troin. 
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Solution  géométrique.  —  Il  est  évident  que  les  lieux  s'obtiendront  en  prenant  les  mêmes  lieux  pour 
le  cercle  lioniograpliique  de  l'ellipse  et  en  projetant  oithogonalenienl  cette  nouvelle  ligure  sur  le  plm  di' 
l'ellipse.  Inutile  de  changer  la  li^-nre  ;  nous  supposerons  simplement    O.V  =  OD.     Nous  avons  alors 

■SP   _  J1S_  Ml!    _  JVIS^ 

Mil   "    OM  '  TilT  ~  TTs"' 

et,  en  nuiltipliaiil  inemlire  à  membre, 

SI'    _   MS  . 

ni!    "   OM  ' 

or    OB'  =  OM;     doue     SI' =  MS,     et    0S  =  SP-4-(iA.     Si  donc  nous  menons  la  tangente  au  cercle  en  li',  nou'^ 

vov'ons  que  le  lieu  de  S  est  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  0  et  pour  directrice  cette  tangente.  Le  lieu 

de  S'  s'obtient  delà  même  fnçon. 

Quand  le  point  M  passe  au-dessous  de  O.r,  le  point  S  devient  le  cenlrc  île  similitude  inverse,  et  cliacunc 
des  paraboles  contient  des  centres  de  similitude  des  deux  espèces. 

.1.  Moi  iiRF.T,  Ecole  normale  supérieure,  cl  II.  Froiikiit,  à  Taris. 


Boniii 


solutions  lie  JMl.  t,.  Tiuun  ;  A.  lioussEAi'  ;  ,1.   Ciiaizb.  à  l'aris. 
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Concours  de  1912. 


/'/(;/ s i(/)/c  cl  chimie. 

1"  ()ne  quantité  d'éleciricitc  positive  rrjale  à  lOO  utiités  èleclroslntiques  C.  G.  S.  est  uniformément 
répartie  sur  une  splière  conductrice  isolée  creuse  dmit  le  rayon  intérieur  est  de  H"''^  et  le  rayon  extérieur 
de  10"". 

()n  demande  de  représenter  par  une  courbe  les  valeurs  de  l'intensité  du  champ  créé  par  cette  sphère  aux 
différents  points  d'un  raifon  indéfini  OC,  dans  lés  deux  intervalles  suivants  : 

a)  l'entre  le  point  0  el  le  point  B'  situé  à  une  distance     10  —  '-""  du 
point  U,  £  étant  une  grandeur  positive  très  petite  ; 

b)  A  partir  du  point  B"  en  s'éloigrtanl  indéfiniment  sur  OC,  B"  étant 
situé  à  une  distance     10 -h  e     du  point  0. 

2°  On  remplace  le  système  d'unités  électrostatiques  C.  G.  .S.  par  un 
système    d'unités    électrostatiques  adoptant    comme    unités    mécaniques 
fondamentales  la  masse  du  kilogramme,  le  mètre  et  la  minute. 

Par  quels  nombres  s'.ront  représentées  dans  ce  nouveau  .<<ijstème  la  charge  de  la  sphère  creuse  et  l'inten- 
sité du  champ  en  un  point  situé  à  1  viclre  du  centre  ? 

1.  Du  point  (J  au  point  B'  le  cliaiiip  est  nul. 

iJu  point  H"  à  l'inliiii.  le  champ  est  le  même  que  si  la  charge  de  la  sphère  était  an  centre  et,  par 

conséquent,  égal  h    — r-'   x  désignant  la  distance  du  point  considéré  au  point  0.  En  B",  en  particulier, 


1 


X  =  ^^)    et  le  champ  est  égal  à  1 . 

Au  point  B,  sur  la  sphère  même,  le  champ  est  égal  à 

Ces  résultais  peuvent  être  représentés  par  un  graphique  dont  l'allure  est  évidente. 

2.   Le  rapport  —^  des  nombres  représentant   la  charge  de   la  sphère  dans  le  notiveau  et  dans  le 


î 
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premier  système  est  égal  au  rapport  inverse  -^  des  unités  de   masse  électrique.  Or  les  dimensions  de 
la  charge  électrique,  dans  un  système  électrostatique,  se  déduisent  de  la  loi  de  Coulomb     /  =  — -p    qui 


donne  d'abord     MLT"-  =  -V'     d'oii     Q  =  M  »  L  -  T" 


Donc 


Q'     / 

M' 

T-( 

.  M 

Or  on  a 
Remplaç 

uns,  il  vient 

M 
AT 

=  1000, 

</           / 

1      ^ 

\^f  '  \^ 

(1 

■(x)-i 


M'\J-/  L'\4/  T 

Y 


—  =  lot^'i 


^  =  eo. 


d'où 


(I  =  0,19  environ. 


Le  mètre  étant  l'unité  de  longueur  du  nouveau  système,   le   cliamp  à  la  distance  de   l  mètre   est 
représenté  par  le  même  nombre  0,19. 


2118.  —  Deux  sphères  conductrices  \  et  B  de  5™™  de  diamètre,  chargées  de  quantités  égales  d'électri- 
cité positive  et  pesant  1"^  chacune  sont  suspendues  dans  le  vide  à  des  fils  isolants  OA,  OB  de  poids  négli- 
geable, longs  de  2  mètres. 

Elles  prennent  deux  positions  d'équilibre  A  et  B  telles  que  la  dislance     AB  =  10'=". 

Calculer  en  unités  C.  G.  S.,  avec  une  approximation  d'une  unité  par  défaut,  la  charge  de 
chacune  de  ces  deux  sphères. 

L'accélération  de  la  pesanteur  est  de  9Sl  C.  G.  S. 

Pourcharger  les  deux  petites  sphères  A  et  B,  on  les  areliées  par  des  fils  métalliques  longs 
etfinsà  une  même  sphère  conductrice  C  dont  le  rayonestde  10'='". 

'^ (c   ) ^  Calculer  la  charge  initiale  Q  de  cette  sphère.  On  admettra 

que  les  sphères  ,\,  B,  C  sntit  suffisamment  éloignées  les  unes 
des  autres  pour  que  les  phénomènes  d'influence  électrostatique  soient  négligeables. 

Considérons  l'équilibre  de  l'une  des  sphères,  B  par  exemple,  et  soit  a  l'angle  lOB  que  fait  le  fil 
OB  avec  la  verticale.  La  résultante  da  poids  mg  de  la  sphère  considérée  et  de  la 
répulsion  /'  qu'elle  subit  de  la  part  de  l'autre  doit  avoir  la  direction  du  fil,  donc. 

/■=  mg  tgc(. 

En  unités  électrostatiques,  /"  est  éjial  à   -'— .    q  désignant  la  charge  cherchée 

et  d  la  distance  des  deux  sphères.  D'autre  part  l'angle  a  est  assez   petit  pour 

d 
qu  on  puisse  confondre  sa  tangente  avec  son  sinus  — ->    /  désignant  la  longueur 

OB.  On  aura  donc 


Introduisons  les  valeurs  numériques  : 

1x981x1000 


9810 


"'«/- 


q  =  49,.^. 


2  X  200  4 

La  charge  O  se  compose  de  la  charge  Q'  qui  est  restée  sur  la  sphère  C  et  des  charges  tq  qui  sont 

passées  sur  les  sphères  A  et  B  : 

Q=Q'  +  2î. 


.S6-2 
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Or  les  chargi'S  Q'  et  q  portent  respeclivenieiit  au  mêrne  potentiel  la  sphère  C  et  une  des  sphères 
A  ou  15  ;  les  capacités  do  ces  sphères  étant  respectivement  égales  ;\  leurs  rayons  l{  et  c,  on  a 

R  y  ' 

R 


Q' 


-?' 


-h-ijf/  =  42f/  =  208(1. 


Assez  bonnes  solutions  lie  MM.  1!.  Duroiin,  à  Nancy  et  0.  I,»cii,  ii  l).)iiiii. 
Solution  partielle  de  M.  Hi;le.  à  Laim. 


2119.  —  On  e/feclue  l'analyse  d'un  mélanijc  du  f/az  de  la  façon  suivante  : 

On  maure  d'abord  100"°'  de  ces  gaz  sur  l'eau  salée  qui  dissout  très  peu  CO-  el  sous  la  pression  atmo- 
sphérique. On  amène  cette  quanlilê  de  gaz  au  contact  d'une  solution  absorbante  avec  laquelle  un  l'agite.  On 
mesure  à  nouveau  le  volume  du  gaz  dans  les  mêmes  conditions  que  précédemment. 

On  répète  ensuite  ces  deux  dernières  opérations  sur  le  gaz  restant  en  employant  diverses  solutions 
absorbantes. 

Par  quelle  suite  d'opérations  {et  dans  quel  ordre)  absorbera-l-on  U  CO-,  V  H-S,  le  CO,  /' 0  fi/  l'ensemble 
des  deux  hydrocarbures  éthylùne  et  acétylène'.' 

Les  différentes  opérations  d'absorption  ayant  donné  entre  deux  mesures  consécutives  les  différences  de 
volume  suivantes  :  0  .•  i""^2  ;  H'S  .•  0™'S5  ;  CO' :  3'^'^^  ;  CO  .•  :^0<=""  ;  C'H- -+-C'H' ;  3<:"",  indiquer  le 
volume  de  chacun  des  gaz  contenus  dans  100  volumes  de  gaz  initial  sec  mesuré  à  0°  sous  In  pression  de 
700™'"  de  mercure. 

-l»  Pour  doser  le  CH*  et  l'H,  seuls  éléments  combustibles  subsistant  dans  le  gaz,  on  introduit  un  certain 
volume  de  gaz  ayant  subi  les  traitements  précédemment  décrits  dans  l'appareil  suivant  : 

Cet  appareil  est  constitué  par  un  tube  A  que  l'on  peut  isohr  ou  bien  mettre  en  communication  par  un 
robinet  R,  soit  avec  un  réservoir  contenant  le  gaz,  soit  avec  un  réservoir  d'oxygène  pur,  soit  avec  un  flacon  de 
potasse. 

Le  tube  A  est  relié  à  un  manomètre  à  mercure  M  et  à  un  vase  V  contenant  du  mercure  et  dont  on  peut 

faire  varier  le  niveau.  Le  tube  .\  est  pincé  dans  une  cuve  à  eau  B 

où  plonge  un  thermomètre  T.  //  contient  une  spirale  de  platine  F 

\V   qu'on  rend  incandescente  par  le  passage  d'un  courant  et  qui  assure 

c      ainsi  la  combustion  complète  des  éléments  combustibles  contenus 

d)ins  A. 

On  introduit  le  gaz  à  analyser  dans  A.   On   amène  le  mercure 
dans  A  à  un  niveau  invariable  N  ;  on  lit  la  différence  de  niveau 
MN'  =  h     entre  le  mercure  du  tube  M  au-dessus  de  N'  et  le  mer- 
cure de  A.   On   lit  également  la  pression    atmosphérique   p    et   la 
température  l  de  l'eau  de  la  cuve  R. 

On  introduit  ensuite  une  certaine  quantité d' oxygène jiur  en  excès  pour  brûler  complètement  les  éléments 
combustibles  du  gaz.  On  ramène  le  mercure  de  A  en  N  .•  on  lit  MN'  =  h',  p'  et  t'  [mêmes  significations  que 
précédemment). 

On  fait  passer  le  courant  dans  la  spirale  de  ])lnline  P.  On  ramène  le  mercure  de  A  en  N  .■  on  lit  MN' =  A", 
p"  et  t". 

On  fait  passer  tout  le  gaz  de  \  dans  un  flacon  de  pntas^e  et  après  agitation  au  contact  de  la  potasse  on 
l'introduit  à  nouveau  dans  A.   On  ramène  le  mercure  de  A  en  N  ;  on  lit     MN'  =  /('",  p"  et  t'". 
On  admet  que  le  gaz  était  saturé  de  vapeur  d'eau  nu  moment  des  diverses  mesures. 
On  demande  : 


Rdseryoïr  à  0 
Flacon  ,1,       Uésprvoi. 

dKOH  V    I  y   à  ffaz 
T 
l'H 


t 
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a)  Les  formules  donnant  les  volumes  v  et  v'  de  GH*  et  di  H  contenus  dans  100<="i'  du  gaz  introduit  dans 
l'appareil  eudiométrique,  ce  gaz  étant  sec  et  mesuré  sous  la  pression  de  760"""  de  mercure  ; 

b)  De  calculer  v  pour: 

p  =  7^0"'™,      •      p'  =  720""", 5,  p'"  =  720"i",  p'"  =  72om"',o, 

h  =  70m"i,  h'  =  aOO™"!,  h"  =  200'n'",  /;'"  =  150""", 

l  =  t'  =  t"  =1'"  =  H". 
La  tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  11°  est  de  10°"°  de  mercure  ; 

c)  l)e  calculer  l'erreur  relative  maximum  commise  sur  la  déterininalion  de  v  en  admettant  qu'on  peut 
commettre  une  erreur  maximum  de  lecture  1/4  de  mm.  sur  la  détermination  de  p  et  de  h  en  écartant  toute 
autre  cause  d'erreur. 

W"  Le  gaz  étudié  peut  contenir,  en  outre  des  éléments  dosés,  de  petites  quantités  de  sulfure  de  carbone,  ' 
d'acide  cyanhi/drique  et  d'ammoniaque. 

Comment  en  décèlera-t-on  la  présence  ainsi  que  celle  de  L'acétylène  qui  peut  se  trouver  dans  te  mélange 
acétglène-éthyléne  absorbé  dans  la  première  série  d'opérations  du  dosage  ? 

Il  suffira  d'indiquer  d'une  manière  précise  une  seule  façon  d'opérer  caractéristique  de  chaque  élément. 

Quels  phénomènes  chimiques  se  produiront  lorsque  l'on  fera  barboter  dans  l'eau  de  chaux  le  gaz  analysé 
supposé  contenir  du  sulfure  de  carbone  en  sus  des  éléments  principaux  dosés  dans  les  deux  premières  séries 
d'opérations  quantitatives  '? 

1.  Il  conviendra  d'absorber  d'abord  l'acide  sulfhydrique  par  une  dissolution  de  sulfate  de  cuivre  ;  on 
pourrait  employer  également  le  bioxyde  de  manganèse  ou  le  bioxyde  de  plomb. 

On  absorbera  ensuite  le  gaz  carbonique  parla  potasse  puis,  en  ajoutant  de  l'acide  pyrogallique, 
l'oxygène.  Après  lavage,  on  fixera  l'oxyde  de  carbone  par  une  dissolution  chlorhydrique  de  chlorure 
cuivreux. 

Enfin,  l'acétylène  et  1  éthylène  peuvent  être  absorbés  soit  par  le  brome,  soit,  plus  commodément, 
par  une  dissolution  de  permanganate  de  potassium. 

Ces  absorptions  ayant  été  mesurées,  d'après  l'énoncé,  à  pression  constante,  les  nombres  obtenus 
avec  100  centimètres  cubes  du  mélangedonneni  immédiatement  la  proportion  pour  lOOdecliaque  élément. 

2.  a)  Appelons  V  le  volume  constant,  limité  par  le  niveau  N,  auquel  on  ramène  le  gaz  de  l'appareil. 

Ramenons  à  0°,  à  760°'°'  et  à  l'état  sec  le  volume  après  chaque  opération  ;  nous  aurons,  en  désignant  par 

f,  f ,  /'",  /'"  les  tensions  maxima  successives  de  la  vapeur  d'eau  : 

1        p^h—f 

Volume  du  gaz  introduit  dans  l'appareil \ ^-7- =  U. 

'^  '^  l  -h^t         /60 

Volume  du  gaz  mêlé  d'oxygène V- ; — — •=  U'. 

"  -"^  i  -h^t'  760 

Volume  du  résidu  après  la  combustion V -■ ^-— =  U". 

'  1  -I-  ï/  /60 

Volume  du  résidu  après  l'absorption  du  gaz  carbonique   .     V- — — =  U'". 

^  ^  "^  ^  i  ^oii"  /60 

U  ,    U 

Volumes  du  méthane  et  de  l'hydroiçène  dans  le  gaz   .    .    .     v———     et     v  -r— — ■ 
■'        °  "  100  101) 

La  combustion  du  méthane  est  représentée  par  l'équation 

CH>+20^  =CO"--^2H20 

et  ijroduit  une  diminution  de  volume  double  du  volume  du  méthane,  soit  2y  77^- 

100 

La  combustion  de  l'hydrogène  est  représentée  par 

H^  -H  0  =  H^O 
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3        U 
et,  1  eau  se  condensant,  produit  une  diminution  île  volume  égale  à   — v' 


La  dimiiiiiti(jn  totale  est 

(I) 


\  2/100 


L'absorption  du  gaz  carlioni(iue  produit  une  contraction  égale  au  volume  de  cega/.,  doue 
(2)  ^"-^"'  =  "-^- 


A)  En  remplaçant,  dans  cette  dernière  équation  en  particulier,    U,  U"   et   U'"  par  leurs  expressions 
et  tenant  compte  de  l'égalité  des  températures  t,  t"  et  <"',  on  trouve 


(3) 


(p" + //'  _  f")  _  (,/"  ^  h'"  -  n  =  V  ^-^^^^  ^ 


soit,  en  introduisant  les  valeurs  numériques, 

7:20  -h  200  —  10  —  (720,.i  -h  150  —  10)  =  _iL  (720  -(-  70  — 10). 

d  "où  V  =  0,346. 

Le  calcul  de  ré(iuation  (1)  donne  de  mi"'me 

V  =  0,128. 
c]  En  dillérentiant  ré(]iiatioii  (3),  p,  h  et  v  étant  les  seules  variables,  on  a 
v(dp  -+-  dit)  -h(p-hh  —  f)dv  —  0, 
dv  dp  -+-  dh 

V  i)-^h  —  f 

Rpmi)laçons  dp  et  dh  par  les  erreurs  possibles,     ;* -1-  h  — /'    par  sa  valeur  ;  il  vient 

dv  _       1 

~       îïïëô"' 

erreur  excessivement  faible  :  mais,  dans  la  i^ratique,  il  y  aurait  à  tenir  compte  des  erreurs  possibles  sur 
toutes  les  autres  lectures. 

3.  On  peut  reconnaître  le  sulfure  de  carbone  par  la  potasse  qui,  par  agitation,  donne  naissance  h  un 
sulfocarbonate  jaune  brun.  Ce  sulfocarbonate,  après  neulialisation  delà  potasse  par  l'acide  acétique, 
donne,  avec  l'acétate  de  plomb,  un  précipité  brun  foncé , 

La  potasse  absorbe  aussi  Tacide  cyanhydrique  et  forme  un  cyanure  qui  se  convertit  en  bleu  de 
Prusse  au  contact  d'un  mélange  de  sels  ferreux  et  ferrique. 

Ues  traces  d'ammoniaque  donnent  un  précipité  caractéristique  avec  le  réactif  de  Nesslor. 

Enlin  l'acétylène  se  reconnaît  à  l'aide  du  chlorure  cuivreux  ammoniacal. 

Au  contact  de  l'eau  de  cliaux,  le  sulfure  de  carbone  se  transforme  en  un  nnMange  de  carbonate  et  de 
sulfocarbonate 


KCULK  CExNTRALE  (11)13) 


QUESTlo.NS  IMiSKES  AUX  EXAMENS  OIIAl'X 


Algèbre  et  Trigonométrie  (M.  (IiIiiaiui), 

!t:j:{:i.  —  Éluitlnr  le  système    o.r  +  liy-i-  c  =  0,    a'x  -t-  liy -t-  c'  =  0,    «"x  -1-  li'y  -+-  c"  =  0. 
!>3:{4.  —   Kt^soudre  le   système     aa; -t- fcj/ -•- es -+- d  =  0,      a'x -\- li'ij -^  c'z -\- (V  =  (\,      a".r -^  b'n 


a 

h 

c 

Montrer  r|ue  si 

u' 

II' 

e' 

a" 

b- 

e' 

Il     h 
a'    b' 


\^6    et 


(/ 

h      (l 

a' 

!>■     ,ï 

a" 

b"    ./•■ 

-h  d-  -  0. 
0,    le  système  se  réduit  à  deiu  é(|iiations. 


i 
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933.")     —  Etudier  le  système    x  +  y  +  z  ^  x,    ax  -h  by  -h  c:  ^=  'fi,    bcx  +  cay  +  abz  =  y. 

J)33t>.  —  Discuter  le  système    x  -h  aij  -+-  a'z  =  a',    x  -h  by  +  b'z  =  (;',    x  +  cy  -h  c^z  =  c'.    Peut-on  driduire  le  résultat 
des  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une  équation  algébrique  ? 

9337.  —  lîtudier  le  système    //;  —  et/  =  x,    ex  —  az  =  p,    ay  —  bx  =  y. 

9338.  —  Discuter  le  système  homogène    ax  -+-  by  -h  cz  —  0,    a'x  -H  6'//  -t-  c'z  —  0. 

9339.  —  Étudier  un  système  de  quatre  équations  linéaires  et  lioniogènes  ;i  quatre  inconnues  .r,  ;/,  :,  t. 

9340.  —  Eliminer  j  et  X  entre  les  trois  équations 

ax-  -H  fc.r  +  c  =  X,  a'x-  -+-  b'x  -i-  c'  =  /..«,  a"x'^  +  b"x  -+-  c"  =  Xt. 

934  t.  —  Etudier  les  séries 

1"  —  '  1 -1- />-  (  ^ /7i  7»' -f- 3  n  = 

u„  =  V'»  -1-1  —  ".  «n  =  — r '  "»  =  ^ 


n  n  n'  ?i* 

n  '  Lu  _      ''"  _       ''"  _   1-" 

'  '2n-hi'  "  Il  "        Il -*- \  "        3n -\- i  "         n' 

9342.  —  Limite  de  ii  "     pour  n  infini.  Etudier  la  série  dont  le  terme  général  est    u„  =  n  "  —  l. 

93i3.  —  Limite  de  im-  pour  n  inûni.  Etudier  la  série  »„  ^  H""  —  1. 
9344.  —  Etudier  les  .séries 

x"                                             x"                                   x"  nx' 

lu  =  n-x",  u„  =:  — .  a„  =  V—  1'"  —, >  ii„  =  >  u„ 


n'  -h  l  )i=  +  1  n  II  —  Il  '.in-  ■+-  4  y/^s 

_    x"\m  x"Ui  \  1  X  Y        l  /  X  Y 

""  ~  n  +i'  ""  ~   ■■in-  -h  4  '  ""  ~  T\T/   ~Ti  T/  ■ 

934r>.  —  Montrer  que  e  est  plus  pelit  que  3. 

9346.  —  Le  nombre  e  est  irrationnel. 

9347.  —  Montrer  que    c''>t-t-l. 

9348.  —  Ecrire  e  '    et  calculer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  au  troisième  terme. 

9349.  —  La  fonction     y  =  3'    augmente  en  même  temps  que  x. 

9350.  —  Démontrer  que     L  —     est  compris  entre   —    et 

m  m  m  -+-  1 

9351.  —  Trouver  par  la  règle  à  calcul  le  logarithme  vulgaire  de  c. 

9352.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

y  =  x"\  y  =  log  II,  y  =  e"-^,  !/  =  L  tg  — .  y  = 

y  —  ■^-',        y  =x'-',        y  =  x'-',        y  =  x  x  •  ii  =  x  "". 

93Ô3.  —  Formule  des  accroissements  Qnis.  Applirjuer  aux  expressions    arc  tg  b — arc  tg  o,    arc  tg  5  —  arctg4. 

9354.  —  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  Appliquer  à    y'  —  2  =  0. 

9355.  —  Différentielle  totale  de    ;  =  arc  tg  ^• 

—  1 


1  -t-x 

y  =  arc  tg  - 

■2x 

"  1  —  .r  ■ 

y  =  A 

l  —X- 

935(î.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions  suivantes  :     y  —  — <       y ,       v  = 

.r  X-         ■  .L 

ax 1 

9357.  —   Variations  de    y  =  ;    posant  a—  \  -f-x.  comparerles  valeurs  respectives  de  (t  -+-  iK   et  de  (l+ar). 

9358.  —  Variations  de 

1 

.'/  =  ):*'.  // =  M  H )      ,  y  =  {x-hlj\og[l  +  xj,  y  =  X  —  {i  +  x)L{l -h  x), 

X- 


,  ,  ,  x'-  ./Il  1  ,    i.c  -(-  2  X 

y  =  U\-^x)  —  x-{ -.  ;/=L   1-I-— ; .  )/ =  L — —- — — 

X  +  2  \  X  J        l  ^  X  X  -h2  X  -h 


.                     X'        x"        X'  mx 

y=Avctgx-x-{ 1 v  =   1 -I- a''"' —  1 7  =  Il  +  .r;'"  —  1  ■ 

3          5          T  X  ^  i 

,V  =  (1 +a-|"'(l  — mjl  — 1,  1/ =    1 -F  I)' —  1  —  ï,c           !i>0:i,           y  =  ',[  +  x)':{l  —  xx}, 

y-~^  .a>0). 
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935!».  —  On  consiilêre  la  série    w»  =  (  —  1)"  -. '    intervalle  de  convergence.  Calculer  sa  somme  à  l'intérieur  de 

rinlervalle  de  convergence.  Même  question  avec    «„=— .     m.  =  — -^^-j-j-- 

93(50.  —  Oévelop|ienicnt  en  série  de    ;/  =  sin'  x,    tl  =  cos'  x,    ij  =  ch' J,    y  —-  <■'  fos  ,r. 

93(il.    -  Développi-ment  en  série  de     il  =  I.ll  -+-  j:)  :  calcul  de  1.2.  —  Montrer  que  Ion  a     l.:i  -h  x   <  x. 

93G2    —  DéveloiM'pment  en  série  de    L —  ;    inteivalle  de  convergence.  Application  an  c^ilcul  île  1.2. 

93G3.  -  Développement   de    ll-t-x)"^';    application    au   c.tlcul  de     [^ -*- J^)  '  ■   -    Limite  suin-rieure  de  l'erreur 

commise  en  s'arrétant  au  troisième  terme. 

93r>4.  —  Déïelopp(>ment  de     v'i -H  x  :     calculer    \/^-^-^' 

9365.  —  Développer  en  série  chacune  des  fonctions  suivantes  : 

1  1  X  11  3,r  +-  2 

!'  =  -7-:-:7-         y=  c,  .  ,   ■         y 


■' 

2  - 

-  .r 

2 

—  .1 

1  — 

X  — 

■2x' 

1  -¥- 

3 

3x  "^         X  -f-  3  ■  2  —  .r         .i  —  ,(■  1  -I-  3a:  +  2x-- 

,  .         (2J  +  3) 

1  —  3x  +  2x" 


936)>.  —  llomparer  le  développement  de    y/l  +  x    et  celui  de 

1  +  ^ 

1 

9367.  —  Développement  en  série  de r- 

1  -i-x-i-  x' 

9368.  —  Développement  en  série  de    »/  =  (1  +  oxlv'l  -t-  x.     Déterminer  a  de  rai;oii  i|ue  le  terme  en  .c=  disparaisse. 

9369.  —  Développement  en  série  de     L;.t -i- v'i -+  x-  . 

î(37(».  —  Limite  de     )/  =  L  cos  .T,    (|uand  ,r  tend  vers  (I  ;  ordre  inlinitésimal  de  y. 

937  1.  —  Partie  principale  de  riiilliiimeiit  petit    e-f —     x  étant  l'infiiiinient  petit  principal. 

'  I  4-  ft.r 

ces  X  —  cos  •2x  Ig  X  —  X  i'  —  1 

9372.  —  Limite,  pour    x  =  0,    de    y  ^ >     //  ^ 


■  1  ■  cos  X  — cos  2'  L(l-+-X; 

9373.  —  Limite  de  '^2  pour  n  infini. 

/      !>1l   _(-    1       \   '•"  /  X      \     '"  ~ 

ty.i~'t    —  Limite  de     (  -^^^^ )    ■     pour  h  infini  ;  île     (  cos  —  1      >     [loiir  »  infini  ;  de    sin  j|'sr  pour    ,r  =  —  • 

\   2h  -t-  3  /  \         Il  /  2 

i_  j_  _i_ 

9375.—  Limite  pour    .r  =  0    de    (COS  x)  '  ,    (cosx    ■',    (cos.c  +  sinx    % 
_i_  J_ 

/  0.2-' -H  6.3'  \  ^  /  a  cosx -H  fe  cos  2x  \  r'  /  a  cos  .f  -f  li  4'   Y"*-'' 

\       STft       /     '  \  a  +  b    '         /      '  l  rt-4  ''         / 

937(>.  —  Racines  carrées  de    — ». 
9377.  —  Racines  cubiques  de  i.  Racines  cubiques  de  l'unité. 

1  -f-  ( 
937S.  —  liacines  cubiques  de      — -_—  ;     somme  des  puissances  trentequatricnies  des  racines. 

v'2 

9379.  —  Résoudre  l'équation    .c»  +  1  =  0. 

9380.  —  Racines  quatrièmes  de  i  ;  représentation  géométrique.  Racines  quatrièmes  de     1  -t-  i,    1  —  i. 

9381 .  —  Racines  ([ualrièmes  de       — r-  ;     représentation  géométrique  :  somme  des  racines. 

v/2 

9382.  —  Calculer    sin  x  -i-  sin  2x  +  sin  3x  -(-  ■  ■■  +  sin  nx. 

9383.  —  Résoudre  les  équations:     c;  =  I  ;    «•= -4- (•  '=  =  0  ;    e'- —  e  ■  —  i>t  :    c  -  —  c     -  =:  4i. 
938'».  —  Résoudre  l'éciuation    x'  •<-x'H-  1  =0. 

938.5.  —  Condition  pour  que  l'équation    x'  -t-;;x-+-7  =  0    admette  une  racine  double. 

9386.  —  Relations    entre   les    coefficients  et  les  racines   de   l'équation     xM- /»x» -t- 7X  +  r  =  0  ;      les  racines   étant 
x',  x',  .r  ",  fiirmer  l'équation  qui  donne    r",  x"',  x'"'. 

93S7.  —  Somme  des  carrés  et  des  cubes  des  racines  de  l'équation    x'  -(-  l  =  0. 

'.1388.  —  .Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation    x^  —  3x  —  1  =0.     Former  l'équation  aux  carrés  des  racines. 

9389.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation    .('  —  6x  4-  ),  =  0  ;     équation  aux  carrés  des  racines  ;  équation  an\ 
carrés  des  différences  des  racines  deux  à  deux. 

9390.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  ré(|iiatinn     2.r'  +  x  -+-  X  =  0  :     soient  a.  b,  c  les  racines,  trouver  une  relation 
entre    a  et  //,  indépendante  de  /.. 

9391.  —  iNombre  des  racines  réelles  de  l'équation    x'  —  3x  — 3  =  0;     valeur  approchée  de  la  racine  réelle. 
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',):!iH».  —  Nombre  des  racines  lOelles  lie  l'éiiuiition    x^  +  2a;  —  2  =  U. 
ICi'.t:?.  —  Théorème  de  Descartes  :  application  à  l'équation    x^  +  x  —  l  =  0. 

'Xiit't.  -  Nombre  des  racines  réelles  de   l'équation    .r^  —  4x -l-  1  =0;     calculer  la  plus    petite  racine  positive  parla 
méthode  îles  parties  proportionnelles. 

l)3!)ô.  — Décomposer  en  éléments  sim|des  les  fractions        '^  ~*~ ''       ,  "^  ~^ 

j'-2c-        \  ->- x'        t'--2l-        t^  —  it--hil 
OîjSyO.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 

r    '<j  r  <i-^  Ç  >ix  ç      dx  r     dx  r     dx 

J    x.l-x'-  J    x^-s'  J    x'  +  a'  J    x'-h2x-+5x'  J    x'  +  x-i'  J    2x'  +  x-:i' 

r      'Ix  r  x'dx  r       x'-dx  ç      dx  r       dx  )" 

J    3  -H  4x'  '  J    i  +  x-'  J    i^  +  x  +  i'  J    (1  +  ■•■V  '  J    (1  +  2x-;»  '  ^  /  7 


/'    dx           r  {Px+Q)dv  r  x'dx  ^  f  xMx  r  xHx          r 

J    (2x=  +  l)''  J    i2a;' +  2.r -h  3)- '  j    (4-i-x»>'  J    [\-\-x^f'  j    (i+x-f'              j' 

r  x'dx          r     xHx            c r r Y 

JlTTW  J    ix^  +  x  +  i)''  jV4-x>rfx,  J^i-x^dx,  J^i-2x^dx,  j 


-2)' 
x'dx 

{x^  -h  2; 
dx 


s/x  —  X* 


r    dx  C    xdx         r       dx  r r  r 

j  75^^^'    j  Ti^^îF'    JTTT^^vT^Tf'  j^^'^*''^'    j^^^^'dx,    J^x'-  +  x  +  idx, 

dx                   r    x'dx               r        xdx  r        xMx                  f  sinx.cosxdx           f       dx 

y/x»  +  2x  -t-'"2           _/    v'I  -*-x'          J    v'x-"^-  X  -+- 1  J    v^x»  +  j;  H-  l  '        J      v'i"^:irn'"x~'       J    x</x'  —  1 

/dx                    i"        dx                     r      x-dx  r       x'dx                  f                dx                             f 
T^'  Jt:::^'   J^^r;:^'  Jtt::^'  J  .'-'v/^-^^^'.  j^°^^^' 

rsin' ï'do,              I        sin*  i(i«,  |  sin- x.cos- xdx,              I   -i- — ,              / 

^    '              J»  J                                          J    sin  X               J 

r  dx         r  dx  r  dx         r  dx         r  dx 

J    cos'x'             ./    cos'x'  J    ig'x'           J    tg'x'            J    tg'x' 


sin'  xdx, 
r     dx 


dx 
cos  X 


cos  2x 


/cos  xdx  r  s\n  t  cos  tdt  r    sin  xdx  p  -  dx  f  dt 

l  —  sin'  X  '  I       1  +  sin'  t  /     '  +  cos'  x  '  /  x  x"'  I       a-  +  h 

J,,        a- eos' — -h  b"  sin- —  J 

Ç     dx  Ç     dx  r     dx  r     dx  '  r_ 

j    1  +  cos^  X  /    2  +  cos=  X  J    ces-  X  4-  3  '  /    1  •+-  2  cos'-  x  '  '2 

h' 


r        sin  X  dx  r dx T     sin  xdx  T  sin 

/    cos  X  +  2  sin  X  /    1  +  sin  X  cos  x  '  ]    (3  —  cosxi^  '  |    sin' 

rsin^xdx  i^     dx  1^  C  f 

-. r-'  1    -, '"  -i  dx,  j   L(l  +  x)dx,  I  x-arctgxdx, 

1  +  cos-  X  f      1  +  P'  /  »  /  o  . 


cos'  X  —  i 

X  cos  X  dx 


X  —  arc  tg  X  dx 


X  arc  Ig  ,(■         I 


9307.  —  Aire  de  l'ellipse. 

9398.  —  Evaluer  l'aire  comprise  entre  la  cissoide  et  son  asymptote. 

/ 1 X 

9399.  —  Aire  de  la  boucle  de  la  stroidioide    11  =  xA/ 

'  V    1  -I-  X 

9400.  —  Construire  la  courbe    .r  =  cos^(,    ;/=sin'«.     Aire  de  la  surface  comprise  entre  la   courbe   et  les    axes   de 
coordonnées.  Centre  de  gravité  de  l'arc. 

9401.  —  Aire    limitée    par  la     cycloide     x  =  *  — sin(,      )/  =  l— cos<,    et    l'axe  Ox.   Centre   de  gravité     de   l'aire. 
Volume  engendré  par  l'aire  en  tournant  autour  de  Ox. 

9402    —  Calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe    x' -t- ;/'  —  xi/=  0. 

9403.  —  Aire  limitée  par  la  courbe    x  =  cos  {,    s/  =  sin2(.    Centre  de  gravité  d'une  boucle. 

9404    —  Aire  de  la  cardioïde    0  ^  i  +  cos  m.     Centre  de  gravité. 

9405.  —  Aire  de  la  lemniscate.  Centre  de  gravité. 

9406.  —  Longueur  d'un  arc  de  la  parabole    y''  =  2px. 

9407.  —  Longueur  d'un  arc  de  la  courbe    y/x  -t-  v'y  =  \/u. 

9408.  —  Longueur  de  l'arc  de  la  courbe    x  =  t'  -^  <  +  1,    y  =  f. 

9409.  —  Calculer  1  arc  de  la  courbe    x  =  (=,    y  :=   i  —  tl=. 

9410.  —  Aire  de  la  boucle  formée  par  la  courbe    ,r  =  3(-,     (/ =  3t — C.    Peut-on     rectifier  cette  courbe  ?  .\ire    de 
la  surface  engendrée  par  la  courbe  en  tournant  autour  de  Ox. 

9411.  —Longueur  de  la  cycloide. 

9412.  —  Etudier  la  courbe     r  ^  cos' <,     )/  =  sin'(.     Longueur  de  l'arc 
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5)4 l:i.  —  Volume  d'une  pyramide. 
9'«I4.  —  Volume  de  la  sphère 

O'ilô.  —  Volume  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ;  son  aire. 

O'ilG.  —  Trouver  le  volume  commun  à  deux  cylindres  de  lévnlulion  île  même  riiyon,  dont   les  axes   se  rencontrent  à 
angle  droit. 

5)417.  -  Aire  d'une  surfaci'  de  révolution.   Application  à  l'aire  de  la  sphère. 

5)418.  —  .Moment  d'inertie  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  son  axe  ;    d'une  sphère  par  rapport  a  un  diamètre. 

9419.  —  Moment  d'inertie  il'un  cùne  de  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

5)420.  —  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  de  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

5)421.    -  Centre  de  gravité  du  volume  d'une  demi-sphère. 

9422.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'ime  demi-sphère. 

5)423.  —  Intégier  les  équations  suivantes  : 

V  '/ 

(1  -^-  x)y'  +  ?/  =  x,  (1  +  x-jii  —  V  —  2  :=  0,  y ^ — -  =1,  i/' '  =  1, 

1  — -r  ■         v/l+.r' 

(1  —  x-]y  -f-  xy  =;  x^,  y  sm  x  —  //  cos  x  =  cos'  x,  y  cos  x  —  iy  sin  x  =^  ces'  x,  y  sm  x  +  'iy  cos  ,/■  =  , 


\  Ati  1  k-         V  \  («)  /  ■ 

9424.  —  On  considère  l'équation     ;/■':=  2p,r -I- g J- ;     calculer  j/'.  Trouver  les  fonctions  ;/  de  la  variable  J,  qui  vériQent 

p- 
1  équation     »/    = 

y, 

(l 

9425.  —  Calculer  sin  -^  connaissant  sin  a.  Somme  des  carrés  des  racines  de  l'équation      4.r'  —  3j  -+-  fc  =  0.     Former 

une  relation  entre  les  deux  racines  .r,  et  Xi  ;  peut-on  la  trouver  directement  ? 
Il 
5)42(5.  —  Olculer  tg-;-    connaissant  tg  «.  Calculer  tg  t.5". 

9427.  —  Résoudre  l'équation    a  cos  a   cos  j;  -H  b  sin  x.  sin  x  =  \. 

9428.  —  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  racines  de  l'équation    x- +  px -^  q  =  0. 

!)425).  —  Itésnudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  ft,  c    et  l'angle    compris    \.   l'eut-on  calculer  directement  tg  li? 
Itcliitinn  entre  les  cosinus  des  trois  angles  d'un  triangle. 

5)430.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles    et  le  périmètre.  Comment   rendre   calculable  pur    logarithmes 
l'expression    sin  A  -i-  sin  B  -i-  sin  C  ? 

(.4    suiwe.) 
♦ 
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2211.  —  On  con.sidère  une  parabole  et  un  point  M  de  cette  parabole.  Un  angle  droit  dont  le  sommet  est 
en  M  pivote  aiilotir  de  ce  point  et  se.s  deux  côtés  rencontrent  la  parabole  en  deux  points  variables,  lî  et  C. 

t"  D('monlrcr  que  la  droite  HC  passe  par  un  point  fixe  P  et  trouver  le  lieu  de  ('e  point,  quand  le  point  .M 
parcourt  la  |)arabole  d<)nnée,  ainsi  que  l'enveloppe  de  MP. 

2°  Le  lieu  du  milieu  de  HC  est  une  parabole.  Trouver  l'enveloppe  de  cette  [larabole  quand  le  point  M 
parcourt  la  parabole  donnée,  ainsi  que  les  lieux  de  son  sommet  et  de  son  foyer. 

3»  Le  lieu  du  pûle  de  la  di'oilo  15C  est  une  droite.  Kineloppe  de  cette  droite,  (]uaii(l  le  point  M  varie  de  la 
façon  indiquée.  H.  Manf.n,  à  .VIbi. 

2212. —  l>'un  point  M  variable  sur  un  cercle  de  centre  U,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  un 
diamètre  fixe  .\l{  du  cercle,  .'^oil  N  le  milieu  de  OM.  Moutrerque  les  lieux  des  centres  de  gravité,  G  el  (i',  des 
deux  trianf,'les  O.VIP  et  ONP  sont  deux  ellipses. 

Démontrer  ([ue  la  médiane  issue  de  .\1  est  normale  A  l'ellipse  lieu  de  (i.  l.irn  dti  point  de  concours  des 
normales  ;i  ces  ellipses  en  (ï  et  G'.  It.  Manen,  i'i  Albi. 


ERI1ATU.M.  —  Page  288,  i»  ligne  du  n°  2189,  lire 


sin  a  cos  bJi  —  k'  sin-  6  -t-  sin  l>  cos  aJi  —  h'  sin^  a 

sm  :c  — 

~  1  — A^sMi^asin»  6 

Dernière  ligne  du  n»  218ii,  au  lieu  de    h  =  .'il"  {{'  20".     lire    h  =  «2°  10'  20". 


MR-LK-uoc.  —  iMP.  coMTB-iAcouBT  A*"  Hédaclf.ur-dérunl  :  H.  VUIBEKT. 
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Note  sur  la  question  2029. 

Penneltez-moi  de  revenir  sur  celte  question  que  j'ai  proposée  dans  la  «  Revue  »,  sous  le  n°  2029,  et  dont  la 
solulion  a  été  publiée  dans  le  numéro  de  févriei'  1912.  J'indique  (voir  page  117,  loc.  cit.)  le  moyen  de  construire 
le  point  de  contact  de  la  droite  PQ  avec  son  enveloppe. 

Depuis  que  je  vous  ai  fait  parvenir  cette  question,  j'ai  eu  connaissance  d'autres  articles  sur  le  même  sujet 
publiés  dans  le  «  Journal  de  Matliématiques  »  de  de  Longchamps;  je  crois  utile,  |)our  éviter  des  réclamations  de 
priorité,  de  rappeler  les  résultats  obtenus. 

M.  de  Longchamps  donne  la  construction  suivante  qu'il  établit  par  voie  analytique  (J.  M.  S.,  année  1886, 
p.  200)  : 

«  Soit  MT  la  langenle  ;i  la  courbe  V  en  M,  tangente  qui  coupe  Ox  en  S.  Abaissons  de  0  sur  PO  la 
perpendiculaire  qui  coupe  MP  en  R,  et  joignons  SR.  La  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  TR  coupe  PQ  au 
point  de  contact  I  de  PQ  avec  son  enveloppe.  ■> 

M.  d'Ocagne  (J.  M.  S.,  année  18S0,  p.  256)  donne  la  construction  que  j'ai  donnée  dans  la  solution  sus  visée. 
Il  indique  en  .outre  cette  propriété  intéressante  qu'il  établit  par  des  considérations  géométriques  (J.  M.  E.,  1885, 
p.  27)  : 

«  Le  point  I  divise  PQ  comme  le  point  M  divise  le  segment  de  la  tangente  correspondante  à  la  courbe  V 
compris  entre  OX  et  OY.  » 

E.  RliME,  conducteur  des  Ponts  et  Cliaussées,  à  Batna. 


iNOTE   SUR    LA  PONCTUATIOiN 
par  iM.  J.  Caron. 


Cône  à  fjmiératrke  verliculc.  —  Considérons  l'équation  x- -hrj- —  mx{z  —  h)  =  Q,  dans  laquelle 
nous  supposerons  les  quantités  m,  h  positives,  la  direction  des  a;  positifs  étant  à  droite.  Celle  équation 
représente  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (s,  s'),  x  =  0,  y  =  0,  ;  =  /(,  et  pour  directrice 
dans  le  plan  horizontal  :  =  0  la  circonférence  x- -^  y- -h  mhx  =  0  tangente  au  point  s- à  l'axe  des 
y  et  placée  à  gauche  de  Oi/. 

En  général,  le  contour  apparent  horizontal  en  projection  d'un  cône  s'obtient  en  menant  par  la 
projection  horizontale  du  sommet  des  tangentes  a.  la  projection  horizontale  de  la  directrice.  Dans  le  cas 
actuel,  les  deux  tangentes  que  l'on  obtient  généralement  se  réduisent  à  une  seule  qui  est  l'axe  des 
y,  sy,  puisque  la  projection  horizontale  du  sommet  se  trouve  sur  la  directrice.  C'est  donc  là  un  contour 
apparent  singulier  qui  demande  à  être  examiné  de  plus  près. 

Une  verticale  quelconque  ne  rencontre  la  surface  qu'en  un  seul  point  ii  distance  finie,  l'autre  étant 
toujours  à  l'iiilini  sur  l'axe  0;.   Si  donc  on  représente  le  système  formé  par  la  surface  opaque  du  cône 
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illimilée  et  par  le  plan  Lorizontal  opaque  illimité,  le  dessin  se  composera  simplement  de  la  circonférence 
de  base  tout  entière  en  trait  plein  et  de  la  tangente  si/  tout  entière  également  en  trait  plein. 

Nous  formons  ainsi  trois  régions  :  t"  à  l'intérieur  do  la  base  ;  "1"  à  l'extérieur  do  la  base  et  à  gaucbe 
de  sj/  ;  3"  à  droite  de  s'j. 

Considérons  niainteiianl  une  génératrice  (luelcotKiiii' joignant  le  sommet  (s,  .v'j  à  un  point  queli  on- 
que  {a,  a')  de  la  base,  puis  prenons  une  verticale  se  déplaçant  tout  le  long  de  cette  génératrice. 

1"  La  verticale  m  à  l'intérieur  de  la  base  coupe  le  cône  sur  {.ia,  i'a'j  en  un  point  (m,  7)(')  dont  la 
cote  est  positive  puisqu'elle  est  comprise  entie  celle  de  (a,  a')  quiesl  nulle  etcelle  du  fonimct  .v,  i'j,  h 
qui  est  positive.  Celle  même  verticale  coupe  le  plan  de  base  en  (ix,  [/)  dont  la  cote  est  nulle.  Si 
donc  le  cône  est  réduit  à  sa  surlace,  le  point  m  est  vu.  Si  maintenant  le  cône  était  solide,  le  point  ,u 
étant  à  l'intérieur  de  la  base,  la  verticale  m  se  trouverait  dans  le  solide  cône  depuis  (m,  m')  jusqu'à 
linliiii  dans  le  bas  en  passant  par  le  point  {{j-,  ij-')  et  par  suite  le  point  m  est  encore  vu  sur  le  solide  cône. 

•2°  La  verticale  n  étant  choisie  à  l'extérieur  de  la  base  et  à  gaucbe,  elle  coupe  la  surface  du  cône  en 
un  seul  point  (ii,  n')  de  cote  négative  et  le  plan  horizontal  en  (•/,  v')'do  cote  nulle  et  à  l'extérieur  de 
la  base. 

Donc  la  verticale  n  se  tiouve  à  l'intérieur  du  solide  cône  depuis  (n,  n')  jusqu'à  l'inlini  vers  le  bas. 
Ouc  le  cône  soit  solide  ou  surface,  le  point  n  est  toujours  vu  si  le  plan  horizontal  est  transparent;  mais 
il  est  ici  caché,  parce  que  nous  avons  supposé  le  plan  horizontal  opaque. 

3°  La  verticale'  p  est  à  droite  du  contour  apparent,  elle  coupe  la  surface  au  point  {p, })'),  dont  la 
cote  est  positive  puisqu'elle  est  plus  grande  que  celle  du  sommet.  Elle  coupe  ensuite  le  plan  horizontal 
au  point  (t:,  tt')  de  cote  nulle  et  à  l'extérieur  de  la  base.  Donc  cette  fois  la  verticale  p  se  trouve  dans 
le  solide  cône  depuis  [p,  p')  jusqu'à  l'infini  au-dessus.  Le  cône  étant  réduit  à  sa  surface,  le  point  (p,  p') 
sera  vu  ;  mais  si  le  cône  est  solide,  il  sera  caché,  le  solide  cône  s'élevant  dans  celte  région  jus(]u'à 
l'infini  au-dessus  du  plan  horizontal. 

La  verticale  pouvait  être  choisie  sur  s;/.  En  appliquant  à  celte  verticale  la  construction  générale, 
nous  constatons  que  le  plan  auxiliaire  mené  par  le  sommet  et  cotte  verticale  est  tangent  au  cône  suivant 
la  verticale  s.  Les  deux  points  d'intersection  sont  tous  deux  rejelés  à  l'infini.  On  doit  donc  dire  que 
le  contour  apparent  horizontal  se  compose  du  point  s  pour  l'ensenible  des  points  à  distance  finie  et  de 
la  tangente  stj  qui  correspond  aux  points  à  l'infini. 

En  résumé;  le  cône  étant  réduit  à  sa  surface  opaque  illimitée,  et  le  plan  horizontal  opaque,  à  l'inté- 
rieur de  la  base,  on  voit  la  surface  convexe  de  la  nappe  inférieure.  En  dehors  de  la  base  et  à  gauche  de 
«;/,  on  voit  le  plan  horizontal  ;  enfin,  à  droite  de  s;/,  on  voit  l'intérieur  de  la  nappe  supérieure. 

Si  le  cône  était  solide,  h  gauche  do  s;/,  ou  verrait  la  même  chose  que  précédemment,  tandis  qu'à 
droite  l'observateur  ne  verrait  rien  du  tout  parce  qu'il  serait  dans  le  solide. 

Si  l'on  ne  figurait  que  la  nappe  inférieure,  solide  ou  surface,  avec  le  plan  horizontal  opaque,  le 
contour  apparent  xij  serait  toujours  caché.  Au  contraire,  en  no  conservant  que  la  nappe  supérieure, 
solide  ou  surface,  le  contour  apparent  sy  serait  toujours  vu. 

La  discussion  précédente  montre  enfin  que  la  partie  solide  de  l'espace  placée  au-dessous  du  cône  se 
compose,  premièrement,  ii  gauche  de  sy  de  toute  la  nappe  inférieure,  deuxièmement  à  droite  d'un 
nouveau  solide  limité  par  le  plan  vertical  sy  et  placé  au-dessous  de  la  nappe  supérieure. 

Appelons  par  exemple  C  la  nappe  inférieure,  C"  la  nappe  supérieure  ;  la  surface  C  limite  deux 
objets  C]  et  C,'.  qui  réunis  constituent  l'espace  tout  entier  à  gauche  de  sy.  De  même  C  limite  les  deux 
objets  C",  C'r  (jui  réunis  constituent  l'espace  tout  entier  à  droite  de  sij.  Finalement  le  solide  au-dessous 
du  cône  est  la  réimion  de  C-  avec  C". 

RicMAnoiic.  —  Les  deux  objets  C;,  C;  n'ont  aucune  région  commune,  puisqu'ils  sont  séparés  par 
le  plan  vertical  sy  ;  ils  n'ont  qu'une  génératrice  de  contact,  et  encore,  seulement  dans  la  moitié  infé- 
rieure au-dessous  de  (s,  s'). 
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Hyp'^yboloide à  génératrices  verticales.  ^  ConsidéronsVéqnsiVion  s^-t-î/-  —  mx(z  —  h)  —  a- =  0  dans 
laquelle  nous  supposerons  toujours  m  et  /(  positifs,  la  direction  des  x  positifs  étant  encore  vers  la 
droite.  Cette  équation  représente  un  liypeiboloïde  à  une  nappe  dont  le  cùne  étudié  précédemment  est 
précisément  le  ci'ine  asymptote.  Le  plan  de  profil  x  =  0  tangent  au  cùne  asymptote  est  aussi  tangent 
à  rhyperboloïde  à  Tinfini.  Les  deux  génératrices  rontonues  dans  ce  plan  tangent  sont  les  deux  verti- 
cales    r  =  0,     y=±fl. 

Le  contour  apparent  horizontal  se  compose  des  deux  points  r  —  0,  y  =  ±a,  pour  les  points  à 
distance  finie,  et  de  la  droite  tout  entière    x  —  0,   pour  les  points  à  l'infini,  comme  pourie  cùne  asymptote. 

Une  verticale  quelconque  ne  coupe  la  surface  qu'en  un  seul  point  à  distance  finie,  ce  qui  fait  que 
celle  surface  prise  isolément  est  vue  Icut  entière  en  projection  iiorizontale.  Si  cependant  la  verticale 
considérée  était  contenue  duns  le  plan  des  i/U:,  ses  deux  points  de  rencontre  avec  la  surface  seraient 
tous  deux  à  l'inlini,   c'est  pourquoi  nous  disons  que  Oij  est  bien  un  contour  apparent. 

Lorsque  l'iiyperboloïde  est  solide,  à  gauche  de  Oy  on  voit  l'extérieur  de  la  surface,  et  à  droite  on 
ne  voit  rien  parce  que  dans  cette  région  le  solide  s'élève  jusqu'à  l'infini.  De  ce  cùté,  on  verrait  rintôrieur 
de  la  surface  si  l'hyperboloïde  était  réduit  à  sa  surface  ou  bien  solide  à  l'extérieur. 

On  se  rend  compte  immédiatement  de  ces  résultats  en  figurant  l'hyperbole  principale 

X-  —  mx{:  —  h]  —  a'-'  =  0 
dans  le  plan     y  =  0,      puis  en  choisissant  des  verlicales  dans  ce  même  plan,  en  n'oubliant  pas  que  par 
définition  le  centre  de  l'iiypcrboloïde  définit  son  intérieur. 

Le  solide  au-dessous  de  l'hyperboloïde  se  compose  ici  encore  de  deux  portions,  la  première  à  gauche 
de  0;/  à  l'intérieur  de  l'iiyperboloïdc,  la  seconde  à  droite  de  Oy  et  extérieure  à  l'hyperboloïde,  autre- 
ment dit,  c'est  la  réunion  des  deux  objets  H,',  IL. 

Ces  deux  solides  sont  limités  par  une  face  plane  dans  le  plan  des  î/L';,  dont  le  contour  est  formé 
par  les  deux  génératrices  verticales  x  =  0,  y  =  zta,  seulement  la  partie  utile  de  cette  face  est  la 
région  comprise  entre  les  génératrices  pour  le  solide  de  gauche  II,,  tandis  que  c'est  la  région  en  dehors 
des  génératrices  pour  le  solide  de  droite  H,. 

Les  deux  solides  ont  donc  en  commun  les  deux  génératrices  verticales  entières  et  qui  forment  deux 
arêtes  communes. 

flyperbotoïde  à  deux  nappes.  —  Considérons  l'équation  x^  -)-;/"  —  mr(:  —  h)  -h  a-  ^  0  qui  repré- 
sente l'hyperboloïde  conjugué  du  précédent  et  dont  le  contour  apparent  horizontal  se  réduit  à  0;/  ne 
correspondant  qu'aux  points  à  l'infini.  La  surface  est  vue  tout  entière  en  projection  horizontale.  A 
gauche  de  Oiy  on  voit  l'extérieur  de  la  nappe  inférieure,  et  à  droite  l'intérieur  de  la  nappe  supérieure. 
Lorsque  l'hyperboloïde  est  solide,  à  gauche  de  Oy,  on  voit  toujours  l'extérieur  de  la  nappe  inférieure, 
mais  à  droite  on  ne  voit  plus  rien,  l'observateur  étant  dans  le  solide. 

Enfin,  la  partie  solide  de  l'espace  placée  au-dessous  de  l'hyperboloïde  se  compose  encore  de  deux 
parties.  La  première  à  gauche  de  Oy  qui  est  le  solide  contenu  à  l'intérieur  de  la  nappe  inférieure,  la 
seconde  à  droite  de  Oy  et  extérieure  à  la  nappe  supérieure.  Ce  dernier  solide  est  le  seul  limité  par  le  plan 
vertical  Oy,  de  sorte  que  les  deux  solides  n'ont  plus  rien  de  commun,  les  génératrices  contenues  dans 
le  plan  Oy  étant  imaginaires.  Le  solide  complet  est  toujours  la  réunion  de  II,'  et  de  H". 

Paraboloide  à  génératrice,  verticale.  —  Soit  le  paraboloïde  défini  par  l'équation  zx  —  «y  =  0.  Il  est 
engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  premièrement  sur  l'axe  des  :,  deuxièmement  sur  la  perpendi- 
culaire au  deuxième  plan  bissecteur  menée  parlopoint  .t  =  a,  y  =  0,  :  =  0.  Le  second  plan  direc- 
teur est  donc  le  plan  yO:.  Son  contour  apparent  horizontal  se  réduira  au  point  0  correspondant  aux 
points  à  distance  finie  et  à  Oy  pour  les  points  à  l'infini.  La  surface,  n'étant  coupée  par  une  verticale 
qu'en  un  seul  point  à  distance  finie,  sera  vue  tout  entière  en  projection  horizontale. 
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Figurons  dans  le  plan  iIps  ry  la  circonfiTcncp  :  =  0,  .r-  +  i/-  =  2o-  et  supposons  qim  lo 
point  A     (;  =  0,   .r  =  a,   y  =  n)     de  cette  circonférence  soit  à  l'intérieur  du  paraboloïde  solide. 

Cette  circonférence  coupe  la  surface  du  paraboloïde  sur  l'axe  0;/  aux  points  m,  n  (x  —  0,  :  =  0, 
y  =  ±asli).  ?.n  ces  deux  point?,  un  mobile  se  déphiçant  sur  la  circonférence  passera  alternativement 
de  l'intérieur  à  l'extérieur  du  paraboloïde.  La  portion  de  cette  circonférence  qui  est  i\  droite  de  0;/  se 
trouve  dans  le  paraboloïde,  celle  qui  est  à  gauche  de  0//  se  trouve  en  dehors. 

Considérons  alors  la  verticale  A  ;  elle  coupe  le  paraboloïde  au  point  Bi'.r  =  ij  =  z  =  a)  de  cote 
positive  ;  elle  se  trouve  donc  dans  le  solide  paraboloïde  depuis  le  point  li  jusqu'à  l'infini  au-dessous  en 
passant  par  A,  et  par  suite  le  point  B  est  vu,  donc  toute  la  réarion  du  p-iraboloïde  qui  est  à  droite  de  0// 
est  vue  également. 

Si  au  contraire  nous  prenons  la  verticale  A\,r  =  —  a,  ;/  =  —  a),  elle  coupe  le  paraboloïde  au 
point  \\'[x  =  — a,  y  =  —n,  :  =  «)  et  la  circonférence  au  point  {z  —  0,  x  =  —a,  y  =  —  n). 
qui  est  en  dehors  du  paraboloïde.  Donc  la  verticale  A'  se  trouve  dans  le  solide  paraboloïde  depuis  le 
point  B'  Ju<;qu':i  l'inlini  au-dessus,  el  par  suite  le  |>oinl  li'  est  caché,  l'observateur  étant  dans 
le  solide. 

Rioi.vRoui;.  —  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  ipi'uii  observateur  placé  à  l'inlini  puisse  se  trouver 
tantôt  à  l'intérieur  d'un  solide,  tantôt  à  l'extérieur  du  même  solide.  Le  fait  est  général  pour  un  observa- 
teur dont  on  suppose  l'œil  sur  la  surface  d'un  solide  à  distance  finie.  Cerlains  rayons  visuels  émanés  de 
l'œil  sont  en  dehors  du  solide,  d'autres  pénètrent  dans  le  solide.  Pour  les  premières  directions  l'œil  peut 
voir  quelque  chose  ;  pour  les  autres,  ii  ne  voit  rien. 

En  résumé,  le  paraboloïde  étant  solide  en  A,  on  voit  toute  la  surface  à  droite  de  Oy,  tandis  qu'à 
gauche  le  solide  s'élève  jusqu'à  l'infini  au-dessus  du  plan  horizontal.  Ce  serait  l'inverse  si  le  paraboloïde 
était  vide  en  A. 

On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  en  disant  :  si  ;i  droite  de  0;/  on  voit  l'endroit  du  paraboloïde,  à 
pauche,  on  en  voit  l'envers.  Gela  tient  d'ailleurs  à  la  variation  de  la  normale  à  la  .-urface  tout  le  lone;  de 
la  génératrice  horizontale  OA.  Ces  normales  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  la  normale 
en  0  qui  est  horizontale,  donc  si  l'on  ne  considère  que  les  demi-normales  à  gauche  de  OA,  les  demi- 
normales  dans  la  région  OA  sont  an-dessus  du  plan  horizontal  z  =  a,  tandis  que  dans  la  région  OA', 
elles  sont  au-dessous. 

Parlons  maintenant  de  la  partie  solide  de  l'espace  placée  au-dessous  du  parabolo'ide  :  elle  se 
composera  comme  dans  les  exemples  précédents  de  deux  solides  distincts  placés  de  part  et  d'autre  de 
O.y.  Ils  sont  limités  tous  deux  au  plan  vertical  0;/.  Appelons  P;  le  solide  de  droite,  P"  sera  celui  de 
gauche.  Pour  le  premier  P|  la  partie  utile  de  la  face  0;/  est  toute  la  région  en  avant  de  l'axe  des  :,  au 
contraire  pour  le  second  P"  la  partie  utile  de  celte  face  est  la  région  en  arrière  d(^  0:;  de  telle  sorte 
que  0:  constitue  une  aréle  commune  aux  deux  solides. 

Paraboloïde  A  axn  vertical.  —  Le  contour  apparent  hoiizcuital  est  maintenant  rejeté  à  l'intini.  La 
surface  est  vue  toujours  tout  entière.  Lorsque  le  paraboloïde  est  solide,  sa  surface  est  ou  bien  tout 
entière  vue  ou  tout  entière  cachée.  Dans  ce  cas  unique,  le  solide  au-dessous  de  la  surface  du  paraboloïde 
est  identique  avec  le  paraboloïde  solide  lui-même,  soit  P,,  soit   P, . 

Ces  longs  préliminaires  étant  établis,  nous  allons  parler  maintenant  d(>  la  composition  de  l'Ecole 
polytechnique,  1912.  Commençons  par  remarquer  la  phrase  suivante  de  l'énoncé  :  c(  l»  Keprésenler  par 
ses  deux  projections  le  solide  compris  dans  la  sphère  circonsci'ite  au  tétraèdre,  au-dessus  du  plan 
horizontal  de  l'arête  CD  et  au-dessous  des  deux  paraboloïdes.  »  Il  me  semble  que  cet  énoncé  n'est  pas 
suffisamment  explicite.  L'n  point  de  l'espace  peut  en  effet  se  trouver  au-dessous  du  paraboloïde  P  et 
au-dessus  du  paraboloïde  0,  ou  bien  au-dessus  du  paraboloïde  P  et  au-dessous  du  paraboloïde  0>  o'i 
encore  au-dessous  des  deux  sinuillanément.  On  pouri-ail  donc  représenter  le  solide  sphère  au-dessous 
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de  l'un  quelconque  des  paraboloïdes  ou  bien  au-dessous  des  deux  simultanément.  Nous  nous  en  tiendrons 
à  ce  dernier  objet  qui  semble  se  rapprocher  le  plus  possible  de  l'énoncé. 

Nous  dirons  tout  de  suite  que  l'épure  qui  a  été  faite  dans  cette  revue,  bien  que  très  correcte  au  uoint 
de  vue  des  constructions,  ne  répond  pas  comme  ponctuation  à  l'énoncé  ;  en  eilet  on  a  représenté  la 
portion  du  solide  commun  à  la  sphère  et  aux  deux  paraboloïdes  au-dessus  du  plan  horizontal  CD,  en 
supposant  le  centre  de  la  sphère  à  l'intérieur  des  deux  paraboloïdes.  Un  simple  regard  jeté  sur  l'épure 

montre  qu'on  n'a  pas  tenu  compte  des  plans  des 
contours  apparents  des  paraboloïdes,  qui  sont  les 
plans  de  front  a,  b. 

Les  lignes  à  tracer,  comme  nous  l'avons  expli- 
qué, sont:  1°  l'intersection  de  S  etdu  paraboloïde 
P;  "2°  de  S  et  de  0;  8»  de  S  et  du  cylindre  verti- 
cal circonscrit  à  F  qui  est  ici  le  plan  de  front  a;  4° 
de  S  et  du  plan  de  front  6  ;  5°  de  F  et  de  Q  ;  6°  de 
H  avec  S,  F,  Q  ;  enfln  tous  les  contours  apparents 
(Ai/- 4). 

Nous  avons  ligure  aussi  les  sections  des  diffé- 
rentes surfaces  par  le  plan  de  front  o.  Cette  con- 
struction nous  permet  de  reconnaître  l'ordre  des 
points  sur  la  verticale  [j.,  dans  la  région  13.  Le  point 
le  plus  élevé  se  trouve  sur  aV  qui  appartient  au 
paraboloïde  Q.  Au-dessous  nous  trouvons  le  point 
le  plus  haut  de  la  sphère  s,,  ensuite  on  rencontre 
le  paraboloïde  P  sur  b'd',  après  le  plan  horizontal 
c'd',  et  enlin  le  point  le  plus  bas  de  la  sphère  sur  le 
contour  apparent  vertical  ;  l'ordre  des  points  dans 
la  région  13  est  donc  qs^pha.,. 

Passons  maintenant  de  la  région  13  dans  la 
région  voisine  1-2;  pour  cela  nous  traversons 
l'intersection  du  paraboloïde  q  avec  la  sphère 
dans  sa  zone  supérieure,  il  se  produira  donc  une 
inversion  dans  l'ordre  des  lettres  q  et  Si,  ce  qui 
donne  pour  la  région  12  l'ordre  s^qphs,.  De  même, 
passons  de  13  à  15  en  traversant  riiiters"Ction  de 
S  et  de  H,  il  se  produira  une  inversion  entre  les 
deux  lettres  ft,  «2,  et  nous  aurons  l'ordre  qsip^h. 
De  15  à  16  on  traverse  la  ligne  SP  ;  S  étant  dans 
la  région  vue,  on  obtient  donc  l'ordre  qps^sJi. 

Supposons  qu'on  ait  procédé  de  même  pour 
les  régions  3,  4,  3,  où  l'ordre  est  qSiS^hp.  Pas- 
sons alors  de  5  à  6,  après  avoir  traversé  le  contour 
apparent  de  P.  Le  point  p,  qui  avait  primitivement  une  cote  très  grande  négative,  a  maintenant  une  cote 
très  grande  mais  positive,  ce  qui  donne  l'ordre  pqsiS^h,  d'où  l'on  peut  déduire  l'ordre  dans  les  régions 
avoisinanles. 

Voici  d'ailleurs  le  tableau  complet  pour  une  moitié  de  l'objet,  le  résultat  étant  le  même  pour  l'autre 
moitié  en  changeant  p  en  q  et  q  en  p,  a  cause  de  la  symétrie  de  la  figure  par  rapport  à  la  verti- 
cale 0. 


Fig.  4. 
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S,qhpSi 

5 

(jx^Sthp 

11 

qSiS-iph 

13 

qs,phs2 

s,qhs.2p 

G 

pqs,.iJi 

10 

qXiS.Jip 

14 

qs,s,ph 

qs,hp.^ 

7 

qps,S,ll 

n 

S.q'^Jip 

lo 

q.<!,ps.,li 

qsjis.p 

8 

qs,px.Ji 

12 

S,qphs.2 

k; 

qps,sJi 

1 

néant 

2 

néaiil 

3 

néant 

4 

néant 

néant 

13 

ph 

néant 

14 

néant 

néant 

(5 

ps. 

p>i 

16 

s, «2 

Il  faut  maintenant  conserver  la  partie  solide  do  S  au-dessous  sininltanémenl  de  V  et  do  Q,  et  en 
même  temps  au-dessus  de  H. 

Par  exemple  dans  la  région  13,  qsiph^,  on  conserve  entre  s,  et  «2  ce  qui  est  à  droile  des  deux 
lettres  ;;  et  q  et  à  gauche  de  h,  il  reste  donc  ph.  Donc,  dans  celte  région  on  verra  le  paraboloïde  p, 
le  solide  étant  terminé  au-dessous  par  le  plan  II. 

Do  môme,  dans  la  région  Kî  qpniSih,  il  faut  conserver  entre  s,  et  s^  ce  qui  est  à  droite  de  /)  et  de 
q.  mais  à  gaucho  de  /(  ;  il  reste  donc  sisi,  cL  par  suite  dans  celle  région  on  voit  la  sphère,  le  solide 
étant  limité  au-dessous  par  la  même  sphère. 

Le  tableau  suivant  résume  l'ordre  final  : 

néant 
6  iv'o  I   10 

11 
Ph  II  12 

Le  paraboloïde  P  est  donc  vu  dans  les  régions  8.  12,  13,  15  et  le  paraboloïde  (j  dans  les  régions 
symétriques.  Quant  à  la  sphère,  elle  est  vue  dans  les  régions  6,  7,  16  ainsi  que  dans  les  régions 
symétriques. 

Le  tableau  nous  donne  en  nii'me  temps  la  ponctualion  des  dillérentes  lignes  (pii  ont  été  tracées. 
Par  exemple,  la  ligne  qui  sépare  les  régions  13  {ph),  15  (ps-i)  estl'intersoelion  de  h  et  de  s>  :  elle  est  donc 
cachée.  De  même,  la  lij;ne  qui  sépare  13  (ps-i)  de  16  (s, «2)  est  l'intersection  de  p  et  de  s,,  elle  est  donc 
vue.  Kntre  12  (ph)  et  13  Q)k)  nous  traversons  l'intersection  de  Q  et  de  S;  elle  n'oxisle  plus.  Kotre  .'i 
(néant)  et  6  {s,si),  on  traverse  le  contour  apparent  de  P  qui  sera  vu,  et  ainsi  de  suite. 

L'ombre  portée  par  (ai,  a'ù')  sur  le  paraboloïde  P  était  exacte;  on  doit  tenir  compte  de  plus  de  l'om- 
bre propre  de  la  sphère  dans  la  région  16  et  la  symétrique  de  6,  ainsi  que  de  l'ombre  du  paraboloïde  Q 
dans  la  feuille  bgm.  Le  contour  de  l'ombre  propre  de  la  sphère  ne  présente  aucune  partie  utile.  Il  est 
facile  de  reconnaître  quil  est  tangent  aux  lignes  de  front  n  et  h.  Soit  a  la  longueur  od,  le  côté  du 
carré  nbcd  vaut  a\/i;  c'est   la  plus  courte  distance  entre  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre.  Donc  o'q' 

a 
vaut — —■ 

D'ailleurs  le  plan  de  l'ombre  propre  dans  la  s])horc,  en  prenant  pour  origine  le  centre  de  la  sphère,  a 
pour  équation  x  —  1/  —  :  =  0  puisqu'il  est  perpendiculaire  sur  les  rayons  lumineux  .r  =  —  1/  =  —  :. 
Ce  plan  est  coupé  par  le  plan  de  front    a  [y  =  a)     suivant  la  droite     .v  —  ;  =  «     dont  la  distance  à 


l'origine  est  bien 


v/2 


Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  faire  la  ponctualion  do  la  |)rojeclion  verticale,  colle  ponctuation  ne 
présentant  aucune  diCliculté,  une  fois  (juc  l'on  comuiit  la  |Minctuation  en  projection  lniri/onlale  ainsi 
que  la  description  complète  de  l'objet. 


i 
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ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  {Concours   de  1912.) 
(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  conducteurs  ) 


2101.  —  I"  Exprimer,  au  moi/en  d'une  série  ordonnée  suiomit  les  ijuissances  eutiè)-es  croissantes  de  x, 
l'inlégrale  parliculiére   ij  de  l'équnlion  différentielle 

y"  =  •';/' 
telle  que  pour    x  ^=  0    on  ait     '/  ^  1     et     y'  =  0. 

2°  La  série  obtenue  représente-t-etle  cette  intégrale  particulière  pour  toute  valeur  de  x  ? 

3°  Indiquer  une  limite  de  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  au  terme  en    x^    inclus,  en  supposant  soit 
a;>0     soit     -2<.r<0. 

4°  Calculer,  an  moyen  de  cette  série,  arrêtée  au  terme  en  j;"  inclus,  les  valeurs  numériques  de  y  qui  cor- 
respondent aux  quatre  valeurs  suivantes  de  x  : 

—  2,     -1,     1     et     2, 
en  fixant  chaque  fois  une  limite  de  l'erreur  commise. 

o"  Tracer  correctement,  entre     a-  =  — 2     et     x  =  'i,     la  courbe  qui  représente  l'intégrale  particulière 
considérée,  en  prenant  A  centimètres  pour  unité  ;  amorcer  cette  courbe  au  delà  de     x  =  — 2. 

1.  Soit  la  s^i'ie 

(/  =  fl„  -f-  a,x  -t-  n jX-  -h a^x^  -+-■■■  -h a^x"  -h  ■■■, 
nous  en  tirons  successivement 

y'  =  «1  -t-  ia.^x  -h  3a.,x-  -+-•■•  +  na„x"~'  -+-■••, 
y"  =  2o2  +  2.3«3X  -I-  •■•-+-  (n  —  [)ni'i„x"  -  -h  ■■■  ; 
remplaçons,  dans  l'équation  diirérentielle  donnée,      y"  =  xy,     y    et   y"   par  ces  valeurs,  puis  écrivons 
que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres  sont  égaux  ;  nous  obtenons 
1.202  =  0,  2.3a3  =  «0.  3  404  =  0,,  4.5o5  =  a.,, 

(n  —  i)na„  =  a„_^. 
Par  hypothèse,  pour     x  =  0     on  doit  avoir     y  =  l      et     y'  =  0  ;     on  a  donc     t^  =  1,     o,  =  0, 
el  les  égalités  précéJentes  nous  montrent  que  lorsque  n  n'est  pas  divisible  par  3,  o„  est  nul.  Par  suite, 
en  conservant  seulement  les  coeflicients  «„  dont  l'indice  n  est  divisible  par  3,    on  obtient  les  égalités 
suivantes:      •2.3^;^  =  1,  3  Go,.,  =  o.,,  8.9  o,  =  Oe,  •    .  (3p  —  il^pa^p  =  a,p_3. 

On  en  tire,  en  multipliant  membre  à  membre, 

2.3.5.6.8.9...(3p-  l)3po,,  =  1,  ou  a,„  =   ,3.^  .6.8.9...(3p  -  1)3,  ' 

11  en  résulte  que  la  série  cherchée  est 


1 


2.3        2.3.5.6         2. 3. 5. G, «.9        2.3  5  6.8.9  11.12  2.3.5.6...(3/j  —  1)3p 


2.  Le  rapport  du     (p-nlf"'    terme  au  ?/"^  est — !     quand»  augmente  indéfiniment, 

{',ip  —  l)3p 

ce  rapport  a  pour  limite  zéro.  Donc  la  série  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x,  et  la 
somme  de  celte  série  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  dillérentielle  donnée  pour  toute 
valeur  de  x. 

3.  Soit  f{x)  la  somme  de  la  série  et  /V(x)  la  somme  des  quatre  premiers  termes  : 

x^  x'^  x^ 

f.,{x)  =  ^^-Yâ""*"  2.3.5.6  "*"  2.3.5.6.8.9  ' 
nous  nous  proposons  d'évaluer  une  limite  supérieure  de  l'erreur    f{x)  — fi{x). 
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Supposons  d'abord     a:  >  0  ;     la  série  psI  à  termes  positifs.    Si     p  <  4,     on  a     <$ 


11.12 


on  en  conclut  que  f{x)  —  f^(x)<u,,        H-l-       ^ 

1 

11.12 

en  supposant  bien  entendu     j;'  <  11.12. 

Si  X  est  négatif,  la  série  est  alternée.  L'erreur  est  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  terme 
négligé  et  a  le  signe  de  ce  terme.  Or  ce  terme  est  positif  ;  donc  l'erreur    f{x)  —  fs{x)     est  encore  positive 

et  l'on  a  /"(x)  —  (^{x)  ■ 


2.3.5.6.8.9.11.12 

4.  l'our     .(■  =  —  2,      nous  avons 

t-X—  ^i)  =  1  —  -^-j  -H  2  ;{  g  6  ~  2.3.5.(î.8.!t   ~      ~"ï  ^  ^  ~  4Ô3"  "~  ~"  IÔ5 

ou,  en  décimales, 

/'*(-2)  =  -  0,0172..  , 

valeur  approchée  par  défaut. 

2'-  32 

L'erreur  commise  est  moindre  que ; —  ou •    ceci  est  moindre  que  0,0024. 

^       2.3.5.6  8  9.11.12  13365  ^ 

Par  suite,  la  somme  de  la  série  est   comprise  entre     —  0,0172     et     —  0,0148  ;     cette  somme  est 


'  ^"«^'=0,838811. 


—  0,01     à 

1^0  '"•^^• 

Pour 

..  =  —1. 

A(-  1)  =  1  - 

1            1 

2.3     '    2.3.1 

2.3.5.6.8.9  12960 

L'erreur  est  moindre  que — -. „   . .    .  -  ou  que  —-—  ;    la  somme   de  la  série  est  comprise 

2  3.0.6.8.9.11.12  1 O" 

entre  0,83881 1   et  0,838812. 

Pour     .r  =  -H  1, 

L'erreur   est   moindre  que ou  que  -rwr--     La  somme  de  la  série  est 

2.3.5.6.0.9(11.12  —  I)  10 

comprise  entre  1,1722993  et   1,1722999.  Enlin  pour     x  =  4-2, 

2i- 

L'erreur  est  moindre  que      ...,.,    .,  "  . .    .  . rrr    ou  que  0,0026. 

'         2.3.5.6.8.9(11.12—2') 

La  somme  de  la  série  est  comprise  entre  2,7283  et  2,7309. 

5.  Nous  connaissons  c'iiu[  points  de  la  courbe  considérée  : 

A(x  =  —  2,     rj  =  —  0,01),  I3(x  =  —  1,     y  =  0,83881),  C(a;  =  0.     y  =  1), 

D{x=i,     ;/=:  1,172299),  E(x  =  — 2,     ;/ =  2,72)_ 

On  joindra  ces  points  par  un   trait  continu.   On  peut  remarquer  que  pour    x  =  0,     i/'  et  y"  sont 
nuls;  donc,  au  point  C  la  courbe  présente  une  inflexion,  la  tangente  étant  parallèle  à  Ox. 

l'oiir   amorcer   la  courbe  au  delii   du   i)oiiit     r  =  — 2,     on  peut  calculer  les  premiers  termes  du 
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développement  de  ;/'  : 

x-         x^  x" 

■''  ^  ~¥'^W^   I4'.0  "*"  ' 
et  on  reconnail  que  pour     x  —  — 2,     >/  a.  une  valeur  voisine    de    1,1.   La    langenle  au  point  A  est 
sensiblement  parallèle  à  la  première  bissectrice. 

11.  KHOBEllT,  à  i'aris. 
Bonne  solntion  par  M.  G.  Lach,  à  Uouai. 


2102.  DM er miner  à  i/n  centième  prés  l'intensité  riivumum  u,,  et  ta  pente  m  correspondante   que 

doit  avoir  la  vitesse  d'une  balle  élastique  pour  que,  lancée  du  point  0  et  rebondissant  successivement  en  A 
sur  une  paroi  verticale  et  en  B  sur  une  paroi  horizontale,  elle  revienne  exactement  à  son  point  de  départ,  dont 
les  distances  à  ces  parois  sont  respectivement     a  =  3",    b  =  1"'. 
On  négligera  le  diamètre  de  la  balle  cl  le  frottement. 

Si  la  paroi  verticale  n'existait  pas,  la  balle  décrirait  la  parabole  OA  jusqu'au  point  B'  où  cette 

courbe  rencontre  la  paroi  horizontale  ;  puis 
elle  rebondirait  en  décrivant  la  parabole 
B'C'O'  symétrique  de  B'ACO  par  rapport  à  la 
verticale  B'E. 

Gomme  la  paroi  verticale  AD  e.xiste,  la 
balle  décrira  les  arcs  de  parabole  AB,  BM 
qui  sont  respectivement  symétriques  par  rapport  à  AD  des  arcs  AB'  et  B'C'O'.  Pour  que  l'arc  B.M  passe 
par  le  point  0,  il  suflit  que  le  point  C  soit  symétrique  de  0  par  rapport  au  point  D  et  pour  cela 
que    l'on  ait     OC  =  6. 

On  doit  donc  avoir  00' =  6 -i- O'C  =  6 -f- OC, 

ou     (1)  20E  =  6+OC. 

Gela  posé,  prenons  pour  axes  l'horizontale  Ox  et   la  verticale  O7,  et  désignons  par  t'„  la    vitesse 
initiale  et  par  i  l'angle  de  cette  vitesse  avec  Ox.   L'équation  de  la  parabole  OGAB'     est 


y 

-0 

D 

lE                         C^ -^0' 

0 

^^^^1             ^> 

6^ 

1                   '-''''                              -^ 

li 

[b' 

y  =  X  tï  a ^ 


gx- 


tvl  cos-  a 


ou,  en  remplaçant     tg  a     par  w(. 


?-c' 


y  =  mr  —  V— (1  +  m-]. 

Cette   courbe    rencontre    la    paroi  horizontale,     g  =  — 1,     au  point  B'  dont   l'abscisse  x,  vérifie 
l'équation 


C^) 


D'autre  part,  la  jjortée  OC  est  égale  à 


2x,  =  6  -H 


mxi  — ^^r^C  -\-m-]. 
zvr. 


tfC 


et  la  relation  (  I  )  nous  donne 


33m- -+ 


vlm  -t-  33 
-I-  m-) 


g[i-^m-) 

Bemplaçons  x,  par  cette  valeur  dans  la  relation  (2),  nous  obtenons  une  équation  entre  ?»  et  i'„,  qui 
s'écrit,  ordonnée  par  rapport  à  m, 

(3)  %2m*  _  in-ivl  -I-  tvlg  —  I83-)  —  -ivlg  -t-  9g2  =  (). 

Pour  que  cette  équation  soit  vérifiée  par  des  valeurs  réelles  de  m,  il  faut  qu'on  ait 

yvl  +  2vlg  —  \Hg^Y  -t-  Siig^^vlg  —  Qg^)  >  0,  ou  vi{i>l  -  'ig){vf,  -+- 8g)  >  0. 
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On  doit  donc  avoir     vl^ig,     ce  qui  montre  que  le  miiiimuiii  de  v„  est  "ii/g.  Si  l'on  remplace  Vo 
par  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  celle-ci  se   réduit  à    (^m^— l)'-=0;     la  seule  racine  acceptable 

est      m  =  —^-     On  en  déduit     a  =  — • 


A.   ROUSSEAU,  à  Fournrs-en-Weppes. 


GEOMI'TIIIE  A.XALYTIOUE 


2105.  —  (•'"  donne  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  el  itnr  droite  AB  qui  rencontre  Ox  en  A 
el  Cl/  en  H. 

1"  Connaissant  l'équation  ponctuelle  de  In  ciiurbe  (C)  décrite  pur  le  milieu  G  de  Ali,  trouver  l'équation 
iangentielle  de  l'enveloppe  de  la  droite  AU. 

•2.°  Examiner  les  cas  où  la  courbe  (G)  est  une  droite,  un  cercle,  une  breuzcurve  d'axes  Ox,  Oi/. 

3"  Lorsque  ta  courbe  (G)  est  une  droite,  l'enveloppe  de  Alî  est  une  parabole.  Trouver,  lorsque  la  droite 
(G)  varie  en  passant  par  un  point  fixe,  le  lieu  du  foyer,  du  sommet  de  cette  parabole,  ainsi  que  l'enveloppe 
de  son  axe  el  de  sa  tangente  au  sommet. 

1.  Soit  f(x,  y,  ;)  =  0  l'écinalion  df  la  courbe  donnée.  Nous  ])rendrons  |)Our  droite  AB  la  droite 
courante  du  plan  ux  -h  vi/  +  wz  —  0  ; 

les  coordonnées  des  points  de  rencontre  avec  les  axes,  les  coordonnées  cartésiennes  des  points  A  et  B, 

sont  X  = •  y  —  ^, 

u 

ir 
et  x=0  i/=  —  — 

V 

Far  conséquent,  le  milieu  do   Alî  a  pour  «ordonnées 

iv  ic 

Ses  coordonnées  liomogénes  sont  donc 

1         L         -  — 

u  0  «' 

et,  en  exprimant  que   oe  point  est  sur  la   courljc  donnée,  nous  obtenons   l'équation   tangentielle  de 
l'enveloppe  de  AB  : 

rll.  i,    1)  =  0. 

Gette  équation,  rendue  entière,  s'écrit 

/'(('»',  iru,  — 2«u)  =  0. 
Elle   est   de  degré  2ï/j,  donc    l'enveloppe    de   la  droite  AB  est  une    courbe  de  classe  'im.  11  est 
visible  d'ailleurs  que  cette  équation  admet  m  fois  chacune  des  solutions 

H  =  0,  0  =  0, 

u  =r  0,  w  =  0, 

V  =  0,  rr  =  0, 

Par  conséquent,  la  droite  de  l'inlini,  l'axe  des  ;/  et  l'axe  des  .r  sont  des  tangentes  multiples  d'ordre  m. 

Il  est  facile  (l'expliquera  priori  tous  ces  résultats.  Considérons,  en  elfet,  un  point  A  quelconque  de 

l'axe  des  x;  si  nous  inen  )ns  une  droite  quolroniiue  i)ar  le  point  A,  le  lieu  du  milieu  de  AB  sera  une 

parallèle  à  l'axe  des  i/  :  c'est  l'hoinothétique  de  l'axe  di-s  y  par  rapport   au  point   A  dans  le  rapport 
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—  ;    cette  droite  coupe  la  courbe  donnée  en  m  points,  il  y  a  donc  m  droites  AB  et  par  suite  m  points  B 

qui  correspondent  au  point  A.  Nous  démontrerions  de  même  qu'il  y  a  m  points  A  qui  correspondent 
au  point  B.  La  correspondance  entre  les  deux  séries  A,  B  est  une  correspondance  (m,  m).  Prenons  alors 
un  point  P  quelconque  du  plan,  joignons-le  aux  points  A  et  B,  nous  aurons  deux  faisceaux 
superposés  PA  et  l'B,  qui  sont  en  correspondance  (m,  m)  ;  donc  il  y  a  2m  rayons  doubles,  c'est-à-dire 
27n  droites  AB  qui  passent  au  point  P.  Quand  le  point  A  s'éloigne  à  l'infini,  le  lieu  des  milieux  de  AB 
s'éloigne  à  l'infini  aussi  et  les  m  points  B  correspondants  sont  à  l'infini  sur  Oy  ;  la  droite  de  l'inlini  est 
donc  une  tangente  multiple  d"ordre  m.  Pour  voir  que  Go;  est  tangente  multiple  d'ordre  m,  il  suffit  de 
montrer  que,  quand  le  point  B  vient  en  0,  il  y  a  m  points  A  qui  lui  correspondent,  de  sorte  qu'il  y 
ail  7)1  dioiles  AB  placées  sur  Ox.  Soient  Ii,  I»,  ..  ,  [,„  le<  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  Oa-, 
les  m  symétriques  du  point  0  par  rapport  à  ces  points  I  sont  les  m  points  demandés. 

2.  Si  la  courbe  (G)  est  une  droite,  les  deux  séries  A  et  B  sont  homograpbiques  et  l'enveloppe  de 
la  droite  AB  est  une  conique  tangente  aux  deux  aKes  et  à  la  droite  de  l'inlini;  c'est  une  parabole. 
D'ailleurs  si  l'équation  de  la  droite  e-t 

^x  -\- py -h -iZ  —  0, 
l'équation  tangentielle  de  l'enveloppe  est 

((         y         ir 
ou  au»' -t- ^(«t» — 2Yi(y  =  0. 

C'est  bien  l'équation  tangentielle  d'une  parabole. 

On  pourrait  étudier  les  divers  cas  nui  correspondent  aux  diverses  droites  du  plan;  cela  est  facile  et 
peu  intéressant;  nous  allons  étudier  cette  parabole  dans  le  cas  général,  pour  une  droite  quelconque, 
.le  remarque  d'abord  qu'elle  est  tangente  à  la  droite  donnée;  en  effet,   si  je  fais      m  =  x,     w  =  û, 
IV  —  Y,     l'équation  est  identiquement  vérifiée.  Elle  sera  doncparfaitement 
définie  si  je  donne  ses  points  de  contact  avec  les  axes  ;  or  le  point  de 
contact  est  le  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  confondues  ;  il  suflit 
donc  de  chercher  oii  vient  le  point  A  quand  le  point  B  vient  en  0;   or 
nous  avons  vu  que  c'est  le  symétrique  du  point  0  par  rapport  à  P  ;  la 
droite  P'Q'  parallèle  à  PQ  et  homolhélique  par  rapport  à  D  dans  le  rap- 
port 2,  est  donc  la  corde  des  contacts  ;  si  je  joins  le  point  0  au  milieu  de 
P'Q',  UI  est  la  direction  de  l'axe.  Or  les  coordonnées  du  point  I  sont 

ï  „.  ''  • 


1 


par  conséquent,  la  direction  de  l'axe  a  pour  paramètres  —  et  —  i    c'est  la  droite 

<xx  =  <^y. 

D'ailleurs  tous  ces  résultats  sont  évidents  sur  l'équation  tangentielle  ;  il  suffit,  pour  le  voir,  de 
chercher  les  pôles  des  axes  et  de  la  droite  de  l'infini. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  (Cj  soit  un  cercle 

X-  H-  î/2  —  2ax:  —  'ihyz  -+-  cz-  =  0. 

Alors,  il  suffit  d'appliquer  les  raisonnements  antérieurs  pour  apercevoir  de  suite  que  l'enveloppe 
est  de  quatrième  classe,  doublement  tangente  aux  axes  et  à  la  droite  de  l'infini  ;  d'ailleurs  l'équation 
tangentielle  est  w-iu^  -+-  v'^)  -+-  iuviv{av  -+-  bu)  -+-  icuH-  —  0. 

Cette  équation  montre  qne  la  droite  de  l'infini  est  doublement  tangente  à  cette  courbe  aux  points 
cyclif|ues.  Quant  aux  points  de  contact  avec  les  axes,  on  les  trouverait  aisément  par  les  considérations 
antérieures. 
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Supposons  maintenant  que  le  cercle  passe  à  rorigine  ;  alors  c  est  nul.   L'équation  tangentielie  se 

décompose  en 

ir  =  0  et  //.'("'•'  -+-  «"■')  -H  iuv{av  -h  bu)  =  0. 

La  premii're  représente  l'origine  et  la  deuxième  représente  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 

ments.  L'ori-iine  tient  à  ce  que  les  deux  séries  A  et  B  ont  un  point  commun  ;  le  point  0  se  correspond 

à  lui-même  ;  toutes  les  droites  passant  en    0  font  partie  de  l'enveloppe  ; 

par  conséquent,  l'enveloppe  doit  se  décomposer  en  ce  point  et  une  courbe 

de  troisième  classe. 

Pour  montrer  que  cette  courbe  est  une  hypocycloide  à  trois  rebrous- 
scments,  il  suffit  de  remarquer  que     01  =  lA  =  IB. 

Par  conséquent,  la  droite  lA  s'obtient  en  menant  par  !e  point  0  une 
droite  01  et  par  le  point  I,  où  elle  coupe  le  cercle,  une  droite  lA  qui  soit 
avec  01  également  inclinée  sur  une  direction  fixe;  le  triangle  OIA  est 
isocèle. Celte  propriété  estcaractéristique  de  l'iiypocycloïdeà trois rebrous- 
sements. 
Supposons  enfin  que  le  cercle  ait  son  centre  à  l'origine  ;  l'équation  devient 

u'''(u^  -+-  U-)  —  'tR^u^v-  —  0  ; 
elle  représente  une  liypocj'cloïde  à  quatre  rebroussements,  enveloppe  d'une  droite  de   longueur  con- 
stante 9R  dont  les  extrémités  glissent  sur  les  axes. 

Nous  allons  encore  démontrer  ceci  géométriquement;   la   figure  ci- 
contre  nous  montre  immédiatement  que 

OI  =  IA  =  m; 
par  conséquent,     AB  =  201  =  2R. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  kreuzcurve 
relative  au  cercle  de  rayon  a  ;  c'est  la  courbe  d'équation 

JL    _L  -    ' 

x^        y-         rt^:" 
.\lors,  l'équation  tangentielie  de  l'enveloppe  de  la  droite  AB  est 


u-  -\-v-  =  -— -. 
4a- 

Nous  reconnaissons  l'équation  tangentielie  d'un  cercle  de  rayon   :2a 

ayant  son  centre  à  l'origine. 

Pour  apercevoir  ce  fait,  je  construis  le  cercle  de  rayon    '/    qui  a  son 

centre    au  point   0   et  je    lui   mène  une  tangente    PQ  ;    le   point  de  la 

kteuzcurve  est  le  point  I,  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  avec 

OP  et  OQ  ;  la  droite  AB  est  une  droite  qui  a  pour  milieu  le  point  I  et  qui 

^^ — ^    s'appuie  sur  les  deux  axes;  donc  c'est  une  parallèle  à  PQ.  Elle  enveloppe 

donc  un  cercle  concentrique  au  premier  et  de  rayon  -2(i. 

3.  Nous  allons  revenir  iiiaiutenant  au  cas  où  la  courbe    (C)    est  une  droite    I),   où  l'enveloppe  de  la 

droite  AB  est  une  parabole,  et  nous  allons  coiiunencer  par  rlierclier  tous  les  éléments  de  cette  parabole. 

Son  équation  tangentielie  est 

<xvii<  -t-  fitt'u  —  "i-^uv  =  0. 

Nous  avons  le  point  a  l'infini  en  cherchant  le  pôle  de  la  droite  de  l'inlini,     fù.  =  0,     c'est-à-dire 

av  -(-  pu  =  0. 

Ce  point  a  pour  coordonnées  (fi,   a,  0)  ;  la  direction  de  l'axe  est 

—  =   -L 
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La  tangente  au  sommet  est  la  direction  perpendiculaire;  elle  a  pour  équation 

^x-h  ay  -hp  =  0. 
En  écrivant  qu'elle  vérifie  l'équation  tangentielle,  on  obtient 

/J(a'-  -H  p)  =  2a?Y. 

L'équation  de  la  tangente  au  sommet  est  donc 

SaSv 
'px  H-  xy  -i^  ■  '       =  0. 

a^  -+■  p-i 

Nous  aurons  le  sommet  en  prenant  le  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à  la  parabole,  c'est-à-dire  en 
calculant  les  trois  quantités 

/:,  /•;.  a;- 

Nous  avons  ainsi  successivement  : 

X  =  f:,  =  f^tv  —  2^0  =      .,    '    \     —  2aY  - 


a2  4-  fl-2  ■ 
j/  =  /;:  =  ato-^^u  =  _^_2?y  =  _^^. 

Les  coordonnées  ponctuelles  du  sommet  sont  alors 

2Ya'  2y&3 

.T,   = ■ ,  V,   = 


Maintenant  que  nous  avons  le  sommet,  rien  n'est  plus  facile  que  d'avoir  l'axe  :  il  a  pour  direction 

a,z-  -  P;/  =  0. 

Par  conséquent,  son  équation  est 

'x(x —  a?,)  —  P(j/  —  y,)  =  0,  ajî  —  ^y  =  ocx,  —  ^y^. 

0  4  _4 

ax  —  Py  =  2-j- 


(a^+P)^ 


0(2  —  62 

ou,  en  simplifiant,  olx —  py-^-2-,—^ !-  =  0. 

a-  -f-  ^2 

Restent  à  trouver  les  coordonnées  du  foyer;  pour  cela,  nous  appliquerons  la  méthode  courante  : 
nous  exprimerons  que  la  droite  Y  —  y  =  i{X  —  .r) 

est  tangente  à  la  parabole,  et  nous  annulerons,  dans  la  condition  trouvée,  le  coefficient  de  i  et  le  ternie 
indépendant  de  )'. 

Nous  avons  ainsi  {y  —  ix){^i  —  a)  -+-  Syi  =  0 . 

Annulons  le  terme  indépendant  de  i:        p.r  —  ay  =  0, 
puis  le  terme  en  i:  a.x  -i-  ^y  -h  2^  =  0. 

La  première  équation  représente  la  perpendiculaire  à  la  droite  donnée  abaissée  du  point  0;  la 
deuxième  équation  représente  la  parallèle  à  cette  droite,  homotbétique  par  rapportai!  point  0,  et  dans 
le  rapport  2;  c'est  la  corde  des  contacts  de  la  parabole  avec  les  axes  et  nous  retrouvons  la  propriété 
connue  que  le  foyer  est  la  projection  du  point  U  sur  cette  corde. 

Les  coordonnées  du  foyer  sont 

X    _    y    J  2y  _  2aY  _  2Py 


Supposons  maintenant  que  la  droite  donnée  passe  par  un  point  fixe  (co,  yo)  ;  nous  aurons  la  relation 

«To -+- pi/o -I- Y  =  0, 
qui  donne  Y  =  —  ^r,,  —  Pj/o  ; 

en  portant  cette  valeur  de    y    dans  les  éléments  que  l'on  vient  de  calculer,  on  trouve  des  expressions 
toutes  homogènes  en   a  et  p  ;  il  n'entre  plus  dans  ces  équations  qu'un  seul  paramètre. 
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ot  noiH  avons  alors,  pour  équations  de  la  langfnlo  au  sommet  et  du  l'axe, 

Xx  -y  —  2— ——-(i/o  +  lx„)  =  0. 


.iy-:=^<^^^t^  =  o. 


«-I-À-  '■■  ■'       "X2-+-1 

Ce  sont  là  les  formes  de  la  tangente  à  une  liypocycloïde  ;i  trois  rebroussements  ;  par  conséquent, 
chacune  d'elles  enveloppe  une  telle  conrt)e.  et  il  serait  facile,  ,iu  ?=urplus,  de  le  vérilier  en  cherchant  les 
équations  tangenlielles. 

Voyons  maintenant  le  limi  du  foyer;  les  coordonnées  du  foyer  sont 

I  -H  X-^        '  -^  1  -+-  >.^ 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  d'un   cercle  dont  on  obtient  immédiatement  l'équation  carté- 
sienne en  remplaçant  X  par  —  dans  l'une  d'elles  ;  on  trouve  ainsi 
?/ 

x-^  -h  t/  —  ±Tx„  —  2)/;/,,  =  0  ; 
c'est  le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  donné  et  qui  passe  au  point  0.  Ceci  était  évident  a  priori. 
Revenons  en  effet  à  une  figure  antérieure;  nous  voyons  que,  la  droite  PQ  passant  par  un  point  lixe  A, 
la  droite  P'Q'  passe  aussi  par  un  point  fixe  \'  qui  est,  par  rapport  au  point  0,  l'homothétique  de  A 
dans  le  rapport  2.  Mais  le  foyer  F  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  P'Q';  donc  le  lieu 
de  ce  point  est  le  cercle  décrit  sur  OA'  comme  diamètre. 

Passons  enfin  au  lieu  du  sommet  ;  les  équations  paramétriques  de  ce  lieu  sont 


2X3(y„  +  >,x„) 


%o+^a:„) 


r.e  lien  est  une  courbe  formée  du  quafrièmf  degré,  que  nous  allons  construire  dans  riiyjtolhése  où 


le  point  doimé  e-t  siluo  dans  le  premier  angle  des  axes  et  où  Ton  a,  par  exemj)le,     —  =  m  <  1 

2(jn  +  X) 


Les  équations  paramétriques  s'écrivent 
_       2X3(m  +  X) 


Les  valeurs  particulières    de  X  sont  peu  nombreuses;  ce  sont     —  x,     — m,     0,     -h  oo  .      Pour 
X  =  — X  ,     X  est  égal  à  'ix^,  y  est  nu!  et  négatif,  car  sa  partie  princi- 


oale  est 


si  je  prends     0.\ 


la  courbe  part  de  \  et  passe 


au  dessous  de  l'axe  des  x  ;  m  lis  une  remarque  très  simple  me  montre 
que  Go;  est  une  tangente  d'inflexion  ;  si  je  fais  y  =  0,  l'équation  a 
une  racine  triple  inlinie  ;  la  courbe  coupe  O.i'  on  trois  points  con- 
fondus.    Pour       X  =  —m,       la    courbe    vient    passer    au   point    0; 

—  = !      la  tangente  est  une  direction  du  second  quadrant.  Pour 

.r  m^ 

X  =  0,  X  s'annule  et  ;/  devient  2.v„;  la  courbe  passe  au  point  H  tel  que  OH  =  -ly^,;  la  tangente  est 
d'inilexion  aussi,  car,  si  je  fais  x  =  0,  j'ai  trois  racines  nulles.  Puis  .<  et  y  deviennent  positifs  et 
l)oni-   r  infini,  la  courba  revii'iit  au  point  A. 

Pour  vérilier  la  forme  indiquée,  il  faut  priMidie  b's  dérivées  jiar  rapport  à  y  et  à  x,  constater  que 
chacune  d'elles  s'annule  deux  fois,  jjonr  une  valeur  négative  et  pour  une  valeur  (lositive  de  X  ;  il  faut 
vérifier  en  outre  que  ces  rarincss  s'entrecroisent  et  alors  la  forme  indiquée  sera  certaine. 

Or  les  dérivées  de  .'■  et  de  ;/  sont 


iiu-  ■+-  4X  -+-  ;iiii 


.'/ 


iXwt  +  1 


.Nous  voyon-i  d(;  suite  (|Uo  chacune  d'elles  a  un;  racine  posilive  et  une    racine  négative,   ([ue  la 
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racine  négative  de  y'  est  comprise  entre  — oo  et  — m,  celle  de  x'  entre  — m  et  0.  Il  reste  à 
vérilîpr  que  la  racine  positive  de  at'  est  plus  grande  que  celle  de  ;/,  c'est-à-dire  (lue  pour  la  racine 
positive  de  y',  x'  est  positif.  Or    y'  =  0     nous  donne 

1  —  4m'A 

A-    — ■, 

3 

et.  en  portant  cette  valeur  dans  x',  nous  avons  le  signe  de  4)-?»- -i- 1:2X -h  Rm,  qui  est  positif  pour  À 
positif.  Les  autres  vérilications  se  font  facilement. 

Bonnes  solutions  :  M.  M.  Roi  ;  E.  Rème,  à  Biitna. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  BiJriER,  a  Poitiers;  A.   Roos!.e4U,  à  Fournes-en-Weppes;  G.  Lacii,  à  Douai  ;  L.   Simon,   à 
Fouimies:  L.  Naucellk,  à  La  Châtie 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX    iSidle.) 


9427.  —  Uétenniiier  une  courbe  telte  que  l'aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  polaire  et  un  rayon  vecteur  quelconque 
soit  proportionnelle  au  produit  du  rayon  vecteur  par  la  sous-normale  polaire. 

9428.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  somme  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale  polaires  soit  constante. 

9429.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'on  ait    p  =  -; >     r  rayon  vecteur,  p  distance  du  pôle  à  la  tangente. 

943(».  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  les  axes  Or.  Oi/  aux  points  P  et  Q.  Déterminer  In  courbe 
de  façon  que  la  longueur  l*(J  soit  constante. 

9431     —  Déterminer  une  courbe  telle  ((ue  le  carré  du  rayon  de  courbure  soit  proportionnel  à  l'arc,    ?''  =  ias. 

9432.  —  Soient  M  un  point  d'une  courbe  C,  u  le  centre  de  courbure  en  M,  u'  le  centre  de  courbure  au  point  u  de 
ta  développée  de  C.  Déterminer  In  courbe  C  de  façon  que  l'angle  uMu'  soit  constant. 

9433.  —  Trouver  une  courbe  telte  qu'en  chaque  point  on  ait  ?=  -(-s'  =  a-,  p  étant  le  rayon  de  courbure  et  s  l'arc 
compté  à  partir  d'une  origine  fixe. 

9434.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires,  et  une  courbe  rencontrant  Ci/  au  point  A.  Soit  M  un  point  de  la  courbe, 
MP  l'ordonnée  de  ce  point  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  centre  de  gravité  de  l'aire  ilu  trapèze  mixtiligiie  OAMP 
ait  une  abscisse  proportionnelle  .i  l'abscisse  du  point  M. 

9435.  —  Trouver  les  courbes  dont  la  tangente  polaire  est  constante. 

943«.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  le  triangle  ayant  pour  sommets  un  point  ll.'ce  0,  un  point  M  de  la  courbe  et 
la  projection  du  point  0  sur  la  tangente  en  .M  ait  une  aire  constante. 

9437.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  longueur  de  la  normale  limitée  au  pied  et  à  (l.r  soit  égale  à  -^ .  ;r  étant 
l'abscisse  du  pied.  Construire  les  courbes  obtenues.  En  quoi  diffèrenl-elles  les  unes  des  autres  ? 

9438.  —  On  donne  une  p.iiabole  et  une  courbe  ;'").  La  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe  rencontre  la  parabole 
en  deux  points  A  et  B  ;  soit  .M'  le  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  A  et  B.  Déterminer  la  courbe  (C'  de  telle 
manière  que  le  point  SI'  décrive  un  diamètre  de  ta  parabole. 

9439.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  '.r,  ;/  soit  donnée 
par  l'expression  — —    Construire  les  courbes  obtenues. 

9440.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'aire  comprise  entre  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  .M,  la  tangente  en  ce 
point  et  les  axes  de  coordonnées  soit  constante. 

9441.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  ?  et  l'angle  a  de  la  tangente  avec  0.r  soient  liés  par  la 
relation    p  =  asina. 

9442.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  soit  divisé  en  deux  parties  égales  par  l'axe  des  ;/. 

9443.  —  Soit  T  le  point  de  rencontre  avec  0.r  de  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe.  Déterminer  la  courbe  de 

MT 
taçon  que  le  rapport  -—zr  soit  constant. 

9444.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  quelconque  déterminent  sur  O.r  un 
vecteur  dont  la  valeur  algébrique  soit  constante. 

9445.  —  Sur  la  tangente  et  la  normale  en    un  point  M  d'une  courbe  on   abaisse  de  l'origine   les   perpendiculaires  0\) 

et  OP.  La  droite  PQ  rencontre  Ox'  au  point  I.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  rapport  -^  soit  égal  a  2. 

IP 
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î)4^t>.  —  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  focales  d'une  parabole. 

9447.  —  It-ludier  les  \iirinUons  de  l'aire  du  pnrallrlngramnie  qui  a  pour  sommets  les  centres  de  courbure  aux 
exhY-mllés  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 

1>44S.  —  l.ieu  des  foyers  des  paraboles  de  grandeur  constante  tangentes  à  deux  droites  lixes.  Cas  où  les  deux  droites 
sont    perjiendiculaires. 

U\'tU.  —  Déterminer  un  point  .l'une  (ellipse  lel  (pie  le  segment  intercepté  (inr  l'ellipse  sur  la  normale  en  ce  point 
ait  une  longueur  donnée. 

0450.  —  Des  rayons  lumineux  poi  iioridlciilaires  à  l'axe  d'une  paiabole  se  réllérliisscnt  sur  cette  courbe.  Trouver 
l'envelopiie  des  rayons  réfléchis. 

9451.  — Soit  une  parabole  de  sommet  0,  et  soit  M  lui  point  variable  de  la  courbe.  Lieu  du  poini  de  rencontre  de  la 
jiarallèle  à  l'axe  menée  par  le  jioint  M  et  de  la  perpendiculaire  à  O.M  menée  par  0. 

9452.  —  Soient  0  le  sommet  d'une  parabole  et  M  un  point  variable  de  la  courbe.  Le  cercle  de  diamètre  OM  rencontre 
la  parabole  en  deux  autres  points  A  et  B.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 

9453.  —  Calculer  la  longueur  lie  la  développée  de  l'ellipse. 

9454.  —  On  donne  une  conique  et  une  droite  D.  Sur  cette  droite  on  prend  deux  points  M  et  M'  conjugués  par  rapport 
à  la  conique.  On  demande  s'il  existe  un  point  du  plan  d'où  l'on  voit  les  segments  MM'  sous  un  angle  droit. 

9455.  —  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  de  la  parabole.  Trouver  l'enveloppe  des 
polaires  des  points  du  cercle  par  rapport  n  la  parabole. 

9456.  —  D'un  point  P(a,p^  on  mène  les  normales  à  une  parabole  y"  —  2p,r  =r  0  ;  soient  y,,  iji,  yi  les  ordonnées  des 
pieds  de  ces  normales  ;  calculer  S  ^— • 

9457.  —  Par  un  point  Plxa,  .Vo)  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  — ^^  —  .^  —  1  =  0.  Ces 
parallèles  rencontrent  la  courbe  en  M  et  N.  Former  l'équation  de  la  droite  MN. 

9458.  —  Lieu  des  foyers  des  ellipses  passant  par  deux  points  A,  B  telles  que  AB  soit  l'un  des  diami' très  conjugués  égaux. 

9459.  —On  donne  la  parabole  y'^—2px  =  0.  Former  l'équation  de  la  corde  de  longueur  ikp  et  ayant  pour  pente  m. 
En  déduire  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  cordes  rectangulaires  de  longueur  2/1/). 

9460.  —  Déterminer  les  directrices  delà  conique    y'  =2  ipx  +  qx-. 

9461.  —  Trouver  le  foyer  de  la  conique    x'' —  2xy -1- y'^  —  2a:=0. 

9462.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  des  coniques  homofocales.  Cas  où  le  point 
est  sur  un  axe. 

9463.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  d'une  ellipse  symétriques  par  rapport  a  l'un  des  axes.  Par  le  point  M'  on  mène 
une  droite  D  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  M.  Trouver  l'enveloppe  de  D  quand  M  décrit  l'ellipse. 

9464.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  parles  troissommets  d'un  triangle  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

9465.  — Trouver  l'enveloppe  des  droites  formant  avec  deux  droites  données  un  triangle  d'aiie  constante. 

9466.  —  On  donne  une  ellipse  x  :=  a  cos  Ç,  y  =  '*  sin  tp.  On  pose  t  =  e  "?.  Quelle  relation  doit-il  exister  entre 
les  (  de  quatre  points  pour  que  ces  points  soient  sur  im  cercle. 

9467.  —  On  considère  la  parabole  y"  —  4o.r  =  0,  et  on  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  touchant  cette  para- 
bole et  passant  par  le  foyer. 

9468  —  On  donne  une  conique,  un  point  fixe  A  sur  cette  conique  et  un  cercle  variable  tangent  en  A  h  la  conique. 
Trouver  le  lieu  des  jioints  de  rencontre  des  tangentes  communes  il  la  conique  et  au  cercle. 

9469.  —  On  donne  une  parnbole  et  deux  points  M  et  M'  de  cettecourbe  symétriques  par  rapport  à  l'axe  ;  par  ces  points 
onmènedesparallèlesqui  rencontri'nt  laparabole  en  A  et  A'.  Trouver  renvclopi)ede  W  (|uanil  lidireçtion  ilesparallèles  varie. 

9470.  —  Lieu  des  pôles  des  normales  à   l'hyperbole 1=0. 

9471.  —  l'ar  un  point  fixe  A  d'une  parabole  on  mène  deux  droites  variables  symétriques  jiar  rapport  à  la  normale  en 
A.  Ces  droites  rencontrent  la  courbe  en  B  et  C.  Trouver  l'enveloppe  de  Bi;. 

4u"a 

9472.  —  On  considère  les  coniques    x-  -f-  .c//  —  )/'  —  2ax  —  iiXv  =  n.    Trouver  le    diamètre   conjugué  île  la 

a'  —/'•'■        • 
tangente  !\  l'origine.  Knveloppe  des  axes  non  transverses. 

9473.  —  Former  l'équation  de  la  parabole  rencontrant  nue  hyperbole  équilatère  en  cpiatre  points  confondus  en  un 
point  donné  de  l'hyperbole. 

9474.  —  Lieu  du  milieu  de  la  corde  commune  il  une  ellipse  et  a  son  cercle  osculateur. 

9475.  —  Former  l'équation  de  la  parabole  en  coordonnées  polaires,  en  prenant  le  foyer  pour  pôle  et  l'axe  comme  axe 
polaire,  hirmer  l'équation  du  lieu  de  l'extrémité  de  la  sous-normale  jiolaire. 

9'«76.  —  On  donne  une  conique  et  un  point  M  dans  son  plan  ;  par  le  point  M  on  mène  les  tangentes  MP,  MQ  k  lit 
conique,  puis  [lar  les  points  M.  P.  y,  on  fait  passer  un  cercle  qui  rencontre  laconique  en  deux  autres  points  B  et  S.  Montrer 
que  les  tangentes  k  la  conique  aux  points  li  et  S  se  coupent  sur  le  cercle. 

9477.  —  Une  parabole  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  foyer.  Lien  des  points  île  i-onl.icl  des  tangentes 
parallèles  aune  direction  donnée. 

.r'         //* 

9478.  —  On  donne  une  ellipse      --;-+--.-= 1  =  0    et   les  droites    x—àzd.     Une  tangente  variable  à  l'ellipse  ren- 

a'         b'  "  r 
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contre  les  droites  en  A  et  B.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  les  points  A  et  B. 

9479  —  Par  un  point  A  fixe  situé  sur  le  grand  axe  d'une  ellipse  on  mène  une  corde  variable  rencontrant  l'ellipse  en 
M  et  M'.  Trouver  l'enveloppe  du  cercle  de  diamètre  MM'. 

9480.  —   Trouver   l'enveloppe    des    roides    de    l'ellipse      -T'^'r- 1  =  1'    dont    les   milieux    sonl    sur    l'ellipse 

X'        y'        i 
— -  -•-  -T7 r  =  '*•     Ne  pourrait-on  se  servir  de  ce  que  l'ellipse  est  projection  d'un  cercle  ? 

9481 .  —  On  donne  une  ellipse  et  on  dem;inde  de  déterminer  le  r.iyon  li'un  cercle  concentrique  de  façon  que  les  deux 
courbes  se  coupent  suivant  l'angle  maximum. 

9482.  —  Trouver  la  surface  de  l'ellipse  définie  par  les  équations  paiiuuétriques    .r  =: ,     ii  = 

i-h -21  -h  ôt-       ■  i-h2t-h3P 

Délerminer  le  centre  de  cette  courbe. 

9483.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  un  sommet  donné  et  qui  passent  par  un  point  donné. 

9484.  —  On  considère  une  conique  à  centre  et  un  point  P.  Du  point  1'  on  mène  une  perpendiculaire  h  un  diamètre 
quelconque,  et  on  prend  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  et  du  diamètre  conjugué.  Lieu  de  ce  point.  Solution 
géométrique.   En  quels  points  le  lieu  coupe-t-il  la  conique? 

9485.  —  Construire  une  parabole  connaissant  la  direction  de  l'axe,  un  point  et  le  cercle  osculateur  en  ce  point. 
Combien  a-t-on  donné  de  conditions  '.'  Former  l'équation  de  celte  parabole. 

1-2  II' 

9486.  —  Condition  pour  que  la  droite    ux -h  vy  +  w  =  0    soit  tangente  à  l'ellipse h 1=0      En  déduire 

a-         b- 
le  lieu  des  points  d'oij  l'on  peut   mener  deux   tanj;entes   perpendiculaii-e.s    a   une    ellipse.    Solution   géométrique.    Même 
question  pour  l'hyperbole. 

9487.  —  Déterminer  les  foyers  de  laconique  — — h -^  ^  1 .  Quelles  sont  les  diverses  méthodes  que  l'on  peut 
employer  '? 

9488.  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  un  point  M  de  cette  ellipse.  Former  l'équation  do  l'hyperbole 
équilatère  ayant  au  point  M  un  contact  du  troisième  ordre  avec  l'ellipse.  Lieu  du  centre  de  cette  hyperbole  quand  le  point 
M  décrit  l'ellipse. 

9489.  —  Lieu  des  projections  du  centre  d'une  ellipse  sur  les  tangentes    Même  question  pour  l'hyperbole. 

(A   auiore.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2213.  —  On  considère  dans  un  plan  deux  cercles,  A  et  B,  et  deux  droites,  D  et  A  ;  on  demandi'  de  déter- 
miner un  point  S  tel  qu'en  faisant  tourner  les  deux  cercles  d'un  angle  donné  a  autour  du  point  S.  les  deux 
cercles  dans  leurs  nouvelles  positions,  A'  et  B',  soient  tangents,  l'un,  A',  à  la  droite  U,  l'autre.  B',  a  la 
droite  A. 

Lieu  de  S  quand  a  varie.  Donner  une  détinition  géométrique  simple  de  ce  lieu. 

J.  MouRRET,  élève  de  l'Iicole  normale  supérieure. 

2214.  —  La  normale  en  M  à  une  courbe  C  rencontre  l'axe  Ux  en  un  point  N,  et  sur  la  tangente  en  M  on 
porte  MP  =  MN.  Déterminer  la  courlie  C  de  façon  que  le  lien  de  P  soit  une  droite  donnée  A.  Examiner 
le  cas  où  l'angle  de  Ox  avec  A  est  égal  à  45°. 

J.  MouRRET,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 
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2108.  —  Déterminer  et  discuter  les  trajectoires  orthogonales  d'un  s>/stème  de  trisectrices  de  Maclaiirin 

x{x^  -H  ly^)  =  a(3x-  —  i/) 
oîi  a  est  le  paramétre  variable. 
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Dérivons  par  rapport  à  x  IVqiuition  donnée 

x[x^  -+-  y-)  =  a{dx^  —  y^)  ; 
nous  obtenons  3a-"'  -hif  -h  2xi/?/  —  a{(ix  —  -2')y'). 

Kliminons  a  entre  ces  deux  équations  ;  nous  formons  l'équiition  dillérenlielle  des  Irisectrices, 

x(x-  -+-  y-)         _     -ix^  —  y- 


.'î.r^  -h  y^  -+-  'ixi/y'  tja;  —  2;/iy' 


1 


d'où  nous  déduisons  celle  des  trajectoires  orthoi,'onales  en  remplaçant  y'  par -■      Nous  obtenons 

ainsi,  après  un  calcul  facile, 

y'Of  -h Gx^y-  —  3a.-')  -I-  8v^y  =  0. 

C'est  une  équation  houiogèno  (|u'on  intègre  en  posant    y  =  ix  ;     l'équation  transformée  est 

dx  l'  4-6(2-3      , 

1 —  dt  =  0, 

X         t{i^  -+- 1)«'  -t-  5) 

dx         'i.tdt  3  dl        1     îlldt 


L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 

xU'^-\-\) 

-T '—  =  a, 

t  «  (<2h-5)T 

ou,  en  élevant  à  la  cinquième  puissance  et  en  remplaçant  /  par  — - 

[x^  +  T/2)5  —  ahj'iy-  -+-  5x2)  =  q 

On  voit  ainsi    que  les  Irajectoires  orthogonale'^  sont  des   courbes  du  dixième  degré,  symétriques 
par  rapport  à  Oy . 

Pour  les  construiri'.  on  peut  passer  aux  coordonnées  polaires  ;  l'équalinn  devient  alois 

p^  =  rt»  sin-'  (o(o  —  4  sin"  <o) . 

On  oblipudra  toute  la  courbe  en  faisant  varier    m    de    0    à     -^  t    et  en  prenant  le  symétri(iiie  delà 

branche  obtenue  par  rapport  il    Oi/.    p   varie  dans  le  même  sens  que    p"  ;    on  a  aisément  les  variations 
suivantes 


/ 


.^M 


\ 


p  a  un  maxnuum  pour     <■>  —  — • 

On   prut   remarquer    que    ri>rdonné('      i/=psin<o      va    toujours    en    croissant    (juand    w    croit 

de  0  a  ^■ 
2 

C.  S.,  à  Château-Thierry. 
Bonnes  solutions  île  MM.  Oaston  Béiieu,  20°  d'artillerio.  .i  l'oitiers;  G.  I-acii,  à  Uouai  ;  L,  Simon,  à  Kourmies. 
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2104.  —  Soit  MM'  une  droile  joignant  les  extrémités   de  deux  drmi-diamèlvp.s  conjugués  M,  M'  d'une 
ellipse  et  F  l'un  des  foyers  de  l'ellipse.  Trouver  et  construire  les  courbes  ■ 
1°  Lien  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  FAIM'; 
2"  Lieu  de  l'orthocenti'e  du  mèmif  triangle. 

1.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au   triangle  FMM'.   —   L'équation   de   l'ellipse  étant 

b-x-  -+-  a^y^  =  a'^b^, 
les  coordonnées  de  M  et  M'  sont 

M(a  cos  cp,  ésinç),  M'( — o  sin  9,  6  cos  o). 

Les   médiatrices  des  cotés  FM  et  FM'  du  triangle  FMM'   ont  pour 
équations 

2u  —  6  sin  o  = — r r^x  —  (a  cos  o  +  c)l , 

ôsino 

(fï  sin  tp-)-c)  , ,         ,  .V, 

2;/  —  b  cos  a  =  r — [±v  —  (c  —  a  sin  o)], 

0  cos  0 

ou  2x(a  cos  o  —  c)  -t-  'iby  sin  9  =  a-  cos^  o  -+-  b^  si  n-  9  —  c^, 

'2x[a  sin  9  H-  c)  —  'iby  cos  9  =  c-  —  n-  sin-  9  —  6-  cos-  0 . 

Il  faut  éliminer  9  entre  ces  deux  équations. 

Fn  les  ajoutant  et  retranchant,  on  obtient 

2nx(cos  9+ sin  9) —  2èj/(cos  9  —  sin  9)  =  c^  cos  29, 

2ax{cos  9  —  sin  9)  -H  2èy(cos  9  -4-  sin  o)  =  ',ib''  —  a^  -(-  4c  r , 

En  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  équations  dans  cliaqne  membre,  et  de  même  leur  produit, 

on  obtient 

(1)  8{a^x-  +  bhf)  —  c*cos^29-H(4fa;+36'— a2)2, 

et      (2)  A{a^x^  —  b^y^)  cos  29  -+-  8abxy  sin2o  =  c%  'icx  -h  3b'  —  a-)  cos  29. 

Cette  dernière  équation  donne 

cHAcx  -+-  3^2  _  flS)  _  i(a'-x'  —  b-y--') 


to2c 


Il  en  résulte 


C0S-'  29  : 


Sabxy 
16a-6-j;-(/- 


[c^Acx  -h  U^  —  a'-)  —  4(a-x^  —  6-1/^)]-  -f-  Gia^Kv^y'- 
et,  en  portant  celte  valeur  dans    (1),    on   a   l'équation   du   lieu  du   centre  du   cercle  circonscrit  au 
triangle  FMM' 
[8(aV-H6'')/2)_(4cx  +  362-a2)2jj[4(a2a;2— 6-1/2)  — c2(4cx-l-3Ai— a2)]2-i-64a'''62j;2îj--j  —  iGc'-a'b-xh/  =  0. 

C'est  une  courbe  du  6"  degré  symétriqu'^  par  rapport  à  Ox. 
Les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont 

128(n%--  -4-  b-'y'-f[x-\'^2b^  —  n-)  +  b'Y]- 
La  courbe  sera  donc  fermée  si     a<^  b^"i. 


Si     a  >  btj-l,     la  courbe  aura  deux  asymptotes  de  directions 


^/a2  —  26-^ 


Les  équations  de  ces  asymptotes  sont 

y  =  ±  l  [2(a=  -  26^)0;  -+-  c(362  -  a-)\. 

Les  asymptotes  passeront  par  le  centre  de  l'ellipse  si     a  =  6^/3. 


388  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


l']n   faisant     1/  =  0      dans   l'équation    du    limi,    on   aura   les   abscisses  des   poinis   d'intersection 

avec  0.r  : 

[Ha'-x'-  —  (icx  +  [W  —  a-yjia'-x''  —  c-(icx  -+-  .'5//-  -  a^jja  =  0, 

ou  (2axv/ï  —  icx  H-  a2  —  3A-)(2axv/â  +  icx  -+-  '.W  -  a^)[4(i^x»  —  ic^x  —  c\U^  —  n"")]^  =  0. 

On  a  donc  les  deux  points  d'absoisses 

_      a'  —  W-  _      a^— 36^ 

^'  ~  2(ic  -  a\/ï)  '  ^'  ^   2(2c  +  av/2)' 

et  les  deux  points  doubles  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de  réi|uation 

ia^x^  -  4c'x  -  c2(3ô2  _  a^)  =  0. 
Ce  sont 


c'  ■+-  bc)/a^-+-  6^  c'  —  bd/a'-hb' 

x-,  =  '  .r,  =  ■ 

Pour     X  =;  0,     on  a,  pour  les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  la  sextique  avec  Oy, 

[Sb-'i/i  —  (362  _  a^j2^[ilj2y2  ^  c'(W  —  a^)]^  =  0. 
Les  points  d'intersection  ont  donc  pour  ordonnées 

_   36^  — o'  _        (3(!/2  —  «-)  _    c^/a^^ZlJp  _        c/a^  —  U^ 

^'  ~      2b^     '  ^'^  ^b7ï~'  ^'  ~  26         '  ^'-  ~  26 

Les  deux  derniers  sont  des  points  doubles. 
Ces  quatre  points  se  réunissent  au  centre  de  l'ellipse  lorsque     a  =3  b\/3. 

2.  Lieu  de  rorthocenLre  du  triangle  FMM'.  —  Les  équations  des  hauteurs  issues  de  M  et  M'  sont 

,    .  ,   (asino-+-c)  ,  ,  .       ,  ((-■— acoso) 

y  —  b  sin  o  =1  (a-  —  a  cos  u) — .         1/  —  6  cos  o  =  (x  -H  a  sia  &  ) ; — -. '—  • 

■  6  cos  o  '  6  sin  y 

En  les  résolvant  par  rapport  à  x  et  y,  on  obtient 

_    c  sin  9  cos  ç  L2a  +  c  (sin  <p — cos<p)] 


a  -h  c  (sin  <p  —  cos  f) 

c  (cos  9  ^-  sin  ç)  c(l  —  sin  o  cos  ç)  —  a  (cos  o  —  sin  ç)] 
«  +  c  (sin  t?  —  cos  9) 
ac  (cos  o  -h  sin  o)[c(l  —  sin  o  cos  y)  —  a  (cos  9  —  sin  ç)] 
6[a-|-c(sin9  —  cos  9)] 

Il  en  résulte 

y  a(cos  9  H-  sin  9) 

x  —  c         6(cos9 — sin  9) 
qui  est  l'oquation  de  la  hauteur  issue  de  V. 

(In  voit  ainsi  que  le  lieu  de  l'orthocentre  est  une  courbe  unicursale  du  fi*  ordre. 
Cherchons  son  équation  cartésienne.  On  déduit  de  la  dernière  équation 

by  —  a{x  —  c) 


tg? 


by  -ha{x  —  c) 


by  —  alx  —  c)  bu -\- a(x — c) 

sin  o  =  ^         ^  '        ,  cos  o  —  ^         ^  ' 


</i[b^y'  -+-a\x  —  cy]  '         v/2[6«i/»  -i-  a^x  —  c)»] 

Ces  valeurs,  portées  dans  l'équation  de  la  première  hauteur, 

ex  —  c-  sin  9  cos  9  ^  {by  ■+-  ac)  cos  9  —  ax  sin  9, 
donnent,  tous  calculs  faits, 

2|  aHx  —  cy  H-  6',i/''](a^x'  -+-  621/^  _  a^c-)'  =  c\bhf'{ix  —  c) -+-  a\x  —  cy{±c  -+-  c)]K 
Telle  est  l'équation  de  la  courbe  du  (1"  degré. 
Les  termes  du  fi"  degré  étant 

2(a^x«  ■+■  b'y'y[(U-'  —  a^)x^  -+-  hhf\, 
il  en  résulte  que  la  courbe  sera  fermée  si     a  <  bs/i,     cl  aura  des  branclu's  inliuies  si     a  >  6/2. 


Il 
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Pour     1/  =  0,     on  a 

{x  —  cY[^a-[x  +  cf  —  c\^x  H-  c)2]  =  0. 

La  courbe  passe  donc  par  le  foyer  F(c,  0)  qui  est  un  point  quadruple.  Les  deux  autres  points  situés 
sur  Ox  ont  pour  abscisses 

dz  a<Jt{x  -I-  c)  =  c(ix  -H  c), 
_   c{a\li—c)  _        c{a\II+c) 

'*'  ~    le  —  a\l^  '  '  '  ~         2c  -I-  av/2 

Pour     .r  =0,     on  a 

(Ij-y-  —  a^c-)''[''2{h-ij-  +  a-c"-)  —  c*  ;  =  0. 

L'axe  Oi/  rencontre  donc  la  courbe  aux  deux  points  doubles  ayant  pour  ordonnées 

(ic  ne 

I^es  deux  autres  points  de  rencontre  sont  imaginaires  et  ont  pour  ordonnées 


Lorsque     a  >>  6/2,    les  deux  asymptotes  de  la  courbe  ont  pour  équations 

\ 

y  —  ± —  \(a^-^<îl,i  x  —  e]. 


E.-N.  BAlilSIEN. 


ÉCOLR  CENTRALE  (1913) 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  [^Suite.) 


Géométrie  analytique  et  Mécanique   (M.   .Iabi.oxski). 
GéomHrie  analytique  à  deucr  dimetisions. 


0431 .  —  Construire  la  longueur    x  —  \la.°  +  \JâF+  b'. 

9432.  —  Mener  du  point    x  =  2,    t/  =  3    la  perpendiculaire  à  la  droite    2x  -+-  4,y  —  5  =  0. 

9433.  —  Mener  au  cercle    .r-  ^-  if-  — R-  ^  0    une  tangente  de  coerfic.ient  angulaire  m. 

1 

9434.  —  Construire  les  courbfs     v  =  2x  -t-  S  ^^  v'  —  x'  '^'ix+  \  ,    y  =  x"-  ±  ——-■ 

\/x 
2j;'  -i-.r' t 

9435.  —  Asymptotes  de  la  courbe    y  =:: 

9436.  —  Construire  les  courbes  suivantes  : 

1  l  +  \ 


_      i      ^ 1_ 

sin  u>        cos  t 


9437.  —  Concavité  et  convexité  en  coordonnées  polaires.  Cas  d'une  courbe  passant  par  le  pôle. 

9438 .  —  Construire  les  coiu-bes    x^  +  y-  —  xy  +  x  -\-  y  =:  0,    x'-  +  2y-  —  xy  +2x  —  )/  =  0 . 

9439.  —  l'oints  doubles  d'une  courbe  algébrique.  Exemple  :    x'' —  y' -h xy  +  x  —  )/ =  0. 

9440.  —  Recherche  des  asymptotes.  Exemples:    x' —  y' -h  xy  +  x  —  y  =  0,    x^y  —  y-x -*- x^  +  y- —  x 
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9iil.  —  Rtyon  île  courbure  de  la  parabole     //=  —  2p.r  =  0,     en  un  point  donné. 

,    ,            .                 •£■■  -+- 1 
1)442.  —  Rayon  de  courbure  pour    x  —  fl    de  lu  courbe    ;/  = 

Oi43.  —  Hayon  de  courbure  de  la  courbe    x   =nl— cosçi,     //  —  (i(^  -  sin -ii     pour  une  valeur  donnée  de  'J 

9444.  —  Knveloppe  des  droites    y  —  ),.r  —  cy/i  -t-  "'••  ^  0. 

9445.  —    Knveloppe    de   la    droite    '/jc  +  \i.y — 1=^0,    sachant    (|ue    /=— ii==(i-.     r.onstruire    cette     enveloppe  ; 
déterminer  li'S  paramètres  X  et  jjl  pour  que  les  tangentes  à  cette  enveloppe  passent  par  un  [loint  donné. 

X         >/ 

9446.  —  lînveloppe  de  la  droite '■ 1  =0,    sachant  que    /.u.  =  a-. 

9447.  —  Développée  delà  parabole;  de  l'ellipse. 

9448.  —  Réduction  de  l'équation    j?'-  +  ii/'  —xy  —1=0. 

9449.  —  Réduction  de  l'équation    x"  +  i)i/-  —  fi.r(/  -i-  3r  =  0. 

9450.  —  Axe  de  la  conique    x-  -h  4i/-  -t-  ixy  +  3x  —  2i/  =  0. 

9451 .  —  A\e  de  la  parabole    x-  +  2.ri/  +y'  —  x  -hy  —  1=0 

9452.  —  Sommet  de  la  parabole    y-  -h  ix-  —  iry  -f-  .r  —  ?/  =  0. 

9453.  —  Diamètres  dans  les  coniques.  Condition  pour  que  la  droite    tix  +  ri/  -+-«•=  0    soit  un  diamètre. 

9454.  —  Foyers  de  l'hyperbole    xy  —  a'  =  0,     les  axes  étant  rectangulaires. 

9455.  —  Démontrer  que  dans  une  ellipse,  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  const-intc 

945t>.  —  Trouver  les  coefficients  angulaires  des  tîingentes  ([ue  l'on  peut  mener  d'un  point  h  une  coniiiue.   Tangentes 
menées  du  point    x  =  i,    y  =  2    à  la  conique    2a-  +  iy-  —  xy  +  2r—  y  =  0. 

9457.  —  Lieu  des  points  d'où  on  peut  mener  à  une  ellipse  des  tangentes  rectangulaires. 

9458  —  Mener  d'un  point  Xn,  î/o  'les  tangentes  à  la  courbe  d'équation  x-  +  2i/-  —  a^  =  0 

9459  —  Lieu  de  la  projection  du  foyer  sur  les  tangentes  dans  la  parabole. 

.(-         //- 
9460.  —  .Mener  par  un  point  .r„,  ;/o  des  normales  a  ,  —  '.; 1  ~  0. 

9461. —  Mener  à  la  jiaraliole    //'    -ipx  =  0    une  normale  de  direction  donnée  m. 

9462.  —  Mener  par  un  point  des  norm.iles  à  l'hyperbole    xy  —  a'  =  0    (axes  rectangulaires). 

9  463.  —  Intersection  de  deux  coniques  ;  cas  où  elles  ont  deux  directions  asymptotiques  communes. 

9464.  —  Equation  générale  des  coniques  passant  par  quatre  points  donnés. 

(ir'oiiiêlrie  aiHib/li/jiic  n  trois  rlhxcnxions. 

9405.  —  .Mener,  p.irun  point,  un  plan  parallèle  à  deux  droites  données. 

9466.  —  (Condition  pour  que  deux  droites  soient  dans  un  même  plan, 

9407.  —  Angle  de  deux  droites  passant  par  l'origine    et  de  coefflcients  directeurs      1,  2,  —1)  ;     \—\.  3,  2). 

9468.  -  Distance  du  point      —1,3,-2      à  la  droite  2i;  — 3i/  +  2  =  0,  .c  +  y  —  2:  —  1  =  0. 

9469.  —  Distance  de  la  droite    ,r  —  2i/  -f-  c  —  1  =  0,    2j;  +  1/  -  :  =  0     à  l'axe  des  x. 

9470.  —  Centre  et  rayon  de  la  section  de  la  sphère    x-  H-  .y*  -l-  ;=  —  3a'  -h  2i/  —  1  =  il    par  le  plan    .r  -(-  2,1/  —  ;  =  0. 

9471.  —  Intersection  de    j:"- +;/=-(-  i^  —  1  =  0    avec    .r'-l- )/*-(:'  + 4.r  — 3;/  =  0.     Centre  et  rayon  de  la  section. 

9472.  —  Mener  par  la  droite    x  =  :-t-  ft,     i/  =  :  +  u.     un  plan  tangent  à  la  sphère    x-  -i- ;/- -t-  :'  —  a'  =  0. 

9473.  —  Rayon  de  courbure  d'une  hélice. 

9.'474.  —  Equation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point    ,r  =  I,  //  =  2,  :  =  I     et  pour  directrice  la  courbe  délinie  par 
les  équations  :    ./'  -4-  i/-  —  :'  —  1  =;  0,    .t  h-  (/+  :  —  3  =  0 

9475.  —  Equation  d',1 11  cône  de  révolution  dont  on  ilonne  le  sonimel,  l'axe  et  l'angle  au  sommet. 

9476.  —  Equation  d'un  cylindre  de  révolution  dont  on  donne  l'axe  et  le  rayon. 

9477.  —  Surface  engendrée  par  la  droite    .r  =  a.    y  =  wi:,    en  tournant  autour  île  (>:. 

9478.  —  Equation  de  la  surface  engendrée  p;ir  um',  droite  qui  s'appuie  sur  trois  droites  fixes  parallèles  à  un  même  plan. 

9479.  —  .Surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuii'  sur  deux  droites  données  et  reste  parallèle  à  un  plan  donné. 
Former  l'équation  de  la  surface. 

■i^         y'         2' 

9480.  —  Cylindre  île  direction  i,  ';,  ■'  circonscrit  à  l'ollinsoide     — -  4-  vr  H — r  —  '  =0. 

9481.  —  Circonscrire  au  paraboloîde    xy  —  :  —  0     un  cylindre  de  génératrices  parallèlesà  la  droite    ,r  <-  ;/  —  ;  =  0, 
ïx  —  y  ^z—  0. 

9482.  —  .Soit  l'ellipsoïde     - — f-  — •  •+-  ' 1  =  0,     rapporté  \  ses  trois  plans  principaux,  et  trois  diamètres  conju- 

a'         (/'        c' 
gués  OD,  OE,  OF  ;  démontrer  que  le  plan  tangent  à  l'ellipso'ide  en  t»  est  parallèle  au  pi. m  l'.OF. 

9483.  —  Mener  ii.ir  une  droite      -  "—  = = —      un  plan  t.uigent  a      ^ : 2:  =  0. 

a  ,i  r  f         7 


1 
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9484.  —  Mener  à  l'ellipsoMe    x''  +  y-  -h  2i-  —  i  =  u     un  plan  tangent  perpendiculaire  à  la  droite 

9485.  —  Mener  à      -^  +  -^  —  ^^  —  1  =  0     un  plan  tangent  parallèle  à     ni:  i-  vy-k-  >rz  =  0. 

948(>.   —  Mener  à  la  surface    Xji  — /;:  =  0     un  plan  tangent  parallèle  à     ujc  +  vy  +  loz  =  0. 

9487.  —  Mener  par  la  droite     x  =.  2y  =  z  —  \     un  plan  tangent  à  la  surlace    x'  —  ;/-  —2;  =  0 

9488.  —  Mener  au  cône    x' -h  xy -i- y- ~  z' =  0     un  plan  tangent  par  le  point     x^\,    .'/ =  2,     ;^  — 3. 

9489.  —  Mener  d'un  point  une  normale  à    .r'  4-  y-  —  2a3  =  0. 

9490.  —  Section  de  l'hyperboloide  à  une  nappe  par  un  de  ses  plans  tangents. 

9491.  —  .asymptotes  de  la  seclion  de    a;'  H-2y-  —  ;-  —  1  =  0    par  le  plan    2i  —  y  —z  =  1 . 

,r-        w-         3" 

9492.  —  Plans   asymptotes   de   l'hyperljoloide      —7  + -rr ; 1  =  0.    —  Démontrer  ciu'un  pareil  plan  couiie   la 

u-  II-  C-  1111 

surface  suivant  deux  droites  parallèles. 

■i'-         y-         "' 

9493.  —  Cùne  asymptote  de  l'hyperboloide      — r-+-  j-, — 1  =  0;     montrer  que  les  sections  de   l'Iiyperboloide  et 

de  son  cône  asymptote  par  un  même  plan  sont  concentriques. 

9494.  —  Sections  circulaires  d'un  ellipsoïde. 

9495.  —  Sections  circulaires  de  l'hyperboloide     - — 1-  -^  —  ^ 1=0. 

a'       b-        c' 

9496.  —  Sections  circulaires  d'un  paraboloide  elliptique. 

9497.  —  Propriétés  des  diamètres  dans  les  parabolo'ides. 

Mécanique. 

9498.  —  Discuter  les  mouvements  rectilignes    J  =  3sin-^.     .r  =  sin  (  — 2cos2(,    .c  ;=  sin  <  +  2cos  2<,    x  =  achu>l. 

9499.  —  Diagrammes  de  l'espace  et  de  la  vilesse  dans  le  mouvement  rectiligne    J,-  =::;  sin  t.e''. 

l 

9500.  —  Discuter  le  mouvemenl  rectiligne     x  ^=  vj gf    (Vo  >  0). 

9501.  —  Vecteur  \itesse  dans  un  mouvement  curviligne.  —  Composantes  suivant  les  axes. 

9502.  —  Accélération  dans  un  mouvement  curviligne  quelconque  ;  accélération  totale,  tangentielle  et  normale. 
9503    —  Vitesse  et  accélération  dans  le  mouvement  circulaire. 

9504.  —  Vitesse  et  accélération  en  coordonnées  polaires. 

9505.  —  Vitesse  aréolaire. 

9506.  —  Mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  l'origine  et  de  paramètres  directeurs  u,  b,  c.  — Composantes 
du  vecteur  vitesse. 

9507.  —  Accélération  dans  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  fixe.  —  Composantes  suivant  les  axes,  dans  le 
cas  d'un  mouvement  uniforme,  l'axe  de  rotation  étant  quelconque. 

9508.  —  Etudier  le  mouvement    x=:at,    y  =  ijl^  +  bt,    z  ^  yt-  +  et. 

9509.  —  Composition  de  deux  mouvements  périodiques  simples  de  même  fréquence 

X  =  a  sin  (ut  -1-  et),  y  =  b  sin  {<•>(  —  a). 

9510.  —  Composition  d'un  mouvement  recliligne  uniforme,  avec  un  mouvement  circulaire,  uniforme  également. 

951 1 .  —  .Mouvement  d'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la  distance. 
9512   —  Mouvement  des  planètes.  Troisième  loi  de  Kepler, 

9513.  —  Mouvement  d'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

9514.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  abandonné  sans  vitesse  initiale  dans  un  milieu  exerçant  sur  lui  une  résistance 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

9515.  —  Mouvement  sur  un  plan  horizontal  rugueux  d'un  point  pesant  soumis  à  une  traction  horizontale  constante  en 
grandeur  et  en  direction  ;  le  point  n'ayant  pas  de  vitesse  initiale,  chercher  s'il  y  aura  équilibre  ou  mouvement. 

9516.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  horizontal  rugueux,  le  point  étant  attiré  proportionnellement  à  la 
distance  par  un  centre  situé  dans  le  plan. 

9517.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  dans  un  plan  vertical. 
9.518.  —  .Mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  parabole    x-  —  ipz  ^=  0    d'axe  vertical. 

9519.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  verticale  polie. 

9520.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  lancé  de  bas  en  haut,  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  incliné. 

9521.  —  Théorème    des  forces  vives.   Application  à   un  mobile  lancé  avec  une  vitesse  initiale  Va,  montant  sur  un  plan 
incliné  rugueux.  Quelle  est  pour  une  cote  donnée  la  vitesse  du  mobile  ? 

9522.  ^  Une  tige  polie  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  vertical  ;  étudier  le  mouvement  d'un  point 
pesant  assujetti  à  glisser  sur  cette  tige.  Traiter  d'abord  le  cas  où  la  tige  rencontre  l'axe. 
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î)523.  —  Mouvement  d'un  point  dans  un  champ  ;  \  —  /.■■/,  V  =  l:'x,  Z  =  —  <;.  Chercher  les  surfaces  de  niveau  et 
les  lignes  de  force. 

!)."»24.  —  On  considère  la  droite  x  =  (i:  -+-  k,  ti  =  bz  -+-  /.,  dans  le  champ  X  =  x",  Y  =  y-,  Z  =  z'-.  Equilibre 
d'un  point  mobile  sur  cette  droite  sans  frottement.  Application  :     a  =  1,     0  =  —  ^. 

9525.   —  Êiinilibre  d'un  point  sur  une  courbe  matérielle  polie.  Slabilitt'  et  instabilité. 

9520.  —  Èr|uilibre  sur  une  hélice  verticale  d'un  point  pesant  attiré  par  un  point  de  l'axe.  On  supposera  l'hélice  polie 
et  la  force  d'attraction  constante 

0527.  —  Equilibre  d'un  point  matériel  pesant  sur  un  plan  incliné  rugueux. 

0528.  —  Équilibre  d'un  point  pesant  sur  une  sphère  rugueuse. 

9529.  —  Équilibre  d'un  point  pesant  sur  un  cône  rugueux  dont  l'axe  est  incliné. 

9530.  —  Un  point  matériel  pesant  se  meut  avec  frottement  sur  un  cercle  tracé  dans  un  plan,  incliné  d'un  angle  i  sur 
l'horizon.  Positions  d'équilibre. 

95'3l      -  Kelation  entre  les  moments  d'un  même  vecteur  par  rapport  à  deux  centres  0  et  0'. 

95:{2.    —  Conditions  d'équilibre  de  deux  systèmes  de  vecteius. 

9533.  —  Composition   de  deux  forces  parallèles  et  de  sens  contraires 

953i.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  quadrilatère.  C^ilouler  les  coordonnées  de  ce  point  en  fonction  des  coordonnées 
des  quatre  sommets. 

9535.  —  Centre  de  gravité  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  homogène. 

953(>.  —  On  considère  une  tige  homogène  de  longueur  2/,  dont  une  extrémité  0  est  fixe  :  l'autre  A  est  attachée  à  un 
ûl  passant  sur  une  poulie  fixe  13  sans  frottement,  l'extrémité  0  de  la  tige  OA  étant  sur  la  verticale  du  point  B.  Le  lil 
est  tendu  par  un  poids  P    Position  d'équilibre. 

9537.  —  Équilibre  du  treuil  ;  pression  sur  les  appuis. 

9538.  —  Levier  avec  frottement. 

9539.  —  l'oulie  fixe  avec  frottement,  les  cordons  étant  rectangulaires. 


QUESTIONS    PROPOSEES 


2215.  -    Montrer  que  i'c'quutioii  delà  courbe 

_i_  j_  L 

..;  =  -1-  y  ^   =  a  ^ 

devient,  en  se  débarrassant  des  radicau.x, 

(./-•  +  ;/  —  a)^  +  Ii2^axi/[x-  -+-  ij-  -+-  a"  —  3xy  +  3o(x'  -(-  y)]  =  0. 
La  construire. 

E.  N.  Barisien. 

2216.  La  droite  x  coso  +  ij  iin'-p  —  p  =  0, 

011  jj  désigne  une  certaine  l'onction  de  o,  enveloppe  une  courbe  (G).  Soient  M  le  point  de  contact,  N   le  point 
de  rencontre  de  la  normale  en   .M   avec   O.c,  P  la  projection  de  l'origine  sur  la  tangente. 
1°  Délerminer  la  l'onction  p  pour  que  l'on  ait  constamment 

MN    _ 
PÔ    ~ 
n  désignant  une  constante  donnée. 

•2°  .Monlrej'  que  pour  une  certaine  valeur  de  ii  les  courbes  (C)  ainsi  obtenues  sont  telles  que  le  rayon  de 
courbure  en  .\I  soit  fonction  linéaire  de  p.  Parmi  les  courbes  parallèles  à  (C)  il  y  en  a  alors  une  dont  le  rayon 
de  courbure  est  triple  de  la  norniale  limitée  à  Ox. 

'■i°  Construire  une  des  courbes  (C)  trouvées  dans  la  deuxième  partie,  et  calculer  sa  longueur  totale. 

{CerUjicat  de  malhémaUques  générales,  Ciermont,  noucinbri'  /y/i'.) 
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2123.  —  1"  Dctenniiier  une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  de  x  : 

!(,  x)  +  «î(.t)  h h  ujx)  -+-■■■ 

et  telle  que      "„(-r)  =  S„(a;),      S,',(a;)    étant  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  [on  prendra  éijales  à   l   toutes  les  constantes  d'intégration). 

2°  N^nture  de  celle  série  et  ordre  d'infinitude  de  S„(a'). 

Nous  avons  d'abord 

»,  =  II], 

et,  ])ar  suite,     »',  ~  Ce'  ;     conuiie  nous  devons  prendre  la  constante  d'intégration  égale  à  1,  nous  avons 

î'i  =  e'. 
Nous  avons  de  même  v,  =  u]  -+-  îiô. 

Ui  —  «.',  =  e^, 
et    «0    est  solution  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre.  Pour  la  résoudre,  posons 
u,  =  ye''  ;      nous  aurons     —  y'  =  1  ;     d'où     ;/  =  —  x  -+-  C,     et     u^  =  (C  —  xje". 
En  prenant  la  constante  d'intégration  égale  à   I,  nous  avons 

II,  =  { 1  —  x)e^ . 
Ceci  nous  permet  de  prévoir  la  loi  et  d'écrire 

[X         X-        x^  a;"-'      1 

Pour  justifier  cette  loi,  il  suffit  de  l'admettre  pour  u„  et  de  démontrer  qu'elle  est  vraie  pour     ",  +  i. 

Or  nous  avons  u,,^,  =  S„+,(.fj  =  »,',+,  + S,',(j:;, 

et,  comme     S'nix)  =  u„{x),  w,,^,  =  m,',^,  -i-  u„{x]. 

Nous  sommes  ramenés  à  une  équation  linéaire  de  même  forme  que  la  précédente.  Posons  encore 
î/„  ^,  =  ye^,  nous  aurons 

—  y  =  1 1 ■  ■  -(-(-_  1  ,"-1 , 

^  1  1.2  ^         '       ((i-l)! 

■'  1.2         1.2.3  ^        '    ni 

faisant  encore     C  =  1,     nous  avons 


I   ,  ^  ^^  /  1  M,     ^" 
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La  loi  pst  bien  géïK^ralc. 

I.e  terme  général  (end  vers  c'i;~\  c'est-à-dire  vers  1  ;  donc  la  si'rie  est  divergente. 

Pour  avoir  la  somme  des  tt  ])remieis  termes,  écrivons 


v.  =  e^[i~j). 


et  ajoutons  ;  nous  aurons 


'  \  1         1.2  / 

„„  ^  e'{l~  —  +  — i-  (  -  1)"-'        •'''"'       ') , 

\  1    ^   l.a  ^        '        (n-1)!  ;' 

S„{x)  =  e^^n  -  (n-  i)|  -+-(«  -  2)^-  (»  -3)|:j  ^  ... +  (_!)"-.(„_  „  +  ,)_fl_j, 

(Juand  )i  augmente  indéliniment,  les  deux  parenthèses  tendent  vers   e~'  et  la  valeur  asymptotique 
de  S„{x)  est     n-i-x.     L'ordre  d'infmiliide  est  égal  à  1. 


Jean  MOUKllET. 


lionne  solution  :  M.  R.  DuFOuit,  à  Nancy. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  G.  Roy,  ;i  Varzy  ;  .1.  Domen,  «t  .M.  l  i.lman.n,  à  HéricourL 
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2124.  —  Soient  (T)  el  (T')  deux  tangentes  communes  ij  deux  coniques  fixes  (C)  et  (C),  (S)  une  coniijue 
vviable  tangente  aux  droites  (T)  et  (T)  en  T  et  T'  el  aux  coniques  (C)  e/  (C)  en  C  e<  C'. 

Tiiiiivcr  les  enveloppes  des  droites  TT'  et   CC'  et  le  lieu  du  pâle  de  CC' par  rapport  à  (x). 

Solution  géométrique.  —  Effectuons  une  transformation  homograpliique  qui  ronseï  ve  le  point 
de  rencontre,  0,  des  deux  tangentes  (T)  et  (T'/  et  qui  change  celles-ci  en  les  droites  i-titrope.<.  Les 
trois  coni(|ues  (C),  (C)  et  (s)  deviennent  (C,)  (G;)  et  (ï,j  et  ont  alors  pour  foyer  le  point  U.  La  droite 
TiT'„  des  contacts  de  (Si),  avec  les  droites  isotropes,  e.st  la  polaire  du  fo^er  0,  c'est  la  directrice.  Les 
points  G  et  G'  sont  devenus  Gi  et  C;  ;  ce  sont  les  points  de  contact  de  la  nouvelle  conique  [Si)  avec  les 
coniques  (Ci)  et  (C',). 

Transformons  maintenantpar  polaires  réciproques,  ;i  l'aide  d'un  cercle  ayantpour  centre  le  point  0; 
01  et  OJ  deviennent  les  points  1  et  J,  et  les  trois  coniques  deviennent  trois  cercles  (Go).  (Gj)  el  (Sj); 
les  élémenls  de  contact  se  conservent,  et  les  points  G,,  Gj  deviennent  les  tangentes  à  (Cj)  et  {C.,\,  aux 
points  où  {"£.,)  les  louche.  Le  point  0  devient  la  droite  de  l'infini,  et  la  droite  T,  !',  le  pôle  de  celte  droite 
])ar  rapport  à  (ii),  c'esl-iidire  le  centre  du  cercle  (s..).  Ce  cercle  étant  tangent  aux  deux  cercles  fixes 
(Gi)et(G2),  le  lieudeson  centre  se  composedcdeux  coniquesqui  ont  pour  foyers  les  centres  deces cercles 
et  qui  passent  aux  points  de  rcnconlre  de  ces  deux  cercles.  En  revenant  à  la  première  ligure,  on  obtient, 
comme  envclo])pe  de  la  droite  TT'.  doux  coniques  tangentes  aux  doux  autres  tangentes  communes  aux 
coniques  données  (G)  et  (C).  Les  points  I  el  J  correspondent  maintenant  aux  droites  (T)  et  (T').  Dans  la 
nouvelle  figure,  les  deux  coniques  sont  tangentes  aux  tangentes  menées  aux  deux  cercles  par  les  points 
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I  et  J  ;  donc  dans  l'ancienne,  dans  la  première  ligure,  les  deux  coniques  passent  par  les  points  de 
contact  deiT)  et  (T')  avec  les  coniques  données.  Ces  deux  coniques  sont  donc  parfaitement  déterminées. 

Passons  maintenant  à  l'enveloppe  de  la  droite  CC  ;  elle  devient,  après  la  transformation,  le  point 
de  rencontre  des  tangentes  à  (Co)  et  à  (Cî),  aux  points  où  le  cercle  (s,)  les  touche.  Ce  point  décrit  la 
corde  commune  au.x  cercles  (G»)  et  (C,).  Donc  la  droite  CC  enveloppe  le  point  de  rencontre  des  deux 
autres  tangentes  communes  à  (G)  et  h  (C).  Quant  au  pôle  de  la  droite  GC,  ce  point  devient  la  polaire 
du  point  précédent  ;  c'est  la  droite  des  contacts  de  (ïa)  avec  (G,)  et  (Cô).  Cette  droite  enveloppe  les  deux 
centres  de  similitude  do  (C,)  et  ((  '.,).  Donc  le  pôle  de  GG'  décrit  deux  des  sécanles  communes  aux  coni- 
ques (G)  et  (G').  Or  les  centres  de(C.3)  et  (Cô)  sont  les  transformés  des  polaires  de  0  parrapport  aux  coni- 
ques (G)  et  (C).  Ces  deux  polaires  se  coupent  en  un  pôle  double,  et  les  deux  sécantes  communes  sont 
celles  qui  passent  par  ce  pôle  double. 

La  solution  analytique  présente  d'assez  grandes  difficultés.  Nous  ne  la  donnerons  pas.  M.  Rousseau 
a  envoyé  une  esquisse  d'une  pareille  solution. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


2125.  —  On  donne  un  point  P  et  une  conique  (C).  Par  le  point  P,  on  fait  passer  deux  cordes 
PMM'  et  PNN",  également  inclinées  sur  tes  axes  de  la  conique,  et,  par  les  quatre  points  de  rencontre  avec  la 
conique.  M,  M',  N,  N',  on  fait  pas'^er  un  cercle.  Trouocr  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle,  quand  l'inclinaison 
de  la  sécante  sur  les  axes  varie,  et  montrer  que  tous  ces  cercles  ont  même  axe  radical. 

2°  Du  point  P  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  variable,  et  on  considère  le  triangle  conjugué  commun 
à  ce  cercle  et  à  la  conique.  Trouver  le  lieu  des  sommets,  l'enveloppe  des  côtés  et  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle. 

Solution  analytique.  —  Soient     — p  +  -^  —  1  =  o    l'équation  de  la  conique  (C)  et  ï,  p  les 

coordonnées  du  point  P.  Les  deux  droites  l'M.Vl'  et  PNiN'  ont  pour  équations 

y  —  3  —  ni(x  —  a)  =  0  et  1/  —  3  -h  m{x  —  a)  =0, 

ou  (y  —  S/  -  m\x  —  a)2  =  0  ; 

les  cercles  demandés  ont  donc  pour  équation 

^(-^  +  -TT-  —  '  )  +  (!y  -  ?)'  -  '"'(-ï  —  * ''  =  0- 


Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  termes 
en  x^  et  en  y-  soient  égaux  ;  ce  qui  donne 

a-  b- 

,    b-  —  a-         ,  ,  a-b-  .,  , 

puis  X ——-  =  i-r^m-,  A= —  (l+"i-). 

a^b-  c- 

Le  cercle  variable  a  donc  pour  équation 

(  I  -+-  in-](b-.v'^  -\-  a^g-  —  a-b-)  —  c-(g  —  [i)-  -I-  c^m\x  —  aj-  —  0, 
ou  (n-Ht^  -+-  b-)(x-  -t-  ;/-)  —  2c'-iii-y.x  -h  '2.c-''jg  —  a-b'{l  +  ni-)  —  c-^-  +  t^m-i-  =  0. 

Cette  équation  contientun  paramèlre  unique  J7i^  au  premierdegré  ;  elle  représente  donc  un  faisceau 
linéaire  de  cercles  dont  les  deux  cercles  de  base  sont 

'a\x'  H-  y-)  —  'iac-x  —  a'ù-  -h  c-a-  =  0, 
b^{x^  -H  y2)  -(_  2pc2//  —  a-ù-  —  c-'fi-  =  0. 
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Le  lieu  du  centre  est  donc  une  ligne  droite,  la  droite  qui  joint  les  deux  centres  des  cercles  de  base, 
et  l'axe  radical  s'obtient  en  éliminant     x^  -+-  y-     entre  les  deux  équations. 
La  ligne  des  centres  est 


u-j: 


bhj 


—  1  =0; 


elle  passe  au  point  (a,  ;■),  elle  est  perpendiculaire  à  la  polaire  de  ce  point. 

L'axe  radical  est  ib'^x  -4-  lia^ây  —  a'-h"-  —  a""/  -  Ir-^-  =  0  ; 

c'est  bien  une  droite  parallèle  à  la  polaire  du  point  (a,  'p). 

Considérons  maintenant  le  cercle  décrit  du  point  P  comme  centre, 

Le  faisceau  do  coniques  passant  par  l'intersection  de  ce  cercle  et  de  la  conique  donnée  a  pour 
équation  X( ô^.r^  -t-n-y-  -  a^6")  -f-  (x  —  if  -+-  (y  —  bf  —  p-  =  0. 

En  écrivant  que  celle  conique  a  un  point  double,  nous  avons 

2X62.r  +  2(a;— a)  =0, 

'2\a-ij-^'-2(il-<p)  =  0, 

—  lya-b^  —  2a(x  —  al  —  2p(i/  —  'f)—  2?=  =  0. 

Nous  aurons   le  lieu  des  points  doubles,  c'est-à-dire  le  lieu  des  sommets  du  tiiangle  autopohiire 

commun,  en  éliminant  ).  et  p^  entre  ces  trois  équations;    p-  est  tout  éliminé   puisqu'il    n'entre  pas 

dans  les  deux  premières  ;  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  l  entre  celles-ci.  Gela  donne 

b\t[y  —  'p)  -  ahi[x  —  a)  =  0. 
Le  lieu  est  donc  une  hyperbole  équilatère,  une  hyperbole  d'Apollonius,  cell  ■  du  point  (a,  p). 
L'enveloppe  des  côtés  du  triangle  autopolaire  est  la  polaire  réciproque  de  cette  hyperbole  par 
rapport  à  l'ellipse.  C'est  une  parabole,  puisque  l'hyperbole  passe  au  centre  de  l'ellipse.  Pour  avoir 
l'équation  de  cette  parabole,  écrivons  l'hypeibole  d'Apollonius  sous  sa  forme  habituelle 

■'•  — ^  ^  y  ~  P 

X  y 


et  appelons   {x.  la  valeur  commune  des  rapports  ;  nous  aurons 
X  ,,  y 


X   —  01  =:   'J. 


6^P 


a-  —  |x 


6^  -  (x  ' 
1=0;     nous  aurons  l'enveloppe 


la  ijolaire  de  ce  point  par  lapport  a  l'ellipse  est      — ; \-  --, 

'  a^  —  |j.         fi-  —  [JL 

de  celte  droite  en  écrivant  que  l'équation  en  (jl  a  une  racine  double,  ce  qui  nous  donne 
(ïj  -f-  Py  —  aï  -  h^y  -h  i[b^'iX  -+-  a-?>fj  —  a^é')  =  0. 
Nous  aurions  facilement  l'équation  tangentielle  de  cette  jiarabole  enconsidôranl  le  faisceau  tangentiel 
défini  par  les  deux  coniques  données 

a-u-  -h-  b-o-  —  w-  =  0,  p-(u-  -+-  V-)  —  (j(t  -h'^o  -\-  wf  —  0. 

Ce  faisceau  est 

/(«-«-  -+-  b'-o-  —  w'}  -+-  f{u-  -h  V-)  —  {xu  +  Pu  +  n'Y-  —  0, 

et  en  écrivant  (|u'il  y  a  une  solution  double  nous  avons 

(\a}  -h  f)u  —  X'  ïjt  -+-  Êu  -H  «•)  =  0,  {\b>-  -h  f)o  —  ,S(x«  4-  py  +  w)  —  0, 

—  >.«'  —  (-M  -\-^0  -\-  VI))  =  0. 

Eliminons  X,  p-  et    ««  •+- ?u   ^w    entre  ces  trois  équations,  nous  aurons 


a-n       u      a 

bH      V     p 

—  if     0     1 

C-UU  —  «'(pu  —  ay) 


=  I), 
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C'est  bien  là  l'équation  tangentielle  d'une  parabole  tanpente  aux  deux  axes,  ce  qui  était  évident 
d'après  sa  première  déllnition. 

Pour  avoir  le  cercle  circonscrit  au  triangle  autopolaire  commun,  il  faut  former  les  trois  coniques 
circonscrites  au  triangle  autopolaire  que  l'on  obtient  en  éliminant  À  entre  les  équations 

Ib-x  +  a-  —  a  =  0,  lahj  -^  y  -  ?  =  0,  la-b^  -^  i(x  —  ')  4-  &(?/  —  ?)  +  p-  =  0. 

Le  calcul  se  simplifie  un  peu  en  portant  les  axes  au  point  (i,î),  c'esl-k-dire  en  cliangeant  x  en 
a-_(_a,     yen     ?y  H- ?,     et  l'on  obtient  ainsi 

62|/(,T  -+-»)-  a''-xhi  —  3)  =  0,  è-(a,-  +  V^x  -t-  ^i/  +  ?')  —  crb-x  =  0, 

"'"(;/  +  ?!('J"+  ?;/  -t-  '/)—a-bhl  =  0. 
Formons  le  faisceau     >f  +  H3  +  "'''  =  0     et  annulons  le  coefficient  de  .ri/;  égalons  le  coefficient 
de  X-  et  celui  de  j/^.  Nous  aurons 

_  -/c"-  -H  fiA^S  +  vrt-a  =  0.  u.h'-j.  —  uo'-'i  =  0  ; 


nous  prendrons 

ou 

nous  obtiendrons  ainsi 


=  hH, 


=  aVj\i 


et 


2?. 


c- 
V  =  b-c-oL  ; 


[--«-|r(-  +  ^']T*[='-'=-FC-?'']f -"-'■  = 


0. 


Il  est  visible  que  cette  équation  contient  linéairement  le  paramètre  f  ;  elle  représente  donc  un 
faisceau  linéaire  de  cercles,  et  le  coefficient  de  p-  est  l'axe  radical  du  faisceau.  La  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  de  l'autre  cercle  sur  cette  droite  est  le  lieu  des  centres.  Ces  deux  équations  sont  très 
simples  et  s'écrivent  immédiatement. 

Solutiou  géométrique.  —  1.  Le  point  P  ayant  même  polaire  par  rapport  à  (C)  et  à  (T),  le  point  0  se 

trouve  sur  la  perpendiculaire   PH    abaissée  de  P    sur  la  polaire  - 
de  ce  point  par  rapport  à  (C). 

Le  cercle  (F)  rencontre  la  droite  PH  aux  points  w,  o/  conju- 
gués par  rapport  aux  points  P,  H.  La  perpendiculaire  à  PH  en  son 
milieu  est  donc  un  axe  radical  commun  k  tous  les  cercles  (F). 

2.  Soit  aSy  le  triangle  conjugué  commun.  La  polaire  de  a  par 

rapport  à  la    conique 

étant   perpendiculaire  ^ \  ^ 

à  Pa,    le   point   a    se 

trouve  sur  l'byperbole 

d'Apollonius  (A)  rela- 
tive au  point  P.  C'est  donc  le  lieu  des  sommets  a,  3,  y. 

âv,  étant  la  polaire  de  ■x  i)ar  rapport  à  la  conique,  a  pour  enve- 
loppe la  polaire  réciproque  de  (A)  par  rapport  à  C  ;  (A)  passant 
par  le  centre  de  (C),  cette  enveloppe  est  une  parabole  (ro).  Le 
cercle  circonscrit  au  triangle  a3v,  passant  par  le  foyer  F  de  (ra)  et 
étant  orthogonal  au  cercle  orlhopiique  de  la  conique  (Ci  (théorème 
de  Faure),  passera  par  un  deuxième  point  tixe.  Ce  cercle  passant 
par  deux  points  fixes,  son  centre  décrira  une  droite. 

Jean  MOLRTSET,  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure. 

Bonnes   solutions  :    M.M.  R.    Dostot,  Ecole  normale  supérieure  :  E.  R^me,  à  Batiia  :  .\.  Rousseac,  à  Fournes-en  Weppe  ; 
C.  Nlm.n,  lycée  de   Nancy  ;  L.   Nacceilb,  à  La  Châtre. 

Assez  bonnes  solutions  :  .Mil.  Lllmann  et  J.  noDjEit,  h  Héricourt  ;  G.  Lacii,  à  Douai. 
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2157.  —  f'>i  C!(6e  de  lac"  d'arête  a  une  face  horizontale  et  une  fae  dn  Iront.  Une  sphère  S  a  jiour  grand 
cercle  le  cercle  inscrit  dans  la  face  antérieure  du  cube.  Un  hyperboloide  de  révolution  H  a 
pour  a.re  la  droite  qui  joint  les  sommets  (a,  a'}  et  [h,  h')  du  cube  et,  pour  l'une  de  ses  géné- 
ratrices, la  médiane  verticale  de  lu  face  antérieure  du  cube,  médiane  projetée  horizontale- 
nu  ni  au  point  c. 

Figurer  en  traits  mixtes  les  génératrices  reclilignes  de  l'hyperboloide  qui  sont  situées 
sur  les  faces  du  cube,  en  rouge  celles  qui  sont  du  même  systhne  que  la  géw'ratrice  donnée, 
en  bleu  celles  dn  l'autre  systhne.  On  limitera  les  traits  mixtes  aux  arêtes  du  cube. 

Représenter  par  ses  projections  le  Solide,  supposé  opaque,  obtenu  en  supprimant  de  la 
.yihcre  S  la  partie  contenue  à  l'intérieur  de  l'hyperboloide  II,  l'intérieur  étant  ta  région  qui 
contient  le  centre  de  cette  surface. 

On  se  conformera,  pour  la  mise  enplare,  au  croquis  jaint  à  l'énoncé. 

(Ecole  l'oiyteôhnique.  1913 

Considérons  la  figure  dans  l'espace  :  l'hyperboloide  engendré  par  la  verticale  C  tour- 
nant autour  de  la  diagonale  Ali  est  coupé  par  la  face  antérieure  du  cube  suivant  une 
seconde  génératrice  et  par  suite  ce  plan  est  tangent  à  la  surface.  Il  en  est  donc  de  nièrne  des  deux  antres  faces 
du  cube  qui  passent  en  A,  et  avec  chacune  desquelles  la  première  vient  coïncider  par  une  rotation  convenable 
autour  de  la  diagonale  An.  On  voit  de  suite  qu'après  ces  rotations  la  génératrice  G  viendra  prendre  les 
positions  D  et  F.  Ce  sont  les  trois  génératrices  du  premier  système.  La  génératrice  de 
système  différent  contenue  dans  la  face  AG,  devant  couper  la  droite  F,  passera  parle 
point  Cl  et,  comme  elle  doit  faire  avec  l'axe  de  la  surface  de  révolution  le  même  angle 
que  C,  c'est  la  seconde  médiane  de  la  face  AC  ;  on  en  déduit  immédiatement  les  deux 
autres  génératrices  Di  et  l'"i  dans  les  faces  AD  et  AF. 

La  sphère  S  a  pour  contours  apparents  les  deux  cercles  de  centre  (o,  </)  et  dont  le 
diamètre  est  égal  à  l'arête  du  cube.  L'hyperboloide,  ayant  deux  génératrices  verticales 
Di  et  Fi,  n'a  d'autre  contour  apparent  horizontal  que  les  projeclions  de  ces  deux  droites 
et  pour  la  môme   raison  son  contour  apparent  vertical  se  réduit  aux  projections  verti- 
cales des  deux  génératiMces  de  bout  Ci  et  L)|. 

Inirrseriion  drx  deux  surfaces.  —  Pour  trouver  l'intersection  des  deux  surfaces,  nous  les  couperons  par  des 
plans  auxiliaires  passant  par  la  génératrice  verticale  G.  Chacun  de  ces  plans  coupe  la  sphère  suivant  un  grand 
cercle,  et  l'hyperboloide  suivant  C  et  une  seconde  génératrice  dont  les  points  d'intersection  avec  le  cercle 
donnent  des  points  de  la  courbe  cherchée.  Nous  avons  ainsi  mené  le  plan  vertical  c-jji  qui  coupe  la  génératrice 
F|D  au  point  l,a,  \i'\  ce  qui  donne  la  seconde  génératrice  projetée  horizontalement  en  [ir,  et  comme  cette 
génératrice  doit  rencontrer  aussi  la  génératrice  KCi  de  système  différent,  sa  projection  verticale  est  la  droite 
\i-'f'.  En  ramenant  le  plan  vertical  à  être  de  front  par  une  rotation  autour  de  CD|  nous  obtenons  en  \->-\i'in\  la 
nouvelle  position  de  la  génératrice  qui  coupe  le  grand  cercle  de  la  sphère  aux  points  )//,  ([u'il  suffit  de  ramener 
en  ///  sur  la  génératrice  auxiliaire  pour  obtenir  deux  points  de  la  courbe.  On  a  aussitôt  leurs  projections 
horizontales  nt.  La  tangente  en  {m.  m')  est  l'inlerseclion  des  plans  tangents  à  chaque  surface  en  ce  point.  Le 
pian  tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  au  rayon  0.\I;  le  plan  tangent  à  l'hyperboloide  est  déterminé  par 
la  seconde  génératrice  qui  passe  en  M.  Or  celte  genératiice  est  du  même  système  que  CDi  ;  elle  coupe  donc  la 
génératrice  verticale  l'i  et  sa  projection  horizontale  est  fou.  Pour  la  même  raison  elle  coupe  la  génératrice  de 
bout  I)|  et  par  suite  sa  projection  verticale  est  d\in'.  Il  suffit  donc  de  prendre  l'intersection  du  plan  défini 
par  ces  deux  droites  avec  le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  M,  et  pour  cela  de  les  couper  par  le  plan  de 
front  oji,  par  exemple.  Il  donne  un  point  ((,  l')  de  leur  intersection  (ju'il  suffit  de  joindre  au  point  [m,  m')  pour 
avoir  la  tangente  (tm,  t'm'). 

Points  remarquables.  —  On  doit  remarquer  li'ahord  que  le  plan  de  bout  qui  projette  l'axe  AB  de  l'hyper- 
boloïde  est  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  surfaces.  Donc  la  projection  verticale  de  l'intersection  est 
symétrique  par  rappurt  à  la  droite  a'b'.  Il  y  a  intérêt  à  trouver  directement  les  points  d'intersection  de  cette 
droite  avec  la  coiirtie,  et  pour  cfla  prendre  la  section  de  chai|ue  surface  par  ce  plan  de  bout.  Sur  la  sphère  c'est 
un  grand  cercle,  et  sur  l'hyperholoïde  c'est  l'hyperbole  méridienne  dont  le  centre  est  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire commune  :i  l'axe  AR  et  à  la  génératrice  verticale  C  par  exemple,  et  par  suite  projeté  horizontalement 
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en  (■).  r.ette  h.\  [icrbolc  méridienne  a  une  asymptote  de  bout  parallèle  à  la  génératrice  FC,,  en  sorte  que  si  l'on 
rabat  son  plan  sur  le  plan  horizontal  du  centre  de  la  sphère,  le  centre  étant  venu  en  wi,  cette  asymptote  est 
(o,/i.  Comme  l'axe  de  l'hyperbole  s'est  rabattu  suivant  win,,  on  obtient  la  seconde  asymptote,  lu./o,  par 
svmétrie  et  l'axH  transverse  est  la  perpendiculaire  sur  wirti  au  point  (0|,  sa  longueur  étant  égale  au  rayon 
IDC,  du  cercle  de  fiorge  de  l'hyperboloïde.  On  peut  donc  tracer  l'hyperbole  dont  on  a  un  sommet  .«i  et  les 
asymptotes,  puis  prendic  les  points  2>i  où  elle  coutie  le  grand  cercle  de  la  sphère  pour  les  relever  en  (p,  i>').  En 
chacun  rie  ces  points  {p,p')  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  symétrie 
ab'. 

La  courbe  traverse  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  aux  points  q'  et  c'  en  chacun  desquels  le  plan 
tangent  A  la  sphère  est  de  bout,  mais  non  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde;  par  conséquent  la  courbe  est 
tangente  en  chacun  de  ces  points  au  cercle  de  contour  apparent.  Klle  passe  aussi  aux  points  d\  et  /',  mais  en 
chacun  d'eux  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  est  aussi  de  bout,  et  la  courbe  présente  un  rebroussement.  On 
obtient  la  tangente  de  rebroussement  en  prenant  la  trace  du  plan  oscillateur  à  la  courbe  et  celui-ci  est  perpen- 
diculaire à  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  des  sections  normales  dans  chaque  surface.  Or  au  point 
(/',,  par  exemple,  la  section  normale  de  l'hypt-rboloïde  est  le  système  des  deux  générati'ices  projeté  suivant  d\o'  et 
le  centre  de  courbure  correspondant  est  à  rinlini  dans  la  direction  o'/'.  Donc  la  tangente  de  rebroussement 
est  o'd\,  et  de  même  au  point  f  elle  est  o'f. 

En  projection  horizontale  la  courbe  présente  un  point  double  en  c,  la  tangente  à  l'une  des  branches,  celle 
dont  la  projection  verticale  passe  en  d\  est  manifestement  la  droite  de  bout  qui  correspond  k  la  tangente  dans 
l'espace.  Pour  la  branche  dont  la  projection  verticale  passe  en  r'  il  suffit  de  remarquer  qu'au  point  C  de 
l'espace,  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde,  conlenant  la  génératrice  CDi,  est  vertical  et  sa  trace  donne  la 
tangente  à  la  projection  en  même  temps  que  la  projection  de  la  seconde  génératrice  qui  passe  au  point  C.  Il 
suffit  donc  de  déterminer  cette  seconde  génératrice  (c'a',  en)  par  la  construction  ordinaire  pour  avoir  la 
tangente  cv . 

Ponciuaiion.  —  La  courbe  d'intersection  sépare  la  surface  sphérique  en  deux  régions  dont  l'une  est  inté- 
rieure à  l'hyperboloïde,  et  a  été  enlevée,  l'autre  extérieure  subsistant  seule.  On  voit  immédiatement  que  toute 
la  portion  de  l'équateur  de  la  sphère  qui  est  intérieure  au  cube  est  sur  la  première  région  ainsi  que  l'arc  de 
méridien  principal  rf',/',  et  l'arc  symétrique  q'c'  projeté  horizontalement  en  qc.  Tout  le  reste  du  contour 
apparent  de  la  sphère  est  conservé  et  on  en  déduit  immédiatement  les  arcs  vus  et  cachés  pour  la  courbe  d'inter- 
section sur  chacune  des  projections. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EX.VMENS  ORAUX    {Suite.) 


9490.  —  Trouver  le  lieu  des  projections  d'im  foyrr  sur  les  tangentes  à  une  ellipse  ou  il  une  hyperbole.  Solution 
nnalytique.  l'ouvait-on  prévoir  le  facteur  Introduit  ? 

9491.  —  Trouver  la  développée  d'une  parabole.  Kn  quels  points  rencontret-elle  la  courbe  ?  Calculer  l'aire  comprise 
entre  la  parabole  et  la  développée. 

9492.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  et  un  système  de  cordes  parallèles.  Démontrer  qu'il  existe  un  point  fixe 
d'où  l'on  voit  ces  cordes  sous  un  angle  droit 

9493.  —  Lieu  des  symétriques  d'un  foyer  d'une  ellipse  par  rapport  aux  tangentes. 

9'i94.  — Trouver  les  coordonnées  du  foyer  de  la  parabole  (.csina  —  y  cos  j)' —  2.r  sin' a  =  0.  I.ieu  de  ce  point 
quand  a  varie. 

9495.  —  Kquation  générale  des  cercles  tangents  à  une  parabole  et  ayant  leurs  centres  sur  la  tangente  au  sommet. 
Trouver  l'enveloppe  de  ces  cercles.  Que  peut-on  dire  des  trajectoires  orthogonales? 

9496.  —  On  donne  deux  paraboles  homnlliétbiucs  définies  chacune  par  le  foyer  et  la  ilircrtrice.  Trouver  le  centre 
d'Iiomotliétie. 

9497.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  et  un  point  A  sur  une  asymptote.  Par  le  point  A  on  mène  une  sécante 
renrontrant  l'autre  asymptote  en  l>  et  la  courbe  en  Q.  Lieu  du  milieu  de  Py.  Peut-on  prévoir  géoniétrii|uement  que  le 
lieu  est  une  courbe  unicursale  et  déterminer  son  degré  .' 

9498  —  On  donne  les  équations  x  =  0  cli  M  cos  »,  // r=  ash  «  sin  r.  Que  sont  les  combes  M  -  constante, 
B  =  constante  7  Ce  sont  des  coniques  liomofocales.  I^le  sont  les  courbes  «  -i- »  =  const.,  «  —  w  =  const.  ?  Montrer  que 
ces  courbes  sont  orthogonales. 
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9499.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  qui  coupent  Ox,  Oy  orthogonaleraent  et  dont  la  direction 
asyni|itotique  est    x  —  ;/  =  0. 

9500.  —  Par  un  point  .\  situé  sur  l'axe  d  une  parabole,  on  mène  une  sécante  rencontrant  la  courbe  aux  points  M  et 
M',  et  par  le  milieu  de  MM'  on  mène  à  MM'  une  perpendiculaire  ^■  Trouver  l'onvelopiie  de  A.  Classe  de  cette  enveloppe.  Ne 
peut-on   la  déterminer  géométriquement  .' 

9501.  —  Irouver  les  trajectoires  orthogonales  des  coniques  ayant  deux  sommets  donnés,  appartenant  au  même  axe. 
Discuter  la  forme  des  trajectoires.  Calculer  le  volume  engendré  par  l'une  d'elles  tournant  autour  de  l'axe  donné. 

9502.  —  Soit  un  carré  ABCD.  Sur  le  coté  AI!  on  construit  un  triangle  équilatéral  AEB  extérieur  au  carré,  et  dans  le 
pentagone  AEBCD  ainsi  défini  on  inscrit  une  ellipse.  Quel  est  le  rapport  entre  l'aire  de  l'ellipse  et  l'aire  du  pentagone? 

9503.  —  Kquition  générale  des  coniques  circonscrite  à  un  rectangle.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  une  droite  donnée.  Directions  asymptotiques  du  lieu.  Peut-on  les  trouver  géométriquement? 

9504.  -  Etudier  les  trajectoires  orthogonales  des  coniques  circonscrites  à  un  rectangle. 

9505.  —  Développée  de  la  développée  d'une  hyperbole  équilatère. 

9500.  —  l'ne  parabole  de  grandeur  constante  tourne  dans  son  plan  autour  de  son  loyer.  Trouver  les  trajectoires 
orthogonales  des  courbes  ainsi  obtenues. 

9507.  —  On  donne  une  parabole.  Déterminer  toutes  les  coniques  qui  ont  pour  centre  le  sommet  de  la  parabole  et  qui 
la  coupent  orthogonalement  en  leurs  quatre  points  de  rencontre. 

9508.  —  On  donne  une  parabole  de  foyer  1'.  Soit  C  le  centre  de  courbure  au  point  M  ;  trouver  le  lieu  de  la  projection 
du  point  C  sur  la  droite  MF. 

9509.  —  Lieu  des  projections  du  sommet  d'une  parabole  sur  les  tangentes. 

9510.  —  Condition  pour  que  les  deux  coniques 

A.r»  -H  2»xij  4-  Cy-  -t-  2D.r  4-  2Ei/  -f-  F  =  0,  A'x^  +  iWxy  +  C'y-  +  2D'x  -h  2E';/  +  F'  —  0 

soient  homothétiques. 

9511.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  qui  sont  vues  du  centre  sous  un  angle 
droit. 

9512.  —  On  donne  une  parabole  et  un  système  de  cordes  parallèles.  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  décrits  sur  ces 
cordes  comme  diamètres. 

9513.  —  On  donne  une  ellipse  et  deux  points  M,  M'  de  cette  courbe  symétriques  par  rapport  au  grand  axe.  Par  le 
point  M'  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  au  point  M.  Trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  le  point  M  décrit 
l'ellipse. 

9514.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  considère  deux  points  A  et  B  de  cette  courbe  où  les  normales  sont  perpen- 
diculaires. Trouver  l'enveloppe  de  la  droite    .\B.  l'eut-on  voir  géométriquement  que  le  lieu  est  une  conique? 

9515.  —Ou  donne  une  conique  et  deux  points  0  et  0'  sur  cette  conique;  ces  points  sont  les  sommets  de  deux 
faisceaux  homographiques  dont  deux  rayons  homologues  rencontrent  la  conique  en  a  et  a'.  Enveloppe  de  la  droite  aa'. 

9516.  —  On  donne  un  cercle  et  on  considère  une  parabole  osculatrice  au  cercle  en  un  point  variable  M  et  ayant 
son  axe  parallèle  à  une  droite  fixe.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  joignant  le  point  .M  au  deuxième  point  de  rencontre  du 
cercle  et  de  la  parabole. 

9517.  —  On  donne  un  <ercle  et  la  tangente  Af  en  un  point  A  du  cercle.  On  considère  une  parabole  variable  ayant 
pour  sommet  le  point  A  et  pour  axe  .\T,  puis  on  mène  une  tangente  commune  au  cercle  et  à  la  parabole;  lieu  du  point 
de  contact  avec  la  parabole. 

9518.  —  D'un  point  M  d'une  ellipse  on  peut  mener  trois  normales  MA,  MB,  MC  autres  que  la  normale  qui  a  son  pied 
en  M.  Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  ARC  quand  M  varie. 

9519.  —  On  donne  une  ellipse,  un  point  ûxe  M  sur  la  courbe  et  un  diamètre  variable  PO.  Lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  HPQ. 

9520.  —  On  considère  la  courbe    y^  =  x'  +-  2/)  r  ;     trouver  le  lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  tangentes. 

9521.  —  Lieu  des  points  tels  que  des  trois  normales  menées  de  ce  point  à  une  parabole  l'une  soit  bissectrice  de  l'.ingle 
des  deux  autres. 

9522.  —  Calculer  la  somme  des  angles  que  t'ont  avec  0,('  les  tangentes  communes  à  la  parabole  </■  —  2;).r  =  0  et  ,i 
un  cercle  ayant  pour  centre  le  point    a;  =  0,     y  ^  p. 

9523.  —  Soit  fyx)  un  polynôme  du  troisième  degré  L'équation  f{x)  =  f{y}  représente  une  conique  et  une  droite. 
Étudier  la  conique.  Calculer  son  excentricité. 

9524.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse  rencontre  le  grand  axe  en  ÎV.  Au  point  N,  on  mène  une  perpendi- 
culaire au  grand  axe,  qui  rencontre  la  tangente  en  M  en  un  point  R.  Lieu  du  point  R. 

9525.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A  dans  leur  plan.  Par  le  point  A  on  mène  une  sécante 
rencontrant  O.r  en  B  et  Oy  en  C,  et  on  considère  la  parabole  tangente  à  Ox  en  B  et  k  Oy  en  C.  Enveloppe  des  axes.  Lieu 
des  points  par  où  passent  deux  axes  rectangulaires. 

9526.  —  On  considère  la  parabole  définie  par  les  équations  x  =  pi-,  y='2pl.  La  normale  en  un  point  M  rencontre 
la  courbe  au  point  M,.  On  joint  le  point  M,  au  sommet  0,  et  par  le  point  M  on  mène  une  parallèle  à  Oy  qui  rencontre 
OMi  au  point  1.  Calculer  en  fonction  de  l  l'aire  du  triangle  MOI. 

9r.27.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  passant  par  deux  points  A,  B  et  tangentes  à  une  droite  ûxe  parallèle  à  AB. 
Lieu  du  pôle  de  AB.  Enveloppe  des  paraboles. 

9528.  —  On  donne  une  parabole  et  une  normale  fixe.  D'un  point  variable  M  de  cette  normale  on  peut  mener  deux 
autres  normales  MP  et  M(J  à  la  parabole.  Trouver  l'enveloppe  de  PQ. 
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9r>29.  —  On  (ionnt!  deux  axes  rectangulaires  Ox,  (J//  it  deux  points  A  et  li.  l'ar  ces  points  an  mène  des  parallèles  AI* 
et  BD  a  une  direction  variable.  P  étant  sur  Ox  et  Q  sur  (»;/.  Knveloppe  de  IMJ . 

!)r>30.  —  Déterminer  les  triangles  d'aire  maximum  insorits  dans  une  ellipse.  Soit  A  le  sommet  d'un  de  ces  triangles  : 
on  joint  ce  point  au  foyer  K.  et  on  détermine  le  point  li  on  AF  rencontre  le  cercle  de  courbure  en  A.  On  fait  de  même 
pour  les  trois  sommets  du  triangle.  Démontrer  que  i;Al!  est  constante. 

9531.  —  Soient  A,  A'  les  extrémités  du  grand  axe  il'une  ellipse,  et  une  corde  variable  P()  de  direction  constante. 
Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  AP  et  .\'Q. 

9532.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Oj:,  0//  et  un  cercle  fixe  tangent  à  Ox  au  point  0  On  considère  une 
parabole  variable  ayant  pour  axe  O.r  et  pour  tangente  au  sommet  0//;  on  mène  une  tangente  commune  aux  deux  courbes 
et  on  demande  le  lieu  du  point  où  elle  touche  la  parabole. 

9533.  —  Enveloppe  des  droites  rencontrant  une  ellipse  et  ses  deux  axes  en  quatre  points  formant  une  division 
harmonique. 

9534. — Combien  peut-on  mener  de  normales  comniiuies  aux  deux  paraboles  .r- —  2/j)/ ^  0,  (/'  — 271  =  0'?  (Calculer 
la  tangente  trigonométrique  de  la  somme  des  angles  que  font  les  normales  communes  avec  0/ . 

9535.  —  On  donne  un  cercle,  quatre  points  sur  le  cercle  et  une  droite  tangente  au  cercle.  Trouver  les  coniques 
p.issant  par  les  quatre  points  et  tangentes  à  la  droite. 

9536.  —  On  considère  l'hyperbole  équilatère    x  =  t.    //  =  —     et  les  six  points  de  cette  courbe  définis  par  les  valeurs 

de  (:  0,  a,   ce,  ti,  t,  c.  Démontrer  que  la  droite    {by  —  l)je— a;(=  (a  —  b)(.c—c)    est  une  droite  de  Pascal  pour  l'hexagone 
déOni  par  les  six  points  considérés  dans  l'ordre  indiqué. 

9537.  —  On  considère  un  cercle  de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  une  parabole,  l.ieu  du  pôle  d'une  droite  fixe 
par  rapport  à  ce  cercle. 

9538.  —  On  donne  une  ellipse,  un  cercle  fixe  ayant  pour  centre  un  foyer  de  l'ellipse  et  un  cercle  variable  tangent  au 
premier  et  ayant  son  centre  sur  l'ellipse.  Lieu  du  point  de  concours  des  tangentes  communes  aux  deux  cercles. 

9539.  —  Soit  (D)  l'une  des  asymptotes  d'une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  AliC.  Par  le  point  I  on  1!C  rencontri' 
;[))  on  mène  une  parallèle  1.1  i  AB,  et  par  le  point  A  une  parallèle  A.I  à  (D).  Démontrer  que  CJ  est  parallèle  à  la  deuxième 
asymptote. 

9540.  —  On  considère  deux  paraboles  qui  ont  même  sommet  et  dont  les  axes  sont  perpendiculaires  ;  l'une  est  fixe  et 
l'autre  variable.  On  leur  mène  une  tangente  commune,  l.ieu  du  point  de  contact  avec  la  parabole  variable. 

l'V.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

9541.  —  l,es  cosinus  directeurs  d'une  verticale  par  rapport  à  un  triedre  trirectaiigle  sont  proportionnels  h  2,  — 2,  1. 
On  donne  le  plan     4x-  —  j/  -t-  3:  =  16,     et  on  demande  les  cosinus  directeurs  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan. 

9542.  —  Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  à  l'axe  des  :  et  à  la  droite     c  =  n:  -(-/>,     y  =  bz  +  g. 

9543.  —  Trouver  la  distance  du  point  [x^,  ija,  2,,)  à  la  droite  délinie  par  les  équations 

Ax  -t-  B(/  -I-  Cï  -H  D  =  0,  \'x  -4-  Wy  +  C's  -(-  D'  =  0 . 

9544.  —  Déterminer  une  ilroite  rencontrant  à  angle  droit  le  cercle    x-  -h  y''  —  R*  =  0,     :  =  0     et  la  droite 

X  —  a  y         ; 

9545.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  D  et  A  non  situées  dans  le  même  plan.  Etudier  la  surface  engendrée 
par  une  droite  assujettie  à  rencontrer  D  et  a  et  faisant  45°  avec  A.  Sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  A. 

954ii.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  deux  points  A,  H  et  tangentes  à  un  plan,  l.ieu  de  la  conjuguée 
de  AB  par  rapport  à  la  sphère, 

9547.  —  Etudier  la  surface  x=:pcosu,  i/=psinw.  :=:asin3o).  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  donné  sur  les  géui';ratrices  de  ce  conoïde. 

9548.  —  Etudier  la  courbe    x  =  e',    y  =  e'',    :  =  te'.    Combien  peut-on  mener  de  plans  osculateurs  par  un  point  ? 

9549.  —  Etudier  la  surface  engendrée  par  les  normales  à  un  cône  de  révolution  (|ui  rencontrent  une  droite  llxe 
perpendiculaire  h  l'axe  du  cône  et  ne  le  rencontrant  pas. 

9550.  —  Condition    pour  que  iiuatrc  points  de  la  courbe  gauche    x  =  — — ->     y  = •     :  =: soient 

dans  un  même  plan. 

95.'>1.  —  Calculer  l'aire  latérale  d'un  cône  ayant  pour  base  une  ellipse  et  dont  le  sommet  se  projette  sur  le  plan  de 
cette  ellipse  en  un  point  du  grand  axe.  Cas  d'intégration. 

9.">."»'2.  —  Calculerl  a  longueur  de  l'arc  de  la  courbe    ^r  =  1.(3  +  rt),     ;/ =:  L(3-f-(<).     Cas  d'intégration. 

9553.  —  Définir  une  direction  par  deux  angles  en  géométrie  analytique  à  trois  dimensions.  Etant  donnée  la  droite 
OD,  et  la  projection  OD'  sur  le  plan  des  xy,  on  peut  déllnir  OD  par  les  angles  ij;  =  xOD',  X=  D'OD,  On  considère  le 
cône    ).  =  •>;    déterminer  les  courbes  (|ui  coupent  les  génératrices  sous  un  angle  constant. 

M  V  1 

9554.  —  On  considère  la  surface    x  = ri     //  =   — .     :  =  ~. (Juelle  est  la  nature  de  cette  surface  1 

«'  -+-  V'  II'  -+■  V'  II'  -h  i" 

On  ta  coupe  par  \r  plan     z  —  x  h  2y  +  i.     Exprimer  b's   coordonnées   d'un   pidnt  de  la  section   en    fonction   d'un    para- 
mètre. 
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î)555.  —  Trouvoi-  les  droites  iht  l:i  surface  i/-z-  ^  2cyz  +  .c^  —  2y  =  0  \  contours  apparents  iif>  la  surface  sur  les  plans 
coorJonnés. 

9556.  —  Ktuilier  la  surface  j;  =  cli  m  +  r  slu/,  ?/ =  sii  «  +  i- ch  it,  z  =  n  (- c.  Contour  apparent  sur  le  plan 
des  xy. 

0557.  —  iituJier  1 1  surface  engendrée  par  une  droite  nssuji-tlii;  à  rencontrer  à  angle  droit  une  droite  fixe  U  et  à  être 
tangente  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  11  et  dont  le  demi-anglo  au  sommet  est  égal  à  45».  Courbe  de 
contact  de  la  surface  et  du  cône. 

0558.  —  Calculer  l'aire  de  la  section  du  cône    Six'--i-  .(/=)  —  z-  =  0    par  le  plan     - — i ^  r=  |  . 

itô.'iO.  —  On  donne  la  courbe  y  =  x"-,  z  =  x'-.  Peut-on  trouver  des  plans  rencontrant  la  courbe  eu  quatre  points 
qui  soient  les  sommets  d'un  trapèze.' 

1  1 

1>5(>0.   —  Trouver  la  couibure  de  la  courbe     .(■-  —  iyz  =  0,     i/^  ^  :'-  =  1     au  point    x  =  ',     i/  =    -^,       z  =  — —  • 

0501 .  —Plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe    3:  =  x-,    9;/'  =  Hic:.. 

0562.  —  Ktant  donnée  la  surface i- 1 ^^ =  1,    calculer  le  volume  limité  par  cette  surface  et  corn- 
ai        h-        4o-  —  iwz' 
pris  entre  les  plans     :  =  0,     z  =  e.     Ou  suppose    jh  <  1 . 

0563    —  Trouver  l'aire  engendrée  par  la  courbe    ?  ^=  2a(I  +  cos  w  ,     tournant  autour  de  O.c. 

0564.  —   On   donne  la  surface    .r  i=  L  ■     y=L ,      :  =  L«  +  w).     Trouver  la  courbe   de  contact  du 

u  +V       '  u  +  c 

cylindre  circonscrit  parallèlement  à  la  direction  (i    fl,  ■)■ 

0565.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  tangentes  à  une  hélice  circulaire.  Cas  où  l'angle 
est  droit. 

9566.  —  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  un  point  A  et  telles  que  le  plan  polaire  d'un  point  B  donné  passe 
p.ir  une  droite  donnée. 

0567.  —  Déterminer  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  prin(  ipale  en  un  point  de  la  courbe  x  =  3(,  y  =  3<-, 
;  =  2('.     Quel  est  le  lieu  des  points  dont  les  coordonnées  sont  égales  à  ces  cosinus? 

0568.  —  On  donne  la  courbe    .r  =  n  cli  (,     .v  =  ir  sh  /,     :  =/)f.     Déterminer  la  normale  principale  et  la  courbure. 

0560.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  hi  courbe    .;■  =r ,      //  =  —  «/;(',     ;  =  — —  V. 

0570  —  Si  deux  courbes  planes  sont  tangentes  en  un  point  M.  le  rapport  des  rayons  de  courbure  en  ce  point  se  con- 
serve en  projection  orthogonale. 

0571.  —  On  considère  la  surface       ^ \ ^ h ^^ —    =  0.     K.tudier  les  sections   par  les  plans  (|ui  passent 

a         iix  —  /)-'        (t.r  —  c' 
par  la  droite    //  —  0,     ux  —  rr  r^  o. 

9572.  —  foute  courbe  dont  le  plan  osculateur  passe  par  un  point  fixe  est  une  courbe  plane. 

0573  —  On  coupe  la  surface  z  =^  xy  par  le  plan  x  -'r  y -¥-  z  =  0  ;  calculer  le  rayon  de  courbure  de  la  section  à 
l'origine. 

9574.  —  On  considèje   la   courbe    x- +  u-  ^  a'^,     —  =1,-^       Calculer  le  rayon  de  courbure.   Rectifier  à  partir  du 

a  a 

point  (0,  a,  0). 

0575.  —  On  donne  deux  plans  et  un  point  0  dans  l'un  deux.  Trouver  le  lieu  du  point  M  tel  que  l'on  ait 
OM-  =  MA.MIi,    M.\,  Mli  étant  les  distances  du  point  H  aux  deux  plans. 

0576.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  limité  au  sommet  et  à  une  section  droite  et  on  le  coupe  par  un  plan  paral- 
lèle à  un  plan  tangent.  Déterminer  le  plan  de  façon  que  l'aire  de  la  section  soit  maximum 

0577.  —  Trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  méridiens  d'un  paraboloide  de  révolution. 

0578.  —  Trouver  les  courbes  à  pente  constante  situées  sur  un  cylindre  parabolique  dont  les  génératrices  sont  hori- 
zontales. 

9570    —  Ktudier  la  surface    :  =  '- Trouver  les  lignes  de  plus  grande  pente,  le  plan  directeur  étant  le  plan 

.-c^  -t-  .'/"  "  ' 

horizontal.  Calculer  le  volume  compris  entre  la  surface,  le  plan  :  =  1  et  le  plan  z  =  li  ;//  >  I).  Si  h  croît  indéfini- 
ment, le  volume  est-il  fini  ?  Que  peut  on  dire  des  plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  section  hoiizontale  .'  Section  par 
le  plan  passant  par  0:.  On  prend  comme  plan  horizontal  de  projection  le  plan  3  =  0,  comme  plan  vertical  le  plan  ;/  =  0  ; 
représenter  la  surface  ;  déterminer  son  intersection  avec  un  cylindre  de  révolution  qui  a  pour  axe  O.r. 

0580.  —On  donne  deux  droites  1)  et  D'  et  on  considère  le  milieu  1  de  leur  perpendiculaire  commune  Du  point  1  on 
abaisse  une  perpendiculaire  IM  sur  une  droite  quelconque  A  rencontrant  D  et  D'.  Lieu  du  point  M.  Etude  géométrique  et 
analytique. 

0581.  —  Démontrer  que  l'intersection  de  la  surface  y-z'- -^- z'x- -t- a-y- —  ^xyz  —  0  et  de  la  sphère 
x'  -^  y-  -(-:-'  —  1  =  0     se  compose  de  quatre  cercles. 

0582.  —  Calculer  le  volume  limité  par  la  surface    {x' +  y- +  z']' — ta'  =0. 

9583.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  un  cercle  de  centre  0  dans  le  plan  des  yz  de  ra\on  R  et  un  point  A  sur 
Ox  d'abscisse  a.  On  considère  un  point  M  variable  sur  le  cercle,  et  la  sphère  de  diamètre  aM.  Trouver  l'enveloppe  de  cette 
sphère.  Montrer  que  cette  enveloppe  est  la  transformée  par  inversion  d'un  cône,  le  pôle  d'inversion  étant  l'origine. 


40t  ECOLlï  POLYTECHNIQUE  (EXAMENS  ORAUX) 

9584.  -  Etudier  la  surface  ;  =  d  ^.,  _  ..  ■  En  donner  une  génération  ^oomélriciue.  Kaiie  l'épure  en  prenant  Or 
pour  ligne  de  terre. 

!)585  —  On  donne  deux  points  A,  B  et  une  droite  I)  perpendiculaire  à  la  droite  Ali  et  non  située  dans  le  même  plan. 
On  considère  toutes  les  sphères  passant  par  les  points  A,  B  et  tangentes  ii  la  droite  D.  Trouver  le  lieu  des  centres.  Les  droites 
conjuguées  de  AB  sont  dans  un  même  plan  ;  trouver  leur  enveloppe. 

S>58<>.  — Menerparunpoint  des  normales  à  la  surface    x  =■  m  cos ,    >j 

9587.—  Sur  chacun  des  rayons  vecteurs  de  la  courbe  f  =  ait  -t-cosu),  on  construitle  cercle  ayant  ce  rayoncomnie 
diamètre  et  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  delà  courbe.  Trouver  le  volume  de  la  surface  ainsi  engendrée. 

9588.  —  Etant  donnée  la  courbe     r  =  c,    y  =  ?-',     ;  =  t^'i.     Déterminer  la  normale  prmcipale. 

9589.  —  Etudier  la  surface    x  -  3t  —  z  —  2l\    y  =  3t'.    Montrer  que  c'est  un  cylindre.  Trouver  la  section  droite. 

9590.  —  On  considère  une  courbe  dont  les  tangentes  touchent  une  sphère  donnée.  UectiQer  cette  courbe. 

9591.  —  On  considère  la  courbe  y  —  (x),  Z  =  ax  +  b[(x)  -\-  c,  où  l'on  suppose  /(O)  =  0.  /'(0)=0.  Trouver  le 
rayon  de  courbure  pour    x  =  0. 

9592.  —  Trouver  sur  la  surface  x'-  —  2py=  0  les  courbes  dont  les  tangentes  font  avec  la  droite  !/ =  0,  :  =  2x 
un  angle  i  défini  par  l'égalité     tg»  =  2. 

9593.  —  Mener  par  le  point  .(=0,  ;/ =  1,  ;  =  1  une  droite  rencontrant  la  courbe  ii=x',  Z  =  x^  en  deux 
points. 

9594.  —  On  considère  la  surface  définie  par  les  équations  paramétriques 

^,  _    fut.  V)  _   y\u,  y)  __   l,iu,v) 

?|M,  t))'  "■"?(«,!;)'  "~    9: «,!,-)  ' 

les  polynômes  f,  g,  h,  a  étant  du  deuxième  degré.  Quel  est  en  général  le  degré  de  la  surface'?  Cas  particulier  : 

^_    (itW  —1)  _    h(r'-—  M  c\u-hD' 

'    ~       HV-hi     '  ^~      «y -t-  1     '  "~      llV-hT' 

Etudier  cette  surface. 

9o9o  —On  considère  la  sinl'ace  .r  =  i;cos!/,  ;/  =  i)sini/,  :  =  y  (cos  M  +  sin  M;  +  f  "  .  Trouver  les  courbes  de 
cette  surface  telles  que  le  plan  osculateur  en  chaque  point  soit  tangent  à  la  surface. 

9596.  -  On  considère  une  hélice  circulaire  ayant  pour  axe  03.  Que  deviennent  les  équations  de  cette  hélice  si  l'on 
preml  comme  nouveaux  axes  de  coordonnées  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  en  un  point  de  la  courbe  '? 

^^^'-  —  Trouver  la  perspective  de  la  courbe  gauche  y=  x',  z  =  x^  sur  le  plan  yOz,  en  prenant  pour  point  de 
vue  le  point    x  =  —  \,    !/  =  !,    z  =  —  \. 

9598.  —  Trouver  sur  une  sphère  une  courbe  telle  que  la  tangente  en  chaque  point  limitée  au  point  de  contact  et  à 
un  plan  diamétral  fixe  ait  une  longueur  constante. 

9599. —On  considère  la  surface  iy  —  iz  [x' -h  y-  =  {11'  —  z')ii  +  ■2atz  :  montrer  qu'elle  est  engendrée  par  des  droites 
rencontrant  l'axe  des  z. 

9600.  —  On  donne  deux  cercles  quelconques  dans  l'espace  et  une  droite  variable  les  rencontrant  en  A  et  B.  Lieu  du 
milieu  de  AB.  Montrer  (|ue  la  surface  lieu  est  susceptible  d'une  double  génération  circulaire.  Faire  l'épure,  en  supposant  l'un 
des  cercles  dans  le  plan  horizontal  et  l'autre  dans  le  plan  vertical. 

9601.  —  Etudier  la  surface  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  rencontrer  une  parabole  et  la  normale  au  plan  de  la 
courbe  passant  par  le  foyer,  en  faisant  avec  celle-ci  un  angle  de  4"i°. 

9602.  —  Chercher  les  courbes  gauches  de  la  famille    wx  —  az'",    py  =  bz''    qui  sont  des  hélices. 

9603.  —  Etudier  les  quadriques  définies  parles  équations 

x'  —  y'  ■+  2xz  —  iyz  +  2r  —  1  =  0,  x- —  2X1/  -  y-  —  ■2x  +  2:  =  0     (axe  , 

x' +y-  +  z*  +  2xy -hx  —  y -t-2  =  0    (sections circulaires).  x'-hiai/z  =0    (sections circulairesi, 

x^  —  y'-t-2z'-2yz+x=0,  [x- y)- +  {y  -  z' -{z -x)'-h  x  +  y +  z  =0    (sommet, 

x'  —  y+z'—z-hy=0,       x' -h  xz  —  i/- ->- {  =  0     (génératrices).        x^  h  y' -t- z' —2yz  —  izx  -  ^xy  =  S      génératrices) 
yz  +  zx  -hxy  =  i.  ,c»  +  !/' —  I  4- X2»  —  (pj -H  7)«  =  0,  x' +- 2y' —6xy -,- 2x  —  iz  =z  0, 

x'  —  y'-h2yz -^2xz+2x -\  =  0    (génératrices),  x' —  xy  —  xz -1- yz  -  x  =  0. 

x'  —  (/'  -hz'  +  2.1/3  —  2:x  -2xu+  X  -h  y  =  0,  ;/(.c  -hz)-x  —  y  —  z  =  0    (axes  d'une  section  droite  \ 

2.r»  -I-  2;/»  +  2z'  —  2yz  -  2:x  -1-  2xy  -h  2x  —  2y  =  0    (elle  est  de  révolutionl . 

9604.  —  On  donne  un  point  A  sur  O.r,  un  point  IS  sur  O.v  et  un  point  0  sur  0:.  Former  l'équation  générale  des 
quadriques  passant  par  les  droites  OA,  OB,  AC,  BC.  Lieu  de  leurs  centres. 

9605  —  Fnrmer  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  les  droites  Or,  Oi/  et  1/  =  0,  x  =  a.  Lieu  des 
centres  de   ces  quadriques. 

9606.  —  Oine  asymptote  d'une  quadrique. 

9807.—  Etudier  la  conique  définie  par  les  équations  ;/'  — .r:=n,  x  +  z—2y  —  0.  Montrer  (|ue  cette  conique  est 
ime  parabole  et  trouver  les  coordonnées  du  sommet . 

9608  —Trouver  toutes  les  quadriques  passant  par  la  courbe  .r-.  cosO.  1/ =  1  +  sin  0,  3=tgO.  Montrer  (|ue  le 
parabnioide    v  =  I  +  .r:    contient  cette  courbe.  Trouver  le  sommet  de  ce  paraboloïde. 

9609.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  et  une  ilroite  OA  passant  par  l'origine,  ayant  pour  équation  x  =  y  —  2:. 
Cette  droite  est  le  grand  ate  d'une  ellipse  qui  a  pour  ccuitre  lorigine  et  pour  demi-longueur  d'axes  2  et  l .  Former 
l'équation  de  la  surface  engendrée  parcelle  ellipse  tournant  autour  de  son  grand  axe. 
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9610.  —  On  donne  un  cercle,  un  point  C  et  un  point  A.  Existe-t-il  une  ([uadrique  passant  par  le  cercle,  par  le  point 
A.  et  vivant  pour  centre  le  point  C?  Déterminer  le  plan  tangent  au  point  A.  Construire  le  cône  asymptote  et  les  axes  delà 
quadrique. 

9611 .  —  On  considère  la  surface : —  =:  ^^^ ■     Quelle  est  sa  nature  ?  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpen- 

a-         b'  c-        c 

diculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  génératrices. 

9612.  —  On  donne  un  plan  P  et  un  cercle  C  non  situé  dans  ce  plan.  Soit  S  un  point  de  l'espace  ([ui  se  projette  en  0 
sur  le  plan  P.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  S  pour  que  le  cône  qui  a  pour  sommet  ce  point  et  pour  base  le  cercle  C  soit 
coupé  par  le  plan  P  suivant  une  conique  ayant  pour  centre  le  point  0  ?  Solutions  analytique  et  géométrique. 

9613.  —  Déterminer  la  quadrique  qui  passe  par  les  droites  (y  =  z-t-i,  x  =  0),  (s  =  j;-t-l,  </ =  0), 
(j:  =y  —  i,    z  =  0). 

9614.  —  Equation  générale  des  quadriques  passant  par  l'axe  des  z  et  par  le  cercle  x-  +  ij'  —  iax  =  0,  s  =  0.  Lieu 
des  centres. 

x^        y-         2' 

9615.  —    On   considère  rhxperboloïde      — ^-^-— 1  =  0    et    l'une  des   génératrices    passant    par  le  point 

(a  cos  9.  ''  sin  «?,  Oi.  Cherelier  sur  cette  génératrice  le  point  où  le  plan  tangent  est  perpendiculaire    au  plan  asymptote. 

9616. —  Dans  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  on  donne  un  plan  méridien  et  une  génératrice,  L'hyperbu- 
loide  est-il  défini  ?  On  donne  une  autre  génératrice  rencontrant  la  première.  Construire  l'axe. 

9617.  —  Dans  un  paraboloide  on  donne  un  plan  directeur  et  deux  génératrices  qui  se  coupent.  Le  paraboloïde  est-il 
défini  ? 

9618.  —  On  donne  une  quadrique  passant  par  les  axes  Ox,  Oy  et  un  point  A  dans  le  plan  des  xy.  Par  le  point  A  on 
mène  une  droite  rencontrant  Ox  en  P  et  Oy  en  Q.  Par  le  point  P  passe  une  génératrice  G  autre  que  Ox  et  par  Q  une 
génératrice  G'  autre  que  Oy.   Lieu  du  point  de  rencontre  de  G  et  G'. 

9619.  —  Trouver  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par  Ox,  Oy  et  admettant  comme  plans  asymptotes  relatifs 
à  ces  génératrices  les  plans  lOa;  et  :0;/. 

9620.  —  Dans  un  cylindre  parabolique,  on  donne  un  plan  diamétral  et  la  direction  des  génératrices.  Ajouter  le 
nombre  de  points  nécessaires  pour  déterminer  le  cylindre,  puis  le  construire. 

9621.  —  On  définit  un  hyperboloide  par  trois  génératrices.  Reconnaître  s'il  est  de  révolution. 

9622.  —  Etant  donné  un  ellipsoïde,  on  considère  les  cordes  telles  que  les  normales  aux  extrémités  soient  dans  un  même 
plan.  Démontrer  qu'elles  forment  l'ensemble  des  normales  aux  quadriques  homofocales  à  l'ellipsoïde  donné. 

9623.  —  Etant  donnée  la  quadrique  x'  —  y'  —  2a:  =  0,  trouver  le  lieu  des  points  par  où  passent  deux  génératrices 
faisant  l'angle    —  ■ 

9624.  —  Dans  une  quadrique,  on  donne  le  centre,  une  section  plane  et  un  plan  tangent.  La  surface  est-elle  déter- 
minée ?  Solution  analytique. 

9625.  —  On  considère  les  paraboloïdes  passant  par  une  droite  D,  dont  l'axe  est  parallèle  à  une  direction  donnée  A  et 
dont  les  plans  directeurs  sont  rectangulaires.  Combien  de  paramètres  renferme  l'équation  générale?  Lieu  des  sommets. 

9626.  —  Lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par  la  courbe    .;/  =  x^,    z  =  x^. 

9627.  —  Etudier  les  droites  qui  rencontrent  une  quadrique  en  deux  points  à  l'infini. 

9628.  —  Soient  </,  d',d"    les  distances  du  centre  d'un  ellipsoïde  aux  plans  tangents  aux  extrémités  de  trois  diamètres 

1  i  ^ 

conjugués.  Démontrer  que    — rr  "•" -rr -• — 7^    est  constant. 
a^        a  '        o  ' 

9629.  —  Dans  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  on  donne  une  hyperbole  et  une  génératrice.  La  surface  est- 
elle  déterminée  ?  La  construire.   On  prendra  l'hyperbole  donnée  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

9630.  —  On  considère  un  cylindre  de  révolution  tangent  à  un  plan  donné  en  un  point  donné  et  tangent  à  une  droite 
donnée.  Le  cylindre  est-il  déterminé  ?  Trouver  le  lieu  des  axe.s  de  ces  cylindres    Cas  où  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan. 

9631.  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  on  considère  les  droites  par  lesquelles  on  peut  mener  deux  plans  tangents  rectan- 
gulaires à  la  surlace.  Etudier  celles  de  ces  droites  qui  passent  par  un  point  donné  ou  qui  sont  parallèles  à  une  droite  donnée. 

9632    —  Lieu  des  points  équidistants  d'un  plan  fixe  et  d'une  droite  fixe . 

9633.  —  Quelle  est  la  nature  de  la  surface  x' -i- y' -i- z^ —  2yz  —  2zx —2xy  —  l  =  0>  Kormer  les  équations  des 
génératrices.  Lieu  des  projections  du  centre  sur  les  génératrices. 

9634  —  On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point.  Trouver  les  droites  qui  passent  par  le  point  et  qui  sont  perpendiculaires 
à  leurs  conjuguées  par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Montrer  que  ces  droites  forment  un  cône. 

9635.  —  Etant  donnée  la  surface  z"  -+-  y'  —  z-  —  a'  =  0,  déterminer  les  points  où  les  génératriies  font  un  angle 
donné  H. 

9636.  —  Couper  une  quadrique  par  un  plan  de  façon  que  le  plan  soit  normal  en  tous  les  points  de  rencontre. 

9637 .  —  On  considère  les  deux  paraboloïdes     2:  =  — '■ — .    2:  = h  -^     dont  la  courbe  intersection  passe 

P         1  P'        g 

par  1  origine    Trouver  le  rayon  de  courbure  à  l'origine. 

9638.  —  Dans  un  paraboloïde,  on  donne  la  direction  de  l'axe,  un  plan  tangent  et  le  point  de  contact,  et  une  généra- 
trice. Le  paraboloïde  est-il  défini?  Construire  ses  éléments   On  ne  donne  plusle  point  de  contact,  trouver  le  lieu  des  sommets. 

9639.  —  Etant  donnée  la  surface  yz-i-zx  -t-  xy  -t- 1  =  0,  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction  des 
paramètres  relatifs  aux  génératrices  passant  par  ce  point. 


iOU  i;COLE  rOLYTliCllMUUli  (ILXA.ME.NS  UKAUX) 


ÎHSiO.  —  Etant  donnas  un  plan  et  une  elli|isp,  déterminer  un  point  de  vue  de  manière  que  la  piojrclioM  île  I  ellipse 
sur  le  plan  ait  pour  foyer  la  projection  d'un  des  foyers  de  l'ellipse  donnée. 

î>64 1 .  —  Déterminer  la  droite  conjuguée  de  la  droite  Ax  +  Rj/  +  C:  +  D  =  0,  A'x  -f-  H'y  -+  C  :  +  W  =  0  par  rap- 
port à  la  quadrique    ax'  +  by'  -t-  es-  =  1 . 

V.        Géométrie  descriptive. 

90^2.  —  Construire  la  perpendiculaire  lommunc  à  une  droite  du  |d.ni  liori/nnt.il  et  à  une  droite  du  plan  verli.nl 

0643.  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche  défnii  par  les  piojeetioiis  de  ses  sommets.  Couper  ee  quadrilatère  par  un 
plan  de  façon  que  la  section  obtenue  soit  un  imrallélogramme. 

!)GM.  —  Un  trièdre  trirectangle  a  une  arête  de  bout,  une  autre  verticale  et  la  troisième  parallèle  .à  la  ligne  de  terre. 
Couper  ce  trièdre  par  un  plan  de  façon  rpie  la  section  soit  un  triangle  donm'. 

!)(î45.  —  On  donne  une  droite  et  un  point  par  leurs  projections.  On  fait  tourner  le  point  d'un  anj-'le  doimé  autour  de  la 
droite.  Trouver  les  projections  du  point  après  la  rotation. 

9640.  —  On  donne  les  projections  d'une  droite  10)  et  flun  point  K.  (Construire  un  point  de  la  parabole  avant  pour 
foyer  F  et  pour  directrice   D'.  Tangente  en  ce  point. 

9647.  —  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  et  à  la  ligne  de  terre. 

9648.  —  Symétrique  d'une  droite  par  rapport  au  deuxième  bissecteur. 

9649.  —  Faire  tourner  une  droite  autour  d'une  verticale  de  manière  que  ses  iirojeitions  deviennent  rectangulaires. 
96Ô0.  —  Construire  le  moment  d'un  vecteur  par  rapport  ii  un  point. 

9651.  —  On  donne  un  plan  ]iar  ses  traces  et  dans  ce  plan  un  cercle  délini  par  son  rabattement.  Déleiniincr  un  point 

l 
du  cercle  tel  que  le  rapport  de  la  cote  à  l'éloigncment  soit  égal  à    — 

0652.  —  Construire  les  projections  d'un  pentagone  gauche  connaissant  les  projections  des  milieux  des  côtés. 

9653    —  Construire  un  cube  dont  la  diagonale  est  verticale. 

9654.  —  Construire  un  triède  trirectangle  dont  les  arêtes  passent  par  trois  points  donnés 

9(>55  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  o,  u'\.  Ce  point  est  le  centre  d'un  cercle 
situé  dans  le  plan  et  de  rayon  donné.  Mener  à  ce  cercle  une  tangente  dont  la  projection  horizontale  fasse  avec  la  ligne  de  terre 
vin  angle  donné. 

9656.  —  Trouver  sur  une  droite  D  un  point  équidislant  de  deux  droites  qui  se  coupent  A  et  B. 

9657.  —  On  donne  un  plan  défini  par  ses  traces,  et  dans  ce  plan  un  cercle  déterminé  par  son  centre  et  son  rayon. 
Trouver  les  contours  apparents  d'un  cylindre  ayant  pour  base  ce  cercle  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
droite  donnée. 

9658.  —  On  donne  im  plan  défini  par  ses  traces  et  dans  ce  plan  un  cercle  défini  par  son  rabattement  sur  le  plan 
horizontal  autour  de  la  trace  horizontale.  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cône  ayant  pour  base  ce  cercle  et  pour 
sommet  un  point  donné. 

9(>59.  —  Mener  une  normale  commune  à  deux  cônes  qui  ont  pour  bases  des  cercles  dans  un  même  plan  horizontal. 

0660.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  qui  se  coupent  et  dans  ce  plan  un  cercle  déterminé  par  son  centre 
et  son  rayon.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Mener  h  ce  cylindre  un  plan 
tangent  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

0661 .  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  ;  on  coupe  ce  cône  par  un  plan  défini  par 
ses  traces  et  on  prenil  la  «section  du  cône  comme  base  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices.  Trouver  les 
contours  apparents  ilu  cylindre. 

0662.  —  On  donne  un  plan  défini  par  deux  droites  qui  se  coupent  et  dans  ce  plan  un  cercle  défini  par  son  centre  et 
son  rayon.  Ce  cercle  est  la  base  commune  à  deux  cônes  ayant  pour  sommets  les  points  S  et  T.  Mener  une  normale  commune 
.i  ces  deux  cônes. 

9663.  —  Trouver  les  contours  apparents  du  cône  supplémentaire  d'un  cône  donné. 

0664.  —  On  donne  deux  cônes  de  révolution  dont  l'un  a  son  axe  vertical  et  l'autre  a  son  axe  de  bout.  Mener  par  un 
pf.int  donné  une  tangente  commune  à  ces  deux  cônes. 

9665  —  Normales  communes  h  deux  cylindres  de  révolution  dont  les  axes  sont  l'un  vertical  et  l'autre  horiioiital. 

9666  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  ;  on  suppose  que  la  surface  du  cône  est 
un  miroir,  sur  lequel  tombe  un  rayon  lumineux.  Construire  le  rayon  rétiéchi. 

9667.  —  On  donne  un  cône  ilont  la  base  est  un  cercle  dans  le  p'an  horizontal.  On  le  coupe  par  un  plan  de  profil,  et 
on  prend  la  section  comme  base  d'un  autre  cône  de  sommet  donné,  trouver  les  contours  apparents  du  deuxième  cône. 
Intersection  des  deux  cône*. 

9668.  —  Mener  une  normale  commune  .i  un  rône  île  révolution  h  axe  vertical  et  à  une  droite. 

0669.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cerrle  dans  le  plan  horizontal,  et  une  droite  située  dans  le  plan 
horizontal.  .Mener  par  cette  droite  un  pian  coupant  le  cône  suivant  une  parabole.  Sommet  de  cette  parabole.  Sommet 
de  la  projection  horizontale  et  de  la  projection  verticale. 

9670.  —  On  donne  un  plan  défini  par  ses  traces,  et  dans  ce  plan  un  cercle  iléfini  par  son  rali^ittement  sur  le  plan 
horizoiit.il.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  iloiiné.  Trouver  les  sections  circulaires  de  ce  cône. 
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0671  —  On  donne  un  point  (m.  ni  et  par  ce  point  on  mène  une  droite  varialile  D,  D'i  dont  les  projeclions  sont 
perpendiculaires.  Trouver  le  lieu  de  la  trace  horizontale  de  cette  droite. 

0G72.  —  Déterminer  un  cylindre  connaissant  un  cercle  et  deux  points. 

907a.  —  Déterminer  un  Cone  connaissant  im  cercle  et  trois  points. 

Î)G74  —  On  donne  en  géométrie  cotée  un  cone  ayant  pour  base  une  cojiique  située  dans  un  plan  défini  par  son 
échelle  de  pente  et  déterminée  p.ir  sa  projection  horizontale  qui  est  un  cercle.  Construire  la  trace  horizontale  de  ce  cône. 
Mener  à  cette  trace  une  tangente  par  un  point  du  plan  horizontal. 

})675.  —  On  coupe  un  cône  à  base  circulaire  horizontale  par  un  plan  de  bout  parallèle  à  une  génératrice  de  conlour 
apparent  vertical.  I.a  section  est  une  parabole.  Trouver  le  sommet  de  la  projection  horizontale. 

îttwr.,  —  On  donne  un  point  S  et  un  segment  île  bout  AB.  Déterminer  un  cercle  de  diamètre  Al!  de  façon  que  le  cône 
ayant  pour  hase  ce  cercle  et  pour  sommet  S  soit  coupé  par  le  plan  liorizonlal  suivant  une  parabole.  Déterminer  le  sommet  de 
celle  parabole. 

9677.  —  Ktudier  l'intersection  de  deu\  cônes  de  révolulion  dont  les  axes  se  rencontrent;  le  sommet  de  chaque  cône 
est  situé  sur  l'autre  cône,  et  l'un  des  axes  est  vertical. 

9678.  —  Intersection  d'un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal  et  d'un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  de 
front.  Les  génératrices  du  cylindre  sont  horizontales. 

9679.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dont  les  bases  sont  deux  cercles  tangents  dans  le  plan  horizontal.  Le 
sommet  du  cône  est  sur  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 

9680.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  tangents  extérieurement  Oi  et  Oj.  Sur  la  verticale  du  point 
de  contact  on  prend  deux  points  Si  et  S»  qui  sont  les  sommets  de  deux  cônes  ayant  respectivement  pour  bases  les  cercles 
Of  et  Oi.  litudier  l'interseciion  des  deux  cônes. 

9681.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  limité  à  son  sommet  et  au  plan  horizontal.  Sur  une  génératrice 
de  ce  cône  dont  la  projection  horizontale  fait  4.=,°  sui-  la  ligne  de  terre  vr>  prend  un  jioint  au  milieu  de  la  gi^néralrice.  Ce 
point  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  de  base  égale  à  celle  du  premier.  Intersection  des  deux  cônes. 

9682.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  de  révolution  tangents  au  plan  horizontal. 
9683    —  (Construire  une  sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre  dont  l'une  des  bases  est  horizontale. 

9684.  —  On  donne  une  sphère  et  un  point.  Mener  par  ce  point  une  tangente  à  la  sphère,  connaissant  la  projection  hori- 
zontale de  cette  tangente. 

9685.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  une  sphère  et  une  droite  graduée.  Trouver  la  droite  conjuguée  de  la  droite 
donnée  par  rapport  à  la  sphère. 

9686.  —  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC  et  son  centre  1)  :  ces  points  ont  respectivement  pour  cotes  1,  2,  3,  4. 
Construire  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ABCD. 

9687.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  horizontal.  Mener  à  celte  sphère  une  corde  de  longueur 
donnée,  parallèle  à  une  ligne  de  front  donnée  et  dont  une  extrémité  soit  dans  le  plan  horizontal. 

9688.  —  Mener  à  une  sphère  im  plan  tangent  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 

9689.  —  Déterminer  une  sphère  tangente  à  la  ligne  île  terre  et  qui  passe  par  un  cercle  donné  dans  un  plan  par  son 
centre  et  son  rayon.  Même  question  en  remplaçant  la  ligne  de  terre  par  une  droite  de  prolil. 

9690.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  et  tangente  au  plan  horizontal. 

9691    —  Construire  une  sphère  de  rayon  donné  tangente  aux  plans  de  projection  et  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

(.4    suivre.) 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


lin.  —  Intégrer  les  équation.s  diliéreiiliellcs 

il  +  ;/"  +  .'/("'^  =  0,  ij  +  II'  -(-  y"  -  il'"  —  //(iv)  —  )/(v)  =  0. 

Jean  Moubret. 

2218.  —  Dans  un  plan,  on  donne  un  cercle  fixe  de  rayon  R  et  une  courbe  C.  Une  droite  pas.sant  par  le 
centre  du  cercle  rencontre  celui-ci  en  un  point  A  et  la  courbe  C  en  un  point  M.  Déterminer  cette  courbe  de 
façon  que  la  tangente  au  cercle  au  point  A  et  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  se  coupent  sur  une  droite 
donnée  A. 

Etudier  les  dilférentes  formes  des  courbes  C  suivant  que  varient  la  distance  du  centre  du  cercle  à  la  droite 
A  et  la  constante  d'intégration. 

J.     FlTÏE. 
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210S.  —  Sdieiil  M  un  point  luiriablr  d'une  ellipse  fixe,  C  le  centre  de  courlnire  de  M,  N  le  symétrique 
de  M  par  rapport  à  C.  Le  lieu  du  point  N  est  une  sextigue  unirursale.  Montrer  que  l'aire  algébrique  totale 
de  celle  courbe  est  égale  à  l'aire  de  l'ellipse. 

Prenons  pouiaxes  de  coordonnées  les  axes  principaux  de  l'ellipse  et  représentons-la  par  l'équation 

habituelle 

,?■'  1/^ 

«2  b- 

Nous  choisissons  pour  paramètre  variable  l'anomalie  excentrique  du 
point  M,  le  nombre  ».   Les  coordonnées  du  point   M    sont 
x  =  acosçi,  y  =  6sin9. 

Le  moyen  le  plus  court  de  calculer  les  coordonnées  du  point  C  con- 
siste à  regarder  ce  point  comme  étant  le  point  de  contact  do  la  normale 
avec  son  enveloppe,  le  point  caractéristique  de  la  normale.  Soient  X  et  Y 
les  nombres  ainsi  obtenus  et  .r',  i/'  les  coordonnées  du  point  N.  Nous  avons 
.t'  +x  =  2\,  y'  +  y  =  2Y. 


D'où  les  coordonnées  du  point  N,  x'  et  y' .  Or  nous  savons  que  la  normale  a  pour  équation 

dy 
dit 


dx  du 

!X-3-)^--H  (Y-?/)-^  =  0, 


do 

ou  —  (X  —  acoso)asin!i)-l-  (Y  —  isino)écos!o  =  0, 

ou  enfin  a\s'\i\f  —  bYcostf  —  c^  sinycosç  =  0. 

Prenons  maintenant  la  dérivée  par  rapport  à  9;  nous  aurons 

aXcos  o  -\-  h\  sin  g  —  e^(cos''çi  —  sin-  ç)  =  0. 

11  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  à  X  et  Y  pour  avoir  les  coordonnées 

du  point  C.  Cette  opération  se  fait  en  multipliant  li>s  deux  équations  par  sinç  et  coso  et  ajoutant  puis, 

ensuite,  |)ar     — cos  9     et     -)-sinœ     et  ajoutant  encore,  ce  qui  donne 

c^  c- 

X  =  —  cos-'  o  et  Y  =  —  -r-  sin'  - . 

a  '  b  • 

Par  conséquent,  les  coordonnées  du  point  N  sont,  en  supprimant  l'accent  qui  ne  sert  plus  à  rien, 


X  =  cos'  <i  —  a  cos  'i, 


y  = —  sm'tf 


isin  9, 


ou  enfin,  toutes  réductions  faites, 

COS'i 


(^c'  cos'''  (f  -  "') 


■  {'2c^  su\'  o  -h  b'-). 


Construction  de  cette  courbe.  —  Les  deux  fondions  ar  et  1/  sont  périodiques  et  ont  pour  période  2-. 
Donc  il  suffira  de  faire  varier  9  dans  un  intervalle  d'étendue  -2-  de  a  à  a-(-2n,  a  étant  un  nombre 
quelconque.  Mais  nous  remarquons  que  le  chatifiement  do  9  en  —  9  laisse  .r  invariable  et  change 
,,  en  — i/\  ceci  indique  une  symétrie  par  rapport  à  0.r  et  permet  de  restreindre  de  moitié  l'intervalle 
de  variation  de  &  :  en  effet,  prenons  pour  intervalle  total  (— ~,  -+-r).  Nous  voyons  que,  (piand  o 
parcourt  la  moitié  (0,  7:)  de  cet  intervalle,  l'angle    —  o    parcourt  l'autre  moitié.  D'autre  part,  le  point 
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qui  correspond  à  l'angle  — 9  est  symétrique  de  celui  qui  correspond  à  l'angle  o  ;  donc,  il  suffira  do 
construire  la  portion  de  courl)e  qui  correspond  à  l'intervalle  (0,  it)  et  de  prendre  ensuite  la  symétrique 
par  rapport  à  Ox.  11  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  aussi  réduire  le  nouvel  intervalle;  changeons, 
en  edot,  cB  en  ~  —  f,  y  ne  change  pas,  x  se  change  en  — x;  par  conséquent  les  deux  points 
correspondants  sont  symétriques  par  rapport  à  Oy,    et,  en  tenant  compte  de  celte  symétrie,  il  suffira  de 

faire  varier  le  premiernombre  o  dans  la  première  moitié  de  l'intervalle  I  0,  —  I  •  Nous  aurons  ainsi  un 
qnart  de  la  courbe. 


Quand  o  varie  de  0  à  -^,    y  reste  toujours  négatif,  x  part  de 

Précisons  ces  résultats  à  l'aide  des  dérivées. 
dx 


2c- 


pour  arriver  à  0. 


La  dérivée  de  a-,  —  »    est  égale  à 
de 


De  même 


fic'cos-tp  sinç-l-  a-  sin  9 


-  Oc^  sin-ocos9  —  i-coso 


dy 


Nous  apercevons  de  suite  que  ^^  est  toujours  négatif,  donc  la  fonction  )/  est  constamment  décrois- 

1-  .1  ^jj  J  o 

santé. 

,     „         .         rf.r         ,,      ,  ,  ,  «^  'ï 

Ouant  a  la  fonction  -7—5     elle  s  annule  pour     005-9= — r     on     cos^=  — —• 
do  '  fie-  ■         c,,/a 

Nous  avons  donc  à  distinguer  deux  cas  :     a^  <  fie*     ou     o-  >  fie'-. 

n-<fie=      donne      .'io- >  66-.      Comme    n'    est  pins   grand  que    h^,    cette    inégalité    est  facile    à 

réaliser.  Dans  ce  cas,  — —  est  négatif  au  départ,   s'annule  ponr     cos9  =  — ,—  et  estpositif  ensuite  ;  la 

1/9  Ci'fi 

a 
fonclion  x  est  donc  d'abord  décroissante,  puis  croissantp  ;  elle  passe  par  un  minimum  pour    cos  9  =  — —  • 

^■>c^-  —  a'i  ,  . 

Vovons  ses  signes.  Au  départ,   elle  est  égale  à Elle  est  positive  si     2c5>«-,     ce  qui 

'-  a 

donne     a=>2é-;     cette  inégalité  est  plus   difficile  à  réaliser   que  la  précédente.   Si  elle  a   lieu,    la 
première  aura  lieu  aussi,  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Plaçons-nous  dans  ce  cas. 

a 
Alors  la  fonclion  x  est  d'abord  positive;  elle  décroît  et  s'annule  pour     cos  9  =  — p  ;     la  valeur  de 

9   correspondnnte   se  présente  avant  l'autre;  la   fonction    j-    devient   négative  et 

continue  à  décroître.  Elle  atteint  un  minimum  quand      cos  9  =  — —l    elle  croit 


ensuite  jusqu'à  0. 


dx 


Si  nous  rapprochons  tons  cos  résultats,  si  nous  remarquons  qu'au  départ  — 

est  nul,  par  suite,  la  tangente  est  verticale,  qu'à  l'arrivée  -,—  est  nul,  par  suite,  la 

tangente  horizontale,  nous  aurons  l'arc  de  courbe   \BGn,  sur  lequel  sont  marqués 

les  points  principaux. 
P^^   .,  En  tenant  compte  maintenant  des  deux  symétries  ([ui  ont  été  signalées  on  peut 

achever  facilement  la  courbe  et  on  a  la  ligne  indiquée  dans  la  figure  3. 
Supposons  maintenant     a-  =  "ib-     a  =  6/2. 
Alors  les  points  A  et  B  se  confondent  tous  les  deux  avec  le  point  0,  la  première  tangente  continue 


VIO 
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à  être  verticale:  la  courbe  totalo  ne  se  compose  plus  i]ue  de  deux  boucles  et  a  la  forme  marquée  dans 
la  figure  4. 

.'/  ,y  y  y 


F.g.  ;i. 


Fig.  4 


(56^ 


Supposons  maintenant     —  <a-<26-.     Alors  x  ne  s'annule  plus;  la   première  valeur  de  a'  est 
5 

négative  ;  il  y  a  encore  un  minimum  et  on  a  la  courbe  indiquée  dans  la  ligure  3.  lîulin,  si  a-  tombe  au- 
dessous  de  -^r-  le  minimum  de  x  disparail,  le  point  C  disparaît  et  la  courbe  entière  devient  un  ovale 

yM-  6)- 

Calcul  de  l'aire.  —  Considérons  le  rayon  vecteur  ON  :  quand  le  point  N  se  meut  dans  le  sens 
indiqué,  le  rayon  ON  balaye  le  quart  de  l'aire  algébrique  comprise  à  l'intérieur  do  la  courbe  :  cette  aire 
est  évaluée  positivement  dans  les  trois  derniers  cas,  c'est-à-dire  quand  la  boucle  intérieure  a  disparii. 
Dans  lecas  où  la  boucle  intérieure  existe,  on  trouve  les  aires  des  boucles  extérieures  avec  le  signe  -I-  et 
l'aire  de  la  boucle  intérieure  avecle  signe  —,  résultat  conforme  aux  conventions  de  signes  faites  sur 
les  aires. 

.l'ai  donc  h  évaluer 


I  dx  I 


et  à  multiplier  le  résultat  par  A. 
L'aire  (otale  est  ainsi 


il/'.-':,- 

=  2  j    '   (xdy-ydc). 


Calculons     xili/  —  t/dx 
Nous  avons 

X  dii  —  1/  dx  —  — ;-  f  —  (k-  sin^  9  eos'  »  {:2c-  h-  h-  -  a-)  -f-  -Ic'ci'  sin'  <?  -  //-  cos'  o)  -t-  a-6*]. 
•'        •'  ni) 

ou  X  dii  -  y  dx  =  ~  I  —  fit* sin'' 'f  cos- <?  +  2c'''((i'-  sin*  ?  —  b-  cos'  9')  -)-  « Vr] . 

ah 

Exprimons  les  lignes  trigonoinéiriques  qui  lii;urent  là  en  fonction  de  celles  de  l'arc  double.   Nous 

obtiendrons 

d'iV       ,,     sin«i<f       j„.,  (1    -cos'iv»'       a,„  ,   (1 -Hcos-i?)'  ,1 

xd,i-ydx=^\.-U^-^+fa-c- 2/rc- -^«'6J, 


ou  encore 


■dy-ydx^^Y — T""  -^ 


4  "  4 

-  cos'  2?  -  C'(«-  -t-  /*';  cos  2?  -t-  (7'4-  I  ■ 
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Bxprimons  de  même  sin^  2o  et  cos-  2,p  à  l'aide  de  l'arc  double.  Nous  aurons 

doT       3c*   1  — cos4?        à    I+cos4?        c*         „   „       ,,,       ,  ,,,n 

xdy~ydx  =  -^^-- 5 h  ^ -, +  ^  -  '^■^«-  +  *-)  cos-  <f  +  a^i- J, 


ou  enfm 


•r  dii  —  !/  dx  33  — ï-  Te'  cos  -4s>  —  c\a'  4-  6-]  cos  2?  4-  a-6^1 


Il  n'y  a  plus  qu'à  intégrer  et  nous  trouvons  ainsi 
^  ,  sin  'to 


(a-  dy  —  y  dx)  = 


sm2ç         ,., 

:•-(  a-  +  b'^)  — h  a-b-a 


ab 


Si  nous  prenons  cette  intégrale  entre  0  et  •^.    c'est-à-dire  la  somme  des  variation?  de  cette  fonc- 

tien  entre  0  et  —!    nous  voyons  que  les  deux  sinus  sont  nuls  aux  deux  bornes,  et  il  reste  ab  — ■ 

En  multipliant  par  2,  nous  avons  finalement 

A  =  -ab, 
c?  qui  est  bien  la  valeur  de  l'aire  de  l'ellipse. 

Bonnes  solutions  ;  .MM.  \.  lloussEiu,  à  Fournes-en-VVnppes;  C.li.  SciminT,  à  Cliiiteau  Thierry  ;  L.  Simom,  à  Fourinies  ; 
L.  Nadcelle,  à  La  Cliàtre  ;  M.  Roi  ;  A.  Le  MAnciiANn,  a  Pans. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Vivm  Pol,  lycée  de  iN':incy;R.  Dufoub,  à  Nancy;  M.  Roux,  Le  Creusot  ;  G.  BériEn,  à 
Poitiers;  G.  Lacii,  à  Oenain  ;  A.  liE.aASDE. 


2110.  —  On  considère  un  cercle  (C)  et  une  tangente  fixe  ï  à  ce  cercle.  Soit  P  la  projection  sur  T 
d'un  point  quelconque  .M  de  0.  L'enveloppe  du  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  .MP  se  compose  de  In 
droite  ï  et  d'une  sextique  unicursule  fermée,  à  deux  points  de  rebroussemenl.  Montrer  que  : 

1°  l'aire  de  celte  courbe  est  équivalente  à  cinq  fois  l'aire  du  cercle  ; 

2"  la  différence  des  arcs  de  la  sextique  compris  entre  les  points  de  rebroussement  est  égale  à  deux  fuis  le 
périmètre  du  cercle. 

Prenons  comme  axe  des  x  la  tangente  T  et  comme  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire;  nous 
désignerons  par  R  le  rayon  du  cercle  et  par  o  l'angle  de  CM  avec  Ox. 

Le  cercle  (iM)  décentre  M  et  de  rayon  MP  touche  son  enveloppe  d'abord 
au  point  P,  puis  au  point  Q,  symétrique  de  P  par  rapporta  la  tangente  MH  ; 
car  celle  droite  PQ  est  la  limite  de  la  coi'de  commune  au  cercle  (M)  et  au 
cercle  infiniment  voisin  ;  de  plus,  la  tangente  eu  Q  au  cercle  (M),  et  par 
suite  à  l'enveloppe,  est  la  droite  QH  qui  fait  avec  Or  l'angle  2o. 
Oii  trouve  aisément  que  les  coordonnées  du  point  Q  sont 
(1)     a- =  Rcoso(l -i-2sin&  +  2sin-o),  y  =  2K  sin^  tp(i -i-sin  9). 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe.  Si  l'on  y  remplace  cos  9  et  sin  tp  en  fonction 

de    tg— 7   on  reconnaît  que  la   courbe  est  unicursale    et  du  sixième   degré.   Pour   la  construire  nous 

utiliserons  les  formules  (I). 

On  voit  sans  peine  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à    Oy  ;  on  en  construira  la  moitié  en 


faisant  varier  o  de     — 


e>  ' 


et  on  repliera  la  courbe  obtenue  autour  de  Oy 


Les  dérives  de  x  et  ;/  par  rapport  à  o  sont 
-^  =  R  cos  2?(3  sin  9  +  2), 


dy 
~dZ 


R  sin  29(3  sin  o -1-2). 


'il2 
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<>t  pnr  siiitp  la  ponte  de  la  lansente  est      -f~  —  lg2o,     comme  nous  1  avions  prévu. 
'^  ^  ^  flx 

On  en  déduit  les  v:iriiitions  suivantes  de  x  o\  y  :  x  désigne  l'unglc  rompris  enlrc     — —      et  0  qui 

2 

a  pour  sinus • 


o 

^> 

4 

a 

0 

7T 

T 

t: 
1. 

.r 

0 

/ 

R(v/â-l) 
(max.) 

'    • 

-27- '^ 

/" 

R 

/^ 

R(s/2-^l) 
imax.) 

^'• 

0 

î/ 

0 

/ 

K(^/2  — 1) 

/ 

8I{ 

"27" 
(ma.r .  ) 

''^ 

0 

/ 

[{(s/^-hl) 
v/2 

/ 

4R 

lg2o 

0 

/' 

-H   X  1 —  « 

/' 

-4^5 

/ 

0 

/ 

-1-  00  |—    X 

/ 

0 

On  peut  alors  construire  la  branche  de  courbe  OABDE,  qui  présente  un  point  de  rebroussement  A, 
,/i  correspondant  à  la  valeur  «,  qui  touche  Ox  au  point  B,  d'abscisse  R,  et 

F.  qui   rencontre  Oi/  à  angle   droit  au   point  E,  d'ordonnée  411  ;  on   prend 

ensuite  le  symétrique  de  celte  courbe  par  rapport  ;i  ()(/. 
L'airo  totale  limitée  par  cette  courbe  est 


A  =     /       '  (xdAj  — 


jyf/.r). 


On  peut  écrire 

:t(b\  —  yjdx  =  |  2R-  sin  cp  cos"  tp(3  sin  o  -+-  2)(1  +  2  sin  o  -t-  2  sin-  o) 

—  2R-(1  H-  sin  o)  sin^  ?  cos-  <f(3  sin  o  -f-  'i)do 
ou 
xd<i  ~   ydx  =  2R-sincf(3sino  +  2)(l  +  sin  ?)f(l  —  sintf)(l  -+-2sinç-)-2  sin^ç)  — sin  c'i  —  2sin=ç)]rfo, 

et  la  quantité  entre  crochets  se  réduit  à   1. 

Donc  xd;/  -  ydx  -=  2K''(3  sin^  f  H-  osin=  i  -+-  2sinç)rf<f. 

L'intégiation  est  immédiate  et  donne 

Jlxdy  —  ydx)  —  R-|^;io  —  10  cos  o  —  3  sin  o  cos  -^  -+-  2cos^  o], 
et  par  suite  A  =  5tR-. 

Nous  avons  rf*^  =  d.i  ■  -h  rf;/^  =  R-X-i  sin  o  +  2)Vv= 

Pi  ds  r^  ±R(3sinçH-2)(/i. 

Si  o  est  compris  entre     — -^      et  a,     3sino-t-2     est  négatif  et  l'on  a 

lis  -  —  R(3sino  +  2)rfo, 


et  par  suite 


arc  OA  =  s. 


■'/ 


(3  sin  'i--\-i)do. 


Lorsque  o  est  supérieur  îi  a,     3fin'?-t-2    est  positif,  on  a  alors 

ds  r^  R(3sintr-h2)rf<f, 
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arc  ABUE  =  4'.  =  R    /      '  (3  siii  o  +  2)(i; 


=  s,  =  K    / 


Ou  cil  déduit  s,  —  Si  =  R     /  (3  siii  9 -t- 2)rfo  =  ^tiR, 

ce  qui  démontre  la  proposKion  énoncée. 

M.  ROUX,  au  Creusot. 

Koniios  solutions  par  MM.  Cnstoii  I'.étier,  20«  d'artillei'ie,  à  Poitiers  ;  G.  Ksteben  ;  II.  Uuroun,  école  normale  de  Nancy  ; 
("..  I.ACH,  à  Douai  ;  A.  Le  Marchand,  à  l'aris  ;  Mahescalchi;  L.  NAnoELLE,  à  La  Châtre  ;  E.  Rême,  Conducteur  des  ponts  et 
cliaussées,  à  Batna  ;  Maurice  lioi  ;  C.  S.  à  Château-Thierry  ;  A.  Uoosseau,  à  Fournes-en-\Veppes  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 


2111.  —  l)isctilt?r  la  surface 

{a-z  —  (/■■')-  :=  ia'-j;  (a  =  constanle). 

On  voit  immédiatement  sur  l'équation  donnée  que  la  surface  est  symétrique  par  rapport  au  plan 
.xOn  et  qu'elle  est  située  tout  entière  du  côté  des  x  positifs  par  rapport  au  plan  des  i/s.  Ce  plan  lui  est 
tangent  en  tous  les  points  de  la  parabole  P  définie  par  les  équations     x  =  0,     ;/-  —  a-z  =  0. 

Le  plan  des  zx  coupe  la  surface  suivant  la  parabole  Q,  1/  =  0,  z-  —  'ix  =  0,  et  le  plan  tangent 
en  chaque  point  de  cette  parabole  est  perpendiculaire  au  plan  des  zx. 

Cette  surface  est  susceptible  de  deux  modes  de  génération  fort  simples. 

1°  Un  plan  parallèle  au  plan  (/G:,  x  =  À-,  coupe  la  surface  suivant  deux  paraboles  I^,,  P2  ayant 
pour  équations  y'^  —  a-(z  du  2X)  =  0.  On  voit  sans  peine  que  ces  deux  courbes  ont  leurs  sommets  sur 
la  parabole  Q,  et  qu'on  peut  les  faire  coïncider  avec  P  par  un  déplacement  de  translation. 

11  en  résulte  qu'on  peut  engendrer  la  surface  en  imprimant  à  la  parabole  P  un  mouvement  de 
translation  tel  que  son  sommet  décrive  la  parabole  Q. 

2°  Un  plan  parallèle  au  plan  cOx,     //  =  /.',     coupe  la  surface  suivant  la  parabole  Q,, 

(a'-z  —  A:-/  -  4a*a;  =  0. 
Cette  parabole  a  son  sommet  sur  P,  et  onpeut  lafairecoïnclderavec  Q  par  un  déplacementde  translation. 

On  peut  donc  engendrer  la  suiface  en  imprimant  à  Q  un  mouvement  de  translation  tel  que  son 
sommet  décrive  P. 

Remarquons  en  terminant  que  tout  plan  parallèle  au  plan  des  xy,     z  =  h,     coupe  la  surface  suivant 

une   courbe   du   quatrième    degré,     x  —  — — — >     qu'on  discute   aisément  en    prenant  y  comme 

variable  indépendante,   et  qui  est    bitangente  au  plan  des  y:,  les   points  de  contact  étant  situés  sur 
la  parabole  P. 

C.  S.  à  Château-Thierry. 
Bonnes  solutions  de  M.U.  G.  Lach,  à  Douai   et  L.  Simon,  à  Kourraies. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX   EXAMENS  ORAUX  {Suite.) 


Géométrie,  Géométrie  cotée  et  Géométrie  descriptive  (M.  Malloizel.) 

Gijoinélrie. 

9540.  —  Lieu  du  point  M,  tel  que  le  rapport  de   ses  distances  à  deux   droites  données,  concourantes,  soit  égal    à  un 
rapport  donné. 
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!)541.  —  Qn  appelle-t-on  rapport  anliarmoiiique  de  quatre  points  sur  une  droite  ? 

Î)ô-'i2.  —  On  doiiue  deux  points  A  et  lî  sur  une  droite.  Trouver  deux  points  C  et  D  sur  cette  dn.ile,  conjugués  par 
rapport  a  A  et  B,  et  tels  que  OD  soit  égale  i\  une  longueur  donnée. 

9r>'«3.  —  On  donne  trois  points  A,  iî,  <u  sur  \ine  droite.  Trouver  sur  cette  droite  deux  autres  points  C  et  I),  conjugués 
l'un  lie  l'autre  par  rapport  à  A  et  à  B,  et  tels  que  lo  soit  le  milieu  de  CD. 

9544.  —  Etant  donnés  quatre  points,  A,  B,  C,  D  sur  une  droite,  trouver  sur  cette  droite  un  point  0,  tel  que 
OA-OB  —  OCOU-     trouver  deux  points  L'  et  V,  conjugués  l'un  de  l'autre,  à  la  fois  par  rapport  à  A  et  B,  à  C  et  D. 

95ir>.  —  lue  droite  se  déplaçant  parallèlement  à  elle-même  rencontre  deux  courbes  A  et  B  en  des  points  a  et  ?.  On 
considère  le  point  Jl,  milieu  de  x'ji.  Trouver  la  tangente  en  M  à  la  courbe  décrite  parce  point. 

954G.  —  Construire  un  cercle  orthogonal  ;\  trois  cercles  donnés. 

95'»/.  —  rracer  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  passant  par  un  même  point. 

9548.  —  Angle  d'une  droite  avec  une  courbe.  Que  peut  on  dire  des  droites  qui  coupent  deux  cercles  ilonnés  sous  le 
même  angle?  Mener  par  deux  points  A  et  1!,  un  cercle  coupant  deux  cercles  donnés  sous  le  même  angle. 

9549.  —  Trouver  un  cercle  de  rayon  donné  tangent  à  deux  cercles  donnés.  Ueu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux 
cercles  donnés.  Points  à  l'infini  du  lieu. 

9550.  —  Tracer  un  cercle  de  rayon  donné  qui  en  coupe  deux  autres  sous  des  angles  donnés 

9551.  —  Deux  ligures  F,  F'  sont  inverses  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  0  ;  on  prend  les  Inverses  de  F  et  de 
F'  par  rapport  à  ce  même  point  0.  Montrer  que  les  nouvelles  ligures  F,  F',  sont  elles-mêmes  inverses  l'une  de  l'autre  par 
rapport  au  point  0.  

iMC' 

9552.  —  Soit  V  la  projection  d'un  point  M  sur  une  droite  AB.  Lieu  du  point  M  lorsque     -^^-^zz"  ^=  '^"' 

9553.  —  Plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux  plans. 

9554.  —  Résoudre  un  trièdre  conn.aissant  les  trois  faces. 

9555.  —  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  plans  donnés.  Faire  l'épure. 
955<j.  —  bien  du  sommet  dun  angle  droit  circonscrit  à  une  sphère  et  dont  le  plan  reste  parallèle  à  un  plan  (ixe 

9557.  — Lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères.  Lieu  des  centres  des  sphères  orthogonales  à  deux 
sphères  données. 

9558.  —   Axe  radical  de  trois  sphères. 

9559.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  poin's  et  tangente  à  une  droite  D.  Faire  l'épure  en  prenant  D  pour 
ligne  de  terre. 

95(>0.  —  Construire  un  tétraèdre  ABCO,  connaissant  une  face  ABC,  et  la  sphère  inscrite  au  tétraèdre.  Construire  un 
tétraèdre  ABCD  dont  on  connaît  une  face  et  sachant  que  les  trois  autres  faces  sont  tangentes  à  une  sphère  donnée. 
Combien  y  at-il  de  solutions  ?  Faire  l'épure. 

95(>1.  —  On  donne  deux  droites  I)  et  i  et  une  sphère.  Construire  un  tétraèdre  dont  les  plans  de  deux  faces  passent 
par  D  et  A  et  admettant  la  sphère  comme  sphère  inscrite. 

9ô(i2.  —  Faire  passer  un  ci'.ne  de  révolution  par  trois  droites  données  concourantes. 

9.'>G:t.  —  On  donne  l'axe,  un  sommet  A  et  deux  points  B  et  C  d'une  ellipse.  Trouver  l'autre  sommet  A'. 

'.)î)(i'i.  —  Sommet  d'une  parabole  dont  on  connaît  l'axe  et  deux  points. 

9.5G5.  —  Lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  tangentes  k  une  ellipse. 

9560.  —  On  donne  un  cercle  0  et  un  point  P  (intérieur)  ;  on  joint  ce  point  P  à  un  point  M  du  cercle  et  on  mène  en 
M  la  perpendiculaire  .Mt)  ;>  la  droite  PM.  Enveloppe  de  celte  droite  1)  quand  M  décrit  le  cercle. 

9567.  —  Etant  données  deux  droites  et  un  point  sur  chaque  droite,  trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes 
en  A  a  la  première  droite  et  en  B  à  la  seconde. 

9.">68.  —  On  donne  une  hyperbole  par  ses  asymptotes  et  un  point.  Tangente  en  ce  point.  Intersection  de  l'hyperbole  avec 
une  droite. 

9569.  —  Déterminer  les  éléments  principaux  d'une  conique  doni\ée  par  un  loyer  et  trois  tangentes. 

9.')70.  —  fonstruire  une  conique  connaissant  un  foyer  et  trois  points. 

9571 .  —  Construire  urui  conique  passant  par  trois  points  doiuiés  a,  b,  c  et  homothétiqne  à  une  ellipse  donnée. 

9572   —  Trouver  les  foyers  d'une  section  plane  d'un  cylindre  de  révolution. 

ÎK573.  —  Plan  tangent  en  M  à  la  surface  du  second  degré  définie  par  le  point  M  et  le  quadrilatère  gauche  ABCH. 

9.">74.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  trois  droites  données.  Plan  tangent  en  un  point.  Etant 
donnée  la  projection  verticale  m'  d'un  iiointdc  la  surface,  trouver  la  projection  horizontale  m. 

9.575.  —  On  donne  deux  droites  concourantes  en  0  ;  lieu  des  droites  issues  de  0  et  faisant  le  même  angle  avec  les  deux 
droites  données.  Lieu  des  droites  rencontrant  deux  droites  doiuiécs  de  l'espaceet  faisant  le  même  angle  avec  ces  deux  droites. 

9.57«>.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  coupant  deux  plans  donnés  suivant  deux  droites  rectangulaires.  Mener 
par  une  droite  un  plan  coupant  un  paraboloide  hypeibolique  suivant  une  hyperbole  équilatère.  Epure. 

9.577.  —  Mener  par  un  point  un  plan  coupant  deux  paraholo'ides  hyperboliques  suivant  deux,  hyperboles  ayant  leurs 
asymptotes  parallèles. 

9.578.  —  On  donne  un  parabolol  le  hyperbolique  par  un  plan  directeur  P  et  licux  génératrices  A  et  B,  non  parallèles 
."i  P.  Ln  second  paraboloide  est  défini  de  la  môme  manière.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  coupant  les  deux  paraboloules 
suivant  des  paraboles. 


I 
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Gi'oiiii'lric  coirc. 

i)ô71).  —  Mener  \>nv  une  <lroite  graduée  io  un  jjlan  de  pente  donnée. 
0080.  —  Angle  de  deux  plans  donnés  parleurs  lignes  de  pente. 

9581.  —  Mener  par  un  point  un  plan  perpendiculaire  à  deux  plans  donnés  par  leurs  échelles  de  pente. 
!)Ô82.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites.  Perpendiculaire  commune  à  deux  liroitcs  dont  l'une  es(  liorizonlale. 
Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  graduées  dont  les  projections  sont  parallèles. 

0583.  —  On  donne  quatre  points  n,  b,  c,  d  et  leurs  cotes.  Ce  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  ;  établir  la  ponctuation. 

0584.  —  Projeter  lui  triangle  a  (5|,  b  (1).  e  (3'i  sur  un  plan  donné  par  son  éclielle  de  pente.  Construire  la  projection  du 
tronc  de  prisme  ayant  pour  bases  ces  deux  triangles. 

0585.  —  On  donne  tmiî  points  a,  b,  c,  de  cotes  connues.  Par  ces  trois  points  passe  un  cercle,  base  d'un  cône  de 
révolution  de  hauteur  donnée.  Projection  du  cône. 

9586.  —  Sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  dont  une  face  abc  lepose  sur  le  plan  horizontal.  Sphère  passant  par  les 
quatre  points  a(U:,  6(0),  c  (2),  (/(6).  Sphère  passant  par  les  quatre  points  «(0;,  b\i),  c(4).  d(6). 

9587.  —  Sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  reposant  sur  le  plan  horizontal.  Intersection  de  celte  sphère  avec  le  plan 
d'une  face. 

0588    —  Intersection  de  deux  sphères,  l'oints  communs  à  trois  sphères. 

0580.  —  Trace  du  cône  circonscrit  h  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal,  de  sommet  un  point  s  dont  la  cote  est 
double  de  celle  du  centre  de  la  sphère. 

0590.  — On  donne  une  sphère  de  centre  c(3),  tangente  au  plan  horizonlal,  et  on  considère  le  cône  de  sommet  s  (6) 
circonscrit  à  la  sphère.  Section  de  ce  cône  par  un  plan  vertical  P. 

9501.  —  Intersection  d'un  cône  de  sommet  s  (4),  dont  la  base  dans  le  plan  de  cote  0  est  un  limaçon  de  Pascal,  avec 
un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente. 

9592.  —  Dans  le  plan  de  cote  0,  se  trouve  une  hyperbole.  C'est  la  base  d'un  cône  de  sommet  s  (4).  ii  étant  un  point 
de  l'hyperbole,  trouver  la  section  du  cône  par  le  plan  perpendiculaire  à  sa,  en  son  milieu  m. 

9503.  —  Un  tétraè  Ire  repose  par  sa  base  abc  dans  le  plan  horizontal  ;  le  sommet  d  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution 
de  hauteur  li  et  dont  la  base  est  le  cercle  Inscrit  au  triangle  abc.  Un  cylindre  dont  le>  génératrices  sont  parallèles  ,à  db  a 
pour  base  une  ellipse  inscrite  dans  le  triangle  aie.  Intersection  des  deux  surfaces  ;  plans  limites. 

0504.  —  Un  tétraèdre  ahcd  repose  par  sa  face  bcd  sur  le  plan  horizontal  de  cote  0  ;  6  est  le  sommet  d'un  cône  dont 
la  base  est  une  courbe  du  plan  acd  projetée  suivant  une  conique  tangente  aux  côtés  du  triangle  acd  ;  c  est  le  sommet  d'un 
autre  cône  dont  la  base  dans  le  plan  bad  est  une  courbe  projetée  suivant  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  bad. 
Intersection  de  ces  deux  cônes. 

0505.  —  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  un  cercle  et  une  ellipse  de  centres  o  et  m  ;  ce  sont  les  bases  de  deux 
cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  droites  ou,  ua  la  de  cote  a|.  Intersection.  Ligne  des  points  doubles  en 
projection. 

0506.  —  Inlerseclion  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  dans  le  plan  de  cote  0  deux  paraboles,  et  pour  sommets  deux 
points  s,  s',  de  même  cote. 

05!)7.  —  Dans  le  plan  horizontal  de  cote  0,  on  donne  une  hyperbole  et  un  cercle  dont  a  est  un  point  d'intersection. 
Un  cône  de  sommet  s  [île  cote  a)  a  pour  base  le  cercle  ;  un  cylindre  de  génératrices  sa  a  pour  base  l'hyperbole.  Intersection  ; 
point  et  tangente  ;  points  remarquables. 

0508    —  On  donne   dans  le  plan  do  cote  0,  une  hyperbole  et  un   cercle;  soient  o  le  centre  de  l'hyperbole,  a  l'un  des 
points  de  rencontre   du  cercle  avec   l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole,  ;  un  point  donné.  L'hyperbole  est  la  base  d'un 
lylindre  de  génératrices  parallèles  à  30,  le  cercle  est  la  base  d'un  second  cylindre  dont  za  est  une 
génératrice.  Intersection  ;  iioints  à  l'intini. 

0590.  —  Dans  le  plan  horizontal  de  cote  0,  on  donne  deux  cercles,  bases  de  deux  cônes  de 
sommets  s  et  u;  les  génératrices  sa  et  œ6  sont  parallèles.  Intersection  des  deux  cônes. 

9000.  —   Intersection  de  deux  cylindres   ([ui  ont  comme  base  commune  un  cercle  du  plan 
horizontal. 

9601.  —  Surfaces  topographiques.  Représenter  un  col,  un  sommet.  Intersection  d'une  surface 
topographique  avec  un  plan,  avec  une  droite. 

Géoractrie    descriplive. 

0602,  —  Ou  donne  trois  droites  (a,  o'),  //,  V],  [e,  c'),  qui  sont  les  lignes  de  pente  de  trois  plans;  interscL-tion  de  ces 
trois  plans. 

9603.  —  Abaisser  d'un  point  i'J,  a')  la  perpendiculaire  sur  une  droite  (d,  d').  Abaisser  d'un  point  la  perpendiculaire 
sur  une  droite  de  profil. 

î»004.  —  On  donne  deux  segments  (ab,  a'b'),  [cd,  c'd'i  et  une  direction  (5,  6').  Projeter  le  premier  segment  sur  le  plan 
mené  par  le  second  parallèlement  à  (5,  ô';. 

9605.  —  Projeter  un  segment  {ab,  a'b'}  sur  une  droite  quelconque. Soient  (c,  c'),  (d,  d'}  les  projections  obtenues.  Etablir 
la  ponctuation  du  tétraèdre  ABCD. 

0006.  —  Trouver  la  projection  verticale  Cd'  d'une  droite  dont  on  connaît  la  [irojection  horizontale  cd.  sachant  qu'elle 
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passe  par  un  point  i;.  c'),  et  quelle  est  rectangulaire  avec  une  droite  ^afc,  a'b';.  Trouver  la  perpcmiiculaire  comnuine  aux 
deux  droites.  Cas  où  la  droite  {itb,  a'b')  serait  de  profil. 

9007.  —  Mener  la  perpendiculaire  commune  à  deux  droites  tiuelconques. 

9608.  —  Une  droite  horizontale  s'appuie  sur  doux  droites  données  ;  trouver  la  position  pour  laquelle  le  segmeni 
intercepté  a  une  longueur  donnée. 

9G09.  —  On  donne  les  projections  d'un  triangle  ABC;  trouver  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle. 

9610.  —  On  donne  une  droite  lab,  a'b' i  et  la  projection  verticale  ad'  dune  autre  droite.  Sachant  que  l'angle  D.VB  est 
droit,  construire  dans  son  plan  un  carré  sappujant  sur  DA  et  Alî. 

9011.  _  Par  une  droite  horizontale  {ab,  a'b'),  mener  ua  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal.  Soit 
(u,  u'i  un  point  de  ce  plan,  détlni  par  sa  projection  tiorizontale  w  ;  c'est  le  centre  d'un  lie.xa^'one  régulier  dont  un  coté  est  sur 
[iib,  a'b').  Construire  les  projections  de  cet  hexagone. 

9612.  —  On  donne  un  plan  par  deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  (o,  o').  Dans  ce  plan  se  trouve  un  corde  de 
rayon  donné  et  de  centre   o,  u',.  Mener  une  normale  à  ce  cercle  par  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

9613.  —  On  donne  deux  triangles  [abc,  a'b'c');  (a?Y>  *'PY)-  Ce  sont  deux  équerres  opaques    lleprésenter  l'ensemble. 

9614.  —  On  donne  un  prisme  par  sa  base  qui  est  un  pentagone  dans  le  plan  horizontal  et  par  la  direction  de  ses 
arêtes.  Section  droite  de  ce  prisme  par  un  plan  passant  par  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

9615.  —  On  donne  une  pyramide  triangulaire  reposant  sur  le  plan  horizontal.  Elle  est  traversée  par  une  ri'gle  comprise 
entre  deux  droites  parallèles.  On  demande  l'ensemble  de  la  pyramide  et  de  la  règle. 

9616.  —  Intersection  de  deux  pyramides. 

9617.  —  Intersection  de  deux  prismes  dont  les  généralrices  sont  horizontales  et  les  bases  sont  deux  triangles  a'b'c', 
o'i'-.'  situés  dans  le  plan  vertical. 

9618.  —  Intersection  de  deux  prismes:  l'un  a  pour  bise  un  pentagone  dans  le  plan  horizontal  et  ses  génératrices 
sont  de  front;  l'autre  a  pour  tiase  un  tiua  Inlatére  dans  le  plan  vertical  et  s'!s  génératrices  sont  de  bout. 

9619.  —  On  donne  quatre  points  ubcd,  ii'b'f.'d' .  Ce  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre;  lignes  vues  et  cachées;  sphère 
circonscrite  à  ce  tétraèdre. 

9620.  —  Dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  se  trouve  un  quadrilatère  dont  on  donne  la  projection  horizontale.  C'est 
la  base  d'une  pyramide  dont  le  sommet  est  sur  la  ligne  de  terre    Volume  de  cette  ]iyramide. 

9621.  —  On  donne  trois  points  a,  «'),  [b,  b'  ,  (c,  c'i  ;  le  triangle  AI!C  est  la  base  d'un  tétraèdre  de  hauteur  donnée 
dont  le  pied  de  la  hauteur  est  au  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC.  Construire  le  tétraèdre. 

9622.  —  Construire  une  pyramide  dont  la  base  est  un  quadrilatère  ABCD  reposant  dans  le  plan  horizontal  ;  on  connaît 
les  quatre  cotés  et  l'angle  A  de  la  base,  les  dièdres  AB  et  CD,  et  la  longueur  de  l'arête  SA. 

9623.  —  Construire  un  tétraèdre  DABC  reposant  par  sa  face  ABC  sur  le  plan  horizontal.  On  connaît  ABC,  le  dièdre  Bt;, 
la  longueur  de  l'arête  AU  et  on  sait  que  les  arêtes  AB  et  Ct)  sont  rectangulaires. 

9624.  —   Construire  un  tétraèdre  régulier  connaissant  un  sommet  et  sachant  qu'une  arête  se  trouve  sur  une  droite, 

9625.  —  In  cube  a  un  sommet  en  A  et  une  arête  suivant  la  droite  U.  Construire  ce  cube. 

9620.  —  (Construire  un  cube  connaissant  un  sommet  et  sachant  qu'une  diagonale  est  dirigée  suivant  une  droite  donnée. 

(.-1  suivie.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2219.  .Montrer  que  si    ii>  h,     l'équation 

{x^  —  h^)(ax  +  h{à^^^iy')'  —  b\r-^  —  0 
n'a  jamais  i|ue  deux  racines  réelles. 

E.  N.    lÎABISItN. 

2220.  —  On  coiisidcre  un  cercle  tixc  de  centre  0  et  tieiix  diaiiiètres  lixes  et  rectangulaires  de  ce  cercle, 
Ox  et  0.1/.  Par  le  point  .V,  où  ().■■  coupe  le  cercle,  on  mène  une  tangente  fixe  A,  et  on  considère  une  tangenle 
mobile  qui  rencontre  A  en  M  et  <>//  (^n  .\.  On  dcniande  : 

!•  Le  lieu  de  l'orlliocentre  du  triangle  OMN  et  l'enveloppe  de  la  hauteur  issue  du  point  N  ; 
2°  l.e  lieu  du  point  de  concours  des  diagonales  du   trapèze  formé  par  les  deux  tangentes  et  par  les  axes. 
Construire  ce  lieu  et  trouver  l'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  l'asymptote. 

U.  Ma.se.n,  à  Albi. 
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2128.  —  1"  Intégrera  l'aide  des  séries  Véqualion  di/féi e)itielte 

.v-ij"  —  2.ri/'  H-  :2i/  =  2  -|-2j;'  sin  x. 
L'intégrer  aussi  en  partant  de  ce  fait  que  l'équation  sans  second  membre  admet  la  solution     g  =  x'-. 
"i"  Déterminer  celles  des  intégrales  dont  la  dérivée  première  se  réduit  à  0,  et  la  dérivée  seconde  à     —  "2, 
pour      X  =  0.       Construire  la  courbe  représentative  de  cette  fonction,  et  vérifier  qu'elle  ne  rencontre  pas 
l  axe  des  x. 

y'  i^ 

■3°  hn  appelant    g    celte  intégrale  particulière,  montrer  que  la  fonction      f[x)  = ~      est 

continue  de    0    (';       -+- jo       et  aune  infinité  de  racines  dans  cet  intervalle.  Dontier  approximativement  ces 
racines,  ainsi  que  la  forme  de  la  courbe      g  —  f(r),      et  en  déduire  l'explication  de  ce  fait  que  l'aire  de  la 

courbe     g  =  f[x),  f(x)dx,     est  toujours  négative  cl  nulle  un  nombre  in/iui  de  fois. 

1.  Pour  intégrer  récinatioii  dill^rentielle   par  une  série,    nous  allons  déterminer  les  coeftieients 

d'une  série  y  : 

g  =  a„-+-  a,x  H +  a„x"  4-  ■  ■  , 

qui  vérilie  identiquement  l'éiiuation.  Four  cela,  nous  formons  la  série  y,  la  série  dérivée 

g'  =  n,  -I-  2(V_.x  +  ■■  ■  4-  na„X"''  -\-    ■■ 
et  la  série  dérivée  de  celle-ci  : 

g"  —  20o+   ••  -+  nin  —  l)a„.r""-H-     ■ 
Cela  fait,  nous  portons  ces  expressions  dans  le  premier  membre  de  l'équation,      .v-g"  —  2j,y'  +  iy, 
et  nous  avons  la  série  suivante  : 

■2a^  ~T  2(/:,.r"  -h  ■  ■  ■  -h  {n-  —  3rt  +  2)a„:(;"  ~h  ■  ■  ■ 
Or     n-  — 3»i  +2  =  (n  —  l)(/i   -  2)  ;     donc  le  premier  membre  fournit  le  développement  suivant: 

2fl(,  -+-  -2i'..x'  -h \-{n  —  1)(h  —  2)a„x-"  -\ 

Développons  maintenant  le  second  membre  ;  c'est      24-2.ir  sina-;      par  conséquent,   il  donne  de 

•4  _|_  97.3/ 

'  ^        '   1         3  ! 


'      (in 


2,0,,-+ 4 


ou  enfin  2  H- -— rrr  +  ^^V  "^  '  '     ■   v       •/  -  ,c     ,1, 

1  !  3  !  al  {2n  -h  l) 

Nous  devons  alors  égaler  les  deu.>:  membres  terme  à  terme  ;  ceci  nous  donne  d'abord  a^  =  l  ; 
ensuite  nous  voyons  que  a,  et  a.,  sont  totalement  indéterminés,  que  a.  est  nul,  ainsi  que  les 
coeflicients  d'indices  impairs,  puisqu'il  n'y  a  aucune  puissance  impaire  do  x  au  second  membre. 

Egalons  maintenant  les  termes  eu  x-"  ;  nous  aurons 


(2n  _  l)[2n-->)a.,„  =  (-  1/'   ,^^^3^, 
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ce  qui  nous  donne  a?.i  =  ( — <)"    ^,^  .  -,  • 

Par  conséquent,  nous  Irouvons  pour  ;/  le  développement  en  série  que  voici  : 

Mettons  x  f  n  facteur  dans  la  série  entre  parenthèses,  nous  trouverons  les  ternies  du  développement 

de    .T-sin.T  — ITT"' — 

Nous  savons  que  cette  série  est  convergente  ;  il  n'y  a  donc  pas  à  s'occuper  de  cette  question. 

L'intégrale  générale  est  alors 

y  =  1  +0|X-+-  OoX- -i-ix{x  — sin  x). 

Hennissons  les  termes  en  x-  et  cliangeons  les  noms  des  constantes  ;  la  solution  généi'ale  sera  : 

y  =  i  4-  )  j  -f-  \j.x^  —  Sx  sin  x. 

Nous  pouvons  intégrer  l'équation  à  l'aide  de  l'imliration   tournic  par  l'énoncé.  La  fonction     ;/  =  x^ 
est  solution,  ceci  est  immédiat.  Posons  alors  :    y  =  x^z  ;     nous  en  déduirons 

)/'  =  x'z'  +  2j:  et  ;/"  =  x'z"-{-ixz'  -+-  2:. 

En  portant  dans  l'cqualion,  nous  obtiendrons 

.)•';"  -+-  2a,'';'  =  2  +  iJx'  sin  x. 

Telle  est  la  nouvelle  équation  ii  intégrer  ;  elle  est  du  premier  ordre  et  linéaire  ;  le  calcul  est  facilité 
par  la  remarque  suivante  :  si  on  divise  par  x-,  on  a 

x-z"  -\-  2i;'  =  —  -f-  2j  sin  x. 
X- 

Lc  premier  meuibro  est  visiblement  la  dérivée  de  x-z'. 

Donc,  en  intégrant, 

2  /" 

x^r,' = +2  I  xsiwxdx. 

Nous  allons  calculer     I  ■' sin  jc/x  et  nous  aurons  :'  par  une  quadrature  : 

I  a  sin  xdx  =  —  x  cos  .v  -t-    I  ros  xJx  =  —  j  cos  x  -h  sin  x. 

2 
Par  conséquent,  x''z'  — ^  —tx  cos  .i'  -h  2  sin  x  -i-  C. 

Divisons  mainlenanl  par  .i-  et  intégrons  ;  nous  aurons  d'abord 

2         ^  sin  ,(•  —  xcosx        C 


chacun  des  termes  de  cette  somme  est  inlégrable  à  vue  :  le  premier  est  la  dérivée  de  —,  le  deuxième  de 

sin  X                   ...            C  , 

—  2 et  le  troisième  de Par  conséquent,  nous  avons 

X  X 

_  _  _1_       2sinx         C 
,r'  X  X 

'l'out  est  fini  maintenant  ;  nous  avons 

1/  =  1  —  Cr  +  Cx'  —  2x  sin  x. 
Un  peut  intégrer  celle  équation  de  bien  d'autres  façons.  On  aperçoit  de  suite  la  solution     i/  =  x  ; 
on  pourrait  donc  faire  le  changement  de  variable     >/  =  xz.     Mais  ou  ]ieut  inlégrer  parla  méthode  de 
variation  des  constantes  en  posant  :     i/  =  Mx-i-yx'-     et  cherchant  à  dèterinincr  u  et  v  [lar  les  procédés 
habituels. 
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2.  Considérons  l'intégrale  générale  ;/  =  1 -|- >x -t- jj:.c- — 2xsinx.  La  dérivée  première  est 
;/'  =  >' -I- 2 (jix — 2  sin  X— 2xcosx.  Pour  x  =  (I  elle  se  réduit  à  X,  donc  X  =  0.  La  dérivée 
seconde  est  ;/"  =  2;^  —  2  cos  x — 2  cosx  +  2xsin  i'.  Pour  x  =  0,  elle  se  réduit  à  2a— 4;  devant 
prendre  la  valeur     — 2,     il  faut  que     jji  =  l. 

La  fonction  ;i  étudier  est     (/=!-(-  x-  —  2xsin  x. 

Je  remarque  d'abord  qu'en  changeant  x  en  — x,  )/  ne  change  pas;  par  conséquent  la  courbe 
représentative  est  symétrique  par  rapport  à  0//  et  il  suflira  de  faire  varier  x  de  0  à  -f- x  ,  dans  le 
champ  des  valeurs  positives. 

Le  sinus  oscille  entre  —1  et  -+-1,  par  conséquent  la  courbe  représentative  oscillera  entre  les 
deux  pai  aboies  égales  y,  =  1  +  x- -^  2.c  et  ;/.,  =  <  -ht-  — 2x.  L'une  touche  Ox  au  point 
X  =  —  1  et  l'anlre  au  point  x  =  I.  Considérons  aussi  la  parabole  y,  =  I  -f-x-.  La  courbe  que 
nous  vuulons  représenter  oscillera  autour  de  cette  parabole  ;  quand  sinx  sera  positif  elle  sera  au-dessous. 
La  parabole  ;/..  est  donc  une  sorte  de  courbe  médiane  (jue  la  courbe  traverse 
un  nombre  infini  de  fois  en  montant  et  en  descendant.  Les  deux  autres  para- 
boles y,  =  (I-hx)-  et  yi=  (1— x)-  sont  orientées  de  la  même  façon. 
Les  oscillations  de  la  courbe  proposée  seront  limitées  par  ces  deux  para- 
boles et  la  courbe  viendra  les  toucher  un  nombre  infuii  de  fois,  la  première 
quand     sin  r  —  —  I,      et  la  seconde  quand      sinx  =  -t-  i.      Si  nous  consi- 

-         '.ir.        On        7r 

durons    les    valeurs    — >    >    -— .   — i    celles    de   ran^s  impairs  donnent 

2         ri         2         ^ 

les  points  de  contact   avec  la   parabole  inférieure.  Voyons  maintenant  les 


V            \     > 

'>    ii, 

/  / 
/  / 

/  / 

/  / 

/  / 

ij     / 

/ 

\:]J 

V                    / 

-1    0 

+1 

00 

Fil 


variations  de  la  fonction. 
La  dérivée  est    y'  — 

Elle  s'écrit 


2x  —  2  sin  X  —  2x  cos  x. 

y'  =  2x(l  —  cos  x)  —  2  sin  x, 
ou,  en  mettant  en  facteur  sm  --» 


,    .     X  r      .     X  X  ~\ 

y   =  ^sm—    xsiu^-ços-J. 

X 

Cette  dérivée  admet  donc  les  racines  des  deux  facteurs  :  les  racines  de    sin  —  =  0,    soit    x  =  2lv-  ; 

X  1 

et  les  racines  du  second  facteur.  Pour  les  calculer,  nous  écrivons  l'équation  sous  la  forme     tg —  =  — 

2         X 

et  nous   allons  construire    les   deux    courbes    correspondantes.    La  courbe 
y=  lg-;r     se  construit  en  portant  sur   O.t   les  valeurs   -,   2t:,  Sr,    et  est 

i 

bien  connue;  quant  à  la  courbe     y  =  — ?     c'est  une  hyperbole  équilatère; 

on  voit  que  les  points  de  rencontre,  en  nombre    infini,  se  rapprochent  des 
points  2-,  4-,  Gtt,  ..  .  On  peut  donc  représenter  les  racines  par  2,,     Sk  +  ïî, 
iTT  +  a^,    etc.,  «i   étant  compris  entre    0    et    -   et  les  nombres    a,,    «j    etc. 
devenant  de  plus  en  plus  petits;  alors,  si  on  classe  toutes  les  valeurs  de  x  trouvées,  on  a 

-  37t         , 


0, 


:  -+-  a,, 


,       4-, 


:-|-ï,, 


Les  multiples  impairs  de    —  donnent  les  points  de  contact  avec  les  paraboles  limi  tes  ;  les  autres 
valeurs  sont  les  racines  de  la  dérivée.  Pour  être  sûr  du  classement,  il  faut  vérifier  que     s,    est  compris 
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entre  0  et  — ■    En  eflet,  pour   x    iiiliiiiiiieiit  petit      y' <  0      et  pour      .r  =   ^      ;/' >  0  ;      donc  a,  est 

entre  0  et   -^• 

Si  nous  portons  sur  Ox  toutes  les  valeurs  ainsi  trouvées,  nous  apercevrons  de  suite  que  la  première 
oscillation  part  de    A,    où  la    tangente   est   horizontale,    descend 

jusqu  à  la  valeur    a,    el,  pour    --.    touche  la  [larabole  inférieure.  A 

partir  de    ï,    celte  valeur  croit,  la  branche  monte,  traverse  la  para- 
bole médiane  pour      x  ^  r.,      touche  la  parabole  supérieure  pour 

X  =  -^       et   eiilln,    pour      x  —  i-,      elle   traverse    la   parabole 

médiane  en  passant  par  un  maximum. 

Elle  redescend  ensuite  pcndarjt  peu  de  temps,  passe  par  un 
minimum    ]iour       x  =  Stt  -i-  «^       et    revient    toucher  la    parabole 

inférieuie  pour    x  =  — -•     Elle  remonte  enlin,  traverse  la  [jarobole 

médiane    pour      x  =  -iii,      touche    la    parabole    supérieure    pour 

T. 

X  =  7  — )      etc. 

-2 

En  résumé,  nous  voyons  ipie  chaque  maximum  est  suivi  d'un 
minimum,  après  quoi  la  courbe  remonte,  touche  la  parabole 
inférieure,  traverse  la  parabole  médiane,  touche  la  parabole  supé- 
rieure el  alteinlplus  lard  son  niaxinnum  suivant. 

La  figure  montre  aussi  de  façon  évidente  que  la  courbe  no  coupe 

pas    Ox,    mais  ceci  se  voit  bien  plus  simplement  en  remarquant 

que       1 +,7-  —  2x  sin  j  >- 1  +  a'-  —  i.c  =  {l — x)-.       H    n'y    a    de 

doute  que  pour     x  —-  i      el  on  trouve  alors      ?/  =  -  — 2sin  ),     qui 

Ta      IX    3rt    2n — in    .o        '"^^  positif. 


Kig     3. 
Elle  a  la  valeur 


3.  La  fonction      fyx)  =  — 


1 


est  évidenimenl  continue 


M 


dans  le  champ  des  valeurs  positives,  [juisque    y    ne  s'annule  jamais. 

(x  -H  1  )(x  —  sin  ./■  -  X  cos  x)  —  \  —  X-  +  2j  sin  .r 


Nous  avons  à  reconnaître  les  racines  el  changements  de  signe  du  nuiiiéral''ur.  Nous  obtenons 
.r  —  1  -+-  (.r  —  I  )  sin  x  —  x  cos  .i-fi-  ■+- 1  ) 

'^'^  =  ' ^K^r^^ 

Il  s'agil  de  trouver  les  racines  du  numérateur;  pour  cela  nous  allons  le  mettre  sous  la  forme 
(.r  —  1  )(  1  -(-sin  .t)  —  x{x  +-  I )  cos  .r, 

puis,  (.,.  _i)/si„±-t-cos^j   _  ,r(,,- +  )  )  ^  cos=  ^ ^'"''i)' 

.Mettons  en  facteur     sin  —  -t-  los— : 

(sin -y  -t-  cos  — j    [x  —  1)(  sin  —  -+-  cos  —  1  —  x[x  -i-  1 1/  cos  ^  —  sin  —  j    • 

.;■  X  r. 

Le  prenoier  facteur  s'écrit     Ij' —  = — 1,    c'esl-à-dire     —  =  :',  — -f 


3- 


ou     X  ^ i-:Jlv-. 
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Les  racines  du  prpmier  facteur  sont  donc      -1  +  2r.     -^ -^  4r,     etc.  Le  second  facteur  s'écrit 

sin  —  (.1-  4-  -2.V  —  I  )  -  (x^  +  I  )  cos  ^• 
Nous  en  aurons  les  racines  en  le  mettant  sous  la  forme 

If 


.1-  +  l 


'o  .) 


.i-+'s!.c  -    I 

Nous  aurons  à  construire   les  deux   courbes      v  =  lu  —      et 
leur  inlerseclion. 


x^+l 


et  à  prendre 


La  première  courbe  a  déjà  été  construite.  La  seconde  admet  pour 
asymptotes  les  droites  y  =  I  et  x  =  —\±^2;  elle  est  très 
facile  à  construire  et  a  la  forme  de  la  figure  't.  Il  est  visible  alors  qu'elle 
coupe  la  courbe  y  =  tg  x,  on  une  infinité  de  points,  et,  qu'en  se 
bornant  aux  valeurs  positives  de  x,  il  y  en  a   une  comprise    entre    0 

et  -,    et  que  les  autres  sont  au  voisinage  de     ^Kz-t--^,      un  peu 

avant.  Les  racines  de  ce  second  facteur  sont  donc 


3-2,  «S,    .  ■  •    diminuant  très  rapidement  et  devenant  vite  très  petits. 
Les  racines  de  f{x)  sont  donc 


3- 


-— ,  4tt  4-  —  - 


3- 


La  courbe     y  =  f(x)     traverse  Taxe  de?  ./■  en  tous  ces  points  ;  elle  est  d'abord  au-dessous  de  Ox, 
puis  aiiilessus,  etc.  f^'^;.  fi).  L'aire     /     f(x)dx   est  d'abord   négative,  s'annule  au   point  -^,    redevient 

3it 

négative,   s'annule  de  nouveau  pour    2r  h ^>     et  ainsi  de   suite. 

Tout  ceci  est  évident  sur  la  formule 

C'  „  ,  ,         ,  x^  +  1  —  2j  sin  X 
j„    fi-^dx=L ^^^-^, 

Toutes  les  arches  situées  au-dessus  et  au-dessous  de  Ox  ont 
des  aires  égales  deux  à  deux  :  la  première  a  même  aire  que  la  seconde  ;  la  troisième,  que  la  qua- 
trième, etc. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Smov,  riFoiirmies:  \.  Rocsseac,  h  Fournes-en-\Veppe  ;   A.  Ouiibach. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  .1.  Donien  et  M.   Uli.msnn,  à  liéricourt  ;  Gaston  Roy. 


Fig.  3. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX    (Fin.) 


9692.  —  Construire  une  splière  passant  par  deu\  points  et  t.ingente  aux  plans  de  projection. 

9693.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  deuxième  bissecteur  et  une  droite  située  dans  ce  plan    Inter- 
section de  la  droite  et  de  la  sphère. 


M2  £r.oLK  l'OLvriiCiiMKjm':  (i;.\a.\ii;ns  uitAnx) 

96!)4.  —  On   donne   une  spliéie  taiif;(!iite  au  plan  lioiizontal   et  une  droite    'l'i,  nli'\  d.ins  ce  plan.    Trou\er  un  point 
lumineux  tel  que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole  langente  eu    a.  a')  à  la  dioite  donnée. 
,,!!■  ;)G!(5.  —  Mener  piar  une  ilroite  un  plan  langent  à  un  paraboloïile  d"a.ve  vertical, 

i  !K>!(G    —  ('.(inc  circonscrit  n  un  tore  ayant  un  axe  vertical.  Ktudier  en  ]>artlculier  le  cas  on  le 

I  sommet   (s,  .s'    se  projette  horizontalement  sur  le  grand  cerrle  de  contour  apparent  horizontal,  la 

/1_^ i— \ -       lif^'ie  lie  ra|ipel  étant  tangente  au  petit  cercle  de  contour  apparent  vertical. 

t — -^ r-^  Î)G!>7.  —  Ombre  au  (lambeau  il'un  tore  dont  l'axe  est  de  front. 

I       I  I       I  l)lî!)8.  —  Trouver  le  contour  api)arent  horizontal  d'un   tore  dont  l'axe  est  une  droite  graduée. 

Le  cercle  g-'nérateur  est  défini  par  son  centre  et  son  rayon. 

0(>99.    —   Section    plane  d'im  tore  à  collier  nul  et  à  axe  verlical  par  un  plan  passant   par   le 
centre  et  parallèle  au  deuxième  bissecteur.  Ktude  analytique 

!)700.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal   une  ellipse  E,  ilont  le  gruid  axe  est  parMllrle  à  la 
ligne  lie  terre.  C'est  la  projeclion  horizontale  d'une  ellipse  K  siluce  <lans  un  plan  de  bout.  On  fait 
tourner  celle   ellipse  K  autour  d'un  axe  vertical  passant  par  l'un   des  foyers  de  Ei.  Construire   la 
méridienne  principale  de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée.  Vérification  analytique. 
9701    —  On  donne  un   cylindre  de  révolution    dont   l'axe  est  de  froni,  une  droite  D  et  un  point  S  sur  celte  droite. 
Construire  un  c6ne  de  révolution  tangent  au  cylimlre  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour  ave  la  droite  l). 

î)702.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  connaissant  trois  points  et  la  direction  de  l'axe,  r-'aire  l'épure  en 
géométrie  cotée.  Trouver  la  cote  d'un  point  du  cylindre  connaissant  sa  pro.jection 

9703.  —  Mener  par  un  point  une  droite  qui  soit  à  des  distances  données  d'un  point  donné  et  d'une  horizontale  donnée. 
970-1i.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  :i  axe  vertical  et  d'un  plan  parallèle  au  deuvième  bissecteur. 

9705.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  quelconque  avec  la  ligne  de  terre. 

9706.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  un  cône  de  révolution  défini  par  son  sommet  et  une  sphère  inscrite.  Uéterminer 
l'intersection  du  cùne  et  d'un  plan  défini  par  son  échelle  de  penle. 

9707.  —  Mener  par  un  point  de  la  ligne  de  terre  i  ne  droite  f.iisant  \m  angle  a  avec  la  ligne  de  terre  et  ayant  ses 
projections  perpendiculaires. 

9708.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  défini  par  son  sommet  et  une  sphère  inscrite.  On  donne  la  projection 
liorizontale  d'un  jioint  du  cône;  trouver  la  projeclion  verticale  et  le  plan  tangent. 

î)709.  —  Par  la  trace  horizontale  d'une  droite  de  front,  mener  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  la  frontale  et 
telle  (|ue  le  segment  intercepté  sur  celte  droite  par  les  plans  de  projection  ait  une  longueur  donnée. 

9710.  —  Un  cône  de  révolution  a  pour  base  dans  un  plan  défini  par  ses  traces  un  cejcie  de  centre  et  de  rayon  donnés. 
On  connaît  en  outre  la  hauteur  du  cône.  Trouver  les  contours  apparents. 

97H.  —  Construire  un  cône  de  révolution  connaissant  le  sommet,  l'axe  et  sachant  que  le  cône  est  tangent  h  ime  sphère, 
donnée. 

9712.  —  On  donne  un  paraboloide  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front,  et  on  considère  un  parallèle  de  celte  surface. 
Mener  au  paraboloide  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  soit  sur  le  parallèle  et  ([ui  fasse  \\n  angle  donné  avec  le  plan 
horizontal. 

9713.  —  L'n  segment  uh  donné  dans  le  plan  horizontal  est  le  grand  axe  d'une  ellip>o,  section  par  le  plan  horizontal 
d'un  cône  de  révolution.  Connaissant  le  sommet  de  ce  cône,  trouver  le  petit  axe  de  l'ellipfi'. 

9714.  —  On  donne  une  spliiTC  langente  au  plan  horizontal,  et  un  point  S  dont  la  cote  est  égale  au  dianH''tre  de  la  sphère 
Trace  horizontale  du  cône  circonscrit  ii  la  sphère  ayant  pour  sommet  le  point  S. 

9715  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  son  contour  apparent  vertic.il  et  une  génératrice  de  contour 
apparent  horizontal. 

9710.  —  Mener  à  une  surface  gauche  de  révolution  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné.  Discussion 

9717.  —  On  donne  une  surface  gauche  définie  par  un  axe  vertical  et  une  frontale  D.  Construire  par  rapport  ,i  celle 
surface  la  droite  conjuguée  d'une  droite  donnée  A,  dont  la  projection  horizontale  est  parallèle  à  celle  de  D. 

9718.  —On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  et  une  génératrice  de  front.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan 
coupant  la  surface  suivant  une  parabole.   I)él<^riuiner  les  éléments  de  celte  parabole. 

9719  —  Mener  ii  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  un  plan  langent  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

9720  —  Cône  circonscrit  ii  ime  siuface  gauche  de  révolution . 

0721 .  —  On  considère  une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  frontale  tournant  autour  d'un  axe  de  front. 
Inscrire  dans  celle  surface  une  spbèie  passant  par  un  point  donné. 

9  722.  —  On  fait  tourner  une  d  mite  autour  d'un  axe  vertical  et  autour  d'un  axe  de  boni.  Déterminer  les  plans  tangents 
roiiimuns  aux  deux  surfaces. 

9723.  —  On  donne  deux  droites  par  leurs  projections  graduées.  Déterminer  le  contour  apparent  horizontal  de  la  surface 
engendrée  par  l'une  d'elles  tournant  autour  de  l'autre. 

9724.  —  Trouver  la  droite  conjuguée  de  la  ligne  de  terre  par  rapport  ;\  uiu;  surface  gam-he  dont  l'axe  est  vertical. 

9725.  —  On  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  par  deux  plans  parallèles  au  cercle  de  gorge  et  équidislanls  du  plan 
de  ce  cercle  On  éclaire  le  solide  ainsi  formé  par  des  rayons  ii  45".  Déterminer  l'ombre  propre  et  les  ombres  portées  sur  les 
plans  de  projection. 

9726.  —  On  coupe  une  surface  gaucho  il  axe  vertical  par  un  plan  de  bout,  et  on  prend  la  section  comme  hasi-  d'un 
cône  de  sommet  donné.  Trouver  les  contours  apparents  du  cône. 
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9727.  —  On  donne  un  paraboloîde  hyperbolique  défini  par  son  sommet  (s,  s'),  par  ses  plans  directeurs  de  bout  et  inclinés 
à  iï"  sur  le  plan  horizonlal,  et  par  un  point  {a,  ai.  Montrer  que  le  paraboloïde  est  bien  déterminé.  Prendre  son  inter- 
section atec  une  droite.  Plan  tangent  au  sommet. 

1)728.  —  Klant  donnés  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  et  une  droile  passant  par  un  point 
donné  sur  la  surface,  construire  le  deuxième  point  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  surface. 

0729.  —  D'un  point  A  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  plans  tangents  à  un  paraboloïile  hyperbolique  à  plan 
directeur  horizontil.  Lieu  des  pieds.  Montrer  que  ce  lieu  est  une  surface  et  construire  le  plan  tangent. 

97:î0.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  déûni  par  un  plan  directeur  horizontal  et  deux  génératrices  non 
parallèles  à  ce  plan.  Intersection  avec  une  droite.  Sommet. 

9731.  — On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique  admettant  comme  plan  directeur  un  plan  bissecteur  des  plans 
de  projection.  Comment  peut  on  le  définir?  Déterminer  le  sommet. 

9732.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  quatre  points  a,  b,  c,  d,  de  cotes  respectives  1,  2,  3,  4  et  l'ormant  en  pro.jeclion 
un  paraliélograniine.  Montrer  (|ue  par  les  droites  ab.  bc,  et,  (la  on  peut  faire  passer  un  paraboloïde  hyperbolique,  et  trouvei- 
l'axe  de  ce  paraboloïde.  Soit  .s  le  point  de  cote  zéro  projeté  au  centre  du  parallélogramme;  trouver  la  courbe  de  contact  du 
Cône  circnnscril  ayant  pour  sommet  le  points. 

9733  —  .Mener  h  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  un  plan  langent  parallèle  à  un  plan  donné. 
973'i.  —  On  donne  le  paraboloïde  hyperbolique  déterminé  par  le  quadrilatère  gauche  ayant  pour  côtés  les  droites 
(A,A'  ,  (B,  B'i,  (C,  C  )  et  (0,  D').  La  projection  horizontale  est  un  carré  dont  une  diagonale  est  paral- 
lèle .a  la  ligne  de  terre,  et  la  projection  verticale  se  compose  de  deux  droites  inclinées  à  Vj'  sur 
■ri/.  Consiruire  des  génératrices.  Déterminer  le  point  brillant  pour  des  rayons  lumineux  à  43°. 

9735    —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  et  d'un  cône 
avant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

973G.  —  On  donne  un  hémisphère  limité  par  un  plan  horizontal  supérieur,  et  un  point  lumi- 
neux. Trouver  l'ombre  à  l'intérieur. 

9737.    —  Intersection  d'un  tore  à  axe  verlical  et  d'une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan 
de  front  de  l'axe  du  tore. 

9738.  —  Intersection  d'uie  sphère  et  d'un  cylinlre  verlicU  dont  la  base  est  un  cercle  horizontal  ayant  pour  diamètre 
un  rayon  horizonlal  de  la  sphère. 

9739.  —  Intersection  dune  surface  gauche  à  ave  vertical,  définie  par  une  génératrice  de  front  G  et  d'un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  G  et  dont  la  base  est  un  cercle  horizontal. 

0740.  —  On  donne  trois  droites  quelconques  dans  l'espace,  et  on  demande  de  déterminer  les  plans  passant  par  un 
point  donné  sur  lesquels  les  droites  se  projettent  orthogonalement  suivant  des  droites  concourantes. 

9741.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  horizontal  déûni  par  une  vBrticale  et  une 
frontale.  Etudier  l'intersection  de  ce  paraboloïde  et  d'un  cylindre  de  révolution  passant  par  la  verticale  donnée. 

9742.  —  On  donne  deux  frontales  qui  ne  se  rencontrent  pas  et  d'un  point  lixe  0  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
les  horizontales  rencontrant  les  deux  frontales.  Construire  le  lieu  du  pied.  Tangente  en  un  point.  Directions  asymptotiques. 
Traiter  la  question  par  le  calcul 

9743.  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  et  un  cercle  dans  le  plan  hori/.onlal.  Ce  cercle  est  la  hase 
d'un  cône  dont  le  sommet  est  sur  la  verticale  du  centre  de  la  sphère.  Intersection  des  deux  surfaces. 

9744.  —  On  donne  un  hémisphère  dont  la  base  est  horizontale  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  le  haut.  Le  point  le 
plus  haut  est  le  centre  d'un  disque  horizontal  ayant  même  rayon  que  l'hémisphère.  On  demande  l'ombre  poitée  par  le 
disque  sur  l'héinisphère. 

On  donne  un  cube  ABCDA'B'C'D'  dont  la  face  ABCD  est  horizontale,  et  on  considère  l'hyperboloïde  défini  parles 
„,    trois  génératrices  AD,  A'B'  et  CC.  puis  le  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan  directeur  est  hori- 
zonlal et  qui  admet  pour  génératrices  ce  et  la  diagonale  BD'.  Déterminer  ^intersection  des  deux  surfaces. 
974G.  —  Représentation  topographique  d'un  paraboloïde  elliptique  dont  le  point  le  plus  haut  est 
un  ombilic. 

9747.  —  On  donne  un  tore  ayant  un  axe  de  front.  Trouver  la  section  de  ce  tore  et  du  plan  paral- 
lèle au  deuxième  bissecteur  et  passant  parle  centre  du  tore. 

9748.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  ,à  axe  vertical  définie  par  une  génératrice  de 
front  G.  On  demande  l'intersection  de  cette  surface  et  du  cylindre  engendre  par  la  droite  G  tournant 

autour  d'un  axe  parallèle  h  G  et  passant  par  le  centre  de  l'hyperboloïde. 

9749.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  ouvert  vers  le  haut,  et  un  cône  de  révolution  ayant 
son  sommet  au  sommet  du  paraboloïde.  L'une  des  génératrices  du  cône  est  verticale  et  son  axe  p.asse  par  un  des  points  où 
le  plan  focal  rencontre  la  méridienne.  Intersection  des  deux  surfaces.  Etudier  la  question  analytiquement. 

9750.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizonlal,  et  une  sphère  qui  a  pour  diamètre  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommet  du  cône  sur  le  plan  horizontal.  Etudier  l'intersection  des  deux  surfaces. 

97Ô-I.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  ccntie  est  dans  le  plan  horizontal  et  deux  points.  Déterminer  l'intersection  des 
cônes  circonscrits  à  la  sphère  ayant  pour  sommets  ces  deux  points. 

9752.  —  On  donne  un  hyperboloïde  h  une  nappe  déûni  par  trois  génératrices.  Mener  à  cette  surface  un  plan  tangent 
parallèle  ;i  un  plan  donné. 

9753.  —  On  donne  deux  cylindres  de  révolution  ayant  un  même  axe  vertical  placés  l'un  au-dessus  de  l'autre,  le 
cylindre  supérieur  étant  de  rayon  plus  grand.  On  éclaire  l'ensemble  par  des  rayons  lumineux  à  45°.  Etudier  l'ombre  propre 
et  l'ombre  portée. 
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!)".">'(.  —  Un  donne  un  cùne  de  révolulion  d'iixe  vortiMl,  le  sommet  étant  vers  le  b^is  ;  il  est  liniiti'  à  un  parallèle  ri 
rieiis  à  l'intéiieiir.  On  rclaire  par  des  rayons  à  45»;  ombre  à  lintéiieur. 

î)755.  —  On  coupe  un  tore  h  axe  vertical  par  un  plan  de  l>nut  passant  par  le  centre,  tangent  au  parallèle  le  plus  liaiil. 
La  section  est  la  directrice  d'un  cùne  dont  le  sommet  est  sur  l'axe.  Délerniiner  l'intersection  lUi  tore  el  du  cùne.  Montrer 
(|Uon  peut  faire  passer  une  sphère  par  cette  intersection. 

î>"ô(i    —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  une  droite  quelconque  (0) 
D'un  point  .\  de  la  droite  (D)   on   mène  une  normale  AM  au  cylindre.  Etudier  le  lieu  du   point  M.  Construire  la  tangente  ii 
la  courhe  lieu  du  point  M 

9757  _  On  donne  un  liyperboloïde  à  une  nappe  défini  par  trois  droites.  Construire  un  point  de  cette  surface,  et  le 
plan  tangent  en  ce  point.  Kx.iniincr  le  cas  particulier  où  l'une  des  droites  est  verticale,  une  autre  de  bout  et  la  troisième 
parallèle  il  la  lii-'ne  de  terre.  Elant  donnée  une  généralricc,  déterminer  le  point  où  le  plan  langent  esl  perpendiculaire  au 
plan  asymptote. 

!t7ô8.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  et  d'une  sphère. 

!)75!>.  -  Intersection  d'un  cùne  de  révolution  h  axe  vertical  avec  un  paraboloide  hyperbolique  ayant  pnur  sommet  le 
sommet  du  cône,  passant  par  les  génératrices  de  cimtoiir  apparent  verliral  du  cùne  et  par  un  autre  point  de  le  cùne,  les 
plans  directeurs  étant  de  bout. 

!>7(»0.  —  On  considère  un  paraboloide  de  révolution  d'axe  verlical  et  limité  à  un  parallèle  et  à  son  sommet.  On  éclaire 
ce  paraboloide  par  un  point  lumineux.  Trouver  l'ombre  propre  el  l'ombre  portée. 

!)7(;i  _  On  donne  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre  et  une  surface  gauche  <le  révolution 
dont  le  cercle  de  goige,  situé  dans  le  plan  horizontal,  est  tangent  aux  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cylindre. 
Les  génératrices  de  la  surface  font  45°  avec  l'axe.  Interseclion  de  la  surface  et  du  cylindre. 

î(7<»2.  —  Ombre  de  la  niche  formée  jiar  un  demi-cylindre  de  révolution  surmonté  d'un  quart  de  sphère.  Déterminer  le 
point  de  l'ombre  situé  sur  le  cercle  de  raccordement. 

!)7(>J.  —  Ombre  à  l'inlérieur  d'une  écuelle  parabolique,  l'axe  étant  vertical. 

97(>'«.  —  Interseclion  d'une  sphère  et  d'un  cùne  de  révolution  dont  l'axe  est  dans  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère. 
97GÔ    —  I!n  paraboloide  de  révolution  ."v  axe  vertical  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  à   45".  Déterminer  le  point 
brillant 

î>7()<).  —  On  donne  un  eylindie  de  révolulion  dont  l'axe  e!-t  parallèle  a  la  ligne  rie  lerre  On  le  limite  à  deux  plans  de 
profil,  et  on  conserve  seulement  la  iiartie  située  au-dessous  du  plan  horizontal  de  l'ase.  On  éclaire  par  des  rayons  à  43". 
Ombre  à  l'intérieur. 

i(7(>7.  —  On  donne    uni:  sphère  (o,  (>']  et   un   cùne   de    révolulion  d'axe   verlical,   ayant  son    sommet    s.  s'    au  point 
_  le  plus  bas  de  la  sphère  et    limité  ;\  un  cercle  horizontal  dont  le  rayon  égale  celui  de  la  sphère. 

Ombre  propre  du  système  éclairé  par  des  rayons  parallèles    It,  R'I  de  front  et  faisant  45"  avec  le 
plan  horizontal. 

97(58  —  On  donne  un  cùne  de  révolution  à  axe  verlical,  limité  à  son  sommet,  S.  et  K  une 
section  horizontale  au  dessous  du  sommet.  Par  un  point  situé  sur  la  verticale  du  point  S  on  mène 
une  horizontale,  c^i'on  prend  comme  axe  d'un  cylindre  de  révolution  passant  par  le  point  S.  On 
éclaire  le  sysième  |iar  des  rayons  parallèles.  Ombres. 

97(>9.  —  On  dorme  un  hyperbobiide  de  révolution  .à  une  nappe  défini  par  son  axe  verticil  et 
une  génératrice  île  front  lA,  \'i  et  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  horizontal  et  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à    A,  A'j.  Trouver  les  plans  tangents  communs  a  ces  deux  surlaces. 

9770.  —  On  donne  en  géométrie  cotée  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  délini  par 
son  cercle  de  gorge  horizontal  (cote  zéro)  et  par  la  projection  graduée  d'une  génératrice  Ci.  Trouver 
l'intersection  de  cet  hypeiboloïde  et  du  paraboloide  hyperbolique  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan 
horizonlal  et  (|ui  passe.  pai-  l'axe  de  Ihyperboloiile  et  par  la  droite  C. 

■VI.  Cinérnatique. 

977  I .— Un  point  décril  la  courhe  x  -=  los  0,  !/  =  l-(-sinO,  :  =  tg  0  de  façon  que  son  accélérai  ion  totale  rencontre 
r.ixe  des  r.  Ltudier  le  mouvement. 

9772  —  Un  point  se  meut  sur  une  ellipse  avec  une  vitesse  aréolaire  constante  par  rapport  au  foyer  K.  (Comment 
varie  sa  vitesse  angulaire  par  rapport  .'i  l'autre  foyer  K'? 

977;;.  —  Construire  la  courbe    .r  =  2(  4-  I,    //  =  (',     î  =  3r  —  2<  J-  I .     KtUilicr  l'hodographe  du  mouvement. 

977'4.  —  Un  point  se  déplace  dans  un  plan  de  façon  que  les  composantes  de  la  vitesse  suivant  le  rayon  vecteur  et  la 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  soient  respectivement  sin  t  et  1  — cosï,  t  désignant  le  temps.  Déterminer  la  tr.ijectoire. 
llayon  de  courbure 

9775  —  Déterminer  une  courbe  plane  telle  que  le  rayon  vecteur  joignant  le  pù|i>  ii  un  pniiit  de  la  courbe  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  double  de  celle  de  la  tangente  en  ce  point. 

97  7(>    —  Bluilier  le  mouvement  délini  par  les  équations    x  —  ai'  -t-  lit  -t-  c,    i/  =  n'O  -h  b't  -t-  c',     :  =  a"l'  ■+-  h"l  +  c". 

9777.  -  lin  point  se  déplace  dans  un  plan  de  telle  façon  (|iie  yi  =  k  et  0  =  /i>,  h  et  k  étant  des  constantes 
(Comment  v.irie  l'angle  de  la  vitesse  avec  O.r'.' 

9778.  —  l'n  point  se  déplace  dans  un  plan  de  telle  manière  ifue  l'accélération  totale  soit  con<tante  cl  fasse  un  angle 
constant  avec  la  vitesse.  Déterminer  la  trajectoire. 
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*""^-  -  Lîti  point  M  se  iléplace  dans  un  plan  de  la(;on  que  les  projections  de  sa  vitesse  sur  les  axes  de  coordonnées  soient 
proportionnelles  aux  distances  IWP  et  MQ  de  ce  point  à  deux  droites  rectangulaires  données,  k,  =  Ar.MP,  v„  =  t.MQ. 
Déterminer  la  trajectoire. 

i  ]  1 

9780.  —  Etudier  le  mouvement   x—  —(1  -Ksino.;  —  v/3cosw(  ,    //=  —  (1  +  sin  wf -+- y/S  cos  w(j,    ;  =  —  (1 -^  i  sin  w()- 

Nature  de  la  trajectoire. 

9781.  —  Un  point  décrit  la  courbe  ax- =  y^  de  façon  que  la  composante  de  l'accélération  totale  suivant  Oy  soit 
constante.  Héterminer  l'hodographe,  la  vitesse  à  l'origine  étant  nulle. 

97812.  —  Soient  Ox,  Oi/,  0:  trois  axes  rectangulaires  et  une  demi-droite  0.\  passant  par  le  point  0  et  faisant  les 
angles  a,  p,  ■[■  avec  les  axes  de  coordonnées.  Un  point  Mn(.fo,  (/»,  Za)  tourne  autour  de  la  droite  OA  d'un  mouvement  uniforme 
de  vitesse  y.  Trouver  ses  coordonnées  au  bout  du  temps  (. 

9783.  —  Un  point  se  déplace  sur  une  parabole  de  t'a(;on  que  la  vitesse  soit  proportionnelle  au  rayon  vecteur  issu  du 
loyer.  Etudier  le  mouvement 

9784.  —  Un  point  décrit  une  circonférence  de  telle  façon  que  son  accélération  passe  toujours  par  un  point  de  cette 
circonférence.  Calculer  la  vitesse  et  l'accélération  du  point. 

9785.  —  Un  point  M  décrit  une  ellipse  (de  centre  0  et  de  foyers  F  et  F)  de  telle  manière  que  .MF  —  MF'  —  2e  sin  w(. 
Calculer  l'accélération  en  fonction  de    O.VI  ^=  r. 

9786.  —  Une  parabole  P  roule  sans  glisser  sur  une  parabole  (ixe  égale  Q,  la  vitesse  angulaire  étant     —■      Au  temps 

1  -f-<^ 
<  =  0    les  sommets  coïncident.   Étudier  le  mouvement  du  foyer  de  la  parabole  P. 

9787.  —  Un  point  se  déplace  dans  un  plan  de  façon  que  l'accélération  tangentielle  soit  constante  et  que  le  rapport  de 
l'accélération  normale  au  rayon  de  courbure  soit  constant.  Trouver  la  trajectoire  et  l'Iiodograpbe. 

9788.  —  le  mouvement  d'un  point  M  est  tel  que  son  liodographe  par  rapport  a  un  point  0  est  une  droite  D  ne  pas- 
sant pas  par  le  point  0,  et  décrite  d'un  mouvement  uniforme.  Etudier  le  mouvement  du  point  >\.  Examiner  aussi  le  cas 
où  le  point  correspondant  de  l'Iiodographe  décrit  la  droite  D  avec  une  vitesse  angulaire  constante  par  rapport  au  point  0. 

9789.  —  Trouver  l'enveloppe  du  vecteur  accélération  dans  un  mouvement  circulaire  où  l'accélération  totale  est  propor- 
tionnelle au  cube  de  la  vitesse. 

9790.  —  L'hodographe  du  mouvement  d'un  point  M  par  rapport  a  un  point  0  est  un  cercle  de  centre  0,  et  le  point  m 

qui  décrit  l'Iiudographe  se  meut  de  façon  que     -—  ^-    — — ,       ft  étant  l'angle  de  Ow  et  d'une  droite  tixe.  Trouver  la  tra- 

M  cos  0 

jectoire  de  .M. 

9791.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  un  cercle  de  centre  0  de  fai-on([ue  l'an^ile  ft  de  O.M  avec  Ox'  suit  donné  parl'équa- 
tioii     (  -.y  )    =  sin=  0  (I  -l-sinM().     Etudier  le  mouvement. 

9792.  —  Étudier  le  mouvement  x=zacos[l  +  a),  (/ =  fc  cos  {( -t-  p),  :  =  c  cos  (i -+-y).  Déterminer  l'aire  de 
l'ellipse  trajectoire.  Hodographe  du  mouvement. 

979S.  —  Étudier  le  mouvement  plan  où  l'accélération  est  proportionnelle  et  perpendiculaire  à  la  vitesse. 

■yil.  Dynamique. 

9794.  —  Un  point  mobile  parcourt  la  courbe  ^  ^=  a  cos-  -^  sous  l'action  d'tme  force  passant  par  le  pôle.  Trouver 
l'expression  de  la  force  en  fonction  du  rayon  vecteur. 

9795.  —  Un  point  est  assujetti  à  décrire  une  ellipse  sous  l'action  d'une  force  passant  par  le  centre  et  proportionnelle  à 
la  distance.  On  le  lance  d'un  des  sommets  avec  une  certaine  vitesse.  Etudier  la  variation  delà  réaction  de  la  courbe. 

9796.  —  Un  point  pesant  est  assujetti  ii  se  mouvoir  avec  frottement  sur  une  droite  horizontale  ;  ce  point  est  attiré  par 
un  centre  fixe  situé  dans  le  plan  vertical  delà  droite,  proportionnellement  à  la  distance.  Etudier  le  mouvement  du  point. 

9797.  —  On  considère  le  champ  de  force  X  =  //,  Y  ==  :,  Z  =  .c.  Déterminer  le  travail  total  quand  le  point 
d'application  décrit  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

9798.  —  Un  pomt  matériel  décrit  la  courbe    r"  =  a"  cos  nf)    sous  l'action  d'une  force  centrale  /(r).  Calculer  cette  force. 

9799.  —  Un  point   .-e  déplace  sur  la  courbe    p  —  sous  l'action  d'une  force  centrale  passant  par  le  pôle  ; 

cos  w 
trouver  la  force. 

9800.  —  Oa  donne  une  parabole  dont  Taxe  est  vertical  et  dont  la  concavité  est  dirigée  vers  le  bas.  Un  point  matériel  est 
assujetti  à  la  décrire  sans  frottement.  Ce  point  est  lancé  du  sommet  avec  une  vitesse  v„.  Etudier  le  mouvement,  et  calculer 
la  réaction. 

9801.  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  une  horizontale  D  et  un  point  fixe  A  au-dessus.  Un  point  M  pesant  se  déplace 
sur  une  droite  AB  (rencontrant  D  au  point  B)  et  faisant  l'angle  i  avec  D.  Ce  point  est  repoussé  par  A  par  une  force  con- 
stante F  =  fc.ÂB'.  Quelle  valeur  faut-il  donner  à  a  pour  que  le  temps  mis  par  le  mobile  M  pour  descendre  jusqu'en  B  soit 
minimum? 

9802.  —  On  donne  un  point  fixe  0  et  un  point  .M  soumis  à  l'action  d'une  force  F  constamment  perpendiculaire  à  OM 
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et  fonction  de  la  distance  OM  =  r,  F  = /()•).  Déterminer  la  fonction /(r)  de  façon  que  l'équation  de  la  trajectoire 
soit    V  —  e". 

!>80;i.  —  In  point  M  mobile  sur  une  droite  est  atlirt'  ipar  un  point  0  de  cette  droite  par  une  force  égale  à  iOM,  et  il 
subit  uni"  résistance  en  sens  contraire  de  la  vitesse  égale  à  3o.  ttudier  le  mouvement.  On  suppose  la  masse  égale  a  l'unité. 

980.'«.  —  Mouvoiucnl  des  projectiles  dans  le  vide.  Soit  M  un  point  de  la  trajectoire.  Mm  sa  distance  à  la  directrice  de 
la  parabole  trajectoire  ;  montrer  que  l'on  a  v'  =  2g.Um-  On  mène  par  le  foyer  de  la  paiabole  une  corde  quelconque 
oui  la  coupe  en   M,   et  M..   Soient   »,   la  vitesse  en  M,,  va  la  vitesse  en   M:,  w  la  vitesse  au  sommet.  Montrer  que  l'on  a 

_L      J_  —  _L 

9805.  —  Un  point  pesant  se  meut  avec  frottement  sur  une  droite  horizontale  ;  il  est  repoussé  par  un  centre  Qxe  situé 
sur  la  droite  proportionnellement  à  la  distance.  Rtudier  le  mouvement.  On  suppose  que  la  force  est  donnée  par 
!•'  =  2mfg.r,    f  étant  le  coefficient  de  frottement,  m  la  niasse  du  point. 

9800.  —  Soit  1'  le  foyer  de  la  parabole  décrite  par  un  point  pesant  M.  Démontrer  que  la  vitesse  angulaire  du  point  H 
par  rajiport  au  iioint  F  est  inversement  proportionnelle  à  FM. 

9S07.  —  Lin  mobile  décrit  la  courbe  x'' +  y'^  —  aix" -h  y')  =  0  avec  une  vitesse  constante.  Déterminer  la  force  qui 
produit  le  mouvement. 

9808  —  On  considère  dans  le  plan  des  xy  le  champ  de  forces  \  =  ix,  Y  =  y-.  Trouver  les  lignes  de  niveau,  les 
lignes  de  force.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  la  force  et  abandonné  sans  vitesse  initiale.  Quel  est  le  travail 
total  lorsque  le  champ  agit  sur  un  point  de  masse  I  décrivant  le  cercle  de  centre  (2,0)  et  de  rayon  1. 

9809.  —  Lin  point  parcourt  la  courbe  p  =  a  cos  lu  sous  l'action  d'une  force  passant  par  le  pôle.  Déterminer  la  force 
et  la  loi  du  mouvement. 

9810.  —  Ln  point  se  déplace  dans  le  plan  des  xy  sous  l'action  de  la  furce 

\  x'  -hy'        I  \  -i'  -+-  y'        / 

Trouver  la  trajectoire. 

98il.  —  On  donne  un  ûl  élastique  fixé  en  un  point  A  et  dont  la  longueur  naturelle  est  AO.  On  tire  ce  fil,  on  le  fait 
passer  dans  un  anneau  fixe  0,  on  attache  à  son  extrémité  un  point  matrriel  pesant  .M,  que  l'on  abandonne  sans 
vitesse  initiale  en  une  position  quelconque.  On  demande  le  mouvement  du  point  M.  On  admet  que  la  tension  du 
fil  est  proportionnelle  à  l'allongement. 

9812.  —  D'un  point  0  on  veut  arroser  une  colonne  verticale,  la  vitesse  du  point  étant  donnée.  Déterminer  la 
partie  de  la  colonne  ([ui  pourra  être  arrosée. 

9813.  —  lin  point  M  de  masse  1  est  soumis  :  1°  à  une  force  passant  par  le  point  0,  attractive  et  proportion- 
nelle à   la   distance  ;  2»  à  une   force  dont  les  projections   sur   les  axes  Ox,  Oy  sont    X  =  2  cos  (,    Y  =;  2sin(. 

0\  Ktudier  le  mouvement  du  point  M. 

9814.  —  Un  point  décrit  la  courbe     ?-  =  a' cos  2m    suivant  la  loi  des  aires.  Calculer  la  force  iiui  sollicite  le 
point  en  fonction  de  p. 

9815.  —  Un  point  matériel  se  meut  sous  l'action  d'une  force  centrale  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance.  Déterminer  quelles  doivent  être  les  conditions  initiales  pour  que  la  trajectoire  soit  une  parabole,  une  hyperbole 
équilatère  ou  un  cercle. 

9810    —  Un  point  M(x,  i/,  il  est  soumis  à  l'action  <ie  la  force     X  =      . ,  .    Y  = — — ^ — -<    Z  =  0.     Y    a-til  une 

■^  x'+  y'  x'  +  y 

fonction  des  forces?  Surfaces  de  niveau.  Lignes  de  force. 

9817.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  ellipse  sons  I  action  d'une  force  passant  par  le  leiitre.  Déterminer  cette  force. 

9818.  —  Etudier  le  mouvement  d  un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  proportionnelle  ii  la  distance,  l.a 
trajectoire  peut-elle  être  un  cercle  ? 

9819  —  Un  point  mobile  se  déplace  sur  une  courbe  sous  l'.iction  d'une  force  centrale.  Déterminer  cette  force  sachant 
(|ue  la  vitesse  e»t  inversement  proportionnelle  à  la  distance.  Iltudier  le  mouvement . 

9820.  -  On  donne  dans  un  plan  vertical  une  courbe  et  un  point  0  situé  au-dessus.  On  joint  le  point  0  à  un  point  .M 
de  la  courbe.  Calculer  le  temps  que  met  un  point  pesant  pour  descendre  le  long  de  la  droite  OM.  Maximum  de  ce  temps, 
(|uand  le  point  M  décrit  la  courbe.  Cas  où  la  courbe  est  une  droite  ou  un  cercle 

9821.  -  Etudier  le  champ  de  forces  \  =  y  +  z,  Y  =  z -^  x,  Z  =x -(-;/.  Surfaces  de  niveau.  Montrer  que  les 
lignes  de  force  sont  des  courbes  planes  et  algébriques. 

9822.  -  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  soumis  de  la  part  de  l'air  à  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse. 

9823.  —  On  considère  le  champ  de  forces     X  = -^-i-^,     Y  =  --7-,'*'    ■,,'     ^  =  3:'.     V  at-il  une  fonction  des 

forces  ' 

9824.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  lixe  en  raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  la 
distance. 

9825  -  On  lance  un  point  dans  le  vide  sous  un  angle  a;  au  bout  de  combien  de  temps  la  vitesse  est-elle  devenue 
perpendiculaire  à  la  vitesse  initiale? 

982(>.  —  On  loiiiii!  un  Iriangle  é(|uilatéral  AllC,  aux  simmcts  duquel  on  abandonne  sans  vitesse  initiale  des  points 
m.if-rlels  s'attjiaiit  suivant  la  loi  de  .Sewton.  Déterminer  les  tnijectoires.  Calculer  le  temps  mis  par  les  mobiles  pour  atteindre 
le  centre  0  du  triangle. 
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9827.  — Un  point  M  décrit  une  parabole  sous  l'action  d'une  force  newtonienne.  Démontrer  que  la  projection  m  du 
point  M  sur  la  directrice  se  meut  comme  si  elle  était  attirée  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distar\ce. 

!)828.  —  On  considère  le  cliamp  de  lorce  X  —  sin  1/ -t- // sin  ,c,  Y=  —  cos.c -1- .rcos  1/.  V  a-t-il  une  fonction  des 
forces  '.' 

Î)S29.  —  On  lance  un  projectile  dans  le  vide  à  partir  d'un  point  0,  avec  une  vitesse  u»  faisant  l'angle  i  avec  l'hori- 
zontale Or.  Au  point  A  où  le  pro.jectile  rencontre  (ix  on  supprime  la  pesanteur;  le  mobile  décrit  alors  unedroile.  Trouver 
l'enveloppe  de  cette  droite  quand  a  varie. 

9830.  —  Soient  une  ellipse  et  un  point  M  sur  cette  ellipse;  ondésigne  par  r  et  r,  les  rayons  vecteurs  du  point  .M  rela- 
tifs aux  foyers  F  et  F,.  On  suppose  que  le  point  M  ilécrit  l'ellipse  sous  l'action  de  deux  forces  /  et  /i  passant  respcclivement 

par  F  et  Fi.  Démontrer  que  si  l'une  des  forces  est  de  la  forme    f=  Ic'r,  l'autre  est    A  =  Ic'r,  H . 

''1 

9831.  —  On  considère  un  mouvement  plan  sous  l'action  de  la  force  X= — y.  Y  =  ,r.  La  trajectoire  peut-elle  être 
circulaire"? 

9832.  —  F.tudier  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  répulsive  inversement  proportionnelle 
au  carré  de  la  distance.  On  suppose  la  vitesse  initiale  passant  par  le  centre. 

9833.  —  Un  point  M  décrit  une  parabole  sous  l'action  de  deux  forces  dont  l'une  passe  par  le  foyer  F  el  proportionnelle 
à  FM.  L'autre  est  parallèle  h  l'axe.  Déterminer  la  grandeur  de  cette  seconde  force. 

9834.  —  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  décrire  une  courbe  C  située  dans  un  plan  vertical.  Déterminer  la 
courbe  C  de  telle  manière  que  la  composante  verticale  de  la  vitesse  soit  constante. 

9835.  —  Un  point  mobile  décrit  une  développante  de  cercle  sous  l'action  d'une  force  centrale  fonction  de  la  distance, 
le  centre  des  forces  étant  le  centre  du  cercle.  Calculer  la  force. 

0836.  —  Un  point  matériel  est  soumis  îi  l'action  d'une  force  centrale  répulsive  proportionnelle  à  la  distance;  on  le 
lance  dans  un  plan  donné  avec  une  vitesse  initiale  donnée  en  grandeur.  Enveloppe  des  trajectoires  quand  la  direction  de 
cette  vitesse  varie . 

9837.  —  On  lance  dans  le  vide  et  d'un  point  donné  un  premier  projectile  avec  une  vitesse  initiale  !),>  suivant  la  verticale 
ascen  lante.  un  deuxième  projectile  avec  une  vitesse  initiale  Va  inclinée  ;'i  10"  sur  l'horizontale,  un  troisième  projeclile  avec 
une  vitesse  initiale  rW'i  dirigée  suivant  l'horizoïitile.  Les  trois  vitesses  initiales  sont  dans  un  même  plan.  Démontrer  qu'à 
chaque  instant  les  trois  projectiles  sont  en  ligne  droite,  et  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite. 

9838.  —  Soit  dans  un  plan  vertical  une  circonférence  dont  le  point  0  est  le  point  le  plus  haut.  On  trace  une  corde 
quelconque  OM  et  on  abandonne  en  0  un  point  pesant  qui  descend  suivant  la  corde  OM.  Arrivé  en  M,  il  s'échappe  librement  et 
décrit  une  parabole.  Lieu  du  foyer  de  cette  parabole  lorsque  la  corde  OM  varie. 

9839.  —  D'un  point  0  on  lance  un  projectile  avec  une  vitesse  initiale  donnée  contre  un  mur  vertical.  On  demande 
sous  quel  angle  il  faut  le  lancer  pour  que  c"  cos  x  soit  maximum,  v  étant  la  vitesse  du  projectile  au  moment  où  il  atteint 
le  mur,  a  l'angle  de  cette  vitesse  et  de  la  normale  au  mur. 

9840.  —  On  donne  le  champ  de  forces    X=,c-,     Y  =  (/-  —  2r(/,    'A—0.    Construire  les  lignes  de  force 

9841.  —  Un  point  décrit  une  parabole  sous  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  l'axe.  Déterminer  la  loi  de  la  force 
Puis,  étudier  le  mouvement  du  point  soumis  à  l'action  de  cette  force,  les  conditions  initiales  étant  quelconques 

9842  —  Les  projections  d'une  force  sont  X  =  .r).(!/),  \  =  'k{ii)fi.T,  y).  Déterminer  V. //)  et  /(.r,  //i  de  façon  qu'il  y  ait 
une  fonction  des  forces.  Quelle  est  cette  fonction  des  forces? 

9843.  —  Deux  points  se  meuvent  dans  un  plan,  soumis  uniquement  à  leur  attraction  mutuelle.  Leurs  coordonnées 
sont  de  la  forme  x  =^  «(o  —  2  sin  a),  y  =  n(l  —  cos  ?)  et  Xi  =  a»,  .Vi  =  —  «(1  —  cos  ^).  i)rmontrpr  que  ce.s  points 
s'attirent  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance. 

9844.  —  Un  point  M  est  mobile  sur  une  hyperbole  équilatère  ;  sa  vitesse  est  constante  Etudier  la  force  qui  produit  le 
mouvement. 

9845.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  M  assujetti  h  décrire  un  cercle  sous  l'action  d'iuie  force  attractive  émanée 
d'un  point  fixe  0  du  cercle  et  égale  à  O.M"-  A  l'instant  initial,  le  point  M  est  en  0  et  a  une  vitesse  Va- 

9846.  —  Deux  points  matériels  M  et  M'  assujettis  ;\  se  déplacer  respectivement  sur  deux  droites  rectangulaires  non 
situées  dans  le  même  plan  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance.  Etudier  le  mouvement  de  ces  points. 

9847.  —  Un  point  décrit  une  cycloïde  sous  l'action  d'une  force  constamment  dirigée  vers  le  centre  du  cercle  générateur. 
Trouver  la  loi  delà  force. 

9848.  —  F.tudier  le  mouvement  sur  inie  droite  d'un  point  soumis  à  l'action  de  la  force    X  =  — .rv  —  v'. 

VIII.    Statique. 

9849.  —  On  donne  un  système  de  forces  et  un  plan  P.  Déterminer  une  droite  D  du  plan  tel  que  si  l'on  fait  la  réduc- 
tion pour  un  pomt  *l  de  cette  droite,  le  moment  résultant  soit  situé  sur  la  droite  D.  Montrer  que  tt)utes  les  droites  D  enve- 
loppent une  parabole.  Déterminer  le  foyer  de  cette  parabole,  et  faire  la  réduction  pour  ce  point. 

98.50  —  Un  point  .M  est  attiré  par  tous  les  éléments  d'une  droite  0  proportionnellement  aux  longueurs  de  ces  élé- 
ments et  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance  au  point  M.   Déterminer  la  résultante. 

9851 .  —  Il  est  possible  de  réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  rectangulaires  dont  l'une  est  appliquée  en  un 
point  donné  A.  La  réduction  est  possible  d'une  infinité  de  manières. 

9852.  —  On  donne  un  système  de  forces  et  un  plan   P.    Montrer  qu'il  existe  un  point  M  du  plan  P  tel  que  le  moment 


428  ÈCOLK  POLYTECMMOUK  (EXAMENS  ORAL'Xl 

résultant  du  système  par  rapport  au  point  M  soit  perpendiculaire  au  plnn  1'.  I-ieu  du  point  M  fiuand  le  plan  P  se  déplace 
parallèlement  à  lui-mi^me  ou  tourne  autour  d'une  droite. 

9853.  —  "n  donne  deux  axes  orientés  dans  l'espace  et  un  point  M.  Démontrer  que  tous  les  vecteurs  qui  ont  pour  ori- 
gine le  point  M  et  qui  sont  tels  que  le  rapport  de  leurs  moments  par  rapport  aux  deux  axes  soit  constant  sont  dans  un 
même  plan. 

ftS54.  Que  deviennent  les  conditions  d'équilibre  d'un  système  de  forces  appliquées  a  un  corps  solide  lorsque  le  sys- 
tème admet  un  centre  de  symétrie,  ou  un  axe.  ou  un  plan  de  symétrie  ' 

«(S,">5. On  donne  un  triangle    ABC    et  sur  chaque  côté    une   force  d'intensité  et  de  sens  donnés.  Ces  trois  forces  ont 

une   résultante    (|ui   rencontre    les    cotés    W..    <'.A,     .\B    du    triangle    respectivement  aux   points    A'.  B',  ('.'.    Calculer  le 

,    VB- 

rapport 

A'C' 

9856.  —  On  donne  deux  triangles  ABC.  A'B'C  dans  un  même  plan.  Sur  les  côtés  du  triangle  ABC  on  applique  des  for- 
ces représentées  par  les  vecteurs  BC,  CA,  AB.  On  demande  d'appliquer  sur  les  côtés  du  triangle  A'B'C  des  forces  telles  que  le 
système  des  six  forces  soit  en  équilibre. 

0857.  —  Déterminer  trois  forces  parallèles  appliquées  aux  sommets  d'un  triangle  ABC  telles  que  la  résultante  de  ces 
trois  forces  passe  par  le  point  de  concours  des  hauteurs,  ou  par  le  centre  du  cercle  inscrit. 

9858.  —  Soit  G  le  centre  de  gravité  du  volume  d'un  tétraèdre  ABCD.  Démontrer  que  les  quatre  forces  •'■A,  CB,  GC,  CI) 
se  font  équilibre. 

9859.  — On  considère   un   système   de   trois   forces  dont  les  lignes  d'actions  sont     .(=0,     i/ —  :  =  n  ;     ?/ =  0. 

; X  =  a  \      «=0,     X  —  y  z=  a.      Démontrer  que  ce  système  ne  peut  se  réduire  à  un  cnuple  unitiue.  Dans  le  cas  oii  il 

peut  se  réduire  fi  une  force  unique,  déterminer  le  lieu  de  la  ligne  d'action  de  cette  force. 

9860.  —  Sur  les  côtés    1>C,  CA,  AB    d'un  trianule  ABC  on  prend  respectivement  les  points    A',  B',  C    tels  que  Ion  ait 

Z—.  —  =  =r  t,     /;   étant  un  nombre  donné.    Trouvnr  le  centre  de  gravité  du  triangle    A'Iî'C'.    Lieu  de  ce  point 

y'c.       Wk       ïïTi 

quand  k  varie. 

9861.  —  Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  une  corde  laisant  45"  avec  l'axe;  déterminer  le  centre  de  gravité  de 
1  nire  du  segment  de  parabole  ainsi  défini. 

9862.  —  Aux  trois  sommets  d'un  triangle  ABC  on  applique  les  forces  parallèles  Fi  =  tg  A-t-Àn,  1'..  =  tgB-|-2>(), 
Kj  =  tg  C  -t^  .SXc.     Déterminer  la  résultante  et  le  lieu  du  point  d'application  quand  À  varie. 

9863.  —  D'un  point  M(a,  p)  on  peut  mener  trois  normales  MA,  MB.  MC  à  la  parabole  if  —  2/)X  =  0.  Déterminer  la 
résultante  des  vecteurs  MA,  MB,  MC. 

9864.  —  Aux  trois  sommets  d'un  triangle  on  applique  des  forces  parallèles  ayiint  pour  intensités  tg  A,  tg  li,  tgC. 
Déterminer  le  point  d'application  de  la  résultante.  Même  question  pour  les  forces 

sin  A  sin  B  sin  C 

cos  B  cos  C  cos  C  cos  A  cos  A  cos  B 

9865.  —  rrouver  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  la  cycloïde  .c  ^  a(l  —  sin  t).  y  =  a(l  — cos  t  correspondant  aux 
valeurs  de  l  comprises  entre  o  et  - 

9866.  — Centre  de  gravité  di'  la  surface  d'un  tétraidic 

9867.  —  Centre  de  gravité  de  la  surface  île  la  zone. 

9868.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  limitée  par  une  parabole,  sa  directrice,  .son  axe  et  une  parallèle  .a  l'axe. 

9869.  —  Equilibre  d'un  point  soumis  ;'i  l'action  de  la  force  X  =  )/-•  ^  =  "■•''•  7-=xy,  et  assujetti  à  se  déplacer  sur 
la  droite    x  =  uz  -t-  p,    y  =  o:  —  p 

9870  —  Par  les  .sommets  d'un  télraèdre  on  mène  des  forces  perpeniliculaires  aux  faces  opposées  et  proportionnelles 
aux  aires  de  ces  faces,  ces  forces  étant  dirigées  vers  l'exlérieur.  Montrer  qu'tllis  se  font  équilihre 

9871.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  vertical  cl  un  point  M  pesant  assujetti  ,i  re>ter  sur  le  cercle.  Il  est  attiré 
par  le  point  A  le  plus  haut  du  cerrio  par  une  force  égale  à  AvjMIl,  Mil  étant  la  distance  du  point  M  au  diamètre  vertical. 
Trouver  la  position  d'équilibre  du  point  M. 

9872.  —  Etudier  la  position  d'équililire  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est 
vertical    Ce  point  est  en  outre  attiré  par  le  centre  de  l'ellipse  proportionnellement  ;'i  la  distance 

987:î.  —  Position  d'équilibre  d'un  cerceau  rugucuv,  homogine,  pesant,  reposant  sur  un  clou  planté  dans  un  mur 
vertical     Au  moyen  d'un  fil  lixé  au  cerceau  on  fait   agir  sur  lui  et  tangentiellenient  un  poids  1'. 

987/4  —  On  donne  dans  un  plan  vertical  un  cercle  assujetti  i\  demeurer  tangent  .a  une  horizontale  H  lue  tige 
pesante  tourne  autour  d'un  point  0  de  r'ette  horizontale  et  s'appuie  sur  le  cercle.  Kludier  l'équilibre  du  système,  il  y  a 
frottement  du  cercle  sur  H,  et  de  la  lige  sur  le  cercle,  les  coefficients  de  frottement  étant  difl'érents. 

9875.  —  l'n  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  la  surface  .ri/  =  «:,  0;  étant  vertical.  Ce  point  est 
repoussé  par  l'axe  des  :  pro[iortionnellenient  à  la  distance     II  y  a  frottement.  Trouver  les  zones  d'éipiilibre 

9876.  —  Condition  d'équilibre  d'une  boule  reposant  sui-  lui  sol  rugueux  ;  la  boule  esl  soumise  à  son  poids  et  à  une 
pression  exercée  en  un  point  de  la  boule. 

9877  —  Position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  dont  les  extrémités  reposent  sur  deux  plans  inclinés  dont  l'intersec- 
tion est  horizontale. 

9878.  —  On  donne  deux  disques  situés  dans  un  même  plan  vertical  et  tangents  :'i  une  même  horizontale.  Sur  ces 
dis(|ues  repose  une  tige  rectiligne  homogène.    Position  d'é(|uilibre  avec  frottement. 
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9879. 

9880 

tance. 

988 1 . 

9882 . 


Ktiidier  l'équilibre  d'un  point  pesant  sur  la  surface    :  =  arc  tg  ■^• 

x 
Trouver  la  position  d'i^quilibre  d'un  point  attiré  par  plusieurs  cintres   fixes  propoilioiinellement 


la  dis- 


Posi  tiond'équilibre  d'une  barre  pesante  s'appuyant  sur  un  hémisplière  et  sur  le  bord  supposé  horizontal 
On  donne  un  demi-cercle  dans  un  plan  vertical,  la  concavité  dirigée  vers  le  haut,  le  diamélre  AB  étant 
horizontal.  Par  le  point  A  on  mène  une  droite  .\C  vers  l'extérieur,  dirigée  vers  le  bas  et  faisant 
iTt"  avec  l'horizontale.  Sur  AC  se  déplace  un  point  pesant  M,,  de  poids  Pi,  relié  à  un  fil.  Ce  fil 
passe  en  A  sur  une  poulie  infiniment  petite  et  porte  à  son  autre  extrémité  un  point  pesant  .M;,  île 
poids  P;,  assujetti  à  se  déplacer  sur  le  demi-cercle.  Position  d'équilibre. 

9883.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  un  point  Ai  sur  O.r,  un  point  Aj  sur  Oi/  et  un 
point  A3  sur  0:.    Un  point  M  de    l'espace  est   soumis  à   l'action  de  trois   forces  dirigées   suivant 
.MAi,  MAs,  M.V,  et  ayant  pour   intensités  MA,  A-j.Aa.  MA;. AiAi,  JIA,.A,A;.  Trouver  la  position  d'équilibre  du  point  M. 

9884.  —   In  point  pesant  se  meut  avec  frottement  sur  une  circonférence  placée  d'une  manière  quelconque.  Trouver 
les  positions  d'équilibre  du  point. 

9885.  —  On  considère  une  échelle  double  CA,  CB  dont  les  pieds  A,  R  reposent  sur  un  plan  incliné  faisant  l'angle  a  avec 
le  plan  horizontal.  le  plan  ABC  de  l'échelle  est  vertical.  On  suppose  (ju'il  y  a  frottement  en  A  et  B, 
et  que  la  liaison  en  C  des  deux  montants  est  réalisée  sans  frottement,  lùinilibre  de  l'échelle. 

9886.  —  On  donne  un  parabolo'ide  elliptique  dont  l'axe  est  vertical  et  dont  la  concavité  est 
dirigée  vers  le  haut.  Un  point  matériel  pesant  est  situé  à  l'intérieur  de  ce  paraboloide.  On  demande  les 
positions  d'équilibre  de  ce  point  avec  frottement. 

9887.  —  On  donne  un  hémisplière   creux  dont  le   plan  de  base  est  horizontal.    Une   barre  aB  de 
longueur  2(7  a  l'une  de  ses  extrémités  B  reposant  sans  frottement  sur  l'hémisphère  et  l'autre  A  reliée 

au  point  0  par  un  fil  de  longueur  0.   Kquilibre  de  la  barre  supposée  pesante. 

9888.  —  Déterminer  la  position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  qui  est  assujettie  à  s'appuyer  à 
la  fois  sur  une  parabole  d'axe  horizontal  et  sur  la  tangente  au  sommet  supposée  verticale. 

9889.  —  On  donne  une  tige  horizontale  00  dans  un  plan  vertical.  Dans  ce  même  plan  on  donne 
une  tige  OA  pesante  pouvant  tourner  autour  du  point  0  et  une  tige  AB  sans  poids,  articulée  en  A 
avec  OA,  et  dont  l'extrémité  B  se  déplace  avec  frottement  sur  OD.  Position  d'équilibre  du  système. 

9890.  —    Trouver     la     position     d'équilibre   d'un     point   M    pesant,    assujetti     à     se     déplacer    sur     l'ellipsoïde 
X-         y'        :'■ 

-V  -^  "77  H f   —  1=0.    0:  étant  vertical  ;  ce  point  est  en  outre  attiré  par  le  sommet  ^0,  b,  0)  par  une  force  propor- 
tionnelle il  la  distance. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


2221.  —  On  considère  l'c-quation  ditrérentielle 

'-Pt  —  (>--  4-  H  1/  =  e ■  '(.sin  ^/i  r  +  x' ^  \) 
et  on  demande  : 

1°  de  trouver  l'intégrale  générale  ; 

2°  de  trouver  l'inlégraie  particulière  qui  représente  par  rapport  à  deux  axes  de  coordonnées  reclaiigiilaires 
l'équation  d'une  courbe  C  passant  par  l'origine  et  admettant  comme  tangente  en  ce  point  la  bissectrice  des 
axes    1/  —  .r  =  0  ; 

3°  de  construire  la  portion  de  cette  courbe  comprise  entre  l'origine  et  le  point  oij  elle  coupe  la  droite 

Calculer  l'aire  comprise  entre  l'axe  0.r,  la  portion  de  courbe  précédemment  conslrnite.  et  la  droite 

2222.  —  Calculer  les  intégrales 


{Cerlificat  de  Malliématiques  ijénéralea,  Gretiohle.  Iill2.) 


./„      (:-■'- -h  Ij^'  /o  (^^-Hl 


sin  xdx. 
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Concours    de    1912. 

Matlo'matiques . 
2114   —  Construire  le  conrhe  définie  en  coiirHnnnr''s  polaires  par  l'équnlion     r  = 


On  déterminera  les  asymptotes,  les  points  d'intersection  avec  l'axe  polaire  et  avec  la  perpendiculaire  à 
l'axe  polaire  passant  par  le  pôle,  et  les  tangentes  en  ces  points.  On  déterminera,  en  fonction  de  l'infiniment 
petit  du,  la  valeur  principale  de  la  distance  entre  les  points  de  la  courbe  correspondant  aux  angles  polaires 
()  gt  0  +  rfO,  et  la  valeur  principale  de  l'angle  des  tangentes  en  ces  deux  points.  On  en  déduira  l'expression 
du  rnijon  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  la  cowbe  et  sa  valeur  aux  points  remarquables. 


Laronclioii     r  = 


est  poriodiqup  ;  elle  admet  pour  période   lO-i:;  il  faudra  donc  faire  varier 


0  dans  un  intervalle  d'étendue  lOi^.  Or,  si  nous  changeons  0  en  —0,  la  fonction  )•  no  change  pas  ;  la 
courbe  est  doue  svmétrique  par  rapport  à  Ox,  et,  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  il  suffira  de  faire 
varier  0  de  0  à  fiit.  Chanfreons  maintenant  0  en  5- — 0,  r  sechange  en  —  r,  et  la  même  symétrie 
se  reproduit.  Cela  tient  ;i  ce  que  la  courbe  est  décrite  deux  fois  quand  'J  parcouil  un  inlervalled'élendue 
10-  :  ce  fait  se  manifeste  d'une  façon  évidente  quand  on  change  0  en     Sr  +  O;     car  alors   /■  ?e  change 

en     —  r.     Nous  voyons  donc  en  définitive  qu'il  sullit  de  laire  varier  0  de  0  à   -;^ — 

Dans  cet  intervalle,  —croit  de   0  à  —,  cos  —  dérroil  de   I   à  0  et  .r  croît  de   I    à  l'infini.   L'arc  de 


courbe  ainsi  obtenu  a  la  forme  ci-contre,    ABCDEE.    11   reste  à  trouver 


sin(fl-^) 

.    /         5-  \  \  t  / 

l'asymptote,  c'esl-îi-diie  la   limite  de     p  siti(') ~)' 


'1 
cos  — - 


à     prendre     la     limite     du     quotient 


(uarul  0  tend  vers  — •    Appliquons  la  règle   de  L'Hopilal  ;    nous   aurons 


I     .     'I 

—  sin  -r- 


cette  limite  est     — ."i.     l/asymptote  se  place 


alors  immédiatement  et  la  courbe  s'achève  par  symétrie.  Il  est  nécessaire  toutefois  de  vérifier  la  position 


de   la  courbe  par  rapporta  l'asymptote.   Pour  rel.i  il  fini  élu'lier     o  —  </     ou 


(I 
cos  — 


-•4-0,     ai! 


voisinage  de     "=  — •'     pour    0= e.     l-aisons  cette  substitution  :  nous  aurons 
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5  o        6.5- 

et  nous  voyons  lie  suite  (|ue  la  partie  principale  de     S — d     est  positive,  ce  qui  justilie    la  forme  (|ue 
nous  avons  adoptée. 

L'asymptote   est   déterminée  ;  les  points  d'intersection  avec   <  ix  et    Oy    le   sont  aussi   :     OA  =  1 , 

1  I  1  1 

OB  =   ■'     UC  =  ■ — j     OD  = — ,     Oli  = Il  reste  à  trouver  les  tangentes  en 

cos  -—  cos  -;;-  cos  -—  COS-— 

10  i)  10  5 

r 
ces  points,  c'est-à-dire  les  valeurs  de     tg  V  =  — ■     Or  nous  avons  de  suite 

6 
.     sin  — 

r  —  — ,  et  — =5cot— : 


les  valeurs  de  tgV  et  par  suite  de  V  s'obtiennent  alors  aisément. 

On  sait  que  ds-  est  égal  à     {?■- 4-r'2)rf9-.     La  géométrie  le  montre  d'ailleurs  aisément.  Donc 

■      S         .,        ,  f) 
sm'-  —  +  2ocos^  — 
5                    0    ,  „ 
ds-  =  rfe^ 

^5  cos'  — - 
5 

D'autre  i)art,   si  nous  appelons    a    l'angle  de  la  tangente  avec    0.r,    nous   avons     a  =  0 -|- V      et 

rfa  =  dO  +  rfV;     c'est  justement  la  valeur  principale  de  l'angle  de  deux  tangentes  iutiniment  voisines. 

0  «'V  rfo  ^,,,,      .  ,„,  rfo 

Or  tgV  =  5cot-,  -77^777= ~'  a!V{l  +  tg^  Vj  = ^• 

sin2  — 
5 

24  cos^  -  rfe 


"      "~            5                 cos^  V 

6 

sin-  — 

o 

Ceci  nous  donne  de  suite 

puis 

0                       0    ' 

sin^  -  +  25  cos^  — 
5                      5 

.       6  0 

sm2—  -1-25  C0S2  — 
5  h 


Nous  avons  maintenant 

d 


9  ■^^ 


r      'j      .      'J  V. 

I  sin- -j- -I-  2o  cos^  —  I 
V  L         5  .j  J 


120  cos*  — 
5 

Les  valeurs  de  o  aux  points  .\,  LJ,  C,  U,  E  se  trouvent  immédiatetneat  :  eu  particulier,   au  point  A, 

_  _[25  _  25 

^  ~  TitT  ~  W 

Bonnes  solutions  :  .MM.  A.  Uoosseau,  a  Fouines-en-Wep[jes  ;  .\.  Le  .Marchand,  à  Paris  ;  M.  .Mazet,  à  Bougie  ;  G.  Lacii,  à  Denain  ; 
Berlanue. 


2115.  —  On  considère  un  cercle  G,  de  centre  0  et  de  rayon  R,  et  deux  couples  de  deux   diamètres 
rectangulaires,  Ox  et  0\]  d'une  part,  0;  et  Or,  d'autre  part,  qui  définiront  deux  systèmes  de  coordonnées. 
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La  position  relative  des  deux  si/slèmes  d'aies  sein  définie  par  l'angle  ■:,  dmit  il  /'nul  faire  tourner  Ox  pour 
l'amener  sur  01. 

On  enroule  sur  le   cercle   C   un  fil    AMB    de  longueur    2Ru),   nyanl  pour 

milieu  le  point  M.  du  cercle  situé  sur  In  partie  positive  de  0?.  Chaque  élément 

ds   du  fil  a  une  masse  Ict/ds,  proportionnelle  à  sa  longueur  et  à  sa  distance  à  Ox. 

i"  Déterminer  le  centre  de  gravité  G  du  fil.  On  calculera  ses  coordonnées 

a,  b  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oi/,   et  ses  coordonnées  a,  ^  par  rapport  aux 

axes  O\,0-i\.  On  montrera  que  le  point  d  décrit  une  droite  lorsqu'on  fait  tourner 

l'axe  Ox,  en  laissant  l'axe  0;  fixe  et  la  longueur  du  fil  constante. 

2"  On  cherchera  le  lieu  du  point  G  lorsque,  inversemoil,  on  fait  tourner  l'axe  0$  en  laissant  Ox  fixe  et 

la  longueur  du  fil  constante.  On  étudier'a  les  différentes   formes  de   la    courbe  y  ol/lenue,  lorsqu'on    donne 

à  (0  toutes  les  valeurs  de  0  à  x  . 

On  déterminera  en  particulier  ses  asijynploli's.  ses  points  d'intersection  avec  {hj  et,  en  chacun  de  ces 
points,  la  tangente  et  le  sens  de  la  concavité,  les  points  où,  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  et  les  points  d'inter- 
section avec  le  cercle  G.  On  déterminera  la  position  limite  de  la  courbe  I'  quand  u>  tend  vers  0,  et  la  position 
limite  de  ses  points  d'intersection  avec  le  cercle  (!. 

3"  La  droite  AB  joignant  les  extrémités  du  fil  coupe  en  L)  le  diamètre  Ox  et  en  K  la  tangente  en  G  à  la 
ciiurhe  T. 

On  déterminera  la  position  du  point  E.  Pour  cela  on  considérera  une  position  A'M'B'  du  fil  li-és  voisine 
de  AMB,  et  on  démontrera  que  E  est  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  fils  AMB  et  A'M'B',  chaque 
élément  du  premier  ayant  pour  masse  kgds  et  chaque  élément  du  second     —  kgds. 

On  calculera  les  coordonnées  cartésiennes  de  E,  et  celles  du  milieu  H  de  L)K,  /juis  les  coordonnées 
polaires  de  H,  puis  de  K,  et  enfin  l'équation  en  coordonnées  polaires  du  lieu  de  K  quand  G  décrit  la 
courbe  l\ 

1.  Pour  oblonir  le  centre  de  gravité  (i,  imus  a])i)liiiueions  le  lliéurriiie  des  inouieiits.  Nous  calcu- 
lerons   d'abord    la    masse.     M  =    I      dm     puis    les    (|uantités      /     xdm    et     I      gdm.    qui    sont    les 

.   AB  ,/       .>li  .-'   A» 

sommes  des  moments  des  divers  éléments  du  (il  par  rappoil  aux  plans  jierpen- 
diculaires  au  plan  du  tableau  et  passant  par  Oy  et  par  Ox. 

Soit  /   l'aniïle  du  rayon    01*   avec  05,  de  sorte  que  les  coordonnées  de  F 

soient 

.1- =  Rcos(9  H- ^j,  1/  =  U  sin  (o  H- /). 

Nous  aurons  d'abord     ds  =  lidi  ;     puis 

~- -''  dm  =  kgds  =  /d{-sin  (o  -h  t)dt. 

Nous  en  déduisons  de  suite 

M  =    ('    A-R^  fin  (<f  -+-  t)dt  =  kR'[cos  (o  -  ,.,) 


M  =  :2AK-sin  o  sin 


COS(ti  -+-  w)J, 

Galculons  maintenant     /  xdm  et     /  gdm  :  nous  obtenons 

i  xdm  —  A-R'  /       cos  (<?  4-  t)  sin  (?  f-  0^'- 

/•  AU'  r   ,         l<\{ 

I  xdm  —  —f—  [ces  (:2o  —  2i.))  —  cos  (-lo  -+-  ^m)  \,  j  xdm  =  -^^  sm  -Ji  sin  ■i,,,. 

D'autre  part,  le  théorème  des  inonienls,  a|)|)lii|ué  à  la  masse  tout  eulière,  transportée  au  centre  de 
ijravité,  nous  donne  M(/  =     1  xdm. 
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Nous  obtenons,  après  réductions  simples, 

Il  =  Il  cos  (u  cos  '>. 
Nous  trouverons  de  même 

,^  2io  —  sin  2(o  cos:2o 

h  =  R -—, ._ ■-  ■ 

4  sin  (0  sni  o 

donc  les  deux  coordonnées  du  point  G  dans  le  système  Oxij  sont  données  par  les  formules  (I)  : 

,,  ,,  ,        „  %>  —  sint>,uCos2-^ 

(I)  H^ItCOSwCOSo,  //   =  R 


tsm  9  sin  i.i 

Nous  aurons  les  coordonnées  a,  p  du  même  point  dans  le  nouveau  sj'stème  0;,  Ot),  en  appliquant 
les  formules  inverses  de  transformation. 

a  =  fl  cos  o-h  b  sin  ip,  ^  =  —  a  sin  o  -t-  h  cos  <b. 

Ce  calcule  facile  nous  donne  les  formules  (2)  : 

f      _   U  2.o-+-sin2M 
r  ~  ^        sin  .0 

(2u)  —  sm  2w). 


v  4  sm  o  sin  ( 

Nous  apercevons  do  suite  que  a  est  indépendant  de  ç;  a  reste  constant  quand  o  varie;  si  on  fait 
tourner  les  axes  Ox  et  Oy  autour  du  point  0,  de  façon  que  0;  et  Ot,  restent  llxes,  le  lieu  de  O  est 
une  droite  parallèle  à  Or,,  droite  qui  a  pour  équation     y.  —  C". 

2.  le  lieu  du  point  (!,  quand  Ox  et  Oy  restent  fixes  et  que  o  varie  seul,  est  la  courbe  dont  Us 
équations  paramétriques  sont  données  par  les  équations  (!)  : 

[  a-  =  R  cos  to  cos  o, 
(1)  '  I  U(-2to  -  sin  2(0  cos  2c) 

/  '/  =  : -. '—  ■ 

[  4  sin  (U  ?in  ç 

Cette  courbe  est  unicursale  ;  il  est  facile  de  trouver  son  équation  cartésienne,  il  suffit  de  tirer  coso 
et  sin  3  de  ces  dcnax  équations  : 


R  cos  1.) 

I, 


R-^  cos-  ' 

2sin2ioa^ 


iy  sin  w  sin  9  =  2ioU-i-  sin  2io  — 


1(2  cos- 10 

Cette  expression  nous  donne  sin  o,  et,  en  portant  cos  9  et  sin  9  dans  féquation 

siii-  9  4-  cos-  9=1, 
nous  obtenons  l'équation  cartésienne;  nous   voyons  de  suile  (lue  c'est    une  quarlique  symétrique  par 
rapport  aux  deux  axes. 

Construisons  et  étudions  celte  courbe  à  l'aide  de  ses  équations  paramétriques. 

Les  deux  fonctions  i-  et  y  sont  deux  fonctions  périodiques  de  9  qui  ont  chacune  pour  période  le 
nombre  2i:  ;  donc  il  suffira  de  faire  varier  9  dans  un  intervalle  d'amplitude  2::.  !\Iais  nous  remar- 
quons que  le  changement  do  9  en  —9  n'altère  pas  la  valeur  de  .r  et  change  1/  en  —y:  la  courbe 
est  donc  symétrique  par  rapport  à  Ox  et  si  nous  pienons  pour  intervalle  total  de  varinlion 
( — TT,     -ht:),     nous  pourrons  ne  garder  que  la  partie  (0,  ir). 

Changeons  9  en  it  — 9,  a;  se  change  en  — x  et  ?/  ne  change  pas  ;  par  conséquent  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à  Oy  et,   en  tenant  compte  de  cette  seconde  symétrie,  il  suffira  de  faire 

r.  TT 

varier  9  de  0  à  -— -•   En  définitive,  il  suffira  de  faire  varier  9  de    0  à  -rr- • 
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Comme  nous  devons  fnirn  croître  la  constante  w  de  0  à  +x,  nous  supposerons  d'abord  u 
petit  et  nous  construirons  la  courbe  dans  cette  hypothèse,  et  nous  verrons  ensuite  les  principales  valeurs 
de  M  {|ui  sont  à  considérer. 

La  fonction  x  est  toujours  décroissante,  rlle  part  de  II  cos  w  et  décroit  jiisi|u';i  zéro;  la  fonction  7 
est  d"abord  indnie  et  positive  ;  elle  reste  toujours  positive  car  i-i  est  plus  ^'rand  (luc  sin  i'o.  lùiliu  pcmr 


o  —  —     elle  prend  la  valeur 


R(2(, 


sin  2(o) 


t  sin  w 

Cette  valeur  est  évidemment  un  maximum  ou  un  minimum.  Nous  allons  voir  lequel  en  étudiant  la 

dérivée  de  y. 

La  dérivée  ;/'  est  égale  a 

Il  cos  o|2  sin  2w  sin-  o  —  '2(;  -\-  sin  ^w] 

1/    =  : — : H-; 

i  sm  (.)  sm- 0 

Celte  quantité   s'annule    toujours   pour      .;  =  -^'      comme   nous    l'avions  prévu;    pour    qu'elle 

s'annule  encore  il  faut  (|ue  l'on  puisse  avoir 

sin- (S 


2(o  —  sin  2(.) 


11  faut  que  le  second  membre  soit  positif  et  plus  petit  que  \.  Le  numérateur  est  toujours  positif; 
il  faut  donc  quesin2(o  soit  positif,  ce  qui  est  réalisé  car  w  est  supposé  petit.  Ecrivons  que  le  second 
membre  est  plus  petit  que  1  ;  nous  aurons 

2(0  <3sin2co,  ou  2,.,  —  3  sin  :2,o  <  0. 

11  est   fncile  de  voir  que   l'équation     %}  —  3siii2'u  =  0     n'a  ([u'une   racine  positive  et  que  cette 

racine  est  comprise  entre  —  et  —  :    pour     w  =  —  le    premier  membre    est   néi'atif,  pour      w  =  — - 
'  3  -.i        '  3         '  2 

il  est  ('videmmcnt  positif.  .Appelons  a  cette  racine. 

Tantque  m  est  plus  petit  que  a,  la  dérivée  s'ammie  pour  une  valeur  de  9  romprise  entre  0  et  -^■ 
l'allé  est  d'abord  négative,  [>iiis  positive;  donc  )/  passe  par  un  niininuiin. 
Soit  15  ce  mmimiim;  le  point  (|u'elle  a  sur  Oy,  C,  correspond  à  un  maxi- 
mum. Il  n'y  a  plus  qu'à  comi)léter  par  symétrie,  pour  avoir  la  courbe  tout 
entière. 

j  Dès  que  lo  diqtasse   a,   quand  «>   est  coiniuis  entre  a   et  —1   ce   niini- 

muMi  disparait,  le  point  de  rencontre  de  la  courbe 
avec  Oj/  correspond  à  un  minimum  ;  on  a  une 
deuxième  forme  de  courbf,  facile  h  construire. 

il   est  k  remarquer    d'ailloiir.s   que,  à   mesure 
que  u)  rroîl,   les   asymplot<-s    se   rapprochent  l'une   de  l'autre,  la  courbe   se 

resserre  de  plus  en  plus  ;  pour     w  =  —-■>     les  deux   a-.\  in()lules  sont  cou- 
fundnes    avec  l'axe   des  1/,  et   la  courbe   elle-même  vient  s'aplatir  sur  ()'/. 


(Juand  (1)  est    (dus  grand   que 


la  dérivée   de  y  ne    peut  plus   s'annuler 


avant  la  valeur  — i    la  courbe  a  toujours  la  deuxième  forme  ;   seulement,   ipiand   .;  augmente,  .r  aug- 
mente et  la  courbe  est  décrite  en  sens  contraire  de  tout  i"!  l'heure. 
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Proposons-nous  d'iMiidier  le  minimum  ou  le  maximum  correspondant  an  point  C,  s'U'  0;/. 

.    i'(o  -\-  si  II  i.o 


Nous  avons  de  suite 

llcos  (o(sin2(u  —  2(1)) 


Y' 


-1  sin-  >■> 

Cette   quantité   est    toujours   négative,  quand    m    varie   de    0    à  —  ;     par  conséquent  dans  tout 

l'intervalle  que  nous  avons  étudié,  OC  déci'oit  toujours.  Voyons  ses  valeurs  principales  :  pour     m  —  0, 

nous  avons     \  =  \\\     pour     u,  —  —,    nous  avons     ^  = >    quantité  un  peu  plus  grande  que    —y- 

ct,    par   conséquent,  voisine  de  la  précédente.  Ceci   nous   montre  en  particulier  que   dans   tout   cet 

intervalle  la  courbe  entre  dans  le  cercle  ;  nous  devons  donc  nous  attendre  à  ce  qu'il  y  ait  des  points  de 

rencontre  réels  avec  le  cercle. 

T.  -  3- 

Au  delà  de  — >    cos  !•<  reste  négatif  pendant  un  certain  lemps  depuis    ;■>  =  -r-  jnsqii  à     oj  =  "ET' 

Dans  cet  intervalle  Y'  est  positif,  la  fonction  Y  est  croissante,  elle   part  de  — y-  pour  devenir  infinie 

au  voisinage  de     w  =  -,      puis  Y  changerait  de  signe,  etc.  Nous  devons  donc  nous  attendre  h  ce  que, 
entre  0  et  t:,  la  courbe  ne  pénètre  plus  dans  le  cercle. 

Cherchons  maintenant  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  le  cercle  ;  écrivons  pour  cela 
que     X-  H-  )/'-  =  R-  ;     nous  aurons 

10  sin-  (0  sin-  ç  =  16  sin-  lo  cos-  oj  sin-  9  cos-  9  -4-  {i^  —  sin  2(o  cos  io?  ; 
or  ceci  s'écrit 

16  siu-  w  sin-  o  =  sin-  2(o  -t-  4uj-  —  4ijj  sin  2(o  cos  29 
ou  enlln,  en  exprimant  tout  en  fonction  de  sin-  œ,  et  en  calculant  sin-  9, 

.   ,  (2.0  —  sin  2(o)2 

sui-o  =: ;^ . 

16  sin'-  (0  —  8w  sin  2to 

Si  le  second  membre   est  positif  et  plus  petit  que  1,  on  tire  de  là  une  valeur  positive  de  sin  9,  à 

laquelle  correspond  une  valeur  de  9  du  premier  quadrant,   c'est-à-dire   un  point  de  rencontre  de   la 

courbe  avec  le  cercle   dans  le   premier  quadrant;  mais,  comme  le  numérateur  est  positif,  il  suffira 

d'exprimer  que  le  numérateur  est  plus  petit  que  le  dénominateur  : 

IC  sin-  co  —  8to  sin  2a)  >  (2w  —  sin  2o))- 

ou  encore  16  sin-  eu  —  (2(0  4-  sin  2(d)-  >  0. 

Le  premier  membre  se  décompose  en  un  produit  de  deux  facteurs: 

(4  sin  (0  +  2(0  H-  sin2o))(4sin(u  —  2'o  -  sin  2a))  >  0; 

le  premier  facteur  est  toujours  positif,  le  deuxième  facteur,    4  sin  o  —  2(.)  —  sin  2(o,     est  nul  au  départ, 

pour    (0  =  0,     puis,  positif.  La  dérivée  de  ce  facteur  est 

4  cus(i)  —  4  cos'-  oj, 

positive  de  0  à    —  \    donc  le  deuxième  facteur  est  une  fonction  croissante  et  toujours  positive  de  0  à  —  ; 

pour  —sa  valeur  est     4  —  -  ;      au  delà  de  ^1    ladérivéeestnégative,  par  conséquente-facteur  décroît 

ri  il  est  visible  que  pour     (o  =  -     il   est  négatif;  par  conséquent,  il  existe  une  valeur  S  de  ai,  comprise 

entre  -^r^t  ~>  pour  la(|uelle  ce  facteur  cesse  d'être  positif. 

Concluons  :  quand  oj  varie   de  0  à  3  les  points  de  r^^ncontre  avec  le  cercle  sont  réels;  ensuite, 
ils  sont  imaginaires.  Quant  au  sens  de  la  concavité  au  point  C,  il  est  évident  d'après  la  discussion. 
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Cherchons  enfin  ce  que  devient  la  courbe  (luand  w  fend  vers  zéro.  Il  nous  suffit  pour  cela  de 

chercher  les  limites  vers  lesquelles  tendent  x  et  ;/.  Nous  avons  visiblement    x  =  R  cos -i,     puis  en 

prenant  les  limites  des  deux  rapports  qui  se  trouviint  dans  '/, 

R  Hcos2o  R(l— cos:2!f)  . 

,/  = ,  ou  blfM  '/  =  : =  Ilsm  i. 

■         isinç  ;i5iiio  2sin'j 

La  courbe  admet  pour  limite  le  cercle  proposé.  Ceci  était  évident  a  priori,  car  lorsque  l'arc  AMB  est 
infiniment  petit,  son  centre  de  gravité  est  confondu  avei'  le  point  M  et  décrit  par  conséquent  le  cercle 
proposé. 

Pour  apercevoir  les  points  limites  des  [)oinfs  d'intersection   de  la  courbe  avec  le  cercle,  cherchons 

la  limite  de 

(2(0— sin2to)2 


16sin- w  —  8i.)  sin  "!'» 
Développons  en  série:  la  partie  principale  du  numérateur  est    1  — j:— 


celle  du  dénominateur 


est 


10         01 


32<o 
tj 


la  partie  principale  de   sin^ç  est 


"3^ 


Les  points  de  rencoDire  tendent  vers  les  points  du  cercle  situés  sur  Or. 

3.  Soient  AB  et  A'B'  deux  arcs  infiniment  voisins  et  égaux  tous  deux  à  2R(u.  Si  les  masses  des 
éléments  de  l'arc  A'IV  sont  égales  à  — Ayt/s,  le  centre  de  gravité  de  l'arc 
A'B'  coïncide  avec  le  point  G',  qui  correspond  aux  niasses  égales  à  kijis 
et  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  deux  arcs  .\B  et  A'IJ'  est  sur  la 
droite  GG',  à  la  limite  sur  la  tangente  en  G  à  la  courbe  F.  Il  est  aussi  nu 
centre  de  gravité  des  deux  arcs  infiniment  petits  AA'  et  BB',  puisque  les 
masses  des  deux  arcs  superposés  en  AB  se  détruisent;  il  est  donc  sur  la 
droite  AB.  Le  point  E,  de  concours  de  la  droite  AB  et  de  la  tangente  en  G, 
est  donc  le  centre  de  gravité  des  arcs  infiniment  petits  A  A'  et  BB',  qui  ont 
respectivement  pour  masses  AR- sin  (cp  —  to)rfï>  et  — /.R^sin  (-j  +  tojrfo. 
Les  coordonnées  des  points  A  et  B  sont  respectivement 

Rcos(!p— tu),  Rsin(ç)  — lo)  et  Rcos(o-Hto),  R  sin  (?-+-(«)). 

L'jf  du  centre  de  gravité  est  donc,  donné  par 

/•R-  [sin  (?  —  '■')  —  sin  (a  -+-  "',,  \x  =  /cR-'  sin  (-f  —  w)  cos(o  -  w)  —  f;\v  sin  (o  +  <«)  cos  (o  -t-  o), 

ou  4.T  sin 'ucos<?  =  2R  sin2(i)Cos2o, 

_  R  cos  <•)  cos  2o 
cos  O 
i^'i/  est  donné  de  même  par 

/i-R=[sin  {<f—  I.))  —  sin('j-f-(o)]i/  =  /dP[  sin-i'f  — w)  —  sin"(o  -t-w)], 
(lu  ;/  =  2Rsin  'f  cos  <•>. 

D'autre  part,  la  droite  AB  a  pdur  équation 

a:  —  R  cos  (<p  —  «■>)  ij  —  R  sin  (s  —  <") 


cos  (<?  -+- 1")  —  cos  (9  —  M 
.r  —  R  cos  (<?  —  (") 


sin  (<s-)-o))  -  sin  (o  —  to) 
1/  —  Rsin  (9  —  w) 
cos  f 
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Le  point  de  lencontie  D  avec  Ox  a  pour  abscisse 

R  cos  ' 


COS  'J 

Le  milieu   H  des  deux  points  que  nous  venons  de  calculer  a  pour  coordonnées 

a-  =  R  cos  w  cos  o,  y  =  R  cos  <"  siii  9. 

Le  lieu  de  ce  point  est  le  cercle 

.(-  H-   ?y^  =    R2  cos-  (0. 

11  nous  reste  à  trouver  l'équalion  du  lieu  du  point    E    en  coordonnées  polaires.  Rappelons  que  les 

coordonnées  cartésiennes  de  ce  point,  en  fonction  du  paramètre  o,  sont 

Rcosiocos2o 

X  —  ■-,  >i  =  2Rcos  w  sm  ^. 

cos  tf 

Si  donc  nous  désignons  par  ?■  et  a  les  coordonnées  polaires  de  ce  point,  nous  aurons 

Rcoswcos2'i                    .            ,-,„              .             ,,            siii  2? 
)•  sin  a  =r  2R  COS  (o  sin  i  =^  R  cos  w 


cos  tp 
Nous  voyons  doni-  (lue     »  ==  -2"     et     r  —  ■•     L'équation  en  coordonnées  polaires  est  alors 

•'  '  '  cos  cp 

R  cos  ..,  K 


cos  —  cos  — - 

Iv  étant  la  constante  R  cos  i<>. 

lionnes  solutions  ;  MM.  Iîktuézk-Culi-Octave,  lycée  de  Toulouse  ;  G.  Lach,  à  Deiwin. 
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QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (^Saite.) 


Géométrie,  Géométrie  cotée  et  Géométrie  descriptive  (M.  M.u.loizkl). 
Géométrie  descriptive  (suite). 

9627.  —  Construire  un  octaèdre,  connaissant  un  sommet  et  sachant  qu'une  arête  est  placée  suivant  une  droite 
donnée. 

9628.  —  On  donne  un  segment  de  droite  {nb.  a'b'  .  C'est  la  ligne  de  pente  d'un  plan.  On  demande  les  projections  du 
carré  construit  dans  ce  plan  ayant  [nb,  a'b'  comme  diagonale.  Construire  l'octaèdre  régulier  admettant  ce  plan  comme  plan 
diagonal. 

9029.  —  Angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces.  Angle  d'un  plan  donné  par  ses  traces  avec  le  deusième  plan 
bissecteur. 

9630.  —  Trouver  le  plan  bissecteur  du  dièdre  formé  par  un  plan  vertical  et  un  plan  de  bout. 

9031.  —  Angle  d'une  droite  donnée  par  ses  deux  projections  avec  le  premier  bissecteur;  avec  le  second  bissecteur. 

9632    —  Faire  tourner  un  point  (a,  a')  d'un  certain  angle  autour  d'une  droite    D,  D'  . 

9033.  —  .Mener  par  un  point  une  droite  faisant  avec  les  plans  de  projection  deux  angles  donnés. 

9G34.  —  Mener  par  un  point  un  plan  faisant  avec  un  plan  de  bout  et  avec  un  plan  vertical  des  angles  donnés. 

963.1.  —  .Mener  par  une  droite  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  donné. 

96:56.  —  Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  donné  par  ses  trace?. 

9637.  —  Mener  par  une  droite  de  proQl  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  donné  parses  traces. 

9638.  —  Mener  par  une  droite  de  proQl  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  deusième  bissecteur. 
963.").  —  Construire  un  trièire  connaissant  une  face  et  les  deu.t  dièdres  adjacents. 

9640.  —  Une  circonférence  est  tangente  ii  une  droite  (d,  d')  et  passe  par  un  point  (o,  a',  ;  elle  passe  aussi  par  un  point 
M,  b']  dont  on  ne  cjunait  que  la  projection  horizontale  b.  Projections  de  cette  circonférence. 
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î)6^1.  —  l  ne  parabole  a  pour  sommet  le  point  (a,  a'),  ponr  axe  la  droite  [ad,  a'W);  elle  passe  par  im  point  m,  m'I. 
Construire  les  projections  de  la  parabole. 

î>6'»2.  —  Un  cylindre  limité  par  le  ['lan  horizontal  et  un  plan  parallèle  H'  a  pour  base  un  cercle  {o,  o)  dans  le  plan 
horizontal.  Ombre  du  cylindre,  les  lajons  lumineux  étant  parallèles  à  une  direction  donnée. 

'.!(»'« :i  —  tin  donne  un  segment  nh,  ah'  In  carré  a  pour  côté  iab,  a'b'f  et  tourne  autour  de  ce  côté.  Projections  du 
cjlindre  engendré. 

i)(i44.  —  In  triangle  équilatéral  tourne  autour  d'un  de  ses  côtés.  Contours  apparents  du  double  cône  engendré. 
9(545.  —  Contours  apparents  dun  cjliiidre,  dont  on  donne  la  direction  des  sénératrices  03,  (/;/'  :  la  base  est  une  ellipse 
dont  on  donne  l'un  des  demi-axes  [oa,  oa)  ainsi  que  la  projection  norizontale   ob  du  second. 

!IG'»i>.  —  Dans  im  plan  donné  par  ses  traces  l'iQ',  se  trouve  un  cercle  de  rayon  donné  et  de  centre  3;  c'est  la  base 
d'un  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  l.»  ligne  de  terre.  Mener  il  ce  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  une  directioii 
donnée  {il,  d'). 

9(>'â7.  —  Dans  un  plan  donné  par  une  horizontale  et  une  frontale,  se  trouve  un  cercle  de  centre  (0,  0').  C'est  la  base 
d'un  cône  de  sommet  (.s,  s'j.  Mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  faisant  avec  le  plan  donné  un  angle  donné. 

1)G48.  —  On  donne  trois  points  (a,  «'),  {b,  //';,  \c,  c).  Par  ces  trois  points  passe  une  circonférence,  section  droite  d'un 
cylindre  de  révolution.  Trouver  l'intersection  du  cylindre  avec  une  droite  donnée. 

9649.  —  Inlersection  de  la  droite  ô,  ô'  avec  un  cône  de  sommet  s,  s'  ,  dont  la  base  est  un  cercle  passant  par  un  point 
{ij,  (1)  et  tangent  à  une  droite  donnée  en  un  point  ((/.  b'). 

9000.  —  l'n  segment  de  droite  <ib.  n'b"  est  l'axe  d'une  ellipse  qui  passe  par  un  [joint  iit,  m'  Cette  ellipse  est  la  base 
d'un  cône  de  sommet  (s,  s').    Intersection  du  cône  et  d'une  droite  donnée. 

96ÔI.  —  Normale  commune  au  cône  de  sommet  (s,  s'),  ayant  pour  base  un  cercle  (0,  u]  dans  le  plan  horizontal,  el  à 
un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  ((u,  oi'i  dans  le  plan  verlical,  de  génératrices  parallèles  à  (wof,  u'o'|. 

9652.  —  Mener  par  un  point  (m,  m  une  droite  tangcnli^  à  un  cône  de  révolution  a  axe  verlical  et  ,i  im  cylindre  de 
révolution  d'axe  (d,  d' ,  et  de  rayon  .'i. 

9653.  —  Construire  un  cône  de  révolution  circonscrit  a  vuie  sphère,  passant  par  un  point  et  tangent  ii  deux  droites  données. 
9654.. —  Construire   un   cône  de   révolution  tangent  a   trois  plans,  l'un   est  veitical,  l'autre  de   bout,  le  troisième  est 

quelconiiue. 

9(>ô5.  —  On  donne  deux  dioites  (sa,  s'a'  ,  {ab,  s'h').  Ce  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet, 
•Mener  un  plan  tangent  commun  a  ces  deux  cônes. 

îtOôO.  —  Mener  par  un  pointdonné  (h,  a')  un  plan  tangent  au  cône  circonscrit  à  une  sphère  donnée  ayant  pour  sommet 
un  point    .v,  s'  . 

9057.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  une  sphère. 

9658.  — Plans  tangents  communs  à  trois  sphères. 

90.59.  —  Construire  une  droite  tangente  ii  deux  sphères  et  par.iUèle  à  une  direction  donnée 

9000.  —  Inteiseclion  d'une  droite  et  d'un  cône  de  sommet  donné  circonscrit  à  une  sphère. 

9001.  —  Section  plane  d'une  sphère. 

9002.  —  Pôle  d'un  [ilan  donné  pai'  ses  traces,  par  ra[iport  il  une  s|ihère. 
'.(0((:t    — Trouver  les  points  communs  h  trois  sphères. 

90(i'«.  — Ombre  propre  et  ombres  jiortées  par  une  sphère,  sur  les  plans  de  projection,  parallèlement  au  rayon 
lumineux    d,  il'). 

9O0.'>.  —  Lue  courbe  (c,  c')  dont  la  projection  horizontale  c  est  une  dioite,  el  la  projection  verticale  c'  un  cercle, 
tourne  autour  de  l'axe  verlical    :,  :'i.  Trouver  la  méridienne  de  la  surLice  ainsi  engendrée. 

9G0fi.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  de    révolution  à    axe  verlical  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  doiiui'. 

9(i(i7  —  t;ône  circonscrit  à  un  ellipsoile  de  révolution  à  axe  vertical,  de  sommet  t,  s'i.  Trace  horizontale  du  cône; 
point   et  tangente. 

91J08.  —  Courbe  de  contact  d'un  cône  circoiivcrit  à  un  par.iboloi  loile  révolution  à  axe  vertical.   Trace  horizontale  du  cône. 

9009.  —  lin  point  |.s,  s'  est  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  .i  un  tore  d'axe  verlical.  —  Trouver  un  point  de  la 
courbe  de  contact. 

9(>70.  —  Courbe  de  contact  d'un  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  une  direction  ilonnée,  circonscrit  à  un  tore 
d'axe  verlical. 

9071.  —  Par  une  droite,  rencontrant  Taxe  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical,  mener  un  plan  tangent  à  cette 
surface.   Trouver  l'angle  des  deux  plans  tangents. 

9(»72.  —  Par  une  droite  de  front,  —  par  wni'  droite  queli'onqui'.  —  iiicncr  un  plan  langent  a  un  clliiisoide  de  révolution 
il  axe  vertical. 

9073.  —  l'n  conoïdc  est  engendré  par  une  ilroile  hoilzontale  tangente  à  une  sphère  et  rencontrant  un  axe  verlical  (:,  :'). 
litnilier  la  courbe  d(!  contact  en  projection. 

9S74.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  veitical  et  une  droite  verticale,  dans  le  jilan  de  front  île  l'axe,  l'ne 
droite  reste  horizontale,   touche  l'ellipsoide  et  rencontre  la  droite  verticale.  Trouver  la  courbe  de  contact. 

91)7.5.  —  llenei'  un  plan  tangent  parallèle  à  un  p'an  donné  par  deux  droites  qui  se  coupent,  à  un  liy|ierboloiile  de 
révolution,  engendré  par  rotation  d'une  droite  (iiielcon(|ue,  I),  autour  d'un  axe  verlical  (:.  ;'|. 

9070.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  ii  axe  vertical.  C'est  le  cône  asymptote  d'un  hyperboloide  dont  on  donne 
un  [loint  [m,  iii'j.  Trouver  les  génératrices  de  la  surface  qui  passent  par  le  point  (m.  m'). 
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9677.  —  Une  ellipse  située  dans  un  plan  de  Iront  est  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution.  Trouver  le  contour 
apparent  de  cette  surlace.  Etant  donnée  la  projection  verticale  d'un  point,  trouver  la  projeclion  horizontale. 

9G78  -  Trouver  le  contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  dcfuii  par  son  axe,  qui  est  le  segment  de 
front  1116,  a'b't,  et  connaissant  la  projeclion  horizonlale  d'un  point  de  l'équateiir. 

Î)G79  —  Contour  apparent  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  la  rotation  d'un  cercle  situé  dans  le  plan  vertical, 
autour  d'un  axe  de  front. 

9680.  —  l'ne  droite  {g.  y')  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  tourne  autour  de  la  droite  de  front  (d,  d',.  ICIant  dounée  la 
projection  vcrticile  m'  d'un  point  de  la  surface,  trouver  la  projection  horizontale. 

9681.  —  Contour  apparent  hoiizontal  de  la  surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  droite  quelconque  aulour  d'une 
droite   horizontale. 

9682.  —  Trouver  le  centre  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  verticale  tournant  autour  d'une  droite  quelconque. 
Cône  asymptote  de   la   surface. 

9683.  —  Une  droite  horizontale  (II,  H)  tourne  autour  d'une  droite  quelconque  (A,  A').  Déterminer  le  centre  et  le 
cône  asymptote  de  la  suiface  engendrée. 

9684.  — l'ne  surface  de  révolution  est  engendrée  parla  rotation  d'un  cercle  de  front  autour  d'une  droite  quelconque. 
Déterminer  un  point  de  la  surface. 

9685.  —  Contours  apparents  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  un  cei'cle  donné  dans  un  plan  horizontal, 
tournant  autour  d'une  droite    U,  D';. 

9686.  —  Vn  cercle  horizontal  se  déplace  en  rencontrant  trois  droites  données.  Connaissant  la  projection  verticale  m' 
d'un  poiiit  de  la  surface,  trouver  la  projeclion  horizontale  m. 

9687.  —  Vn  paraboloide  hyperbolique  a  pour  plan  directeui  un  plan  ((uclconque  l'aO',  une  génératrice  veiticale 
((/,  o'i  et  une  autre  génératrice  de  bout  ,li,  h').  Tracer  une  génératrice  de  la  surface.  Connaissant  la  projection  horizontale 
d'un  point,  trouver  la  projection  verticale,  flan  tangent  en  ce  iioint. 

9688.  —  Tracer  une  génératrice  du  paraboloide  hyperbolique  défini  par  le  quadiilatore  gauche  AltCD.  Quelle  est  la 
direction  des  diamètres  '? 

9689.  —  In  paraboloide  hyperbolique  est  déPuii  par  les  deux  droites  d,  d').  (5,  ô'  et  un  plan  directeur  horizontal. 
Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  de  sommet  i.s,  s')  ;  point  et  tangente. 

9690.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  par  un  plan  directeur  le  plan  horizontal'  et  deus  génératrices.  On 
considère  le  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction  (0,  i'  Construire  un  point  de  la  courbe  de  contact  du 
cylindre,  et  le  point  correspondant  de  sa  trace  sur  le  plan  horizontal. 

9691.  —  Une  droite  s'appuie  sur  trois  droites  dont  les  projections  verticales  sont  parallèles.  On  donne  la  projection 
verticale  m'  d'un  point  de  la  surface  engendrée;  trouver  w. 

9692  —  On  donne  im  cylindre  dont  la  base  dans  le  plan  horizontal  est  le  cercle  (0,  0'  ;  n,  a  étant  un  point  de  la 
génératrice  (/,  /),  section  droite  du  cylindre  passant  par  le  point  (a,  a'),  l'ointde  la  section  et  tangente  en  ce  point.  Trouver 
une  tangente  de  front. 

9693.  —  Un  cône  a  pour  sommet  le  point  (s,  s')  et  pour  base  le  cercle  ,»,  0'  dans  le  plan  horizontal.  Soit  (a.  a')  le 
point  le  plus  à  droite  de  ce  cercle;  on  prend  un  point  m.  m')  sur  la  génératrice  {sa,  s'a'  .  Section  du  cône  par  le  plan 
perpendiculaire  à  [sa,  s'a'    mené  par  le  point  ivi,  m'). 

9694.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  s,  s')  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  une  droite  \J,  </'). 
Mener  par  cette  droite  un  plan  coupant  le  cône  suivant  une  parabole. 

9695.  —  Un  prismj  dont  les  génératrices  sont  horizontales  a  pour  basiî  dans  le  plan  vertical  un  quadrilatère.  Un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  horizontales  également  a  pour  base  dans  le  plan  vertical  une  ellipse.  Intersection  des 
deux  surfaces. 

9696.  —  On  donne  un  cylin  Ire  et  deux  droites  parallèles  D,  A.  Ces  deux  droites  sont  les  arêtes  d'une  règle  traversant 
le  cylindre.  Représenter  l'ensemble  du  cylindre  supposé  opaque  et  de  la  règle. 

9697.  —  On  donne  les  projections  d'un  triangle  [abc,  ii'b'v')  et  un  point  {s,  s').  C'est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour 
b.tse  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  AliC.  Couper  ce  cône  par  un  plan  passant  par  un  point  donné  et  parallèle  au  plan  SaB. 

9698.  —  In  cône  de  sommet  (.s,  s)  apaur  base  dans  le  plan  ^abc,  a'b'e'  une  courbe  se  projetant  horizontalement  suivant 
le  cercle  abc.  Section  plane  de  ce  cône  par  un  plan  passant  par  un  point  ;,m,  m',  et  parallèle  au  plan  (suft,  s'a'b'  . 

9699.  —  Dans  un  plan  donné  par  ses  traces  se  trouve  un  point,  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné;  c'est  la  base  d'mi 
cône  de  sommet    s.  s').  Trouver  les  directions  de  plans  coupant  le  cône  suivant  un  cercle. 

9700  —  Un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné  a  pour  axe  la  droite  ((/,  i/'i.  Intersection  de  ce  cylindre  par  un  plan 
donné  par  ses  traces. 

9701.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  ase  vertical  avec  un  plan  donné  par  ses  traces.  Trouver  un  point  et  la 
tangente  en  ce  point.  Développement  du  cône  et  de  la  section. 

9702.  —  Un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  est  coupé  par  un  plan  de  bout.  Foyers  de  la  section.  Projection 
horizontale  de  la  section. 

9703.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  qui  coupe  un  cône  de  révolution  d'axe  vertic.il  suivant  une  parabole.  Projections 
de  cette  parabole. 

9704.  —  On  donne  une  ellipse  dans  le  premier  plan  bissecteur;  c'est  la  section  d'un  cylindre  de  révolution  que  l'on 
demande  de  déterminer. 

9705.  —  Intersection  d'un  ellipiOÏJe  de  révolution  a  axe  vertical  par  un  plan  donné  par  ses  traces.  Mener  d'nu  pouit 
du  plan  des  tangentes  à  la  section. 
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j(70(i    —  Intersection  d'un  iiaiaboloide  dont  l'axe  est  vertical  axec  un  plan  quelconque. 

«>707.  Trouver  les  sommets  de  la  section  d'un  tore  à  axe  vertical  par  un  plan  donm'  par  ses  traces. 

!»708.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  lOvolution  d'axe  de  front  avec  un  plan  vertical. 

970Î».  _  Section  par  un  plan  vertical  P  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle  fc,  o')  (dans  un  plan  lioiizontal),  autour 
d'une  droite  de  front  {ad,  a'd'). 

î(710.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

î)711.  —  Section  plane  d'un  liyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  verlical. 

ÎJ7I2.  —  In  hypeilioloïde  de  révolution  est  donné  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  quelconque.  Couper  cet 
livpeiboloîdc  par  un  plan  passant  par  un  point  de  la  généralrice  et  perpendiculaire  à  cette  droite.  Nature  de  la  section. 

Î)713.  —  L'n  liyjierboloïde  de  révolulion  i  axe  vertical  est  engendré  par  une  droite  de  front  (if,  (/'|  tournant  autour  de 
l'axe.  Section  de  l'hyperboloïde  par  un  plan  défini  par  l.i  droite  (li,  i/')  el  un  point  donné  (c,  ci. 

î)714.  —  On  donne  un  Iijperboloïde  de  révolution  à  axe  verlical  Intersection  par  un  pl.in  passant  par  un  point  donné 
et  parallèle  à  deux  génératrices  de  la  surface. 

î)715.  —  i^ection  plane  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  donné  par  deux  génératrices. 

9716.  —  Intersection  d'un  plan  de  bout  a\ec  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  pour  plan  directeur  le  plan 
borizont.sl  et  pour  génératrices  deux  droites  t)  et  A. 

«(717.  —  Un  donne  une  droite  verticale  et  une  droile  I)  quelconque.  Ces  droites  ilélinissent  un  paraboloïde  hyperbolique 
avant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  l'ar  la  droite  D,  on  mène  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan 
hôrizoMlal.  Section  de  la  surface  parce  plan. 

î(7  18.  —  On  donne  deux  paraboloïdes  hyperboliques  ayant  un  plan  directeur  commun,  et  une  droite  («i,  rf'i.  Kaire  passer 
par  (((,  d')  un  plan  coupant  lis  deux  surfaces  suivant  deux  hyperboles  ayant  les  mêmes  direclions  asymploliques. 

97  li).  —  Inlerseclion  d'une  droite  quelconque  et  du  jiaraboloïie  hyperbolique  dont  un  plan  directeiu' est  horizontal,  donné 
par  lieux  génératrices  de  front. 

î>720.  —  Intersection  d'un  cylindre  à  génératrices  de  front  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  avec  un 
cvlindre  droit  ayant  pour  base  une  ellipse  donnée  dans  le  plan  horizontal. 

9721.  —  L'n  ci'me  oblique,  h  hase  circulaire  située  dans  le  plan  horizontal,  esl  coupé  par  un  cylindieile  bout  dont  la 
base  dans  le  plan  vertical  est  un  cercle  tangent  aux  génératrices  de  contour  apparent  du  cône.  Intersection. 

ÎJ7ti2.  —  Intersection  de  deux  cylindres  horizontaux  :  l'un  a  pour  base  dans  le  plan  vertical  P  une  courbe  se  projetant 
verticalement  suivant  une  ellipse  donnée,  l'autre  dans  le  plan  vertical  Q  une  courbe  projetée  verticalement  suivant  un  cercle. 

i>72;j.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  (s,  i'}  ayant  pour  base  une  hyperbole  dans  le  plan  horizontal.  Soient  (sa,  s'a'), 
sb,  s'fc')  les  généijtrices  de  contour  apparent  horizontal  de  ce  cône.  Un  cylindre  de  bout  a  pour  trace  verticale  un  cercle 
0,  o')  tangent  à  s'a  et  s'h'.  Intersection  des  deux  surfaces. 

(.1  suiore.) 


QUESTIONS    l'IlUl'USblES 
2223.  —  On  consiilcrii  la  fonclion 


■.I    ' 
1/  =  œ-L  — 


l'Irouver  les  valeurs  principale.sde  la  l'oncliuii  ;  calculer  ses  di\er.scs  dérivées.  Expression  de  la  dérivée  >i"". 
Variation  de  celle  fonclion  cl  courbe  représcntalivc. 

2°  Trouver  l'aire  comprise  entre  celte  courbe,  l'axe  des  j-,  l'ordoimée  d'abscisse  1  el  celle  d'aliscisse  x. 
Montrer  qne  celle  fonction  s'annule  pour  une  valeur  de  .c  plus  grande  que  I. 

.3°  l'ornier  le  polynôme  du  4"^  deirré  qui  prend,  ainsi  que  ses  dérivées,  les  mêmes  valeurs  respectivement 
que  la  fonction  ;/  et  ses  quatre  prcinièies  dérivées,  pour    x  =  1.  ]■;.  n. 

2224.  —  On  considère  l'ellip.se  :L. -i~  '-j^  —  \  —  0. 

l.a  polaire  d'un  point  M  rencontre  les  axes  en  P  el  Q  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  P(J,  en  P'ii  tj'. 
1"  Si  M  décrit  la  parabole  !/-  =  ipx  +  ij, 

la  droile  I'(J  enveloppe  tmc  conique. 

:;■'  Dans  la  iMèmc  hypothèse,  trouver  l'enveloppe  de  la  droite  V'Q':  construire  celle  enveloppe  en  supposant 

a  >  0,     puis    ./  <  ■).     I>aas  quel  ras  a-l-on  une  couique  '.' 

■  *^  ^  I..  Nvucti.i.K,  à  La  Chaire. 


KiiiuiUM.  —  l.a  quatrième  partie  de  la  question  ::iJI  n'a  aucun  sens  et  doit  cire  supprimée. 

Le  Hèdarifur-llérnnt  :  H.  VUIBEIIT. 
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SUR     LE     DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS  ÉLÉMENTAIRES   EN    SÉRIE    ENTIÈRE 

par  M.  V.  Jamet. 


1.  Plusieurs  questions  intéressant  les  candidats  à  nos  grandes  écoles  se  rattachent  à  la  proposition 
suivante  :Soit  i\,  Vi,  u,,  -,  v,„  ■■■  une  suite  indéfinie  de  nombres  tels  que  chacun  dépende  de  son  rang  et  aussi 
d'une  même  variable  h  qui  tend  vers  une  limite  X,  finie,  nulle  ou  infinie.  Si,  supposant  n  fini,  on  a  con- 
staté que  v„  fend  vers  une  limite  m„,  et  si  Ton  a  démontré  la  convergence  de  la  série  Su,,,  peut-on  conclure 
que  la  somme     Va  -h  v ,  -h  v.2  -\- h  w,,  -I-  ■  ■  •     a  pour  limite  Sî/,„  ? 

Je  dis  que  la  réponse  est  affirmative  chaque  fois  que  l'on  peut  trouver  un  nonabre  n  assez  grand 
pour  que  le  module  de  la  somme 

^,,+1  -I-  v„_^.i  -h  v„^2  -)-■■• 

soit  plus  petit  qu'un  nombre  donné  à  l'avance,  aussi  petit  qu'on  voudra,  pour  une  certaine  valeur  de   h 
et  pour  toute  valeur  de  cette  variable  encore  plus  proche  de  sa  limite. 

En  effet,  étant  donné  un  nombre  £  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut,  d'après  nos  hypothèses,  choisir 
un  nombre  n  assez  grand  pour  que,  si  l'on  pose 

et  î)p_n  H- t)p+2 -(-  •••  ='''-3  ' 

6  et  0'  soient   compris  l'un  et  l'autre  entre     —  1     et     +1     lorscjuc   h  varie  à  partir  d'une  certaine 
valeur  initiale  et  tend  vers  la  limite  qui  lui  est  assignée. 
Soient 

«0  +  "i  -t-  «2  + 1-  ""  =  S„, 

Vo  -h  Vt  -i-  V-2  -i-  ■  ■  ■  -+-  Vn  =  V„  ; 

soient  aussi  S  la  somme  de  la  série 

î/o-t-Mi  -I-U3  -t-  ■••, 

et  V  la  somme 

D„ -I- Ui  H- Uj  H ; 

on  trouvera 

S  =  S„  +  fi  j, 

v  =  V„4-e'l, 

S  —  V  =  s„  —  v„  -I-  (9  -  e')  -i . 

Mais  le  nombre  n  étant  désormais  invariable,  et  les  sommes  S,,  et  V„  ayant  chacune  un  nombre  fini 
de  termes,  l'hypothèse 
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montre  que  l'un  a 

lim.  V„  =  S„, 

c'esl-à-dire  qu'on  peut  assigner  à  /;  une  valeur  /(„  telle  que,  si  la  variable  /(,  parlant  de  /(„,  se  rappro- 
che de  sa  limite,  on  ait  sans  cesse 

s„  —  V„  =  0"  ^ , 

0°  étant  compris  entre     — 1     et    -f-i. 
On  en  conclut 

S— V  =  (0"  +  0-0'j-l, 

on  I  S  —  V  I  <  £, 

ce  qui  démonlro  la  propositii^n. 

2.  Les  questions  auxquelles  nous  avons  lait  allusion  au  début  de  cet  article  sont  les  suivantes  : 
a)  Limite  de     (14-  —  )    '     quand  m  augmente  au-dola  île  toute  limite. 


h)  Dérivée  de  la  somme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  crois- 
santes d'une  variable  x. 

c)  Limite  de  la  somme  d'une  telle  série,  quand  celle-ci  reste  convergente  aux  limites  on  à  l'une  des 
limites  de  son  domaine  de  convergence. 

De  ces  trois  questions,  les  deux  premières  peuvent  être  traitées  entièrement  par  l'application  du 
principe  précédent;  la  troisième  peut  être  résolue  dans  divers  cas  d'application  fréquente. 

a)  On  suppose,  bien  entendu,  m  entier  positif  (la  variable  h  est  ici  remplacée  par  ni),  et  l'on  con- 
state que,  si  le  module  de   x   est  désigné  par  p,  la  somme  des  termes  qui,  dans  le  développement  de 

(X  ^  "' 
iH j    .     suivent  le    (n  -+- 1)'"»    a  un  module  niioindre  que 

^—— ^      ' 1 ; 

r?  H-  1  !  n-\-  "Il 

puis  on  observe  qu'il  est  possible  de  choisir  n  assez    grand  pour  (juc  cette  dernière  somme  soit  inlé- 


On  constate  encore  que,  si  p  est  invariable,    le     {p  -t-  l)"'"     terme  du  développement  considéré, 

savoir  : 

mm  —  i  ){in  —  '2).  .  .{m  —  ;j  -i-  1)      xp 


a  pour  limite 

et  l'on  en  conclut  : 


p  1  m'' 

x'' 


m  / 


liin.  (1+— 1     =1+--,--^ 


au  moins  quand  on  fait  varici'  7/1  comme  il  a  été  dit  ci-dessus. 

Chercher  ce  qui  arrive  quand   on  assigne  à  la  variable  m  une  tonte  autre   loi  de  croissance   serait 
reOiire  une  fois  de  plus  la  théorie  du  nombre  e,  ce  qui  est  inutile  ici 

On  remarquera  cependant  que,  si  l'on  veut  prendre  pour  base   de  la  théorie  le  théortune  sui- la 

limite  de     (I  H )    ,     on  peut  adoplor  la  démonstralion  précédenle,  en  faisant     x  =  I. 


b)  Soit  une  .série  enlière 

rt,  -t-  fliX  -+-  Ujx^  -+-■••  -^a„ar"  -+- 
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Ayant  déraoatré  que  cette  série  est  convergente,  ainsi  que  la  série  formJe  par  les  dérivées  de  ses 
termes,  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  moindre  qu'un  certain  nombro  a  (rayon  de  conver- 
gence); désignant  en  outre   par  fix)  la  somme  de  la  série  proposée,  on  veut  démontrer  que  ie  quotient 

/■(!•  +  Al  —  f(x) 
a  pour  hmile  la  somme  de  la  série 

a,  -l-  SoaX  -f-  3a^x-  -(-■■■ 
quand  /(  tend  vers  zéro.    A  cet  effet,   on   constate  que  l'accroissement  de   la  fonction  f\x)  peut  être 
développé  en  une  série  de  termes  de  la  forme 

a„[{x  -+-  h)"  -  x"] 
ou  najx  -\-  OJti"-'y<h,  (0„  étant  compris  entre  zéro  et  I) 

de  sorte  que  le  quotient  ci-dessus  est  égal  à  la  somme  d'une  série  ayant  pour  terme  général 

)ia„(x  -H  0„/i)"-'. 
Si  on  laisse  ?î   invariable,  ce  terme  a  pour  limite 

nanX"~' . 
Il  suflit  donc  de  démontrer  la  possibilité  de  choisir  un  nombre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait 


'yj{n -^ p)a„^^x"+f- 


<-^, 


£  étant  un  nombre  donné  à  l'avance,  aussi  |ietit  qu'on  voudra.  Soit  donc 


et  soit  p  le  plus  grand  des  deux  nombres    \  x  \  ,      \  x -h  h  \  .     La  somme  ci-dessus  a  un  module  plus 
petit  que 


ir  qu 

II" 


et  il  est  i)ossible  de  choisir  n  assez  grand  pour  que  cette  dernière  somme  soit  inférieure  à  £,  puisque 
la  série 


est  absolument  convergente  pour     x  ^  ±  3. 

c)  Soit  a  le  rayon  de  convergence  de  la  série  entière 

a„  +  ciix  -+-  a,x'-  -+- h  a„x"  -!-■■■ 

et  soit  f(x)  la  valeur  que  prend  la  somme  de  cette  série  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre      —  a 
et    -f-a.     Soit  encore 

(I)  S  =  rt„ -H  rtirt -t- asa^H- •••  ; 

cette  dernière  série  étant  supposée  convergente,  la  question  e«t  de  savoir  si  t\x)  tend  vers   S    quand  x 

tend  vers  a.  J'examinerai  d'abord  le  cas  particulier,  a^sez  fréquent,  où  la  série  (.1)  est  alternée.  Si  dans 

la  série 

Oo  -H  Oii  -H  ihx^  -H  •  •  ■  -f-  a„x"  -h  ■  ■  ■ 

OD  suppose  X  inDnimént  voisin  de  a,  on  trouve  encore  une  série  alternée,  par  suite   une  série  dans 

laquelle  la  somme  des  termes  qui  suivent  le      [n  \-  1)"°      a  un  module  moindre  que  celui  de  o„c",   par 

suite  moindre  que  celui  de  "„a",  et  celui-ci  lend  vers  zéro  quand  n  est  de  plus  en  plus  grand. 

Un  cas  aussi  fréquent  et  tout  aussi  simple  est  celui  où,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  termes  de  la 

série  (I)  ont  tous  le  mrme  signe  ;  auquel  cas  le  module  de 


m  CALCUL  DES  INTÉGRALES  DE  LA  FORME     / f{x)  sin  nr  d.r     ET     /  fi. r)  cos  ax  d.r 

csl  nioindro  que  celui  de 

et  cotte  dernière  soniuie  tend  vers  zéro  quand  n  est  do  plus  en  plus  lixaiid. 


NOTE  sua  UN  PROCKIJI':  Dl-:  CALCUL  DES  INTEGRALES  DE  LA  FORME 

ff[x)  s.'\n  ax  dx  et  ff{^)  cos  ax dx 

y-M-  M.  Georges  Morel,  élève  à  l'école  des  Anglais,  Lyon. 


Je  vais  montrer  que  l'on  saura  calculer  ces  intégrales  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  une  solution 
particulière  d'une  équation  ditl'érentielle  du  second  ordre  dont  le  second  membre  est  f{x). 
Soit  une  fonction  v  déliiiie  en  fonction  de  :  et  de  x  \)?iv  l'égalité 


,  dz     . 
V  =  r.  cos  ax  -\-  A——  sm  ax  ; 
dx 


X  est  une  constante.  La  dérivée  est 


dz  .  .  d'z  ,  -/: 

V   =  — r—  cos  nx  —  az  sm  ax  -+-  a——-  sm  nx  -+-  aX  — -  cos  ax. 
dx  dx    '  dx 


i 

Si  l'on  prend  a  = , 

a 

I  '    ''■':    ; 

la  dérivée  se  réduit  à  u  =  —  (  ":  h r—-  )  sm  ax. 

\  a   dx^  I 

1   d'^z 

Il  suffit  de  prendre  az  H r—-  =  —  f(x). 

a  dx^ 

Toutes  les  fois  (lue   l'on  saura  intégrer  celte  équation  difi'érentielle  du  second  ordre  à    coefficients 

constants,  on  aura 


1   dz 

dx  =  ))  -t-  C  =  :  cos  ax ;—  sm  ax  -t-  C. 

a  dx 


j  /■(.,•)  sinr/.i 

il  suffit  d'ailleurs  ipie,  dans  cotte  formule,  :  soit  une   quelconque    des  solutions  particulières  de 
l'équation  dillérentiello  ci-dessus. 

De  même,  si  l'on  considère  la  fonction 

1    dz 

V  =  ;  sm  ax  -i —  cosax, 

a  de 

I  '   '^':\ 

la  diTivée  s'écrit  v  =  [  nz  \ r— -    cosrtx. 

\  a  dx'  ! 

On  est  ainsi  amené  à  intégrer  ré()uati<)ii  dilTérentiolle  du  second  ordre  à  coefficients  constants 


Si  l'on  en  connaît  une  solulion  particulière,  on  a  immédiatement 

\_d. 
a  d. 

\  cos  2x 

Soil,  par  exemple,  i\  calculer  l'itilégrale  f.r''c's\n^xdx.   Kn  remarquant  que     siii'x  = < 


r  \  dz 

I  f(.i')  cos  axdx  =  :  sin  ax  H j~ '^'^^  ^-"^  "•"  ^- 
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l'intégrale  proposée  se  décompose  en  une  différence  de  deux  autres  : 

I  x'^e' sin- xdx  =  —  I  x'e'dx —  i  x-e'  coa'ixdx'. 

I.a  première  se  calcule  aisément  : 

fx'-e'dx  =  e'\x^  —  2x  -t-  2). 
Reste  à  calculer  l'intégrale      fx-e^cos^xdx. 
Elle  est  de  la  forme     ff\x)  cos  axdx     [a  =  :2). 
La  théorie  précédente  amène  à  poser 

(1)  x-e^  =  -iz-\-^- 

L'intégrale  considérée  est  alors 

/x-e'  cos  "Ixdx  =  z  sin  2x4--^  cos  2.r  -t-  C. 
2 

Si  l'on  prend     ;  =  o(x)e'    [afx)  étant  un  polynôme  entier],  en  déiivant,  on  obtient  successivement 

:'  =  e'[tp(x) -t-  o{x)], 
z"  =  e'[o{x)  -+-  2o'(a,')  -t-  ç>"(a;)], 
et,  en  formant  la  combinaison  indiquée  par  l'équation  (1), 

5  i 

^-  =  y<?(^)-t-?'W-l--2"'"^'^^' 
Ainsi,  on  voit  que  l'on  peut  prendre  pour  o(x)   un  polynôme  du  second  deijré.  En  prenant 

o(x)  =  kx-  -f-  Bz  -+-  C, 

par  identilîcation  on  obtient 

•2  —8  —4 

A  =  -,  B  =  —A-  C  =  -■ 

0  25  125 

2e   r    >        i  2  1 

Donc  ;   =  — ^1  x- —x I 

o  L  5  ^5  J' 

2e-  r   ,       6  2i>  n 

:'  =  X--H  —X ^     1 

o     L  3  -0  J 

f  2e'  r  4  2\  1/  6  H\  "I 

I  a-("cos2a'rfj,-  =  ~:r-\  (j" p"-*' ^tt  )  sin  2a;  -i- — -(  x^ -1-  —  i  —  — -  j  cos2x  I  -\~C.. 

'ment, 

r  e'  \                               2  /'            4            2   \                   1  /           6           22  \         ^  1 

I  x'V  sin^  xrfj  =  -—    (x-  —  2.r  H-  2)  —  —    x-  —  — -.c -—    sin  2.r ^   a;=  -i-  -^x  —  -— -     cos  2.r 

J  2  L                                5  \            5            2o  '                    o  \            a           2o  /              J 


et 

Finalement, 


os  2.r    -+-  C. 
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2134.  —  Reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série 

X  x(i  —  x)         x{l  —  .r)(2  —  .r'i         x(l  —  xM2  —  x\'i  — x) 


3  !  4  !  3  !  CI 

X 

et,  dans  le  cas  où  elle  est  convergente,  démontrer  gîte  la  somme  a  pour  valeur     -^^^ —  •      on  suppose  giie . 

si  X  est  positif,   x   n'est  pas  un  nombre  entier. 
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1.  Pour  reconnaître  la  converjïence  ou  la  divergence  de  la  série 

X         x(l  —  x)        x{l  —  x)l2  —  x) 

1 L_| il -I-  ■  ■  ■ 

••{  !  4  !  5  ! 

_^  .y(l  —  j)(2  — j?)..  .(»  -  I— .r)         x{[  ~  x]    ..in  —  I  —x){))  —  x) 
"^  («-H-2)!  '^  (n-h:i)! 

formons  le  rapport  (l'un  terme  au  précédent.  On  a 

w„_(_i  «  —  X  n 


i+1 


et  ce  rapport  tend  vers  1  si  n  croît  indéfiniment.  Il  y  a  donc  doute  ;  cependant  si  on  a  x  <  —  3,  le 
rapport  tend  vers  1  par  valeurs  supérieures  k  I;  la  série  est  donc  divergente  pour  x<< — 3. 
Supposons     .r  >  — [i,     et  appliquons  la  rèf,'le  de  Duhamel.  Posons 

"„-^_l  11    -—  X  1 

M„  n  H-  3  1  +  a 

^-\-x                             'à-\-x 
don      o(  =  et     m  =  ,     ?(ï    tend   vers      .t-i-3      si    n    cruit   indéfiniment;   donc  si 

»î    -    X  X 

1 

n 

a^-+-3>l,  ou  a;  > — 2.  la  série  est  convergente  ;  si  r-(-3<l,  ou  !■<— 2,  la  série  est 
diverjrenle. 

Enfin  si     x  =   —2,     la  série  proposée  est  la  série  harmonique  c  hangée  désigne;  elle  est  diver- 
gente. 

En  résumé  : 

(   x>  — 2  série  convergente, 

(   X  -^  —  2  série  divergente. 

2.  Supposons  la  série;  convergente,  c'est-à-dire     a;  > — 2,     et  vérifions  (jue  la  somme  de  la  série 

X 

vaut     S  =  — —  .     Désignons  par  S,,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série.     tJn  a 

1(X  -I-  2)  ni»  I 

_  X  X  x-(  1  —  xi 

s   -  Si 


fix  -1-2)  3  !  3  !  (x  -t-  2) 

_    x{l  -  x)         x(i—x)         x(l  —x){i  —a-) 
'   ~  '  ■  ~   31(.r-f-2)  ri         ~         4!(j;-j-2j 

x(l — x).  (n  —  { — x)       x{l  —  x).  .  .{n  —  l    -  x)    _  x(l  —  x) .  .   (n  —  1  —  x)[n  —  x) 


S  —S,. 


{»! -h  l)!(.T-(-2)  (n-H2)!  _  (n-(-2)!(a;-|-2) 

x(l    -x)...(»î — I— .r)(H — x] 


Posons  v„  =  S  —  S,,  = 

(ji. -1-2)!  (x  +  2) 

Pour  démontrer  la  proposition,  il   suffit  de  faire  voir  que    v„  tend    vers  /.ero  ;  or  u„  est  le  terme 

général  d'une  série  ;  si  cette  série  est  convergente,  v„  tend  vers  zéro  et  la  |)i(i|)iiété  est  établie,  ftcmar- 

qiions  que 

n  —  X 
v„  —  u„x 


X  -+-  2 

or  on  sait  que,  dans  une  série,   si   »h„  no  tend  pas   vers  zéro  la   si'iie    est  divergente;  comme  la  série 

n  —  j'  , 

proposée  est  convergente,  yiu,„  et  par  siiile      (»  -  x)ii,„      et  aussi     —ii„     teii  I    vers   zéro;   donc 

lim.  v„  =  0,     et  S„  tend  vers  S,  ce  qu'il  fallait  di'in)ntror. 

A.   MACK  Iti;  I.EPINAY. 
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Noie  de  la  fiédaction.  —  Four  sommer  la  séiio  proposée,  il  suflil  de  remarquer  que  le  termogénéral 
peut  s'écrire 

(_|)".r(.t.-  lj{x  — 2)... (:r-n) 

(H  -H  3)  ! 

En  le  multipliant  par    !/"+^     et  prenant  deux  fois  la  dérivée  par  rapport  à  y,  ce  terme  devient 

(—  l)"j(.r  —  l)(x  —  2).  ..{x  —  n)y"+'  . 

(u  +  l)! 

c'est  le  terme  général  du  développement  de      (I— j/)',      changé  de   signe.    D'autre  part,   le   premier 

terme,  traité  de  la  inome  façon,  devient   —  ;/,    après  deux  dérivations.    La  dérivée  seconde  par  rapport 

à  )/  de  la  série  a  donc  pour  valeur 

1  -H-yy 

pour  toutes  les  valeurs  Je  //  inférieuresà   1.   En  intégrant  deux  fois,  nous  avons  d'abord 

(I  -  yr~'  1 

X->r-  \  X  -t-  1 

puisque  la  série  correspondante  est  nulle  pour     y  =  0  ; 

puis, \  y  _         J  , 


i         {X  -h  l)(x  -^-  -1)         X  -+-  1        [x  -H  l)(j-  -H  2>  ' 
pour  une  raison  semblable. 

Celte  série,  nous  l'avons  vu,   est  encore  convergente  pour      y  =  1  ;      nous  pouvons  donc   faire 
1/  =  1     et  la  somme  est 

1  1  1 

2  X  -H  I    "^  (x-(-  l)(x  -+-  2)  ' 
(x  +  l)(x-l-2)— 2(xH-2)  +  2  X 


2(xH-l)(x-+-2)  2(x-h2) 

Cette  méthode  est  basée  sur  le  théorème  d'Abel  relatif  à  la  valeur  d'une  série  pour  une  valeur  de  la 
variable  égale  à  l'une  des  limites  de  l'intervalle  de  convergence,  quand  la  série  reste  convergente  à 
cette  limite. 

Bonnes  solutions  ;  MM.  P.  Vivix,  lycie  de  Nancy  :  A.  Rousseau,  à  Fournes-en-\Veppes . 
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2135.  —  Étant  donnée  l'équation  différentielle 

(1  —  3:-)y"  —  3xy'  -+-  Am{m  -+-  [)y  =  0, 
on  demande  ; 

1"  de  démontrer  que  cette  équation  admet  comme  solution  particulière 

cos [(2m  -H  1  )arc  sin  a;] 
sji  —  x' 
2"  de  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  ; 

3"  de  démontrer  que.  si  m  est  un  nombre  entier  et  positif,  on  peut  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
par  un  polynôme  entier  en  x  ;  trouoer  son  degré,  puis  calculer  ses  coefficients 

1.  Pour  démontrer  que  l'équation  différentielle 

(1)  (1  —  x^)y"  —  3xi/' -h  4»7î(m  -h  [)y  =  0 
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cos  [(2w  -+-  I  laïc  sin  x] 

Il  =  ! ———L i, 


admet  comme  solution  particulière  l'expression 

cosf(i 

?/  =  — - 

chassons  le  dénominaleur  dans  l'expression  de  y,  et  dérivons  ;  nous  aurons 

(2)  1//I  —Ic'^  =  cos  [(2m  H-  l)arc  sin  x], 

puis 

/ xu  2m  -+- 1 

V  v^l  —  x" ; — • = ,  sin  r(2m  -H  Darcsin  x], 

4/1  —  x=  v/1  —  X» 

ou,  en  chassant  le  dénominateur, 

(1  —  x^)y'  —  xy  -(-(2m  -+-  i)  sin  [(2m  -+-  i)arcsin  x]  =  0. 

Dérivons  encore,  nous  aurons 

(2m -hl)' 

(1  — x^)y"  —  3j;y'—  y  H ,  cos  [(2m  -t-  l)arc  sin  x]  =  0, 

s/l  —  x" 

ou.  en  remj)laçant     cos  [(2m  +  !)arc  sin  x]     par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (2)  et  siaiplifiant, 

(1  —  x-)y"  —  3x1/'  -t-  im(m  -h  1);/  =  0  ; 
c'est  l'équation  (1). 

2.   Proposons-nous    de    trouver  l'intégrale  générale  de    cette  équation.  En    tenant   compte  de  la 
propriété  précédente,  nous  sommes  conduits  à  poser 


(3)  z  =  y</l  -  x^  d'où  y  =       -■ 

v^l  —  x2 

Dérivant,  nous  aurons  successivement 

(1— x2):'-hx: 

y  = 3 — ' 

(i-x=)^ 
„_   (1  —  x=^:"h-2x(1— x-):'-h(I  -h -2x'-)z 

(1-x»)^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  dilTérentielle  (1),  nous  aurons,  après  réduction,  la  nouvelle 

équation 

(i)  (1  —  x^:"  — xs'  +  (2m-4- 1)*:  =  0. 

Changeons  maintenant  de;  variable  indépendante,  et  posons 

(3)  X  =  sin  / . 

On  en  déduit 

^        dz         dz    dt  \.      dz   ' 

"    '     dx         dt    dx         cos  t  dt 
„  _       1       dh         sin  t   dz 
~   cos- 1  dt-        cos'<  dt 
Substituant  dans  l'équation  (4),   nous  aurons,  après  réductions,  l'équation 
(f.)  ~^(im+ir-z=0. 

Cette  équation  est   une    équation    difTérentielle    linéaire    à   coeflicients   constants  ;  son    intégrale 

générale  est  donc 

I  =  A  sin  (2m  -h  1)(  -t-  U  cos  (2m  -(-  l)t, 

d'oti  l'intégrale  générale  cherchée 

A  sin  j  (2m  -h  l^arc  sinx]  ■+-  B  cos  [(2m -t-  Darcsinxl 

(7)  y  =  rj , ■ 

v/1  — X* 

On  voit  que  la  solution  particulière  considérée  correspond  au  cas  où     A  =  0     et     H  =  1. 


ANALYSE  4i'J 

3.  Proposons-nous  enfin  de  démontrer  (]ue,  si  m  est  un  nombre  entier  positif,  on  peut  satisfaire  à 
l'équation  dilférentielle  (1)  par  un  polynôme  entier  en  x. 

Ce  fait  peut  être  prévu,  si  on  se  rappelle  que  cos  ma,  m  étant  entierel  positif,  peut  être  exprimé  en 
fonction  enlièie  et.nitionnelle  de  cosn  et  de  sin  n,  et,  dans  le  cas  où  m  est  impair,  parle  produit  de 
cos  a  par  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  sina  de  degré  m—  I,  ne  renfermant  ([uo  des  termes 
de  même  parité  que     m—  i.     Nous  allons  établir  directement  cette  propriété. 

Posons 

(8)  y  =  .\„x"  -+-  A|X""'  -+-  A^x"--  H -H  A„. 

)i  étant  le  degré  inconnu  ;  on  en  déduit 

y'  =  nX„x"-'  -+-  (n  -  l)A,x"--  -+-  (n  —  2)\,x"-^  H 

)/"  =  »<»!  — l)A(,a"--  +  (n— l)(u  — 2)A,a;"-3H . 

Substituons  dans  l'équation  (!)  et  écrivons  que  l'équatiun  est  identiquement  satisfaite  en  égalant 
à  zéro  les  coefficients  des  dilTérentes  puissances  de  x. 

Calculons  d'abord  le  coeflicient  do  x",  et  égalons-le  à  zéro  ;  nous  devrons  avoir 

A„[4))i(m -+- 1)  —  3/1  —  «(/i  —  1)]  =  0 
et,  comme  A^  n'est  pas  nul, 

)i-  -+-  2»(  —  4m(m  -t-  1)  =  0  ; 

les  racines  de  celte  équation  sont     n  —  im     et     7i  =  —  ihn -h  l)  ;     comme  n  est  entier  et  posilif,    on 
doit  avoir 

(9)  '  n  =  2w. 

Le  degré  du  polynôme  inconnu  est  donc  déterminé  et  égal  à  2m. 
Posons  donc 

(10)  y  =  \yv""  -h  A,i--^"'-'  -K  A.x^"'-^  -^  •■■, 

d'où  y'  =  2mA„a.--"'-'  +(2'/i—  l)A,a;°-"'-- +  (2m  —  âjA^-r^m-s  _, ^ 

y"  =  2mr2m  — l)Aox'''"---f-(2m—  l)(2m  —  2)A,i2"'-'  -h    ■•. 

Multiplions  respectivement  ces  trois  relations  par  Aimm  +  \),  — 3j--,  l—x-,  et  ajoutons  ;  le 
polynôme  obtenu  devra  être  identiquement  nul. 

Le  coeflicient  de  a;^'"  l'est  de  lui-même.  Le  coefficient  de  x^'"'^  est,  après  réductions,  A,(î)/( -t- I), 
et  comme  il  doit  être  nul,  et  que     4m -t- 1     ne  l'est  pas,  on  doit  avoir    A,  =  0. 

Plus  généralement,  égalons  à  zéro  le  coeflicient  de     x-"'~''  ;     on  devra  avoir 

(2m— p-H2)(2m  -p+  1)A,,_,  — (2m-  p)(2m  — p  —  1  )A,,  —  3i2m  -  pj\j,  + im{m  +  1)A^,  =  0, 
d'où 

La  loi  de  récurrence  précédente  fait  voir  que  chaque  coefficient  dépend  de  celui  qui  le  précède  de 
deux  rangs,  et,  comme  A,  =  0,  tous  les  coefiicients  d'inJice  impair  sont  nuls.  Le  polynôme  cherché 
ne  renferme  donc  que  les  puissances  paires  de  x.  On  a  d'ailleurs  d'une  façon  générale 


_  _  (2m  —  2/j  -f-  2)(2m  -  2p  h-  1  ) 


d'où  l'on  déduit  facilement 


^     _  /  _  , ,,  2m(2m  —  l){hn  -  2) .  . . (2m  -  2/)  -^  2)(2m  —  2p  -t-  1) 
ou,  en  simplifiant, 

il  y  a  p  facteurs  au  numérateur  de  la  fraction. 
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En  pailiculier,  on  aura,  pour  le  terme  tout  connu, 


,„„  m[m—[)...Xi  A„ 

■^■'"'  ^  ^~  '^  2---"  X  n.  ! "   ""  '    1^' 

A.  MACl-:  DI<:  LfiPINAY. 

Bonnes  solutions  :   MM     A.    Uoisseau,  à  Founics-en- ^eppes  ;  L.    Naicblle,  à   La   Châtre:  P.Vivin,   lycée  de  Nancy; 
L    Simon,  à  Fourmies. 
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2136.  —  Oii  considère  la  surface  f/ui,  rapportée  à  trois  axes  rectançiulaires,  a  pour  équation 

,t'  +  !/■' 
■  "   X-'  -t-  y- 

1»  Montrer  que  sur  celle  surface  il  ;/  a  une  in/iuilé  de  droites. 

2°  Coiistruire,  à  l'aide  si  l'on  veut  des  coordonnées  polaires,  les  projections  sur  le  plan  des  xij  des 
sections  {courbes  de  niceav)  faites  par  des  plans  parallèles  à  xOy. 

I]"  Déterminer  la  projection  sur  le  plan  xOij  des  lignes  de  plus  yrande  pente  de  la  surface. 

't°  Déterminer  le  volume  compris  entre  le  plan  :  =  0,  la  surface  donnée  et  la  surface  prismatique 
dont  les  faces  ont  respectivement  pour  équations     x  =  0,     a-  =  I,     y  =  0,     ;/  =  1. 

On  appelle  lignes  de  plus  grande  pente  des  courbes  tracées  sur  la  surface  et  coupant  à  angle  droit  les 

lianes  de  niveau. 

\i'.trti[iciU  lie  matkémaliques  générales,  Lyon,  juin  1912.) 

\.  L'équation  do  la  surface  élant  homogène  par  rapport  à  .r,  y,  z.  celle  surface  est  un  cône  aj'ant 
noui-  sommet  l'origine.  Elle  admet  donc  une  infinité  de  génératrices  passant  par  le  point  0,  et  définies 

_  ;'  +  ! 
par  les  équations  y  —  '•'■,  -  —  7rT~f  ^' 

2.  Le  plan  :  =  /(  coupe  le  ci'me  suivant  une  ligne  de  niveau  dont  la  projection  sur  le  plan  xQy 
a  pour  équation  a'  -H  !/'  -  K^""  +  ?/')  =  0. 

Ceci  représente  une  combe  du  Iroisièmc  degré  admettant  un  point  double  isolé  à  l'origine.  Quand 
/(  varie  la  courbe  se  déforme  en  restant  liomotliétique  à  elle-même  ;  et,  à  des  valeurs  opposées  de  h 
correspondent  deux  courbes  symétriques  par  rapport  à  l'origine. 

Nous  construirons   la  courbe  en   supposant    A  >  0,     et   en   passant  aux   coordonnées  polaires  ; 

// 
l'équation  s'écrit  alors  ?  =  cos^' .u -Hsin> ..  ' 

Si  on  change  ^o  en     r.-\-h>,      p  se  cbange  en     —  p;     par  suile,   il  sullit  pour  avoir  toute  la  courbe 

t: 

de  faire  varier  lo  dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  égale  à  -.  Si  nous  changeons  <»  en  -j-  —  w, 
0  ne  change  pas,  donc  la  courbe  est  pymétriciue  par  raiiport  à  la  droite  <..  =  -_-.  Pour  éviter  de 
construire  des  portions  symétriques  de  courbe,  il  faut  diviser  l'intervalle  sufllsant  d'étendue  égale  à  - 
en  deux  inlervalles  tels  (|u"à  toute  valeur  a  du  premier  corresponde  la  valeur  -jj-  —  »  du  second,  ou 
qu'à  toute  valeur     — — 'i    du  premier  corresponde  la  valeur    y"!-"    du  deuxième. 

Prenonscomme  intervalle  suflisant  (y-  -1     J  "+"  7"  )    et  parlagcons-le  en  deux    (^J— ^'jj 
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^^     V4'    T"^^)'     ^o*^*  v°y°"*  bien  qu'à  toute  valeur    y  — f'     du  premier     (o<|-)     correspond 
la  valeur     y  +  ^     ^^  deuxième.  Nous  ferons  donc  varier  w  dan^  lo  premier  intervalle,  c'est-à-dire  de 

~'ï   ^    "^T'     P"'^' "°"®P''^"^™"^'^  ^y^^lriiiue  de  la  courbe  obtenue  par  rapporta  la  droite    <''=7-- 

Nous  avons 

do    _    3/i  sin  u)  cos  oj  (cos  w  —  sin  w) 

di-»  (cos^tû  +  sin^(o)^ 

Cette  dérivée  est  positive  si     w>0    ot  négative  si     <o  <  0.     Par  suite,  les  variations  de  o  sont  les 


.o 

t 

0 

i 

0 

+  » 

// 

/n'2 

On  en  déduit  la  branche  de  courbe  LAB  (fi;/.  I).  On  a     OA  =  AB  =  h  ; 
le  triangle  GAB  est  rectangle  isocèle. 
D'autre  part, 

p  cos-i  (o  -\-  siii'  w 

dp  3  sin  <o  cos  w  (cos  <■>  —  sin  'u) 


IkV  = 


et  cette  valeur  est  infinie    pour     w  =  0,     et     w  =  -- ;    donc  les  tangentes  aux  points  A  et  B  sont 

perpendiculaires  aux  rayons  vecteurs  correspondants.  Eludions  la  concavité  par  rapport  au  pôle,  et  pour 

cela  déterminons   le  signe  de     — I  —  -*-(—)    1'     ou 
l'intervalle  considéré. 
Nous  avons 
1        cos'  (0  -I-  sin'  (D 


de     —-+-—)      puisque   o   est  positif  dans 


''  1  \'        3  sin  tu  cos  iu(sin  w  —  cosw)         3  sin  iJ(u(sin  i»  —  cos^) 


17/   ^ 


h 


l  \"       3 

—  I    =  -r-  [sin  2iu(cos  lu  -+-  sin  w,  -i-  2  cos  2nj(sin  ^  —  cos  w)], 


ou,  en  mettant    cos  w -h  sin  ^     en  facteur, 

,   i  \"        3(co5w-i-sin(.j)  3(cosuj  H- sinw)         . 

(  -|    =  — 7 i-rsin2tu  -2(smci)  -  co5w)-j  —  -^ [3sin2(u  — 2]. 


On  en  déduit 


1         /  1  \''        2 

h     —      =  -p  (cos  'jj-4-  sin'")i2sin2w  —  i). 

?        \  p  J         II- 


Au  point     A(oj  =  0), h  (  —  )       est  négatif,  donc  la  courbe  tourne  sa  conve.\ité  vers  le  pôle  ;  au 

point  B,  elle  tourne  sa  concavité.  Enfin ^  \~)      s'annule  en  cliang:  a. il  de  signe  pour    sin  2aj  =  --  > 

«)  =  -— -  ;     le  point  correspondant  est  un  point  d  mllexion. 


Cherchons  maintenant  si  la  branche  infinie  AL  admet  une  asymptote. 
Pour  cela,  il  faut  déterminer  la  limite  de 


X  =  p  sm 


(cu-^-1 


pour 
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(1n  peut  écrire 


co'<"-f-sin 


ou  onfiii 


cos'u  +  sin'o)  ,/-2      (cos  (0  +  sin  a)j(co5- to  +  sin- (■)  —  costosincu) 

2  — sin2i>> 


Pour      (,)  = '-'      la  limite  de  .1'  est 

4  .> 

Tour  conslruirc  l'asymptole,  nous  menons   la  domi-droile    Ou      (10  = ^  j>    nous  la  faisons 

tourner  de  l'angle  -^   dans  l"  sens  positif,  elle   prend   la  position    0.t',    et  sur  nette  demi-droite  nou? 

—        /iv''-2  ,  /  -  \         ''v'î 

prenons  le  vecteur      01  =  — ^ —      D  adieurs   l'équalion  de  l'asymptole  est    p  sin  1  <" -4- -^  J  =  ——, 

ce  qui  montre  que  l'asymptote  rencontre  les  axes  nuxiioinls  D  et  I)     tels  que     OD  =  OD  =-— • 

Pour  avoir  la  position  de  la  combe  par  lapporl  à  l'asymplole,  nous  étudions  le  signe  de 
_,_  h^'î  _         h  fi  h  fi.   _    /i/5(l-+-Mn3to1  ^ 

a     ~   2  —  siii  i"^  :J  ■    ~      :\{i  —  >\n-2<,>\ 

et  celte  quantité  est  toujours  positive.  Donc  la  courbe  est  par  rapport  ii  l'asymptote  du  ci'itti  des  x' 
positifs. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  con-^tiuire   la  branche  de  courbe    liA  L'    symétiique  do  UAL    par  rapport  à  la 
bissectrice  OB. 

3.  Les  projections  sur  le  plan  des  xif  des  lignes  de  plus  grande  pente  sont  les  trajectoires  orthogonales 
do  la  famille  de  courbes  que  nous  venons  de  construire.  L'équation  générale  de  celles-ci  s'écrit 

p(cob^  10+  siu''  "j)  =  /), 
et,  en  dilTérentiant  [)ar  rapport  à  <•),  nous  obtenons 

p'icos"  to  -(-  siir  lu)  -ho?  sinw  cos  •>)  (sin  t.j  — . cos  w)  =  0  ; 

c'est  l'équation  diiréreiitiello  des  projections  des  lignes  de  niveau. 

Nous  en  déduir.Mis  celle  des  projections  des  lignes  de  plus  grande  pente  en  remplaçant   ?'   par 

—  • — ,     et  nous  avons 
p 

p^cos'  to  -t-  sin'  (o)  —  3?' sin  tu  cos  to(sin  to  —  cos  to)  =  0. 

(/o  l'cos' lu -T- sin"  ti)'i(/to 


p  .«in  tocos  10  (sin  ij) — rosto) 

Posons     Ig  t"  =  t  ;     nous  avons 

(/p   _        {0+V,dl        _        ill     ^       dt  tdl 


1(1  —  l)(f' -h  l)  t         l  —  i         /--t-l 

Nous  pouvons  alors  intégrer  et  nous  avons 


(  sin  10 


\  cos  I" 


«'         cos  >u        sm  (.1  \  cos  I"        sin  10  / 

Pour  :ivoir  toute  la  rourbe  il  suffit  encore  de  fiire  variei'  10    dans  un  intervalle  d'étendue  égale  ^  -. 

lin  changeant  t"  en     -—  —  o>,     p  change  de  signe,  donc  lu  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la 
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bissectrice     (o=_— ,    et  pour  avoir  la  moitié  de  cette  courbe  on  fait  varier  w  de     — —     à 
*  A 

On  a  aisément  les  variations  suivantes  de  o  : 


- 

_ 

(0 

~T 

U 

4 

1 

? 

a, '-2 

/ 

+  x 

1  - 

X 

,/ 

0 

ce  qui  nous  donne  les  branches  de  courbes  P(},  RO,  asymptotes  à  Ox,  et  il 
n  y  a  plus  qu'à  achever  par  symétrie  par  rapport  à  la  bissectrice  OP. 
En  coordonnées  rectiligncs  l'équation  de  la  courbe  est 

x\j[x'^  +  \f)  4-  (•(■',, r  —  î/)  =  0. 

4.  Si  l'on  coupe  le   volume  considéré  par  un  plan   parallèle   au   plan 
1/0:,    ayant  pour  abscisse  .r,   l'aire  de  la  section  est 


Jo  Jo      X'-  +  If 


Six)  —     I      :^aii  =     I      — ,  II'/. 

On  peut  écrire 

/^X^-4-v"     ,  ri  .1^  .1-2,/       \  7y2 

et  par  suite  l'intégrale  définie  est 

I 


a-^L\/x- -(-(/-, 


1               \jx--\-  I 
S(-'')  =  -  -+  •'•'  arc  Ig  —  -  x'-L 


Le  volume  demandé  est  donc 


V  =    Ç  ^{x)dx  =    /  ' (  I  -^  x'-  arc  Ig  1  -  x'^L  i~±l  ] dx. 


Considérons  l'intégrale  indéfinie 


/' 


arc  \'i lj \x'dx 


I  ^/x-  -I-  1 

et   intégrons-la    par   parties    en    pnsnnt       î(  =  arctg L ,      dv  =  x^dx.      On  a   aisément 

(1— x)d.r  a:' 

a»  =  -^ ■ — ,     V  =  —    et,  parsnitc, 

a-fj--4-4)  6 


/(arctgi 


1'       ,     v^r^  +"1 


Mais 


On  obtient  alors 


L  ^ — ^  jx'dx  =  TT-(  ai'c  ts L 

x'(x  -  i 


=  x-l  — 


1 


f^)-./l 


X-  -h  1 


t/r. 


i 


x^  +  l  l'  +  l        a;2  +  l 

_^_-prfa;  =  _-  -  X  -  _  L(a:=  -^  |  )  -^  arc  Ig  .r. 


/  /arclg L-!^ ■ jx-^rfr  =  —  (  arc  tg  -  — L ^ |  -^-l—-x—  ;j- L^r- -+- 1)  4- arctg.i 

On  voit  alors  sans  difficulté  que  l'intégrale  définie     1     %r)dx    est  égale  à      —  +  7- — ô" '"-'    ou,  à 

.  '0  .j         13         o 


un  centième  près,     "V  =  0,62. 


NININ,  lycée  de  Nancy. 


Bonnes  solutions  par  MM.  L.  N\ocelle,  à  lu  Oliàtre;  M:iurice  Wn;  \.  Uoi:s-mu,  à   Foiirnes-en-Weppes  ;  L.  THÉRixGEn  ; 
Harcel  Ullsunh,  45«  d'artillerie  à  Héricourt. 
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QUESTIONS    PROPOSEES 


2225.  —  1°  On  considère  la  droilo  variable 

(I)  .r-z  +  m,  1/ =  li-^21.^; 

trouver  la  suifaoe   qu'elle  engendre  quand  t  varie.  Cette  surface  e.st  un  paraboloïle  qui  est   coupé  par  le 
plan     1/  =  /j  +  2«2    suivant  une  autre  droite.  On  demande  le  lieu  de  linlersection  des  deux  droites  quand  /  varie. 

2>  On  coMsiitcre  deux  génératrices,  l  et  i',  du  système  (i),  rectangulaires.  l'"oiiiier  les  équations  de  la  perpen- 
diculaire commune  à  ces  deux  droites  et  le  lieu  du  pied  de  celle  perpendiculaire  sur  l'une  d'elles. 

3»  Trouver  le  plan  tangent  à  la  quadrique  en  un  point  de  la  génératrice  (I),  le  plan  asymptote  et  le  plan 
tangent  perpendiculaire  au  plan  asyniptoli',  pour  la  môme  génératrice.  Lieu  du  point  de  contact  de  ce  plan 
quand  t  varie. 

4°  On  suppose  maintenant  que  t  désigne  le  temps  et  que  la  courbe  ainsi  Iroinée  soit  parcourue  par  un 
point  mobile  de  masse  I,  suivant  les  lois  indiquées  par  les  valeurs  de  ,>■,  y,  z.  Trouver  la  force  qui  actionne  ce 
mobile. 

.>  On  suppose  en.suile  que  ce  même  point  soit  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  le  paraboloïde,  sous 
l'aclion  d'une  force  langentielle  ;  trouver  la  réaction  normale  de  la  surface  sur  le  point,  la  force  langentielle 
et  le  lieu  de  la  droite  de  support  de  celte  dernière  force. 

E.  II. 

2226.  —  Une  spirale  logariltimique  se  déplace  dans  son  plan;  elle  passe  pur  un  point  donné  et  reste 
tangente  à  une  droite  fixe. 

On  demande  : 

i"  Le  lieu  décrit  par  le  point  asymptolique  de  la  spirale  ; 

2°  Quel  est,  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile,  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation. 

Construction  et  discussion  des  courbes  obtenues. 

A.   V. 


DEUXIÈME    PARTIE 
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2120.  —  D'un  point  1'  on  inrii''  les  quatre  normales  PA,  !'15,  l'G,  PD  </  une  ellipse.  Soient  A',  IV.  C. 
D'  les  seconds  points  d'intersection  des  normales  avec  l'ellipse.  On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles 
circonscrits  nu  quadrilatère  A'B'C'D'  quand  P  se  déplace. 

Les  points  .\,  H,  C,  D,  sont  les  paiiils  ilc  rcnconUo  de  l'ellipse 

E^4-^i:_i  =  o 

a-        0- 
et  de  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  P(xo,  j/o) 

II  EE  c^xi/  -t-  i-i/oX  —  a'x„]i  =  0. 
Nous  allons  former  l'équation  de  l'cnseinblo  îles  quatre  normales  PA,  PB,  PC,  PD;  pour  cela,  nous 
désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  d'une  des  normales;  alors,  un  point 
(|uelconque  de  celte  normale  a  pour  coordonnées  homogènes     Ixo  ■+-  [A-r,     Xi/„  -4-  jjii/,     X:„  -+-  (i:     et  nous 
écrivons  que  ce  point  est  sur  l'ellipse  et  sur  l'hyperbole  d'Apollonius.  Nous  avons  ainsi 

(1)  fjQx„  4-  lix,  Xi/„  -+-  ,ui/,  /3o  -f-  (Ji;)  =  X^Eo  +  X(iE,  ■+■  ^'E  =  0, 

(2)  H(Xx„  -f-  (jix,  Xj/o  +  HV)  >-o  -t-  H!)  ^  ^''Ho  -f-  X[xH,  -f-  fji'-H  =  0, 
en  posant 

Eo  =  E(ar„,  ;/„,  :,),  Ho  =  H(j-o,  ?/<.,  :..),  K,  =  .r^Kj-f- j/ol^-f- :„é:,  11,  =  .r^lL-f-  ;/„li;  + --.H',. 
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Mais     Ho  =  0,     puisque  le  point  P  est  sur  l'hyperbole  ;  réquation  (2)  nous  donne    —  = 


H         —H, 

et,  en  remplaçant  X  et  H-  par  ces  quanlilés  proportionnelles  diuis  la  relation  (I),  nous  olHenons  l'équation 
(le  l'ensemble  des  quatre  normales 

(3)  H^E„  — llHiE, -4- HfE  =  0. 

Par  suite  les  points  A,  B,  C,  D,  A',  li',  C.  D  ,  sont  définis  par  l'équation  (3j  et  par  l'équation     E  =  0, 
on  par  les  deux  équations 

H(HEo-H,E,)  =  0,  E  =  0. 

Ce  système    se  décompose   en   deux  :    d'abord,     H  =  0,     E  =  0     qui   définit  les  points  A,  B,  C 
D,  puis    HEo  —  H,E,  =  0,     E  =  0    qui  détermine  les  points  A',  B',  G',  l)'. 
L'équation  générale  des  coniques  passant  par  ces  quatre  points  est  donc 

HE„  —  H,E,  -1-  >,E  =  0, 
ou 

(c-xy  +  b^y.r  —  a'i,y)ili. -^  JjL  _  l\  _  '^(~+  ^  —  1  )(a'yoX  —  b%y  -  c'-x,y,) 


1=0. 


-  /  •>■"        V 
\  a'         0- 

Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  il  faut  que  les  coefficients  de  x-  et  de  y^  soientégaux, 
et  que  celui  de  xy  soit  nul.  Ceci  nous  donne 


•'u        Vu  c-  ,  4a-i-JoVo 

^  '  a'        1^        ((-■  -t-  62    ~    '  '  ~  c'- 

x- 
On  voit  ainsi  que  le  lieu  du  point  P  est  1  hyperbole  qui  a  pour  équation     — r 


r 


b-         a-  -+-b- 
En  tenant  compte  des  relations  (4),  réquation  du  cercle  s'écrit 

-! ,,  (-g^  +  y-) -I- yo    — -j-, —  yl  +  ia-'-  —  ^2hi\x-v-xA ^ — xg-+2o-  — JiMi/ 

(4a'^6-  -  ^.à]x,y,    ^  ^ 

Les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont 

[a-  -t-  26')^  -f-  ■ia'  —  -2b-  [icC-  +  6-)^  -^  Sb'  —  2a^ 

(5)  x  =  c- '  " 


a-  -t-  6-)i-(,  ■  4(a^  -h  b')y,, 

Or,  on  peut  exprimer  xo,  y„  en  fonction  d'un  paramètre.  On  peut  poser  par  exemple 

"      -ch=,  i^  =  _4-_sho; 


a  'Jcr  +  b-        '  ''  \la--^-b- 

et  en  remplaçant  Xn,  ya  par  ces  valeurs  dans  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  on  obtient  les  équations 
paramétriques  du  lieu  demandé. 
On  trouve  ainsi 
_  c  (^r  +  2i-)sh2ç-)-3a2  — 26-  _  c  (2a2-H6-)ch2o  h-36- —  2a- 

4v/a--t-6-  ch  9  '  ./  —         4^g2  _^  Ijî  sh  o 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  ces  équations  et  de  construire  la  courbe. 

o 

Remarquons  qu'elle  est  unicursale  et  du  sixième  degré  ;  on  le  voit  aisément  en  posant     th-^  —  t, 

i  +  l-  ,  -21 

et  en  remplaçant  ch  9  par et  sh  9  par 


A.  ROUSSEAU. 
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2121.  La  lanfjenle  à  une  courbe  (G)  e»  M  coupe  t'axe  Ox  en  T.  Délerminer  l'èiiualion  de  (G)  el 

construire  celte  courbe  sachant  que 

OM  _ 

k  étant  une  constante  donnée. 

Si  l'on  désigne  par    x,  ;/    les  coordonnées  du  point  M  el  par  y'  la  pente 

-,      et  la  con- 


de  la  tangente  MT,  on  a  OM  =  s/x^  +  i/S     MT 
dilion  qui  définit  la  courbe  s'écrit 


^-f^' 


.1-2  -t- ty-  =  k-hj' 


y" 

c'est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  homogène  par  rapport 
à  X,  ;/  et  dont  l'intégration  se  ramène  aux  quadratures. 
On  peut  récrire 

EL  -  -h  ^•7 

dx  ~  ~ ^^:^j-~i^) ' 

et  Ion  fait  le  changement  de  fonction     y  =  ix;     l'équation  devient 

dt  ,  lu 

t  +  X    -r-    =    ±  , 

dx  ^lu^m  —  k*) 

dx    _       ±v^l  -H  t\l  —F)       , 


t  k  zp^i-h  /-(l  -  k' 


Pour  intégrer,  posons    ±  /l  +  t\l  —  k'}  =  m  ;     nous  en  tirons     t^  =    i^TF'  '  ^   T^^^ 


udu 


et  l'équation  s'écrit 


di  irdu 


X  {k  —u){u-  —  1) 

En  décomposant  la  fraction  rationnelle       ,^.  _^"^"^,  _  ,^        en  éléments  simples,  nous  obtenons 

1  1 


(k  —u}(u-  —  1} 
k'  1  I  1 


(/:  _„)(«-— 1)         1-A-^     u-k         'i[k  +  i)     u  +  l        -2{k-i)     u-i 
L'intégration  est  alors  immédiate  et  nous  donne 


2(''+')   /„  A\    2l''-'l 


Si  nous  joignons  à  cette  équation  la  suivante  

y  =  tx,        ou         '■i  =  -''V  jzrar' 

nous  obtenons  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  demandée. 


MARliSCALCHI. 

Solutions  analogues  par  MM.  II.  ue  Bt:s.sE5,  La  Seyne-sur-Mer  ;  G.  l.vcii,  à  Douai;  L.  S.kon,  à  l'ourmies. 
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-Rsiwa)^ 

Rccs^lJ^ 

y 

ARcûstf 

\ 

0 

^ 

^>- 

2126.  —  On  donne  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  un  point  A  de  ce  cercle.  On  considère 
deux  rayons  variables  et  rectangulaires,  OM  et  ON.  Trouver  le  Heu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en 
M  avec  la  droite  AN. 

Construire  ce  Heu  et  évnluer  l'aire  limitée  par  la  courbe,  le  diamètre  OA  et  la  tangente  au  cercle  au 
point  diamélralement  opposé  à  A. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  en  0  Pt  !a  droite  OA  pour  axe  des  .r.  L'équation  du  cercle  est 

x^-hy^  -  R-  =  0. 
Si  o  est  l'angle  MOA,  l'équation  de  la  tangente  en  M  est 

(1)  j:  cos  o  +  y  sin  9  ^  II. 
Celle  de  la  droite  NA  est 

(2)  (x  —  R)cosç-i-i/(l -hsinç)  =  0. 
En   résolvant  (d)  et  (2)  par  rapport  à   x  et  y,  on  a  les  coordonnées 

paramétriques  du  point  T  de  rencontre  de  (1)  et  (2)  : 

(3)  ;y  =  —  K(l  — cos*), 

R(1  -+-  sin  o  —  sin  o  cos  3>) 

(4)  X  = ■■ : ~ 

cos<? 

Pour  avoir  l'équation  cartésienne  du  lieu,  il  faut  éliminer  <p  entre  (3)  et  (4).  (3)  donne 

v-i-R 
eoso  =  _^. 

En  portant  dans  (4)  et  réduisant,  on  trouve 

[x{y  +  R)  —  R'-]=  -t-  y\y  +  2R)  =  0. 
Cette  équation  semble  être  du  4"  degré.  Or,  quel  que  soit  x,  elle  est  satisfaile  pour    y  =  —  R,     ce 
qui  indique  que  la  droite     j/  -h  R  =  0     fait  tout  entière  partie  du  lieu.  En  eff.^t,  l'équation  ci-dessus  s'écrit 
x\y  -+-  RY  —  •2RKv{y  -h  R)  -h  R*  +  ?/*  -h  2Ri/'  =  0, 

ou  x'-(y  -+-  Rf  —  2R^xfl/  +  R)  H-  (y  -I-  R)(y3  _,_  R^2    _  R2,^  _^  I^3^)  _  Q_ 

En  faisant  disparaître  le  facteur  étranger     (i/  -f-  R),     on  voit  que  le  lieu  est  la  cubique 
x'{!/  -h  R)  —  2ll-^x  -H  y'  -H  Ry'  —  R^y  -t-  R'  =  0, 
ou     (S)  y(x^  -+-  y^)  -+-  R(x-  -t-  y^^  —  mix  -+-  y)  -f-  R'  =  0. 

On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  une  cubique  circulaire  unicursale. 

.'Vous  allons  voir  bienti')t  que  c'est  une 
cissoïde  oblique. 

Elle    a    pour    asj'mptote    la    droite 

y  —  — R      qui    rencontre   la   courbe    an 

2t_   point    B(x  =  R,     y  =   -  R),     lequel  cor- 

respond  a    o  =  -— -■ 

^  Le  point    A(x  =  R,     y  =  0)    est  un 

point  de  rebroussement  de  première 
espèce,  et  la  tangente  de  rebroussement  a 
pour  équation     x  -h  y  —  R  =  0. 


A"((p=n) 


La  courbe  a  aussi  pour  sommet  le  point     K"(x  =  —  R,     y  =  —  2R)- 

Si  l'on  transporte  les  axes  de  coordonnées  parallèlement  k  eux-mêmes  au  point  A,  on  a    x  =  X  +R, 
y  =  Y     et  l'on  trouve  l'équation 

(6)  Y(X-:i-t-Y2)-HR(X-!-Y/^=  0, 

et,  en  coordonnées  polaires, 


C) 


R(lH-sin29) 
sine 
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Il  en  résulte,  pour  X  nt  Y, 

R(l -l-sin2e)cose  ,.  ^ „^ 

X  = ^ : ,  Y  =  —  R  1  4-smiîO). 

Calcul  de  l'iiire  AA'A'B. —  Si  l'on  transporte  encore  li  s  axes  parallèlemeiil  à  eux-rnèmes  en    A',  on  a 

X,  =  ->R  -  MlL^nJ!)£2li,  Y.  =  _  R(i  ^  3in  ^0). 

sin  0 

On  a  aussi,  en  fonction  des  coordonnées  (3)  et  (4), 

R{l-l-sino  —  sinocoso)  ,,  „  , 

X,  =  .r+R=  R-t-  — ^-^^^ ■ -'  Y,  =  V  =  -R(l  — coso  . 

COS   y 

La  différentielle  de  l'aire  est 

dVi        ^.    dY,  ,,1,        t^sino  -  sinocoso"!  .  T  .  •   ,      ,    /l-l-sin^X    .      "I 

— -  =  X, =  —  UM  1  -i ■ ■ sin-J  =  —  R-    sin 'i  —  sin- ? -I-    sin  o 

do  df  L  COS  ?  J  L       '  \      COS  ç      '        '  J 

[i  -H  sin  ç  "1 
sin  o  —  sin-  ç  —  ces  o  h 1 . 
COS  9      J 

Kn  iiiléirrant,  on  a 

[/  «•        siii  o  \  1 

COS  o  -<-  (  -^ -y    j  +  sin  ?  -f-  L(  1  —  sin  o)  I  • 

Pouravoirl'aire  AA'A'B,  correspondantàlarc  ARA",  il  faut  intégrer  de      ==-     à     ©  =  2-,     ce  qui 
donne 

Par  conséquent,  l'aire  comprise  entre  la  figure  mixtiligne  AA'A'lî  et  le  cercle  0  est  2R'-. 

Remarques.  —  l.  Le  lieu  du  point  d'interseclion  de  la  tangent/'  en  N  ri  de  AM  est  une  cubique  symé- 
trique de  la  cubique  (5)  par  rapport  à  AA'. 

II.  Lieu  du  point  d'intersection  de  KN  et  de  OVl. 
On  trouve  la  strophoïde  droite 


y  =  (^-W^^ 


dont  le  point  double  est  en  A  et  le  sommet  en  0. 

Le  lieu  du  point  d'intersection  de  AM  et  do  ON  est  la  môme  strophoïde. 
On  a  donc  ainsi  un  moyen  de  description  l'acile  de  la  strophoïde  droite. 


-N.   BARISILN. 


N.  D.  L.  II.  —  Le  lieu  exceptionnel     ;/ -+- Il  =  0     correspond  au  i-asoii  le  poi'it  N  vient   au  point  0, 
car  alors  AN  est  indéterminée  et     ;/  -t-  Il  =  0     est  la  tangente  MT. 

Bonnes  solutions  :  MM.  MiuriCK  Uoi  ;  Maukscali.hi  ;  L.  .Nadckli.k  ;  (î.  HossuN,  à   Saint-Klienne  ;  A.  Caniom,  à  Albertville  : 
M.   I.ESDKuii.  à  Piiris  ;  .1     DohiKn  et  M.  Ur.i,M»Nv,  ii  Héricoiirt  ;  (J.   Lk'.h,  à  Douai;  L.  Simo.v,  à  Kourmies  ;G.  Kov,  k  Paris. 
Assez  bonnes  solutions  :  .M.M.  A.  limii.ANiiF.  ;  li.  Kstkbkn,  a  l5oriioau\  :  C  Si.ngikr,  h  Armenfières. 
M.  .Naucki.le  a  montré  en  outre  i^éométiiquement  que  la  courbe  est  une  cissoïde  oblique,  ce  (lui  est  presque  évident 
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2116.    -  Soil  Irquatioii  LOL'.  nép.      p-5-2 —  —   —  20 -h — — 

dans   laquelle  on  donne  .lucccssivfinenl  à  I  tes   vnl-.urs   600,  700,  SOI),    90O.  A  charnue   des  vatenis  de  l  corres- 
pondent deux  valeurs  de  Igx,  l'une  positive,  l'autre  néyative. 


I 


TRIGONOMÉTRIE  4?9 


On  demaiulr  de  cah-iiler  les  valeurs  iiosilicea  de  Ig  a;  el  les  anjles  x    (compris  entre  v  el  -~\  correspo)idanls . 
On  remplira  donc  le  tableau  suicant  : 

t  is,  X  or, 

valeur  positive  compris  entre  0  r<  — 

600 
700 
800 
900 
Nota.  —  Le  module  de  transformation  des  logarithmes  ni'pèriens  en  logarithmes  vidi/aires  est  M  :=  0,43429. 
Oti  emploiera  des  logarithmes  à  !>  décimales 

[Ecole  des  Miites  de  Suinl-Elienne,  concours  de  1912.) 

Si    011    pose     A  =  — 20  H ,  on  obtient    de  suite,    en    multipliant    par     .M  =  0.'i-:U29    les   deux 

1   {a  X 

membres  de  l'équation  donnée,  los ^^—  =  MA, 

ig-x 

équation  nouvelle  dans  laquelle  le  logarithme  est  un  logarithme  vulgaire. 
Ceci  donne  ^  —  'g-"  _  f j  _  (qm!  . 

'g   a- 

il  en  résulte  que  tg  x  est  donné  par  l'équation  du  second  degré 

Blg^a;-!- tgœ  —  1  =  0, 

et,  comme  B  désigne  un  nombre  essentiellement  positif,  cette  équation  a  une  racine  positive  et  une  négative. 

\  1 

Le  produit  de  ces  deux  racines,  U  et    —  «>,     est  égal  à    —  -jj-  ;    leur  somme  il     —  —  •    Avec  un  angle  auxi- 

r    •  .  j  tg  °  -  col? 

liaire  o,  on  peut  donc  poser  ^  =       _;  ■  ts,  =  — -^, 

"■  ^  ^/B  v/b 

et  l'on  a 


cot  <f  —  tg  tp   1 

^  ou 

B 

Cette  relation  donne  2(p  logarithmiquement,  puis  2ib: 


ce  qui  donne  cot2o  =  — rr-  ou  ts2o  =  2i/B 

1  .         2^/B  *    '  ^ 


lOg  tg  29   =   lOg  2  H ;j—  . 

Nous  avons  donc  a  former   les  quatre  valeurs  de  A,  celles  de  MA,  puis  celles  de  loglgi?.   Or  les  quatre 

valeurs  de  A  sont  :  pour     (  =  600,     A  =  —.^  ;    pour    (  =  700,     A  = -^  ;    pour    (  =  800,     A  =  —  -— — -■ 

0/0  y7o  1 073  ' 

pour     (  =  900,     A  =  — j-j— r —     Deux  d'entre  elles  sont  négatives  ;  nous  calculerons  les  valeurs  absolues  de  — ^ 

I  MA  I 
par  la  formule  log  \-i^\  —  logM  +  log  |  A  I  -1-  colog2. 

Elle  donne  les  quatre  formules  suivantes  : 
I  M\  I 
log    -5—   =  log  M  -I-  log  2040  -I-  colog  873  +  colog  2, 

I  MA  I 
log  Ht—   =  'og  ^'  +  'og  -^0  -•-  colog  973  +  colog  2, 

I  MA  I 
'og  r^—    =  log  M  +  'og  i960  -h  colog  1073  +  colog  2, 

log  Hij—    =  log  M  H-  log  3960  -I-  colog  1 1 73  +  colog  2. 

D'abord  ;_  log  2  =  0,30103,  colog  2  =7,69897,  log  2040  =  3,30963,  log  873  =  2,94101, 

colog  873  =  3,05899,  log  40  =  1,00206,  log  97  I  =  :',_988l  I,  colog  973  =  3,01)89, 

log  1960  =  3,29226,  log  1073  =  3_J03060,  colog  1073  ="4,90940,  log  3960  =  3,59770, 

log  1173  =  3,06930,  colog  H73  =7,93070.  _ 

Calculons  enfin     log  M  :  log  0,4342     =7,63769  A  =  10 

9  9 

log  M  =  763778 
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1"'  Cas 


MA 


(,6377S 
3,30963 

:f,0r.S9!» 
7,69897 

:  1770537 


Calcul  de 


l,70o37 
t  .70:i35 

"* 

MA 

2 

0,30742 


2^-  Cas  : 


IMAI 
2 


1,6377S 
_[,60206 
3,01189 

1.69897 

=  1,95070 


3,95070 
3,95066 

MA 

0,008927 

4 

8 

=  0,0089278 

"59841 
1,59835 

MA 

2 

0,3966 

6 

7 

=  0,39667 

l786513 
(,86510 

0.7330 

3'  Cas 


MA 


1,63778 
3,29226 

4^96940 
1,69897 

=  r,59841 


4*^  Cas 


1,63778 
3,59770 
4,93070 

T,6?897 


=  0,73308 


log|~|  =  ''^'^515 

Passons  maintenant  au  calcul  lie    tg  2o    et    d'abonl  de     log  Ig  -'f  '■ 

MA 

log  tg  2=>  =  log  --*--2~' 

l,es  deux  premières  valeurs  de  -^  sont  positives,  les  deux  autres  négatives;  celles  de    log  tg 

0,30103-1-0,50742  =  0,80845, 

0,30103  -t-  0,00893  —  0,30996, 

0,30103  —  0,39667  =  —0,09564  =  1_,90436. 

0,30103  —0,73308  =  -0,43205  —   1.56795. 


\o     sont  : 


0,80845 
0,80830 


K90436 
T. 90427 

9 


Calcul  des  diverses  valeurs  de  2o  ft  de  = 
A  =  4'i 


90f|8' 


33'' 


2o  =  90"' 18' 33" 
o  =  4.5i^09M6" 


43-04' 


64" 


2<j)  =  43v()4'64' 
o  ^;  21  ■'52' 32" 
Hcslciit  à  calculer  les  quatre  vn leurs  de     I 


0,30996 
0,30990 


1_.56795 
1,56777 


33" 


2if>  =  71-^  O'Sr." 
(9  =  35-50' 18" 


22^5 


2'?  =  22  ai' 86" 
o  =  HT27'43" 
I,     et  les  valeurs  de  ■'•  correspondantes.  Nou^ 
1                                             MA 
og  Ig  X  =  log  tg  tp  -f-  —  colog  B  =  log  tg  ? — 


A  =  21 
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Calcul  de  log  tg  tp. 

log  tg  45ïOO'        =  r,93274 
10"  1.4 

6"  0,8 


log  tg  co  =  t, 93276 


Cal'-ul  lie  log  te  x. 


1,93276 
T,49258 


1,42534  =  loi;  tg 


log  tg  35roO' 


10" 


79495 
1,5 
1,3 


log  tg  ç  =  1,79498 


1,79498 
r,  99 107 

7,78605  =  log  ia:cc 


log  tg  21f52'        =  1,54596 

30"  6,6 


logtg 


1,54603 


1,54603 

0,39607 

7,94270  =  log  tg  T 


los  ts  H~27' 


=  l,2;i261 
lO"  16 

3"  1,2 


logtg  9  =  1,25278 
Il  n'y  a  plus  qu'à  remonter  à  tg  x  et  k  x. 
7,42534  ^ 

7,42521  0,2è62 


13 


l^ 


0,26628 


1 ,25278 
0,73308 

7,98586  =  log  tg  X 


0,61101 
ti;  X  =  0,61101 


1,94270  0,8764 

tg  X  —  0,8764 
Telles  sont  les  quatre  valeurs  de  tg  x. 


1,98586  0,96796 

ti;  X  =  0,96796 


1,42534 
1,42513 

16ï56' 

78" 

A  =  28 

1.78605 
1,78594 

34t90 

73" 

A  =  15 

21 

11 

X  =  K;- 56^78" 

X  -  34^9^73" 

7,94270 

1.94267 

3 

45vsr 

23" 

A  =  13 

T,98586 

1,98581 

5 

48-96' 

39" 

A  =  17 

x=  45-81 '23" 

X  -  48^96 '3 9" 

Tableau  demandé  : 


t 

igx 

600 

0,26628 

700 

0,61101 

800 

0,8764 

90O 

0,96796 

16-'56'78" 
34-91' 73" 
45.8r23" 
48-r96'39" 
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2122.  —  Une  disiolution  A  d'acide  arséttieux,  acidulée  d'acide  chlorhydrique,  contient  -jj-  As^O'  par 
litre.  Ayant  placé  oOO  centimètres  cubes  de  cette  dissolution  dans  un  calorimètre,  on  y  fait  barboter  lente- 


46'i  ClllMlt: 

ment  22', 4  d'oxynène  ozonisé,  ce  qui  fournit  une  liqueur  B  et  produit  une  certaine  éUoalion  de  tem})érature  ; 
toutes  corrections  faites  (chaleur  apportée  par  l'oxygène,  chaleur  d'évnporation,  etc.),  cette  élévation  de 
température  est  de  3°, 29.  Dans  une  autre  expérience,  on  mH  encore  500  centimètres  cubes  de  A  dans  le 
calorimètre  et  on  y  fait  arriver  une  certaine  quantité  de  chlore,  ce  qui  fournil  une  liqueur  (]  et  produit  une 
élévation  de  température  corrigée  égale  à  4°, 55.  Dans  chacune  de  ces  deux  expériences,  on  admet  que  la 
capacité  calorifique  de  la  liqueur  est  constante  et  égale  à  celle  de  500  grammes  d'eau;  le  calorimètre  et  les 
accessoires  équivalent,  pour  leur  part,  à  25  grammes  d'eau. 

D'autre  part,  on  a  préparé  une  dissolution  de  permanganate  de  potassium  et  l'on  cherche  combien  il 
faut  en  verser  dans  100  centimètres  cubes  de  chacune  des  liqueurs  A,  B,  G,  pour  que  In  coloration  violette 

.     .   ,         ,  3        1 

persiste.  On  trouve  ainsi  des  volumes  respectivement  égaux  a  v,  -y  v,  —v. 

On  sait  enfin  que  la  chaleur  de  formation  d'une  molécule  d'eau  liquide  est  de  09^»!,  et  celle  d'une 
molécule  d'acide  chlorhydrique  dissous  de  39<^»',  i. 

Déduire  de  ces  données  :  1"  le  volume  de  chlore  employé  dans  la  seconde  expérience  ;  2"  la  chaleur  de 
formation  de  l'ozone. 

Les  volumes  gazeux  sont  supposés  mesurés  dans  les  conditions  normales. 

Puisque  la  liqueur  G  décolore  rnolLié  moins  de  permanf^anate  que  la  li(|ueur  A,  la  moitié  de  l'acide 
arsénieux  contenu  dans  les  500*^""  de  A  a  été  transformée  par  le  chlore  en  acide  arséniqiie.  Cette 
réaction  d'oxydalion  peut  se  formuler 

As^O' +  2  CF  +  i!  H^O  =  AsW-+-4HGi. 

En  réalité,  la  réaction  produit  do  l'acide  arsénique  AsOMI',  mais  Toxydation  porte  sur  l'anhydride 

1  1 

Dans  oOOcniMe  la  liqueur  A,  il  y  a   —  As'^0';    donc   —  As=0'  a  été  oxydé  par  le  chlore  et  il  a 

fallu   —    de  molécule  de   ce  gaz,   soit    un  volume  égal   à     -—22', 4=  r,12,      pour   produire   celte 

2(1  -0 

transformation. 

Dans  cette  même  action  du  chlore,  la  chaleur  dégagée  a  été 

0,525  x:  4, 5S  =  2«=,389. 
Ceci  va  nous  permettre  de  déterminer  la  chaleur  de  transformation   de  l'acide  arsénieux  en   acide 
arsénique.  Soient,  en  effet,  q  la  chaleur  de  formation  de  .WO^  dissous  et  q'  celle  de  As-0'  dissous. 
Eu  tenant  compte  des  quantités  de  raalièro  qui  sont  entrées  en  jeu,  on  a 

—o  -h—  39,4 L  o'  _  _i-fi9  =  2,389, 

40  ^        10  40  ^         20 

d'où  ^(7 -7')=  1,899. 

Considérons  maintenant  la  première  réaction.  Elle  se  formule 

As^O'  -H  2  0'  =  As^O^  -1-2  0^ 

et  dégage  une  quantité  de  chaleur    0,523x3,29=  1*^,727. 

Le  quart  seulement  de  l'acide  arsénieux  de  la  liqueur    A  a  été  oxydé,  soit  •— As-îQ',  et  cette 

oxvdalion  a  détruit  —    de  molécule  d'ozone.  On  aura  donc,  en  désignant  par  x  la  chaleur  de  formalioD 
•'  w 

'  '     ,        1  .  -.- 

d'une  molécule  d  ozone,  —7 —q  ~~  "^j  •''  —  l-'^/. 

En  remplaçant     7  — q'     par  la  valeur  trouvée  plus  haut,  on  trouve 

0,9'i9  —  -— X  =  1,727, 

troii  eulin  x  =  —  31'^,!. 

Gaston  ROY,  école  normale  de  Varzy. 
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ECOLE  CENTRALE  (1913) 

QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  {Fin.) 

Géométrie,  Géométrie  cotée  et  Géométrie  descriptive  (M.  Malluizel). 
Géométrie  descriptive  (fin). 

9724.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  le  cercle  (o,  o')  du  plan  liorizontal  comme  base  commune,  et  les 
points  (s,  s'),  {«,  t')  comme  sommets. 

9725.  —  Intersection  rie  deux  cylindres  de  front  ayant  pour  bases  dans  le  plan  horizontal  deux  ellipses  admettant 
comme  tangentes  communes  extérieures  des  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

972«>.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  sommets  donnés  (s,  s"),  [t,  t'),  circonscrits  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe 
vertical.  Prendre  (s,  s')  sur  l'axe  de  l'ellipsoïde  et  (l,  t')  dans  le  plan  de  front  mené  par  l'axe. 

9727 .  —  Dans  le  plan  horizontal  de  projection  se  trouTent  une  parabole  et  une  hyperbole  ayant  en  commun  le  point  a. 
L'n  cône  a  pour  sommet  le  point  s  et  pour  base  la  parabole;  un  cylindre  a  pour  base  l'hyperbole  et  ses  génératrices  sont 
parallèles  a  sa.  Intersection  de  ces  deux  surfaces.  Points  remarquables.  Ligne  des  points  doubles  en  projection. 

072>i.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle   et  une  hypeibole.   Intersection  du  cône  de  sommet  (s,  s')  ayant 
pour  base  le    cercle  avec  le   cylindre  ayant  pour    base    l'hyperbole  et   de   génératrices  parallèles 
,     ^g'        à  (mff,  m'g'],  {mg  est  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole). 
^■i'  9729.  —  Deux  cylindres  de  révolution  se  coupent  :  l'un  est  vertical,  l'autre  de  bout.  Développer 

l'un  des  cylindres. 

9730.  —   Intersection  d'un  cône   de  révolution  (î,  s')  avec   un  cylindre  de  bout  dont  la  base 
est  un  cercle  (u,  uj'),  tangent  à  l'une  des  génératrices  de  contour  apparent  vertical  du  cône. 

9731.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  qui  a   pour  sommet  un  point  de  la  ligne  de 
terre  et  pour  base  le  grand  cercle  de  front  de  la  sphère. 

9732.  — On  donne  une  sphère  et  une  droite.  Cette  droite  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution 
dp  rayon  donné.  Intersection  île  la  sphère  et  du  cylindre. 

9733    —  On  donne  une  sphère  (o,  o|  et  un  cylindre  vertical  dont  la  base  est  un  cercle  de  dia- 
mèlie  oa  ioa  étant  le  rayon  du  cercle  de  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère,  parallèle  à   xi/). 
Intersection  des  deux  surfaces . 

9734.  —  Une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  de  front  est  la  base  dans  le  plan  horizontal  d'un  cône  de  sommet  (.s,  s'i, 
situé  dans  le  plan  de  front  contenant  l'axe  de  l'ellipse.  Soient  .si,  scu  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  de  ce 
cône,  .s'rt'  la  projection  verticale  commune  à  ces  deux  génératrices.  l"ne  sphère  est  tangente  au  cône  aux  points  (m,  m'), 
(Hd,  m'),  qui  ont  comme  projection  verticale  commune  le  point  m'  de  s'a'.  Intersection  de  la  sphère  et  du  cône. 

9735.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolulioa  à  axe  vertical  avec  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de  front, 
la  base  étant  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal. 

9736.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cône  de  sommet  (s,  s'),  dont  la  base  est  une 
courbe  (f,  c')  située  dans  un  plan  de  bout  et  projetée  horizontiilement  suivant  une  circonférence  C.  Point  et  langenle.  Points 
remarquables.  Ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale. 

9737.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  :ï  axe  vertical  avec  le  cylindre  de  bout  dont  la  base  est  un 
cercle  (w,  w')  du  plan  vertical,  tangent  au  contour  apparent  de  l'ellipsoïde  en  son  point  le  plus  à  gauche. 

9738.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cylindre  de  révolution  ainsi  défini:  les  deux 
droites  (d,  d'\,  (5,  5')  {d'  est  tangente  au  contour  apparent  vertical  de  l'ellipsoïde)  forment  la  section  du  cylindre  par  le  plan 
méridien  de  front  do5.  Intersection  de  ces  deux  surfaces. 

9739.  —  Intersection  d'un  eUipsoïde  de  révolution  ii  axe  vertical  avec  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  la  ligne  de  terre  et  qui  a  pour  base  la  section  île  l'ellipsoïde  par  1«  plaœ  de  bout  PaQ'. 

9740.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  avec  ua  cône  de  révolution  qui  a  son  sommet  en  (s,  s') 
sur  l'ellipsoïde  (point  le  plus  à  gauche  de  l'ellipsoïde);  les  axes  des  deux  surfaces  se  rencontrent  et  le  cône  a  une  généra- 
trice verticale  et  une  autre  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

9741.  —  On  donne  un  eUlpsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cône  de  révolution  de  sommet  (s,  s'),  d'axe  vertical 

également  et  dont  une  génératrice  est  (sa,  s'a').  Intersection  des  deux  surfaces. 

9742.   —    Intersection   d'un   paraboloïde   de    révolution    à    axe     vertical    avec   le     cône   de 
sommet  (.s,  s'),  dont  la  base  est  une  courbe  donnée  dans  le  plan  vertical. 

9743    —  Intersection  d'un   paraboloïde  de  révolution  a  aixe  vertical  avec  un  cylindre  dont  la 
base  est  une  courbe  projetée  horizontalement  suivant  une  droite  et  verticalement  suivant  un  cercle, 
les  génératrices  du  cyhndre  étant  parallèles  à  une  direction  donnée. 
':        î  9744.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  d'axe  vertical,  de  sommet  's,  s').  Ce  point  est 

— •        I le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front  et  qui  a  pour  génératrices  la  verticale  du 

point  s  et  la  parallèle  à  xy  menée  par  le  point  (.s,  s').  Intersection. 

9745.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution.  On  le  coupe  par  un  plan  de  bout;  la  section  obtenue  est  la  hase 
d'un  cône  de  sommet  (s,  s')  donné.  Intersection  du  cône  et  du  paraboloïde. 

9746.  —  Intersection  d'un  tore  à  a.ie  vertical  avec  un  cône  de  sommet  (s,  s'),  situé  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du 
tore  et  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

9747.  — Un  hyperbûloïde  est  engendré  par  une  droite  de  front  (d,  d'j.  tournant  autour  d'un  axe  vertical.  Soit  a'b'  la 
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projection  vertirale  du   cercle  dégorge.   On  considère  le  cylindre  de  liout   dont  la  hase  est  le  cercle  du  plan   vertical  décrit 
sur  ii'h'  comme  diamètre.  Intersection  des  deux  surfaces. 

9748  —  In  hyperlioloîde  de  révolution  est  engendré  jimc  la  droite  (i(.  d' ,  de  front,  tournant  autour  de  l'axe  vertical 
0,  0'  :  un  cercle  m  est  tangent  à  la  projection  du  cercle  de  gorge  au  point  a,  point  de  contact  du  cercle  de  gnrue  avec  la 
projection  horizontale  d  de  la  gén/ralrice;  ce  cercle  est  la  base  d'un  cylindre  vertical.  Intersection  des  deux  surlaces. 

9749  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  d'axe  vertical  {:.  :|  admet  comme  gétiératrice  la  droile  (ab,  a'b'].  Vn  cône  a 
pour  sommet  un  point  (s.  s')  pris  sur  celte  droite  et  pour  base  une  ellipse  située  dans  le  plan  horizontal  et  passant  par  la 
trace    .a.  a')  de  la  droite.  Intersection.    Points  remarquables.  Ligne  des  points  doubles  en  projection  verticale. 

9750  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  a  pouraxela  verticale  (:,  :')  et  pour  génératrice  une  droite  (d,  d').  Un  cylin- 
dre a  pour  base  le  cercle  vertical  (o,  o')  et  une  de  ses  génératrices  est  la  même  droite  \d,  d').  Intersection  des  deux  surraces. 

9751.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  par  son  axe  vertical  (:,  :'|  et  une  génératrice  d.  d')  quelconque. 
In  cône  de  révolution  à  axe  vertical  a  pour  sommet  le  point  (s,  s'|.  Une  de  ses  génératrices  est  connue  en  projection  hori- 
zontale seulement  :  on  sait  que  la  droite  (d,  d')  et  les  génératrices  du  cône  font  le  même  angle  avec  le  jjlan  horizontal. 
Intersection  des  deux  surfaces. 

9752.  —  Intersection  de  deux  hyperbololdes  ayant  même  axe  vertical,  et  engendrés  l'un  par  la  droite  (d,  d',,  l'autre 
par  la  droite  (ô,  5'),  toutes  deux  de  front 

9753.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  .à  axe  vertical  admettant  (d,  d)  comme  génératrice  avec  un 
paraboloide  hyperbolique,  admettant  le  plan  horizontal  comme  plan  directeur  et  comme  génératrices  les  droites  (d,  d'),  (8,6"). 

9754.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'une  sphère. 

9755  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  défini 
par  deux  génératrices  de  front. 

9756.  —  In  cône  a  pour  sommet  le  point  (s.  s)  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Un  disque  opaque 
circulaire  (c,  ('|  situé  dans  un  plan  vertical  porte  ombre  sur  le  cône.  Trouver  cette  ombre,  les  rayons  lumineux  étant  a  4.ï». 

9757.  —  Ombre  propre  et  ombre  portée  sur  les  plans  de  projection  par  une  demi-sphère  creuse  et  opaque  reposant  sur 
le  plan  horizontal.  On  connaît  la  direction  des  rayons  lumineux. 

9758.  —  Ln  hyperboloïile  engendré  par  une  dioite  (d,  d')  |de  front),  en  tournant  autour  d'un  axe  vertical  (2,  :')  est 
limité  à  deux  plans  horizontaux,  H'  et  le  plan  horizontal  de  projection.  Ombres  propre  et  portée  de  cette  surface,  supposée 
creuse  et  opaque,  les  rayons  liimineuv  étant  de  front. 

9759.  —  On  donne  la  perspective  D  d'une  droile  et  la  perspective  d  de  sa  projection  horizontale.  On  donne  de  même 
M  perspective  d'un  point  et  m,  perspective  de  sa  projection   horizontale.  Mener  par  le  point  M  la  parallèle  à    la   droite   D. 

y  Trace  du  plan  de  ces  droites  sur  le  plan  horizontal.  Tracer  une  droite  du  plan. 

y^  B^--^        9760.  —  H  étant  le  plan  d'horizon,  xy  la  ligne  de  terre,  deux  points  A  et  B  et  deux  droites  U, 

V  sont  donnés  par  leurs  perspectives,  A,  li.  U,  V,  et  les  perspectives  de  leurs  projections  horizontales. 

a,  h,  u,  V.  Par  un  point  M  donné  de  la  même  façon,  mener  un  plan  parallèle  aux  deux  droites. 

~^     *■         9761 .  —  On  donne  les  perspectives  »,  b,  c  de  trois  points  du  plan  horizontal .  Construire  sur 

ab   et  ac  un  parallélogramme.  C'est  la  base  d'un  prisme  de  génératrices  verticales  et  de  hauteur 


"  donnée.   —  On  demande  la  perspective  du  prisme. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2227.  —  On  considère  une  droite  a  fixe  et  un  point  0  (ixe  aussi.  De  ce  point,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire OA  sur   A;   on  joint  le   point  0  à  un   point  quelconque  P  de  A,  et  on   porte,  de  part  et  d'autre  du 

point  P,    sur   coite  droite,     PM  =  PM'  =  AP,      puis  on    construit    les    deux 
triangles   isocèles    O.VIN,   OM'N'  ayant  leurs  bases  sur  (JA.  On  demande  alors  : 
t"  Le  lien  du  point  de  rencontre  des  diagonales  du  trapèze  MNM'M'; 
2»  Le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  MAN,  .M'.AiN'; 
3"  L'cnvelopi>e  des  droites  PA'  et  PA",  A'   et  A"  étant  les  symétriques  de 
A   par  rapport  aux  parallèles  k  A  menées  par  M  et  M'  ; 

■(''  L'enveloppe  des  droites  MN,  M'N'  et  la  développée  de  cette  enveloppe  ; 
S°  La  surface  et  le  volume  compris  ii  l'intérieur  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  cette  enveloppe 
en  tournant  autour  de  OA.  R-    Manen,  à  Albi. 

2228.  —  D'un  point  M  variable  sur  une  ellipse  on  abaisse  la  perpendiculaire  MN  sur  la  tangente  au 
point  .M'  diamétralement  opposé  à  M. 

t°  Le  lieu  du  point  N  est  une  sextique  unicursale  dont  l'aire  est  équivalente  .'i  l'aire  de  l'ellipse,  augmentée 
de  quatre  fois  l'aire  de  la  podaire  du  centre  de  la  développée  de  l'ellipse. 

2°  .Soient  R  et  S  les  points  d'inler.seclioii  du  cercle  de  diamètre  MN  avec  l'ellipse.  Le  lieu  de  la  projection 
du  centre  0  de  l'ellipse  sur  US  est  une  courbe  du  H°  degré  dont  l'aire  est  la  moitié  de  l'aire  de  la  podaire  du 
centre  de  l'ellipse. 

3°  Le  point  de  rencontre  F'  de  US  avec  la  tangente  en  M'  est  aussi  le  pieil  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  0  de  l'ellipse  sur  celte  tangente.  D''   Werner  Gakdkork. 

•tR-LK-UDc.  —  iMP.  coMTi-Mcouin.  ^«  HédacteuT-GéTaixl  :  H.  VLI1BER.T. 
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Alijcbre  el    Tii(jonométrie. 
2155.  —  On  considcre  la  fonrlion  0  de  x  drlinie  pur  la  relation     arcts'J  =  -. où  le  premier 

membre  représente  un  arc  compris  entre et     H 

'  2  2 

1"  Déterminer  les  valeurs  limites  de  0  pour     a;  =  ±  x     et     x  =  0. 

2"  Suivre  les  variations  de  la  fonction  0(a;)  quand  x  croit  de     —  oo     à     +  oo. 

3»  Da7is  cette  fonction  O(a-),  on  remplace  x  par  n^,  n  étant  un  entier  variable  et  p  un  nombre  positif 

donné  ;  on  considère  la  série  dont  le  terme  de  rang  n  a  pour  valeur  0[n'').  Pour  quelles  valeurs  de  p   la  série 

est-elle  convergente  ? 

r'       X 
i:°  Calculer      j -.ii{x).dx.     Etudier  la  variation  de  cette  intégrale  quand  a  augmente  de     —  oo 

à     +  00. 

5°  Calculer,  à  l'approximation  de  la  règle  à  calcul,  la  valeur  numérique  de       /      -■•  f){x).dx. 

1.  La  l'onclioii  0{,i)  a  pour  valeur 

X  —  arc  te  x 

0  = 

X-  arc  tg  as 

Elle  est  évidemment  Unie  sauf  peut-être  pour      x  =  0  ;      or,  si  on  développe  le  numérateur  et  le 

X'' 

dénominateur  en  séries,  et  que  l'on  se  borne  aux  parties  principales,  on  trouve    — -:  a;'  ;    quand  x  tend 

vers  0,  la  fonction  0  tend  vers  — .   Elle  est  donc  toujours  continue  et  (inie  ;  elle  tend  vers    0  quand    x 
grandit  indéfiniment  par  valeurs  positives  ou  négatives. 

2.  En  dehors  des  propriétés  déjà  signalées,  on  aperçoit  immédiatement  que  la  fonction  est  paire. 
Pour  achever  son  étude,  il  faut  étudier  la  dérivée  :  nous  nous  bornerons  d'ailleurs  aux  valeurs 

positives  de  x,  en  raison  de  la  remarque  précédente. 

Posons     A  =  arctgo,-;     nous  avons 

_      1  1    . 

A.i'        X- 

-  A —-  ^         2A^  -  A.i-  -  -r-^ 

1  +  X-  2  1-1-  X- 

par  suite,  b  =  ; — ; 1 =  -— • 

A-x-  x-^  A-x-' 

Posons  alors  -  _  OA-  —  Ax  —      ^        ; 

1  -H  x'-  ' 
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nous  aurons 


4A  — i-  —  A(l  +X-)  - 


—  A  — 


puis, 


I -)-a-       ''       l+JT-        (H-x^y- 
Nous  poserons  maiatenanl  u  =  UA  —  j-  —  A.r- 

et  nous  aurons  ainsi 

—  I  -  ^2Aa- 


2x 


a---^  2(1  -    a'^) 


i  +x- 

2(1- 


1  +  X-         (l-f-x^)- 


l'usous  cnlin 


nous  aurons  liiialeuient 


"            l-f-x^  (l-i-x^j-^ 

m'=2x    — ^-A 

(l+x2)2 
-  8x2 


2Ax, 


(1 


Nous  voyons  ainsi  que  v'  est  toujours  négative, 
liasseniblons  alors  toutes  no>  transforniaiions:     0' 


tl     =  2UX 


il  nous 


A-x'  1  -f-  X- 
esl  alors  facile  de  suivre  les  variations  de  6. 

La  fonction    v    est   toujours   décroissante  ;     elle   est   nulle   pour  x  ^  0  ;      donc,    négative    de 

Ob.   -hx.     iMênies  choses  pour  u'  et  u,  pour  :'  et  pour  r.   La  fonction  0'   est  donc  toujours  néj^alive 


et  0  décroît  régulièrement  de    -77-     à  0  quand  x  croit  de  0  à     -t-  x. 

pour    X  =  0,     0'  est  nul  ;    par  conséquent  la  tangente  à  la  courbe     y 
Oij,  est  horizontale. 


Il  est  facile  enlin  de  vérilierque, 
=  0,,i),     au  départ,  au  point  sur 


3.  La  troisiéina  partie  est,  co:nmc  la  piemière,  coniplèteinenl  insip;nirKintc  :  on  a  elTet 

11 1'  —  urct"-  )('' 


M„  =  '){ni'} 


u-i'  arc  ts:  ïi'' 


et,  comme  arc  tg  >;''  tend  vers  —  •  laparlie  piiucipaledo  u„  est -^^  >    ce  qui  montre  que  U  série  u  est  de 

même  nature  (|ue  la  série  v  dont  le  terme  général  est     t'„  —  — ;  •    Cette  série  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  /)  plus  grandes  (|ue   1   cl  divergente  si     ?J"^I. 


4.  On  a 


0(x) 


l)arcl.-.r  1 


l  +  x^  ^  '        (1  -+-  x*j  arc  Ig  X         x(l  -t-  i  ■)  arc  Ig  x 

L'intégrale  indélinie     .1  =:   /  - 


1  -H  x^ 


—  'i',r)(/x     est  immédiate  ; 

(I  +x-^; 


arc  I ET  .r 


J    =    Ly/i 

Prise  entre  les  limites  (t  et     -+-  oc,     elle  donne 

J(rt)  =  L-^  ~L>,'i'^4^' 


i 
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Celte  fonction  de  a  e^t  paiie;  elle  est  égale  à    1. —  pour     a  =  0,     et   nulle    pour     a  =  -\-  ce.     Sa 

—  a  arctga  -a 

dérivée  est      7- ">")     ûu     — , r- ■ ;         ehe  est  negalivc  quand  a  varie  de  Ou    -t-  ^. 

(1  +  (l'-j  a,l -i-a^)  arc  tg(( 

La  fonction  i{a)  décroit  régulièrement  de  1,    -  à  0. 

5.  La  valeur  nuiaériiiue  de  j(-77)  est 

J(-:^)  =  l4-  L— =  I^-V  =  L:j  — L2; 
V  v/3  /  2!  3  iJ 

donc  .VlJJ-i-j  =  M(L3-L2)  =  log3-log-2         et        j / -L^  =  i2£i^i!^ . 

I)'aulre  part. 

log3  =  0,477, 

log2  =-0,301, 

logS  —  loy2=  0,176, 

M  =  log  e  =  0,431  ; 

donc  j(-t\=i!i  =  0,403. 

V  V  3  /        434 

Uoniies  solutions  .  .MM.  il.  Rouge,  à  nuéant;  L.  I!.  ;  G.  Lacii,  à  Uoiiai  ;  M.  Itoi, 


Géométrie  aanUjl'ique  et  Mécanifjue. 

2156.  —  Dans  le  plan  xOy  du  trièdre  des  coordonnées  0-cyz,  on  donne  le  cercle  de  rayon  r,  tangent 
à  Oy  au  point  0,  du  côté  de  Ox  ;  sur  la  circonférence,  les  points  A  et  B  situés  à  la  distance  r  du  point  0. 

I.  —  Un  point  quelconque  P  de  la.  circonférence  est  la  projection  d'un  point  M  dont  la  cote 
est     :  =  PA  +  Plî. 

1°  Calculer  les  coordonnées  x,  q,  z  du  point  M  en  fonction  de  l'angle  pol/rire     PO.t  =  «u     du  point   P. 
2°  Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  I".  En  construire  les  projections  sur  les  plans  xOz,  qOz. 

II.  — Soit  C  le  point  d'abscisse  —  r  pris  sur  le  prolongement  de  Ox  ;  A,  B,  G  sont  les  points  d'appui 
sur  le  plan  horizontal,  supposé  rigide,  de  trois  pieds  sphériques  identi'/ues  fixés  aux  trois  sommets  d'une 
lame  triangulaire  homogène. 

Sous  l'action  d'efforts  horizontaux,  la  lame  se  met  à  tourner  autour  d'un  certain  axe  vertical  dont  la 
trace  1  sur  U  plan  xOg  a  pour  coordonnées  polaires  0  et  lu. 

1"  Exprimer  ijue  lu  résultante  des  réactions  de  frottement  du  plan  sur  la  lame  est  perpcndicuUiire  à  Lli. 
[On  désignera  pur  a,  h,  c  les  longueurs  L\,  115,  IC  ;  par  1,  fi,-;  les  coefficients  de  frottement,  supposés 
différents  i.ux  trois  points  A,  B,  C. 

'2"  On  suppose  -x  =  fi,  y  étaut  rendu  négligeable  au  mogen  d'un  lubrifiant.  Former  l'équation  polaire 
du  lieu  des  points  I  définis  par  la  condition  précédente.  Etudier  ce  lieu. 

'd"  Comment  varie,  avec  la  position  du  point  1,  le  moment  résultant  d'.'s  réactions  de  frottement  par 
rapport  à  la  verticale  du  point  l:-" 

N.  li,  —  //  est  bien  entendu  que  : 

Le  trièdre  Oj;i/:  est  Irirectangle  ; 
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Les  sommets  de  ta  lame  triangulaire  sont  auc  centres  de  ses  trois  pi'uh  sphériqurs,  et  le  tout  constitue  un 
solide  iiidéformaltle  ; 

Dans  la  question  '■)",  on  n'enoisaije  que  les  ])t)ints  I  du  lieu  'i". 


I.  —  1.  1,'angle  w  peut  varier  dn  —  —  ù  -+-^-  Soit  o  le  centre  du  cercle.  Comme 
Oo  =  OA  =  OB  =  r,  les  deux  triangles  0.\o  et  OUo  sont  éi]uilatéraux,  les 
angles  liOo  et  oOA  sont  égaux  ii     -^,     el,  quand  le  point  I'  parcourt  l'arc 

V.  1t 

BOA,    l'angle    i-i    varie  de -•      à     -t-—  ;     ([uand   il  parcourt   l'arc  OA, 

iP  l'angle  oj  varie  do     —     a     — -•     et,  (|uand   il  parcourt  l'arc  OB,    l'angle  w 

t:  t: 

varie  de     • a      —  tt  •     Nous  avons  trois  i>osilions  de  lisfure  à  étudier 

y/      ■-  2  .       -i 

suivant  que  le  point  1'  est  sur  l'un  ou  l'autre  des  trois  arcs  signalés. 
Si    P    est  sur  l'arc   BDA,  nous  avons     '- =  =  -Ir,     PA  =  2rsin  (  -^ 


sin    —  — 


puis 


PB 


OB 


HJ 


ir,      PB  =  2rsin/- 


(i 
;     donc 


D'autre  pail,  nous  avons 


PA  ^-  PB  =  4)'  sin  -;-  cos  w  =  2rv  3  cos  w. 


a;  =  2?'  cos-  (0 

y  =  2)'  sin  w  cos  to, 


et  les  équations  de  la  courbe  1'  sont 
Cl') 


ix  =  2rcos-  (0, 
y  =  2r  cos  w  sin  <•>, 
z  =  2)V3cos  w. 

Si  on  admet  (jue  V\  change  de  signe  en  s'aniuilant,  c'est-ii-din'  quand  le  point  P  passe  au  point  A, 
de  inèine  pour  PB,  ces  équations  conviennent  à  tous  les  cas  ni  il  n'y  a  que  celte  courbe  (T). 
Supposons  inainlenanl  lo  point   I'  sur  l'arc  OA  ;  alors 


PA  ^  -2rsin(  ...  - 


:i 


et 


P.\  -t-  PB  —  i/-  sin  10  cos  —  =  2/-  sin  ui. 


Il   y  a    dès   lors,    une  deu.viènu   courbj    (T)    qui    convient  uuiquoiucnt   au\  arcs    OV    cl     OB,    dont 
les  ("quations  sont 

(    .1'  =:  2r  cos-  (0, 


suivant  rpie   d  (!st  pusilif  on  négatif. 


)/  =  21'  sin  (D  cos  (.), 
.  _  -+-  ir  sinu), 


2.  L;i  preinicre  courbe   (1)    se  projette  évideininenl  sur  lo  plan  des  ,i;/  suivant  le  cercle  donné,  ou, 
pliiloi,  suivant  l'arc  Bl).\  de  recercle.  La  deuxième,  suivant  l'arc  BOA. 

S  ir  le  plan  des  z.r,  la  première  se  projette  suivant  la  parabole      x  —  -^>       z'^  —  (jrx.       L'arc    ad. 
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situé  au-dessus  de  Ox,  et  compris  entre  les  points  d'abscisses    —    et  2/',  convient 
seul.  La  deuxième  courbe  (v'j  se  projette  aussi  suivant  une  parabole 

X  =  2)Yl ^)  ■ 


elle  a,  comme  la  première,  Ox  pour  axe  de  symétrie,  sa  concavité  est  tournée  vers 
les  X  négatifs,  son  sommet  est  au  point  2)-,  elle  passe  au  point  a  et  rencontre 
0:  en  un  point  de  cote  2r.  L'arc  ae  convient  seul. 

La  projection  sur  le  plan  des  t/;  de  la  courbe  (r)  a  pour  équations  paramétriques 
-2  '  y  =  rsin  2u), 

3   =  2jV'5  cos  t.). 
Elle    est   symétrique   par   rapport  à     0:.     et  il   suffit    pour   avoir    l'arc   utile  de    faire   varier     m 

de  0  à  — !    puis  de  prendre  le  symétrique  par  rapport  k  0:. 

Pour     to  =  0,     1/  =  0,     :  =  iiVÏÏ    et  est  maximum  ;  quand   m    augmente  de  0  à  —  i     y  croît  de 
0  à    r,  ,-  décroît  de  SjVâ  à  i^'h;    puis,  quand  w    croît  fie  ^  à  — ,     y  diminue  de 

à — -,     et   :   de  )-v/tT  à  i\/^.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  ^est  égal 
2  y 

à     —  /3 ;    il  décroît  d'abord  de   0    a     —  œ,     puis  de     -hx     h   .3.   Xous 

cos2u) 

avons  ainsi  l'arc  dfa  ;  puis,  l'arc  symétrique  df'a'. 

Pour  la  deuxième  courbe  [V),  la  projection  a  pour  équations  paramétriques 

y  =  r  sin  2(>j, 

;  =  2;'  sin  w. 

/3   . 


Quand  w  croit  de 


Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 


y  décroit  de  — —  à  0  et  :  croît  de  )V3  à  2c. 
cos  " 


il  croît  de     —  1     à  0.  L'arc  aq  ainsi 


y         cos  3(0 
obtenu  se  complète  par  l'arc  symétrique  ga'  et  la  courbe  utile  totale  est  la  courbe  dfag^i'f. 

II.  —  1.  Considérons  maintenant  le  triangle  .\BC;  c'est  un  triangle  équilaléral  dont  le  point  0  est 
'orthocentre.  Les  coordonnées  des  points  A,  B,  C  et  I  sont  : 


ys 


'7a 

—  =  —  ?-sin  — 

t  3 


.7'c  =  —  >',  yc  =  0  ,r,  ^  pcosu),  i/i  =  p  sin  oj. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  rotation  instantanée  autour  du  point 
l  ait  lieu  dans  le  sens  direct;  alors  les  forces  de  frottement  seront  perpendicu- 
laires à  lA,  IB,  IC  et  dirigées  dans  le  sens  inverse;  elles  seront  proportionnelles  k  «,  3,  y;  nous  les 
prendrons  égales  à  a,  p,  v,  ce  qui  n'altère  pas  les  résultats,  et  nous  aurons  à  exprimer  que  la  somme  de 
leurs  projections  sur  01  est  nulle. 

Or  les  cosinus  directeurs  de  01  sont 

(01)  cos  (0,  sint'i  ; 


—  — pCOS ( 


ceux  de  L\ 
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0  COS  to 

2      ' 
ceux  do  IB  :  7 ' 

—  )■  —  p  COS  ' 

ceux  de  IC  :  7 


-n/ 

.'i 

2 

b 

—  psin  (.) 

et  ceux  des   forces  -/,      S.    7     I  cos  ^  a, 

n/3 


[cos(?-f).     sin(?-^)] 


2 

-  p  sin  w 

—  r^i 
"2 

(i 

—  p  sin  w 

b 
—  p  sin  (0 

—  (  ;; ?  c*>  "^  ) 


_(^__pCOS.o) 
+  p  COS  10 


(?) 

(y) 

La  projeclion  de  la  force  a  sur  01  est 

[^-psin..,)  _sin.o(J-pcos-)] 

—  (v'3  COS  lij  —  sin  (")  : 
'in 

_  ft  r  /  7-./'4 

celle  de 

''    L  \    2 

—  '^.i- 

■  (s/;icost.)  +  sin  (o); 


la  force  p,         -y^    cosio(  Il£  +  ?  sin  m)  +  sin  <■)  (  •^  — ?cosi'>j    . 


enfin,  celle  de  la  force  y,  -^  sinu. 

En  écrivant  que  la  somme  des  projections  de  ces  forces  sur  0!  est  nulle,  on  obtient  la  relation 

(1)  -(v/3cos<o-  sinio)  — -^(v/3cos(o  +  sin<o)+  ::isin<o=  0. 

a  b  c 

2.  Si      •(  =  0,     a  =  ?>,     cette  relation  devient 

ft(/3cos  (.1  -sin  w)  =  n(\/3cosio  +  sin  m), 
et,  en  élevant  au  carré, 

lr{\/ï\  cos  (0  —  sin  (u)-  =  «-(^3  cos  w  +  sin  w)- . 

Or  fi-"  ^  ÔT  "  -h  OÂ"  —  :20I .  0  A  cos  (  "T  -  '"  )  ' 

a-  =  ?•'  +  p-  —  2rp  cos  i    • 

n'  z=  H  -t-  p-  —  rp(cos  (!)  -h  \/3  sin  u)  ; 
de  même 

A'  =  j^  H-  p-  —  >-p(cos  <»  —  v^S  sin  10). 
E'éqiintion  du  lieu  est  donc 
(,.î-4-p5)[(v/gcos(o-f-  sin  10)'^  —  (y/.Tcosio  -sinw|2| 

—  r?[(v/3cos  lu -t- sin  io)-(cos  (o  -f- ^/3  sin '•>)  —  (v/3  cos  (o  —  sin '.)]=(cos  w  — /3  sia  10)]  =  i). 
ou  4v'3(r'  +  p^)  sin  w  cos  <"  —  irp(;n'3  sin  w  cos^to  h-  v^5  sin'  «>)  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en    sin'"  =  0     et 

2(r2  -t-  p»)  cos  <.)  —  »•?(;>  cos'  (0  +  sin'  »«)  =  0 . 


J 
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la  deuxième  condiiil  .1  l'équalion^^cartésienne 

4-  v"  +  >■-)-  iirx-  —  /•(/'  —  0. 
2j-  —  *■  =  0, 
a-*  -f-  7y2  —  27m;  =  0, 


La  premièro  représente  l'axe  des  .r 

Celle-ci  se  décompose  aisément  en 
qui  représente  la  droite  AI5,  et 
qui  représente  le  cercle  donné. 

11  est  facile  d'expliquer  l'origine  de  chacune  de  ces  parties  du  lieu. 

Plaçons  d'abord  le  point  1,  n'importe  où  sur  Oc;  les  deux  lignes  d'action 
des  forces  a  et  ?  —  ^  vont  se  couper  en  un  point  il  de  Or  et  il  est  visible  que 
la  résultante  des  deux  forces  ï  est  perpendiculaire  à  01;  quand  le  point  I  est  au 
milieu  J  de  AB,  les  deux  forces  forment  un  couple  ayant  pour  bras  de  levier  AB 
et  la  somme  de  leurs  projections  sur  01  est  nulle. 

Ceci  s'applique  à  tous  les  points  du  segment  AB  ;  cette  portion  de  la  droite  AB 
convient  seule. 

Quand  lo  point  1  est  sur  le  cercle,  sur  l'arc  ADR,  les  deux  forces  égales  A^t  et 
Bot  passent  au  point  1'  symétrique  de  I  par  rapport  à  0,  puisqu'elles  sont  perpendiculaires  à  lA  et  IB; 
li'ur  résultante  est  dirigée  suivant  la  bissectrice  de  leurs  directions  et  il  est 
visible  que  cette  bissectrice  passe  au  point  0;  elle  est  donc  perpendiculaire  à 
01.  Quand  le  point  I  est  en  I,  sur  l'arc  aOB,  la  résultante  des  deux  forces  a 
est  dirigée  suivant  la  droite  l'ilJ,  elle  est  parallèle  à  01,.  Ceci  montre  que 
l'arc    OAB  ne  convient  pas. 

3.  Les  moments  des  deux  forces   Aa,   Ba,  par  rapport  au  point  I,  sont  de 
même  signe;  ils  sont  négatifs  dans  l'hypothèse  faite  que  la  rotation  instantanée 
a  lieu  dans  le  sens  positif;   ils  s'ajoutent  donc   numériquement   et    il  suflîra 
d'étudier  la  somme  de  leurs  valeurs  absolues. 
Quand  le  point  I  est  sur  le  segment  AB,  la  somme  des  deux  moments  est  le  moment  du  couple, 
AB.a.  Celte  somme  est  invariable. 

Quand  le  point  1  est  sur  Or,  la  somme  des  moments  est  2IA.a.    Appelons  .r  la  distance  du  point 

à  la  droite  AB  ;  nous  aurons     lA  =  %  / 


AB'  /   , 


3/'^ 


Le  moment  total  est  donc  M  =  o^^/ i.v- -h -ir' . 

Les  variations,  quand  x  varie,  sont  évidentes. 

Enfin,  quand  le  point  1  est  sur  l'arc  .\DB,   la  somme   des   moments  est     afIA 

L\-+-IB.  M  =  a.:. 

Or,  le  ;  actuel  est  celui  de  la  courbe  r  ;  il  a  pour  expression 

:  =  -2r<,f3  cos  '■> . 
Les  variations  ont  été  étudiées  antérieurement. 


IB),     et,  comme 


rtEiKiiyU 

et  Hï,  et 


ss  GKOMKTRioiKs. —  Piaçons-nous  daos  le  dernier  cas  et  figurons  les  deux  réactions  du  frottement, 
aies,  perpendiculaires  respectivement  à  AI  et  Bl  et  orientées  dans  le  sens  négatif.  La  somme  des 
projections  de  ces  deux  forces  sur  01  doit  être  nulle.  Ceci  arrivera  dans  deux 
cas  :  ou  bien  quand  ces  forces  formeront  un  couple  ;  ou  bien  quand  elles  auront  une 
résultante  perpendiculaire  à  OL  Le  premier  cas  est  réalisé  quand  le  point  I  est 
sui'  AB  entre  A  et  B  ;  le  second,  quand  ÛI  est  bissectrice  intérieure  de  l'angle 
AIB.  En  effet,  faisons  tourner  Aa  et  Ba  de  -h-^  autour  de  leurs  points  d'appli- 
cation ;  Ao(  et  Ba  viendront  se  placer  sur  I.\  et  IB,  leur  résultante  sera  dirigée 
suivant  la  bissectrice  de  l'angle  de  lA  avec  IH,  et,  comme  elle  a   aussi  tourné  en 

direction  de     -t--^-     elle  devra  être  sur  10.  Ceci  justifie  ce  que  nous  avons  avancé. 
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l.e  lien  (in  point  i  ponr  lequel  10  est  bissectrice  ilc  lan^'le    ([\,  IHi   se  compose  évidemment  de  Ox  tout 
entier  et  de  l'axe  ADB.  Ceci  résont  nne  partie  essentielle  du  problème. 


Bonnes  solutions:  MM.  II.  1!.  à  Paris;   G.  Lm.h,  à  Douiii. 


2158. —   1°   Ciilculer    nne  tnbk  des 


t 

;= 

log10-'' 

10-'-  =  : 

.    0 

0 

0 

I 

OJ 

0,01 

T,99 

0,077  =  :, 

0,-2 

0,()'i 

l,9t-. 

0,912  =  :, 

0,3 

0,09 

T,!)l 

0,813  =  :, 

0,4 

0,16 

T,8'i 

0,092  =  :., 

0,5 

0,23 

T,7.'i 

0,562  =  :, 

0,6 

0,36 

1,64 

0,437  =  .-6 

0,7 

0,i9 

T,.Tl 

0,324  =  :, 

0,8 

0,64 

T,.3G 

0,229  =  --s 

0,0 

n,si 

T.  19 

0,135  =  =9 

1 

1 

-  1 

0,100  =  :,o 

valeurs  de    10^'"  pour   hs  valeurs  de  I  croissdnl  de  (1  à    I   par 
échelons  de  0,1. 

2"  /)e  cette  première  lahle,  en   déduire  une  deuxième  qui 

donne  les  râleurs   approchées   de   iiniéijrale      u  =     I     10  ''dl, 

pour    des     raleun    de    I    croissant   d^^    0    à     1    par  échelons 
de  0,1. 

3°  Comment  et  dans  tjuetles  limites  la  deuxième  lahle  peut- 
elle  servir  à  étudier  la  fonction  de  la  variable  x  définie  par  la 

formule     y^    j'e^'-dx?     (e  =  2,718.  . .). 

4°  En  particulier,  calculer  la  valeur  de  x  qui  correspond  à 

y  =  -^,  (^  =  3,14...). 

{Table  de  logarithmes  et  règle  à  calcul  à  volonté.) 

i.    Le  logarithme  de    10  ''     est     — /'      et   la  table   des 
valeurs  de  celte  fonction  est  facile  k  construire. 


2.   Pour  avoir  la  deuxième   table. 


/ 

.^■a- 

t'/,- 

t//.- 

0 

0,1 

1,977 

0,988 

0,0989 

0,2 

2,889 

0,9."i(l 

0,1933 

0,3 

3,702 

0,9tl6 

0,2796 

0,4 

4,394 

0,846 

0,3.-iVS 

o,.s 

4,9.')6 

0,781 

0,4175 

0.(1 

.•;,393 

0,718 

0,467.-; 

0,7 

:i,717 

0,662 

0,.5055 

0,8 

.S,946 

0,614 

0,.'i332 

O/J 

6,101 

0,577 

0,.j52'i 

1 

6,201 

0,550 

0,.56ol 

posons      S/.-  =  :„  +  :,  +  Cj  H- 1-  :;,■      et      «/,  = la 

formule  des  trapèzes  nous  donne 

U!,   =  lO-'-dt   =   {'>k—Vk)0,l. 

Jo 

La  deuxième  table  se  construit  alors  immédiatement. 
Cette  deuxième  table  donne  une  idée  des  variations  de  la 

/■' 
fonction     u  =    I    KV  ''dl,     quand  t  varie  de  0  à  1,  et  nous 

.  '1 
permet  d'avoir,  dans  cet  intervalle,  les  diverses  valeurs  de  la 
fonction  par  interpolation. 

3.   Si    maintenant  nous   changeons    t  en   .Tv'ioge,    c'est-à- 
dire  (-  en  .iMoge,  l'intéfrrale  indéfinie  devient 

sfïôge  I  (10''^'^')-'^/.r,  ou  /îôg'e  j  e    'dx. 

L'intégrale  donnée  dans  la  deuxième  [larlie  devient 

v/ïôge  /    e  ''dx. 
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47.3 


la  limite  supérieure  .r  étant  le  nombre  qui  correspond  ù  /,     x  = 

ditions, 


.T 

lOg  II/. 

v/iog  e 

i"s  ;/,, 

?//, 

0 

0,152 

2,990 

0,181 

7,176 

0,150 

(»,304 

1,286 

0,181 

1,467 

0,293 

0,4a6 

T,U7 

1,628 

0,425 

0,608 

7,530 

7,7;ii 

0,538 

0,760 

1,621 

0,181 

7,802 

0,634 

0,912 

T,670 

7,851 

0,710 

\  ,064 

T,704 

0,181 

l,8«u 

0,767 

J,2iG 

1,727 

T,908 

0,809 

i  ,368 

T,7i2 

0,181 

7,923 

0,837 

i,o20 

1,752 

1,933 

0,857 

v'iog  e 

y  =  w- 


Nous  avons,  dans  ces  con- 
1  1 


et 


t 


v/loge  v'ioge 

nous  sommes  donc  conduits  à  calculer  d'abord 
1 


-— =-•      Or 
v/loge 


le    nombre 

puis    log loge  =  1,63778,    log 
t 


0,36222, 


correspond     à       y  = 


on    calcule    d'abord 


VlogÉ 


Rien  n'est  plus  aisé  alors  que  de  construire 
la  Iroisiôme  table. 

Cette  table  permet  de  se  laire  une  idi^e  des 
variations  de  la  fonction  y  dans  l'intervalle 
[0, 1,52).  Les  valeurs  de  y  autres  que  celles  qui 
figurent  dans  le  tableau  se  calculent  par  inter- 
polation.  Ainsi  pour   avoir  la  valeur  de  x  qui 

—  :      on    a    successivement      log  ::  =  0,19711, 


log  ^/tt  =  0,24855,     et      y/'r.  =  1,7723,      -j^  =  0,443.     Ce   nombre  est  compris  entre  y,  et  ;/4,  et,   en 
interpolant,  on  a 


0,538—0,443 


0,608 


95 
18 


d'où 
et 


0,4i3  -  0,425        x  -  0,456 
113. .r  =  18.0,608 -f- 95. 0,456  =  54,26i, 
54,264 


113 


0,480. 


Plujsiqve, 

2159.  —  Un  condensateur  sphérique  est  donné.  Le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  diélectrique  est  1, 
da)is  le  condensateur  comme  à  l'extérieur.  L'armature  intérieure  est  une  sphère  S,,  de  rayon  R,  ;  l'armature 
extérieure  est  une  couche  sphérique  concentrique  dont  la  surface  intérieure  So  et  la  surface  extérieure  S3 
ont  pour  rayons  R^  et  R;,. 

Charge  :  On  met  au  potentiel  de  la  terre,  pris  pour  zéro,  l'armature  intérieure  ;  au  potentiel  V,  l'ar- 
mature extérieure  supposée  à  distance  très  yrande  de  tous  les  autres  corps  qui  peuvent  se  trouver  dans  le 
diélectrique.  Trouver,  dans  le  système  électrostatique  C.  G.  S.,  les  expressions  des  charges  9,,  q.,  q^  sur  les 
surfaces  S,,  S2,  S^  et  de  V énergie  électrique  totale  W  du  système. 

Décharge  :  Le  condensateur  étant  ainsi  chargé,  l'armature  extérieure  est  isolée  de  la  source  au  potentiel 
V.   Etudier  la  dissipation  des  charges  et  de  l'énergie,  dans  les  trois  cas  di  décharge  suivants  : 

1.  L'armature  intérieure  étant  isolée  de  la  terre,  on  la  réunit  à  l'armature  extérieure  par  une  résistance  ; 

2.  /.'armature  intérieure  étant  isolée  de  la  terre,  on  réunit  l'armature  extérieure  à  la  terre  par  une 
résistance  ; 
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3.  L'armature  intérieure  restant  liée  à  la  terre  par  une  résistance,  on  réunit  l'armature  extérieure  n  la 
terre  par  une  autre  résistance. 

Application  numérique  :  Calculer,  dans  le  premier  cas,  la  masse  de  ijlace  dont  la  fusion  pourrait  être 
obtenue  par  la  décharge,  en  adoptant  les  données  suivantes  : 

11,  =  100'-"i.  V  =  100     nnilés  électrostaliquei  C.  G.  S. 

R^  =  lOâi"'".  Equivalent  mécanique  de  la  calorie  :  'p,lfi  joules. 

1)3  =  10i"'i.  Chaleur  de  fusion  d'un  (jrnmme  de  i/lace  :  80  calories. 

Charge.  —  En  verlu  du  théorème  de  Faraday,  q^-hq-i  =0  cl  ces  deux  charges,  égales  (!t  de 
signes  contraires,  ont  un  potentiel  nul  sur  l'armalure  extérieure.  Le  potentiel  de  cette  armature  ne 
dépend  donc  que  de  la  couche  extérieure  7,  et  il  est  en  particulier  le  même  qu'au  contre  de  la  sphère 
Sj  supposée  pleine.  Donc 

V  =  ^  ou  q,  =  R.V. 

D'autre  part,  l'expression  du  potentiel  nul  de  l'armature  intérieure  donne 


0  =  —  -^  -H  ir-  -+-  V ,  d  où  q,  = 


R,        Rj  '-        R,-R,      ■ 

Les  charges  7,,  et  72  sont  de  même  signe,  positives  si  V  est  positif. 
L'énergie  totale  du  système  est  donnée  par  la  formule 

Le  terme  relatif  à  l'armature  intérieure  est  nul,  puisque  son  potentiel  est  nul,  et  il  reste 

Déchan/c. — 1 .  Après  la  réunion  des  armatures,  les  charges    — 7^    et     +72    se  neutralisent,  car 
elles  ne  peuvent  subsister  il  l'intérieur.  Les  surfaces  S,  et  Sa  sont  ramenées  à  l'état  neutre  ;  la  surface 

S3    garde  la  charge    q^    et  le  potentiel  de  l'armature  externe   reste  égal  à      — ^  =  V.     L'énergie  du 

système  devient 

11 

W  =  -  7,V  =  -  R,\K 

L'énergie  dissipéo  en  chaleur  dans  laxésistance  penJanl  la  décharge  est  par  suite 

(i'esl  précisément  le  premier  terme  de  l'expression  de  AV. 

2.  Les  charges     —  7^     cl    -t-  qi    restent  en  présence,  miis,  le  potentiel  de  l'anniture  evtérieurc 
devenant  nul,  la  charge  7.  disparaît  dans  le  sol.  Le  pulontiel  de  l'armilure  interne  devient 

^  '  "  ~  7Ï7  "^  117  ""  ~  ^ 

et  l'énergie  du  système  devient 

L'énergie  dissipée  sous  forme  di'  chaleur  dans  la  résistance  est  donc  dans  ce  cas 
c'est  le  second  terme  de  W. 
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3  Toutes  les  Chartres  disparaissent  et  l'énergie  W  est  intégralement  dissipée  en  chaleur  dans  les 
résistances  p  et  a'  qui  font  communiquer  avecle  sol  respectivement  l'armature  extérieure  et  l'armature 
intérieure. 

La  répartition  de  l'énergie  calorilique  entre  les  deux  fils  dépend  de  leurs  résistances  respectives. 
Si  p'  est  très  grand  vis  à  vis  de  p,  q^  disparait  d'abord  comme  dans  le  second  cas  et  on  recueille 
W  —  \s"  dans  le  (il  p  sous  forme  de  chaleur.  En  même  temps,  le  potentiel  de  S,  a  varié,  puis  il 
s'établit  entre  les  deux  armatures,  par  l'intermédiaire  du  sol,  un  courant  où  la  chaleur  due  à  l'eflet  Joule 
et  correspondant  à  l'énergie  W"  se  dégage  proportionnellement  aux  résistances,  c'est-à-dire  presque 
entièrement  dans  le  Cl  p'. 

Si,  au  contraire,  p  est  très  grand,  il  s'établit  un  courant  durant  lefiuel  Si  reste  sensiblement  au 
potentiel  0  et  oii  presque  toute  l'énergie  W  se  dégage  dans  le  lil  p. 

Si  enfin  p  et  p'  sont  quelconques,  la  répartition  de  l'énergie  entre  les  (ils  p  et  p'  ne  peut  se  trouver 
que  par  un  calcul  beaucoup  plus  compliqué. 

Application  numérique.  —  Dans  le  premier  cas,  remplaçons,  dans  l'expression  de     W  —  W,     toutes 

les  quantités  par  leurs  valeurs  en  unités  électrostatiques  C.  G.  S.  ;  il  vient 

1     100  xlO-* 
W—  W  = Ç X  10000  =  2ooOOOOO  ergs  =  2,53  joules. 

La  décharge  produit  un  nombre  de  calories  — —  et  peut  faire  fondre  un  poids    de  glace  égal  à 


235  _         . 

arammes  ou  /,(>  milligrammes. 


418x80 

Sotutioii partieUe  de  iM.  G.  I.ach,  à  Douai. 


TOPIN,  à  Grandvilliers. 


Cliiinie. 

2160.  —  (//)  Un  mélanfje  gazeux  est  formé  d'azule,  d'ammoniac  cl  de  phospliurc  d'hydrogène  : 

1"  Par  quelU'S  l'éactions  peut-on  démontrer  la  présence  de  ces  trois  gaz  dans  le  mélange  ? 

2"  Parmi  ces  réactions,  quelles  sont  celles  qui  permettent  de  déterminer  le  plus  simplement  les 
proportions  en  volumes  des  trois  gnz  du  mélange? 

{h)  Ces  proportions  se  trouvant  cire  0,"io  d'azule;  0,25  d'ammoniac  ;  0,50  de  phospliurc  d'hydrogène, 
on  prend  dans  te  mélange  une  masse  qui,  à  0'>et  TOO""",  occuperait  un  volumede  10  litres.  On  la  fait  passer 
sur  une  longue  colonne  de  tournure  de  cuivre  chauffée  au  rouge  ;  les  gaz  résultant  de  la  réaction  passent 
ensuite  sur  du  calcium  en  excès,  pesant  50*^,  contenu  dans  un  tube  de  verre,  et  chau/fé  de  façon  à  fi.ier  tous 
les  gaz  de  la  réaction: 

1"  Quelles  sont  les  réactions  qui  se  produisent  dans  les  deux  opérations  ? 

t"  Les  réactions  étant  supposées  totales,  quelles  sont  les  augmentations  de  poids  du  cuivre  et  du  calcium  ? 

{c)  Le  tube  de  calcium,  scellé  à  la  fin  de  l'opération,  est  brisé  au  fond  d'un  récipient  contenant  3  litres 
d'une  solution  d'un  acide  monobasique  à  une  molécule-gramme  par  litre  : 

1°  Quelles  sont  les  réactions  qui  se  produisent  ? 

2"  Quel  est  le  volume  du  gaz  dégagé,  supposé  sec,  à  0"  et  760™'"  '/ 

3°  Un  considère  100*^'"^  de  la  liqueur  acide  provenant  de  la  réaction,  l'our  neutraliser  cette  liqueur  par 
une  solution  de  potasse,  à  raison  d'une  molécule-gramme  de  KOH  par  litre,  quel  volume  de  la  solution  est-il 
nécessaire  d'employer  '.' 

Poids  atomiques  :     H  =  1  ;     Az  —  14  ;     P  =  31  ;     Ga  =  40. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène     (U  =  16),     calculé  avec  la  densité     d=  1,103. 
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(a)  Le  gaz  ammoniac  aune  réaction  alcaline  au  tournesol  et  à  laphlaléine.  H  est  absorbé  par  l'eau 
et  la  solution,  chaulîée,  laisse  dégager  le  gaz  reconnaissable  à  son  odeur. 

Le  phospliure  d'hydrogène  brûle  avec  iiroduction  de  fumées  blanches.  11  précipite  en  noir  le  sulfate 
de  cuivre  et  l'azotate  d'argent.  Il  est  absorbé  par  le  chlorure  cuivreux  en  solution  chlorhydriquo. 

Après  absorption  des  deux  autres  gaz,  l'azote  n'entretient  pas  la  combustion  et  ne  trouble  pas  l'eau 
de  chaux.  11  se  combine,  sous  l'action  des  étincelles  électriques,  avec  l'oxygène  pour  former  des  vapeurs 
rouges  de  peroxyde  d'azote,  avec  l'hydrogène  pour  former  du  gaz  ammoniac. 

Pour  déterminer  les  proportions  en  volumes,  on  absorbera  d'abord  l'ammoniac  par  l'acide 
chlorhydriijue,  puis  le  phosphure  d'hydrogène  en  ajoutant  du  chlorure  cuivreux. 

(b)  Les  10  litres  employés  contiennent,  d'après  l'énoncé,  2', 3  d'azote,  2',.^  d'ammoniac  et  5'  de 
phosphure  d'hydrogène. 

Le  cuivre  n'a  pas  d'action  sensible  sui'  l'azote,  ihicompose  les  2', a  d'ammoniac  AzH'en  l',2o  d'azote 

et  3', 75  d'hydrogène,  lixe  le  phosphore  di!S  .'i'  d(^  l'Il  ■  et  libère    -^5  =  7',r')     d'hydrogène.  Celte  dernière 

réaction  peut  se  formuler 

2Pll'4-3Cu  =  l'-^Cu'  +  3H^ 

32 
Le  volume  moléculaire  est  égal  à      .  .   ..   "  .    ....  =  22', 'i.     Tue  molécule  dn  phosphure  abandou- 
°  1,I0;)X  1,2'J.i  ' 

neraitau  cuivre  31!-'  do  phosphore  ;  5'  produiront  une  augmentatiou  de  poids 

l|i^  =  6.,92. 

22,4 

L'azote  et  l'hydrogène  s'unisseni  au  calcium  suivant  les  équations 

3Ca-f-Az2  =  Az-Ca', 
Ca-HH2  =  Call'. 

L'augmentation  de  ]iaids  du  calcium  se  compose  de  tout  l'azote  primitif,  soit  une  fraction   de 

'^  f)  2,."> 

molécule  -7—7-'   de  tout  ramnioniac,  soit  une  fraction  de  molécule  égale  aussi  à        ,  >    et  enfin  de 

5 

l'hydrogène  contenu  dans  une  fraction  de  molécule  de  phosphure  égale  à  ■^jtT'    ^'^  ^"'   '^'^"^  ^'"  ^^^^ 
1-)  K  9  5  5 

22  4  22  4  22  t 

(c)  Les  réactions  de  l'azolure,  de  l'hydrure  et  de  l'excès  de  calcium  sur  un  acide  moaobasique  qui 
peut  se  formuler  HOIl  seront  représentées  par  les  éciuations 

Az=Ca'  +  8R0H  =  iUOAzll'  +3(R0)^Ca, 
CaH'^  -+-  2R01I  =  (RO)^Ca  +  2HS 
(;a-H2H0H  =  (HOj^'Ca  +  II-. 
Le  gazipii  se  dégage  est  de  riiydrrjgène. 
(cherchons  la  masse  de  calcium  qui  s'est  transformée  en  azoture  :  elle  a  absorbé  l'azote  primilit 


''     de  molécule  )  et  l'azote  ilc  l'ammijuiac     (  — -X    ~ '  ,    de  molécule  )•     Cette  masse  est  donc 

\a        22,4 

2,5-1   1,23  ll,2.ï 

3X40X       ....         =  4l)X 


22,4  i2,4 

Do  même,  la  masse  de  calcium  qui  s'est  transformée  en  hydrure  a  absorbé  l'hydrogène  de  l'ammoniac 

(— X     '-  de   molécule)     et   l'hydrogène  du    phosphure  (  —         ■  de   molécule  j-   Celte  masse   est 

3,7o-+-7,:')        ,„        11,25 
40x     '     ^  .         =  40x 


22,4  22,4 


i 
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Ces  deux  masses  sont  égales,  et  la  masse  totale  entrée  en  combinaison  est  de 

22,5 

22  4 

Il  reste  un  excès  de  calcium  de     TiO  —  40,18  =  9e,Si,     ou  plus  exactement 

3,5 


40X^  =  40,18. 


40:  . 

22.1 

g  g 
A  ce  poids  correspond  une  fraction  de  molécule  d'hydrogène      '  .  '    donc  un  volume  de  o',o  dans 

'  22,4 

les  conditions  normales. 

M,2o    , 

De  même,    le   poids   de    calcium    contenu    dans  l'hydrure     étant   une    fraction  d  atome  -^^^  ^  i   le 

11,25 

nombre  de  molécules  d'hydrogène  déi;agées  par  riiydrure  sera     2  ><       '  ^  ■     et  leur  volume  22', 5.   l.e 

volume  total  d'hydrogène  dégagé  est  donc 

5,3  +  22,5  =  28'. 

Cherchons  maintenant  le  nombre  des  molécules  d'acide  neutralisées. 

2 
Le  nombre  de  celles  qui  sont  unies  à  l'ammoniac  est  les  -^  du  nombre    des  atomes  de  calcium  de 

2  11  23 
l'azoture,  soit     —  x — ^-^  =  0,.33.T. 

3  22,4 

Le  nombre  des  molécules  unies  à  la  chaux  est  le  double  du  nombre  des  atomes  du  calcium  total,  soit 

-^40  --'^■ 

Le  nombre  total  est    2,o-t-0,33.o  =  2,835.     Or  on  a  employé  3  molécules.  lien  reste  donc,  d'acide 

non  neutralisé,  une  fraction  de  molécule     3  —  2,833  =  0,163     dans  les  3  litres.  Cela  fait,  dans  100""^ 

0  163 
une  fraction  de  molécule      — ^— —  =  0,0035. 

Ilfaudradonc  cette  mrme  fraction  de  molécule  de  potasse  pour  neutraliser,  c'est-;\-dirc  un  volume 

de  5''°'^,3. 

Maurice  ROI. 
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2229.  —  Etant  donnés  une  hyperbole  éqnil:itère  rapportée  à  ses  asymptotes  et  un  point  A(a,  S)  de  celte 
courbe  :  1"  déterminer  sur  l'hyperbole  un  point  M  tel  qu'il  existe  une  circonférence  tangente  en  M  à  l'hyperbole, 
passant  en  outre  par  A  et  par  le  centre  0  de  l'hyperbole  ;  ilériionirer  qu'il  existe  quatre  points  M  répondant  à  la 
question  et  que  ces  quatre  points  sont  sur  une  même  circonférence  C  passant  par  0  ;  2°  trouver  l'enveloppe  de  C 
quand  A  parcourt  l'hyperbole  donnée;  3"  démontrer  que,  si  par  un  point  P  quelconque  (xa,  i/o)  de  celte  enve- 
loppe on  lui  mène  les  tangenles  autres  que  la  tangente  en  P,  les  points  de  contact  de  ces  quatre  tangentes  sont 

en  ligne  droite,  et  trouver  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  P  varie. 

A.  Mace  dk  Lépi.nay. 

2230.  —  Etant  donnée  une  ellipse,  en  un  point  M  quelconque  de  l'ellipse  on  mène  la  tangente  iMT  et  la 
droite  .MO  symétrique  de  MT  par  rapport  à  la  perpendiculaire  au  grand  axe  menée  par  M  :  1°  Lieu  du  milieu  de 
la  portion  de  MQ  comprise  dans  l'ellipse  ;  2°  Lieu  du  pôle  de  la  droite  MQ  par  rapport  à  l'ellipse;  3»  Enve- 
loppe de  la  droite  .MO;  aire  de  la  courbe  obtenue;  4°  Lieu  de  l'intersection  R  de  MQ  avec  la  perpendiculaire 
menée  par  0  k  la  tangente  MT. 

.\.  Mack  de  Lépin.w. 
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DEUXIEME     PARTIE 


I^CnU'.    XAYALh: 
Concours  de  1913. 


Abji'hre,  Analyse  el   J'rigonomi'lrie. 
2184.  —  l"-  Intégrer  l'équation  différentielle 

=,  y  —  e"'\ 

dr 
où  m  désigne  une  constante  donnée 

2"  Déterminer  l'intégrale  g  de  celte  équation  qui  prend  pour  x  =0  la  valeur  0.  Indiquer,  suivant 
les  différentes  valeurs  de  m,  la  forme  de  la  courbe  (C)  qui  représente  la  varintion  de  cette  intégrale. 

3°  On  considère  la  courbe  (C)  gui  correspond  à  la  valeur  particulière  m  =  -2,  et  une  corde  PlJ  de 
cette  courbe  parallèle  à  Ot.  Calculer,  en  fonction  de  son  ordonnée  y,  la  langueur  de  celle  corde  F'Q,  ainsi 
que  l'aire  cumprise  entre  cette  corde  et  l'arc  de  courbe  qu'elle  sous-lend. 

1.  On  lient  li-ailcr  cette  é(|ualion  comme  une  équation  dilTérentielle  du  premier  orilre,  linéaire,  ou 
bien  comme  une  équation  linéaire  à  coellicients  constants,  avec  second  membre  exponentiel.  Suivons 
cette  ilernièrfi  méthode  d'intégration.  L'équation  caractéristique  étant  r — 1  =  0,  la  solution  générale 
de  l'équation  sans  second  membre  est  y  =  ae%  où  a  désigne  une  constante  arbitraire.  Il  faut  trouver 
maintenant   une   solution  quelconque    de    l'équiition    complète.    Kssayons     y  =:  Ae""',     ce  qui  donne 

y'  =  m\e""  et  )/  —  y'  =  \n""{m  —  1). 

Deux  cas  sont  donc  à  distinsuer  :  si     m  =+  I,     il  faut  prendre     A  =  ;     si     m  =  -h  1, 

1  —  m 

il    n'existe  pas  de  solution  de    cette  forme  :  on  sait  qu'il  faut  ulor.s  essayer  Une  solution  de  la  forme 
lire',  ce  qui  donne     g'  —y  =  He^,     on  voit  (ju'il  faut  preiilre     li  =:  —  I . 
Ainsi,  la  solution  générale  de  l'équation  proposée  est 

(1)  )/=(?«'■  H •  si  7»  ==  I , 

'  I  —  m 

(2)  :  =  e'iU  —  .t),  si  m  =  1. 
(a  désigne  la  constante  arbitraire.  ) 

2.  Pour  (|U(î  J'intéRralcfl)  soit  nulle  quind  on  donne  à  .r  la  valeur  zéro,  il  faut  que     a : 

l'inlégrale  qui  a  cette  propriété  est  alors 

e'"'  ■  e' 

Pour  que  l'intégrale  (-2)  soit  nulle  ijuand     .1=0,     il  faut  que     n  =  0  ;     l'intégrale  est  alors 
(4)  :=   ^  :<-;'■. 

On  peut  observer  que  lu  limite  di'  g,  lorsque  m  tend  vers  I,  est  précisément  :.  car  si  l'on  pose 
f(m)  =  e"",     on  a 

_^      /t  '»')  —  AI) 

■'  '"  m  -  I 

Donc  quand  m  tend  vers  I,  ;/  tend  vers     —  f'{in)     pour     m  —1,     c'est-à-dire  vers     —xc'. 
/•Slude  des  courbes  intégrales  suivant  les  valeurs  de  m.  — Nous  trouvons 
,  _   me""  —  e'  „  _  îh'<^'"  -  e' 

'^   ^      \  —  m     '  ^    ~       1  —m 
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et  :'  =  —  xe/  —  e^,  :"  =  —  xe'  —  ie'. 

Pour    X  —  0,     ;/'  et  :'  prennent  la  valeur     —  1,     quel  que  soit  m. 

Toutes  les  courbes  considérées,  (jui  passent  par  l'origine,  y  ont  donc  la  même  tangente,  la  bissec- 
trice de  l'angle  x'Oij.  Pour  x  —  0  on  trouve  j/ô  =  — (1-i-m)  et  zl  = — 2.  Si  ?>!  > — 1,  la 
convexité  des  courbes,  à  l'origine,  est  tournée  vers  les  y  positifs  ;  si  m<^  —l,  elle  est  tournée  vers 
les  y  négatifs.  Si     m  r=  —  i,     l'origine  est  un  point  d'iiitlexion.   Ce  cas  est  d'ailleurs  remarquable   à 

un    autre    titre,   parce   que   la  fonction    y  devient     -^[e~' — e+')  =  — sb  x. 

L'étude  de  la  dérivée  montre  une  autre  valeur  remarquable  de  m,  qui  est  zéro  :  elle  établit  une 
séparation  entre  le  cas  où  la  dérivée  s'annule  et  celui  oii  elle  garde  toujours  le  même  signe.  En  effet,  la 

dérivée  w'  — (??ie  """''"  —  1) 

1  —  m 

reste  négative  si  ?«  est  négatif;  la  fonction,  dans  ce  cas,  décroît  constamment  de     -h  x      à     — x.     Si 
77!  ">0,     la     différence     enire    parenthèses     s'annule      loisque     {m — l)x  =  — Lni,     ce     qui    donne 

X  = ;     alors     e""  =  — e'     et  la  valeur  de  y  est  égale  à     —  =  e""  =  m        .     Cette  valeur  de 


x  est  négative,  quel  que  soit  le  signe  de  m—\;  elle  tend  vers  — 1  quand  m  tend  vers  -h  l,  la  valeur 
de  y  devient  alors  e~'.  La  dérivée  est  positive  quand  x  est  négatif  et  très  grand  eu  valeur  absolue, 
quel  que  soit  le  signe  de     m  —  [  :     elle  est  toujours  négative  quand  x  est  positif.  11  en  résulte  que  le 

Lm  ''"'  , .  .  ,    ,    ,.        • 

pomt  dont  les  coordonnées  sont  X    =^ et     y  =  m         correspond  a  un  maxmium  de  la  lonction. 

1  7/1  ' 

Il  ne  reste  plus  qu'à  étudier  la  forme  des  branches  infinies  de  ces  dirtérentes  courbes.  Si  ?n  est 
négatif,  e""  devient  nul  quand  x  est  -(-30,  et  +x  quand  x  est  — x  ;  il  ea  résulte  que  les 
courbes  correspondantes,  comme  on  l'a  déjà  dit  plus  haut,  vont  en  descendant  constamment  de 
-hx     à     ~x     quand  x  croit  de     — x     à     -h  x  .     Ces  branches  infinies  n'ont  pas  d'asymptotes. 

Si  au  contraire  m  est  positif,  les  deux  fonctions  e^  et  e""  deviennent  nulles  en  même  temps  quand 
X  tend  vers  —x,  et  le  signe  de  la  dilîérence  €""—€'  est  le  même  que  celui  de  1  — m.  La 
fonction  y  tend  donc  vers  zéro  par  valeurs  positives. 

Quand  ar  augmente  indéfiniment,  les  deux  termes  e""  et  e'  deviennent  infinis  l'un  et  l'autre  ; 
mais  en  mettant  e'  eii  facteur,  on  voit  aisément  que  la  différence  devient  infinie  en  valeur  absolue  et  a 
le  signe  de     m  —  1. 

Donc  les  courbes  ont,  lors(}ue  ?)i  est  positif,  des  branches  infinies  se  rapprochant  de  l'axe  des  x, 
au-dessus,  du  côté  des  x  négatifs,  et  des  branches  infinies  descendant  à  —  x  ,  sans  asymptote,  du 
côté  des  X  positifs. 

Toutes  les    courbes  ont  un  point  d'inflexion  :,  sauf  celle  qui  correspond  à  la  valeur  particulière 

L(»n'M 
77!  =  0.     L'abscisse  du  point  d'inflexion,       x  =  — — -       est  positive  lorsque      m  <—  1,     négative 

1  771 

lorsque  7n  >  —  1  ;  elle  est  nulle  pour  7n  =  -  1,  tend  vers  — 2  pour  J7i  =  +  1  ;  lorsque  vi 
est  positif,  elle  est  double  de  celle  du  maximum. 

La  valeur  ??!  =  0  donne  la  courbe  particulière  y  =  1  — e'  qui  se  distingue  des  autres  parce 
qu'elle  admet  pour  x  =  — x,  l'asymptote  ;/ = -i- 1  ;  la  valeur  m  = -h  i  donne  la  courbe 
y  =  — xe-' ;  enfin  nous  avons  remarqué  la  courbe  y  =  — shx,  qui  correspond  à  m  ■—  —  1.  Ces 
courbes  sont  représentées  sur  les  figures  ci-après,  qui  montrent  les  formes  remarquables  de  courbes 
étudiées.  Il  y  a  deux  formes  essentiellement  différentes,  qui  correspondent  respectivement  à  ?«  >  0  et 
à    171  <  0. 


4K0 
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Les  formes  (1)  et  (-2)    dill'ereiit  par  la  position  du  point  d'inflexion;  les  formes   (3)   et    (i),  par  la 
position  relativement  à  la  courbe     '/  =  —  ae' . 


~'~^^^ 

.C                          0 

\ 

V 

1 1 

\ 

y 

-S.=^ 

r' 

0 

y 

■  i 

■  \ 

:  \ 

;  1 

1 

\ 

V 

-.^ 

X' 

0 

\ 

\ 

y 

»i  <  —  1  0  >  m  >  —  1 

(1).  (i)  C!) 

Sur  ces  figures,  des  traits  particuliers  représentent  les  diverses  courbes  : 
j/ ^  1  —  e-' ( ),  ;/  =  — slij;( ),  y  =  — xe^  ( . 


3.  La  courbe,  lorsque     m  =  2,     a  la  forme  indiquée  sur  la  ligure  (4)  :  c'est  un  cas  particulier  de 
1  ,  , 

la  forme  (3)  ;  le  maximum  est   —  ;  il  est  atteint  pour    a-  =  —  Xâ.     Pour  qu  une  parallèle  à  .tx   coupe 

,  \ 

cette  courbe  en  deux  points  P  et  (J,  il  faut  que  son  ordonnée  soit  comprise  entre  0  et  —  J  l'équation 

de  cette  courbe  particulière  est  en  effet  tj  =  e'  — e-'  :  les  .r  des  points  d'intersection  de  cette  courbe 
avec  la  droite    y  =  h     sont  donnés  par  l'équation 

(o)  e-'  —  e'  -h  /(  —  0, 

qui  est  du  second  degré  par  rapport  à  e'.  Cette  inconnue  ne  peut  recevoir  qu'une  valeur  positive  :  si  /( 
est  négatif,  l'équation  du  second  degré  a  deux  racines  ;  une  seule  est  positive  ;  la  courbe  n'est  coupée 
qu'en  un  point  par  une  parallèle  à  xx'  située  au-dessous  de  xx'.  Si  /(  est  positif,  l'équation  en  e'  a 

deux  racines  positives,  à  condition  que  h  soit  inférieur  à     -^-    On  trouve 


I  _^/i_4/i 


1  +  ^/l  _  4/i 


Les  valeurs  de  x,  et  de   r^  sont  négatives,  car  celles  do  C  et  de  e"-  sont  l'une  et  l'autre  inférieures 


à  l'unité,  puisqu'elles  sont  positives  et  que  leur  somme  est 
valeur  absolue  de    .x,  —  Xj,     ce  qui  fait     L- 


1  -/T— 47i 
L'aire  demandée  est  la  valeur  d(^  l'intégrale  définie 

I      ^'.1  —  /Of'j^  =     «' j-e-'— /ix!     =p>  — 


1.     La  longueur  de  la  corde  PQ  est  la 


e--"')  —  h[x.2  —  X,)  ; 


on  i)cul  remplacer  e-'^  et  c"^'  par  les  valeurs  tirées  de  l'équation  (5)  ; 
intégrale  délinie  devient 


-t(«'"= 


Ï")-/((X,  -X, 


Cette  aire  est  nulle  si      k 


\f> 


!ih  —  AL 


l-+-v/l  —  4A 


l  —  yr^Tln 
lorsi|ue  /(  tend  vers  zéro,  elle 


tend  vers  une  limite,  connue  on  le  voit  en  écrivant 

L^i-^Ah  —  ltL{\  -4-  v/1  — ^i)-^  +  /iL'i/i. 
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On    sait    que  le    troisième    terme    devient    nul  ;    il    en   est  de   même    du   second.    La   limite    est 
donc  — '    c'est  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  son  asj'mptote. 

Très  bonnes  solutions  ;  MM.  E,  Dion,  école  normale  de  Saint-Clouil  :  G.  L\cb,  à  Douai  ;  H     Koui,  au  Creusot. 

Bonnes  solutions  :  MM  J.  Ciiaize,  école  normale  de  l'enseignement  technique;  A.  Le  MiiiCHANn.  à  Paris;  L.  Nadcei.lk, 
à  La  Châtre  ;   L.  S:uon,  à  Fourmies  ;  Topix,  à  Grandvilliers. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Hiitbézé-Culi,  lycée  de  Toulouse;  Mabesc\lchi  ;  Gaston  Rov;  Mircel  L'llïaxn,  l',"  d'artillerie, 
à  Héricourt. 

Solution  passable  de  MM.  Beicfrèke,  à  Mondoubleau,  et  Maurice  Roi. 


2185.    —  On  considère  l'équation 

A.t"'  sin  a  -t-  6a-  sin2a  +  4x  sin3a  -f-sin  ia  —  0 
où  n  désigne  un  angle  donné. 

1°  Montrer  que  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

p'i'.r +  >.r  —  (j,--i-[ji)*^, 

oit  p,  À  e/  fi  désignent  des  constantes  réelles  ou  imaginaires . 
2°  Résoudre  l'équation  donnée. 

1.  Ilemplaçons  les  sinu*;  par  des  exponentielles  ;  l'expression  considérée  devient 

p     iin  pS/.i   _  (>— 3ia  failli  —  g-ii<i 


(yi-- 


ou  —  [4x^6'"  -+-  Q.v-e-'"  -+-  4a-e^"'  -+-  e''"  —  ix^e-'"  —  6x-e— -'"  —  ixe  -^'"  —  e  -'*'"] . 

Remarquons  que  1,  4,  6,  4  et  1  sont  les  coefficients  de  la  quatrième  puissance  d'un  binôme  :  cela 
nous  conduit  à  ajouter  et  à  retrancher  le  terme  .r'",  l'expression  est  alors  le  développement  de 

1 

-—[{x-i-e-y—ix  +  e-'-y]. 


ce  qui  est  bien  la  forme  proposée  ;  on  voit  que 

1  —  t 


e'". 


2.  Il  est  maintenant  facile  de  décomposer  le  polynôme  entre  crochets  en  un  produit  de  facteurs  dn 
premier  degré  en  x,  car  on  a  identiquement 

p'  —  'f  =  ip'  -  f){p-  -+-  <}■)  =  (p  +  9)(p  — '?)(/j  -^çi'Kp— ?'■). 

Les  quatre  facteurs  de  la  décomposition  sont  donc 
X -+-  e'"  -H X  +  e~"'  =  2(x  -+-  cosa), 
x-i-e'"  -  X  —  e-'"  =  2i  sin  a 
(celui-ci  ne  contient  pas  .r), 

X -+-  e'"  -+-  ix  ~t-  ie~"'  =  .x(  1  -t-  i)  -i-  (  1  4-  i)  cos  a  -f-  (  1  -t-  i)  sin  a, 
X  -+-  e'« —  ix  —  le-'"  =  x(  1  —  i)  -t-  (1  —  i)  cos  a  —  (1  —  i)  sin  a. 
L'équation  proposée  a  donc  trois  racines  réelles,  qui  sont 

X,  =  —  cos  (z,  X,  =  —  cos  a  —  sin  a,  x.^  =  —  cos  a  +  sin  a. 

fPÈTRE  SERGESCU,  Université  de  Bucarest.) 

Très  bonne  solution  de  M.  Marcel  Gironnkt,  lycée  Saint-T>ouis. 

Bonnes  solutions:  M.tt.  E.-N.  Baiusien  ;  Ivnile  Dion,  école  normale  de  Saint-Cloud  ;  R.  Dcfocr,  h  Nuncy:  G.  L\ch,  h 
Douai  ;  A.  Le  Mabchasd,  à  Paris  ;  L.  N'accelle,  à  La  Châtre  ;  Maurice  Roi  ;  M.  Roux,  au  Creusot  ;  L.  S[mo\,  à  Fourmies  ;  Topin, 
à  Grandvilliers;  Marcel  Ulluanv,  47"  d'artillerie,  à  Héricourt. 

Assez  bonne  solution  de  M.  Betbézé-Culi,  lycée  de  Toulouse. 
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Géotncirie   anabjliqiie. 

2186.  —  On  considère  deux  paraboles  (P)  cl  ^Q)  rapportées  à  deux  axps  reclamjulaires  (}x,  Oij,  (njant 
L'une  el  l'autre  le  point  0  comme  foyer  et  la  droite  Ox  comme  axe.  Soit  .\  la  paruUrle  à  Oi/  équidislanle 
des  direcli-ices  de  ces  paraboles  ;  par  un  point  VI  de  A  on  mène  les  tangentes  MA,  Ml>  à  la  parabole  (P)  et 
les  tangentes  MA',  MB'  à  la  parabole  (0),  les  lettres  A,  B,  A',  B'  désignant  les  ))uinls  de  contact  de  ces 
tangentes. 

1"  Montrer  que  les  ordonnées  des  points  A  et  B  wnl  les  mêmes  que  cellrs  des  points  A'  el  W  {dans  la 
suite  on  appellera  A'  le  point  qui  a  même  ordonnée  que  le  point  A).  Vérifier  que  les  droites  AA',  BB'  sont 
équidistnntes  du  point  M  et  que  les  droites  AB,  A'B'  se  coupent  sw  A. 

'2"  Démontrer  que  MB'  est  perpendiculaire  à  MA,  que  MA'  est  perpendiculaire  à  iMB  el  que  les 
droites  AB'  et  BA'  passent  par  le  foyer  0.  Former  l'équation  du  faisceau  (F)  de  ces  droites  AB'  et  BA'. 
Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  ordonnées  de  deux  points  M  et  M'  de  A  pour  que  le  faisceau 
(F)  correspondant  à.  M  et  le  faisceau  (F'),  correspondant  à  M'  aient  une  droite  camuiune. 

3"  Les  normales  à  la  parabole  (V)  dont  les  pieds  sont  K  et  B  se  coupent  nu  point  C  ;  les  normales  à  In 
parabole  [Q)  dont  les  pieds  sont  A'  et  W  se  coupent  au  point  D.  Trouver  les  équations  des  lieux  décrits  par 
les  points  C  et  D  lorsque  M  parcourt  A  el  construire  les  courbes  correspondantes. 


i    Les  équations  des  deux  paraboles  sont  respectivement 


et 


'ipx 

■  'iqx 


(P)  X- -^- y-^  =  (x  —  pY  ou  y'- 

(Q)  x^ -h  y- =  {x  —  q)-  ou  if 

les  abscisses  des  directrices  étant  désignées  par  p  el  q  ['  ). 

1 
L'équation  de   ^    est     .r  =  -^(p-^q);     l'abscisse  de    M    est  aussi 

est  arbitraire. 

L'équation  de  la  tani;enle  à  la  parabole  (P)  au  point  (a-„,  i/„)  est 

,'/;/„  +  p{x  ~h  x„)  —  j)^  =  0; 
remplaçons-y  x„  en  fonction  de  !/„,  eu  nous  servant  de  l'équation  de  (P)  ; 
de  la  tangente  à  (P)  en  fonction  de  l'ordonnée  du  point  de  contact 

-yih  -+-  2/'.<-  -  yl  -  /j2  =  0. 
Kxprinions  enfin  que  cette  droite  passe  par  le  point  M      ( — (p  +  q), 

degré  en  y„  ainsi  formée, 


=  0. 
=  0, 

1 


q)  ;     son  ordonnée  m 


nous  aurons  ainsi  l'équation 


l'équation  du  second 


(1)  yf,  —  imy„  —  pq  =  0, 

a  pour  racines   les  ordonnées   des  points  A  et  H  où  la  parabole 
(P)  est  touchée  par  les  tangentes  issues  de  .\L 

On  voit  que  cette  équation  ne  change  pas  par  la  permutation 
de  p  avec  y;  les  ordonnées  des  points  A  et  B  sont  donc  respec- 
tivement égales  à  celles  des  points  A'  et  B'.  Les  deux  racines  de 
l'équation  (1)  sont  les  ordonnées  des  droites  AA'  et  BB',  paral- 
lèles à  Ox.  Leur  demi-somme  est  m,  qui  est  l'ordonnée  di'  M  ; 
donc  M  est  équidistant  des  droites  AA'  et  BB'. 

A 15  cl  A'B'   sont  les  polaires  do    M    par  rai)()orl  aux  deux 
paraboles  (P)  iH  (O)  ;  leurs  équations  sont 
I 


j;/i/  -  h  )ix  -+-  --  p(p  -\-  q)  —  p"-  =  Q, 


\ 


m  y 


qx-'r-^q{p-'<-n)  -'/'  =  *': 


C)  p  et  (/  sont  les  paramètres  des  pariiboles,  regardés  cotiime  ayant  un  signe. 
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on  poul  les  ôcriro 

mi/  -h  pq  +  p\  .(•  —  —[p  -+-  q)      =0  et  m]i  ^  pq -^  i^x  —  —[p  +  q)  \  =  0  ; 

on  voitbienque,pour  x  =  —{p-\-  q),    les  deux  équations  donnent  la  même  valeurde  i/,  égale  à    —  — • 

Les  deux  polaires  coupent  donc  la  droite  A  au  m(''me  point  H. 
Si  l'on  appelle  K  et  f-  les  points  où  IM  coupe  AA'  et  RB',  on  a 

IK    I  IL  =  2m  et  lKxlL=— /j^, 

2  2m  1  1 

ce  qui  exprime  que  le  point  H  est  conjugué  de  1  par  rapport  à  K  el  L. 

llK.MAriOL  E.  —  La  propriété  qui  vient  d'être  démontrée  est  rendue  évidente  si  l'on  observe  que  la 
droite  A  est  une  corde  commune  aux  deux  paraboles  ;  en  effet,  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les 
équations  de  ces  deux  courbes,  on  fait  disparaître  y  et  l'on  trouve 


l{p 


—  9)p  — T'P-^^^J^^- 


Soientalors  D  et  D'  les  points  où  cette  corde  commune  rencontre  les  deux  paraboles;  il  est  clair  que 
les  polaires  de  M  par  rapport  aux  deux  courbes  doivent  passer  l'une  et  l'autre  par  le  point  H,  conjugué 
harmonique  de  M  par  rapport  à  D  et  D'. 

2.  Formons  l'éiiuation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  de  M.  Le  coeflicient  angu- 
laire 1/'  de  la  tangente  en  un  point  de  (P)  est  lié  à  l'ordonnée  de  ce  point  par  la  relation  simple 
y'y  =  — p.     L'équation   aux  coeflicients   angulaires   des  tangentes  menées  de  VI  se  déduit  donc   de 

P      •    • 
l'équation  (1),  qui  donnait  les  ordonnées  des  points  de  contact,  en   remplaçant  y  par ;     c  est 

donc 

(2)  qt'-  —  '2mt  —  p  =  0; 

ses  racines  sont  les  coefficients  angulaires  des  droites  MA  et  MB.  Pour  avoir  l'équation  aux  coefficients 
angulaires  de  MA'  et  MB',  il  faut  permuter  ]>  el  q  ;  on  obtient  alors 

(3)  ;jr-'— 2m/  —  ^  =  0. 

Cette  dernière  équation  est  celle  que  l'on  obtiendrait  en  remplaçant  /  par  —  —  dans  lequation 
(2),  ce  qui  prouve  que  les  droites  MA'  el  MB'  sont  respectivement  perpendiculaires  sur   MA   et  MB. 

Remarque. —  Soit  y»  l'ordonnée  de  A  et  A',  ;/,  celle  de  B  et  B' :  l'équation  (I)  montre  que  le  pro- 
duit î/oî/i  est  égal  à     — pq,     donc 

or     — ^-^    est  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à    (P)    au  point    A    et     — —    est  le  coefficient 

p  g 

angulaire  de  la  tangente  à  (Q)  au  point  B'  :  ces  deux  tangentes  sont  donc  rectangulaires. 

L'équation  du  faisceau  (F)  des  droites  OA  et  OB  se  forme  en  éliminant  la  variable  d'homogé- 
néité z  entre  les  équations  de  la  parabole  (P)  el  de  la  polaire  de  M  par  rapporta  celte  parabole  ;  soient 

i/=-t-2/j:.r  —  p'Z^  =  0 

et  my  +px-h-^  p{q  —  /J):  =  0 

ces  équations,  le  résultat  de  l'élimination  est 

^      4a;(my-+yjr)        t(my  +  /J.r)^    ^^ 
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en  duveloppant  et  ordonnant,  on  obtient  facilement 

(4)  y'IiP  —  Ç)'  —  '*"'"1  ~-  4m(;j  -+-  q).ri/  —  ^pqx-  =  0 

ou  ij-(p  —  q)^  —  ■*("*!/  -t-Z'^X'"!/  ^~  ^^)  —  ^  ' 

celte  équation  ne  clianire  pas  par  la  permutation  de  p  avec  q,  ce  qui  prouve  que  le  faisceau  des  droites 
OA  et  OB  coïncide  avec  celui  des  droites  OA'  et  OB'.  L'équation  (4)  est  celle  du  faisceau  des  droites 
AB'  et  BA'.  Colle  du  faisceau  (F'j,  correspondant  à  un  autre  point  M'  de  A,  se  forme  en  remplaçant  ni 
par  m'  dans  l'équation  (4),  ce  qui  donne 

(4')  i/[{p  —  q)-  —  4?(i'-]  —  im'{p  ■+■  q)x<j  —  ipq  c'-  =  0. 

En  retranchant  l'équation  du  premier  faisceau  de  celle  du  second,  on  trouve 

't{m^  —  m'^jy-  -t-  4(m  — in')(p  +  q)xy  =  0  ; 
comme  on  suppose    m    différent  de    m',    on  peut  diviser  par  le  facteur      (m — m');      remarquons  aussi 
que  la  droite     y  =  0     ne  peut  appartenir  au  faisceau   (F),  si  m  est  lini  :  il  en  résulte  que,  si  les  fais- 
ceaux (F)  et  (F')  ont  une  droite  commune,  l'équation  de  cette  droite  est 

(m  -+-  m')y  -i-  (p  4-  q'x  =  U. 

Remplaçons  alors  dans  l'équation  (4}   y  et  x  respectivement  par  les  quantités  proportionnelles 
(p  +  q)    et     —  [m-hni'),    nous  aurons  la  condition  demandée 

(/)  +  qYip  —  q)'  =  i{mq  —  pin')[nip  —  qm'). 

3.  Soient  x„.  j/o,  les  coordonnées  de  A,  .r,,  )/,,  celles  de   [i.  L'é(|uation  de  la  normale  ii  (F')  en  A  est 

>^  -  J-Q   ^    V  -  Vo 
P  ]l« 

en  appelant  \  et  Y  les  coordonnées  courantes.  Remplaçons  x^  en  fonction  de  i/„  au  moyen  de  l'équa- 
tion de  (P),  nous  obtenons  l'équation  de  la  normale  en  fonction  d'un  paramètre,  qui  est  l'ordonnée  y  a 
du  pied  de  la  normale 

\y,,-p\  =  -^{yl-^-p^). 

Les  coordonnées  de  C  sont  les  valeurs  de  \  et  de  Y  qui  vérifient  le  système 
\y„-pY  =~^--py, 
V  ?/'  ' 


On  en  tire 

^  — -2^'?/o-^-yl)(!/oVl)• 
Or  j/„  et  7/,  sont  racines  de  l'équation  (1),  et  l'on  a  vu  que 

.Vo -+-?/>  =  2m  et  que  ?/„»/,  =  —  pq  ; 

en  portant  ces  valeurs  dans  bis  équations  précédentes,  on  a  les  valeurs  d«s  coordonnées    \   cl  V  de  C, 
en  fonction  d'un  paramètre  qui  est  l'ordonnée  m  du  point  M.  Ces  valeurs  sont 

\  =  --j(p+q) 1   =  — L. 

-2   '^       '  p  p 

L'élimination  de  m  donnerait  l'équation  du  liiu 

1 

(b)  tpY-  -+-  q'\  +    -  q-(p    +-  (/)  =  0. 

Un  calcul  semblable  donnerait  l'équation  du  lien  du  point  D  :  il  est  clair  que  le  résultat  de  ce  calcul 
peut  être  écrit  d'emblée  en  permutant  p  el  q  dans  l'équation  (5). 


1 
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Les  lieux  trouvés  sont  des  paraboles  ayant    Ox'    pour  axe    et  même  sommet,  qui  est  le  point 
symétrique  par  rapporta    0,    foyer  commun  des  deux  paraboles,  du  pied  de    A.    Les  paramètres  sont 

i—      et     —  - — •      Ces  lieux  peuvent  ne  pas  être  décrits  en  entier  :  en  effet,  les  coordonnées  d'un 

4/1  iq 

point  du  lieu  sont  données  en  fonction  du  paramètre    m;    or,  pour  que  les  points    A    ot    B    existent,  il 

faut  que  M  soit  extérieur  à  la  parabole  (F),  il  est  en  même  temps  extérieur  à  (Q),    car  la  droite  A  est, 

comme  il  a  été  dit  plus  haut,  la  corde  commune  aux  deux  courbes.  Cette  condition  exprime  aussi  que 

l'équation  (1)  a  des  racines  ;  c'est  donc      m-  -h pq  >  0.     Elle  est  toujours  vériliée  si    p   et    q  ont  mi'me 

signe,  c'est-à-dire  si  les  deux  paraboles  données  ont  des  axes  de  même  sens  et  ne  se  coupent  pas.   Mais 

dans  le  cas  de  la  ûgure,  m  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  extérieures  à  l'intervalle      —  ^pq,      -+-  'J pq  ', 

aux  valeurs  limites  correspondent  les  coordonnées 


•  v^/'î. 


"1  =  -h\lpq. 


>^  =  -t(p -+-'/) 


>^  =  —  i-(,P+?) 


!'/. 


V 


P 
-\-~\lpq. 


Lorsque  les  deux  paraboles  se  coupent  en  deux  points  D  et  D',  le  point  M  ne  peutse  trouver  entre 
D  et  b' ;  sa  polaire,  lorsqu'il  est  extérieur  à  la  parabole  (P),  coupe  cette  courbe  en  deux  points  A  et  B, 
séparés  par  le  point  D  ou  par  D'.  Si  M  se  rapproche  de  D,  A  et  B  viennent  se  confondre  avec  D,  les 
normales  en  A  et  en  B  coïncident  avec  la  normale  en  D,  mais  leur  point  d'intersection  a  une  position 
limite,  qui  est  le  centre  de  courbure  de  la  parabole  (P)  au  point  D.  Ainsi  les  deux  points  limites,  dont 
les  coordonnées  viennent  d'être  calculées,  sont  les  centres  de  courbure  de  la  parabole  en  D  et  D'. 


Solution  géométrique  des  §§  1  et  2.  —  Soient  L  et  L'  les  directrices  des  deux  paraboles  :  un  point 
commun  est  équidistant  du  foyer  K  et  de  L,  du  foyer  F  et  de  L',  il  est  donc 
équidislant  de  L  et  de  L',  et  par  suite  appartient  à  la  droite  A  équidistante 
des  directrices.  Les  points  communs  aux  deux  paraboles  sont  donc  ceux  où 
l'une  d'elles  est  coupée  par  la  droite  A.  Ces  points  sont  à  l'mtersection  de 
A  avec  le  cercle  tracé  de  1'"  pour  centre  et  dont  le  rayon  est  la  moitié  de  la 
distance  des  directrices;  pour  que  les  paraboles  aient  des  points  communs,  il 
faut  donc  que  la  distance  de  F  k  A  soit  plus  petite  que  la  moitié  de  la  distance 
de  L  il  L',  autrement  dit,  que  F  soit  situé  entre  les  deux  droites  L  et  L'. 
1.  Soit  iM  un  point  de  a;  pour  construire  les  tangentes  menées  de  M 
aux  paraboles,  il  faut  tracer  le  cercle  dont  M  est  le  centre  et  MF  le  rayon; 
si  la  distance  MF  surpasse  la  moitié  de  la  distance  des  directrices,  ce  cercle 
coupe  les  deux  directrices  en  R,  S  et  1!',  S'  respectivement:  les  tangentes  "a 
la  parabole  (P)  menées  par  M  sont  les  perpendiculaires  menées  de  M  à  FS 
et  à  FIL  les  points  de  contact  sont  situés  sur  les  perpendiculaires  à  la  direc- 
trice élevées  en  S  et  en  R.  Mais,  comme  les  deux  cordes  L  et  L'  sont  équi- 
distantes  du  centre  M,  la  figure  SRRS'  est  un  rectangle,  la  ligne  RR'  est 
perpendiculaire  aux  directrices,  elle  passe  en  A  et  en  A',  de  môme  SS'  passe 
en  B  et  B' :  il  est  évident  que  M  est  à  égale  distance  de  RU'  et  de  SS'. 


Kig.   2. 


2.  I!  el  S'  sont  diamétralement  opposés,  ainsi  que  H'  et  S,  donc  FR  et  FS'  sont  rectangulaires,  ainsi  que 
FR'  et  FS  ;  il  en  résulte  que  les  tangentes  M.V  et  MB'  sont  orthogonales,  ainsi  que  MA'  et  MB. 

FA  et  AR  sont  symétriques  par  rapport  a  la  tangente  AM,  de  même  FB'  et  S'B'  sont  symétriques  par  rap- 
port à  la  tangente  B'.M  ;  mais  BS'  et  AR  sont  deux  droites  parallèles,  tandis  que  MB'  et  MA  sont  orthogonales  ; 
on  sait  que  les  directions  symétriques  d'une  même  direction  par  rapport  à  deux  droites  rectangulaires  sont 
parallèles  ;  donc  les  droites  KB'  et  FA  sont  parallèles  et  par  suite  confondues,  puisqu'elles  ont  un  point  commun 
F.  F,  B'  et  A  sont  donc  en  ligne  droite,  ainsi  que  F,  B  et  A'. 

Le  faisceau  AB',  A'B  est  donc  formé  des  droites  qui  joignent  F  aux  points  de  contact  des  tangentes  à  (P) 
menées  par  M.  Pour  que  les  faisceaux   relatifs  à  deux  points  JI  et  M'  aient  une  droite  commune,  il  faut  et  il 
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suffit  que  M  et  M'  soient  les  points  dinleiseclion  avec  i  des  deux  tangentes  aux   extrémités    d'une  corde  pas- 
sant en  I'". 

A  lin  point  M  correspondent  donc  denx  points  M'  eicice  versa. 

SDliitionf  iiéometriques  bonne  de  M.  Mabkscilcih  et  assez  bonne  de  M.  Kmile  Dron,  école  normale  de  Saint-Cloud, 

Suintions  uualytiques.  —  lionnes  solutions  :  MM.  E.  N.  Iîabisien  ;  G.  Lach,  à  Douai  :  A.  Le  Mauchanu,  à  Paris  ;  Topin,  à 
Grandvilliers. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A  Btni-ANDB,  école  normale  de  Saint-Cloud;  liETBiizÉ-CuLi,  lycée  de  Toulouse;  Markscai.- 
cin  ;  I,.  Nal'ceii.f.  ;i  La  Châtre;  L.   Simon,  à  Fourmies. 

Solution  passable  de  M.  Emile  Dion,  école  normale  de  Saint  Cloud. 


Mécani([ue. 


2187.  Stalii/ue.  —  Unesphnre  homogrne,  de  rayon  li,  de  poids  V,  s'appuie  sur  un  plan  incliné  parfai- 
tement poli  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a.  Elle  est  retenue  par  un  fil  inextensible  de  longueur  311  attaché 
en  un  point  A  de  sa  surface  et  dont  l'autre  extrémité  est  un  point  fixe  B  situé  à  une  distance  3R  du  plan. 
Le  point  B  et  la  sphère  sont  au-dessus  du  plan. 

Trouver  la  position  d'équilibre,  la  tension  et  la  réaction  du  plan.  L'équilibre  esl-il  toujours  possible 
dans  tes  conditions  de  l'énoncé'.' 

Trois  forces  agissent  sur  la  sphère  : 

1°  son  poids  P,  appliqué  en  son  centre,  puisqu'elle  est  homogène  ; 

2"  la  réaction  N  du  plan,  appliquée  au  point  I  où  la  sphère  le  louche  et  normale  à  ce  plan 
puisqu'il  n'y  a  pas  de  frottement  ; 

3°  la  tension  T  du  lil,  dirigée  de  A  vers  B. 

Pour  que  ces  trois  forces  forment  un  système  en  équilibre,  il  faut  qu'elles  soient  concourantes  et 
dans  un  même  plan. 

Le  point  de  concours  sera  0,  puisque  deux  des  forces,  P  et  N,  ont  des  lignesd'action  passant  en  ce 
point  :  le  plan  des  trois  forces  contiendra  le  point  B,  la  verticale  issue  de  ce  point  (puisque  P  est 
verticale)  et  la  perpendiculaire  au  plan  S  (puisque  N  est  perpendiculaire  au  plan  S). 

La  position  du  point  0  est  donc  déterminée  ;  il  est  commun  : 

o)  ;i  la  sphère  dont  le  centre  est  le  point  B  et  le  rayon  4H  ; 

b)  au  plan  parallèle  au  plan  S  mené  au-dessus  de  ce  plan  à  une  distance  épale  à  R  ; 

c)  au  plan  mené  par  B,  contenant  la  verticale  de  ce  point  et  la  perpendiculaire  au  plan  S  donné  ;  ce 
plan  coupe  le  plan  S  suivant  une  ligne  de  plus  j;rande  pente  ;  nous  le  prenons  pour  plan  de  la  ligure. 
Le  triangle  BOC  est  dans  ce  plan,  l'angle  en  0  est  de  30",  car  l'hypoténuse  OB  est  double  du  coté  B(]. 

Ce  sont  les  conditions  géométriques  de  l'équilibre,  elles  sont  nécessaires,  mais  non  suflisantes,  car 
il  faut  s'assurer  maintenant  que  les  valeurs  trouvées  pour  T  et  pour  X  sont 
positives. 

Les  lignes  d'action  des  forces  T,  P,  N  étant  concourantes,  lorsque  les 
conditions  géométriques  sont  remplies,  comme  nous  le  supposons  dorénavant, 
il  suflil  d'écrire  que  la  résultante  de  ces  trois  forces  est  nulle,  et,  pour  cela,  que 
ses  projections  sur  deux  axes  rectangulaires  sont  nulles  ;  projetons  sur  la  ligne 
de   plus  grande   pente  du  plan    S    et  sur    Bll,    nous  aurons  successivement 

T  cos  30°  =  P  sin  », 
et  T  sin  'S0'-\-  N  =  P  cos  %. 


FiR.I. 

On  en  lire 


2P 

T  =  --T  sin  ■ 
v^3 


N  =-— cos«(/3  — tga). 
V3 
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On  en  conclut  que  l'équilibre  n'est  possible  que  si  l'angle  i  a  une  tangente  inférieure  à  v/3,  c'est-à- 
dire  que  si     a  <;  C>{)°. 

On  inlerprr'le  facilement  en  résultat  on  remarquant  que  l'angle  OBG  étant  de  60», 
cette  condition  exprime  que  la  verticale  issue  de  B  est  intérieure  à  l'angle  OBH.  On 
conçoit  alors  que  la  résultante  de  la  tension,  dirigée  de  0  vers  B,  et  du  poids,  appuie 
la  sphère  sur  le  plan  S. 

Dans  le  cas  contraire,  indiqué  sur  la  figure  û,  on  voit  bien  que  la  pesanteur  et  la 
tension  du  fil  ont  une  résultante  qui  écarte  la  sphère  du  plan  S. 


Fi?. 


Bonnes  solutions  ;  MM.  Bktdiîzs-Ccli,  lycée  rie  Toulouse  ;  G.  Lacii,  à  Douai  ;  MAiiescALcni  ;  M.  Roux, 
nu  Creuset;  Topin,  à  Grandvilliers. 
Assez  bonne  solution  de  H.  Beaufrèhe,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Mondoubleau. 


2188.  Dijniimique.  —  Un  point  malériel  M,  déniasse  m,  se  meut  sur  une  circon/erence  de  rayon  R  ; 
l'arc  parcouru  s  est  dcfiyti  par  la  relation 

s  =  RL(I  -{-oii), 

ï  est  une  constante  positive  ;  L  désigne  le  logarithme  népérien. 

i"  Déterminer  la  vitesse  et  les  accélérations  tangentielle  et  centripète  à  un  instant  t  quelconque.  Trouver 
l'hodographe  du  mouvement .  (On  pourra  rapporter  celle  courbe  à  des  coordonnées  polaires.) 

1°  Soil  F  /(/  force  qui,  en  agissant  seule  sur  le  mobile,  produirait  le  mouvement.  Déterminer  rintensitc 
de  F  en  fonction  de  la  vitesse  v  du  mobile,  et  trouver  l'angle  de  F  et  du  vecteur  vitesse. 

3°  On  considère  le  dépln.';emenf  du  mobil';  entre  l'instant  initial  [t  =  0)  et  l'instant  t.  [évaluer  le 
travail  correspondant  de  F,  et  l'exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  initiale  V  et  de  l'arc  s  parcouru  par  le 
mobib'.  Montrer  qu'il  tend  vers  une  limite  quand  s  cruît  indéfiniment. 

4"  Le  rayon  R  étant  100  mètres,  la  masse  m  100  grammes,  la  vitesse  initiale  "^Çi  kilomètres  à  l'heure, 
trouver  les  valeurs  à  l'instant  initial  de  la  force  vive  du  mobile  et  de  la  force  F.  Ces  mesures  seront  données 
en  unités  industrielles  {unités  fondanfniales  :  mètre,  seconde,  kilogramme- force) . 


1.  Le  mouvement  est  discontinu   pour     (  =  — 


aussi  ne  donnerons-nous  à  la  variable  t  que 


des  valeurs  |supérieures  â  cette  limite.  Soit  A  l'origine  des  arcs  sur  la  circonférence  de  rayon  R;  le 
point  mobile  M  se  trouve  en  A  à  l'époque  l  =  0,  car  si  l'on  fait  (  =  0 
dans  la  formule  qui  donne  s  en  fonction  de  /,  on  trouve  s  =  0.  La 
vitesse  est  un  vecteur  MV,  porté  par  la  tangente  ;  la  direction  positive    Mi/t 

sur  la  tangente  étant  celle  qui  fait  avec  le  rayon  OM  un  angle  égal  à     H-  tt  ^, 


la  valeur  algébrique  de  ce  segment  est 


Rc 


h  l'instant  initial 


l-hOLt 

on  a     V  =  Rï. 

L'accélération  est  un  autre  vecteur,  MG,  dont  les  projections  sur  les  a\es, 

Mi/i  et  MO  (ce  dernier  de  sens  contraire  à  Oxi),  sont 

d's  Uï- 

accélération  tangentielle     ■;,  =  -j—  = 


df- 


accélération  centripète     •(„  =  — —  ^ 


Ra2 


(1  -H  oity- 

Ces  deux  composantes  ont  même  valeur  absolue  :   il  en  résulte  que  le  vecteur  accélération  est 
dirigé  suivant  une  droite  qui  fait  45°  avec  MO,  dans  le  sens  direct.  La  projection  de  cette  accélération 
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sur  la  tangente  est  de  sens  contraire  à  celle  de  la  vitesse,  l'accélération  est  retnrdatriro.  L'hodographe 
est  la  courbe  déciite  par  l'extrémité  d'un  vecteur  OP,  équipoUent  à  la  vitesse  MV  ;  les  coordonnées 
polaires  du  point  I',  par  rapport  à  Oi/  pris  comme  axe  polaire,  sont 

1  -I-  a/  ^ 

or     Mio  —  s  =  HL(1  '^.-  2l),     donc 

L(OP)  =  L(Ua)—  L(l  +aO  =   LflU)  — 10. 

On  en  lire  '"  ^  ^("(TÏÏ  )  "^^  '^''  ~  Hae-'. 

Le  point  V  décrit  une  spirale  logarithmique  ayant  0  pour  pôle  ;  l'angle  de  la  tangente  avec  le 
rayon  vecteur  est  égal  à  45",  puisque,  par  définilion  de  l'accélération,  la  vitesse  du  point  P  sur  l'hodo- 
graphe estéquipollente  à  l'accélération  de  M. 

—  ,         Iti-  ,    v'- 

2.  L'accélération  de  M  a  pour  intensité     MG  =  \  îî  |  y,  |   —   \/-2— —  —  v^J-t-- 

(1  -+-  ïij-  K 

La  force  qui   produit    le  mouvement  de  M  a  pour  intensité  le  produit  de   la  masse  de  M  par  son 

,-       îfiRa- 

accélération  ;  c'est  donc     v'--n tt' 

(I  +  at)' 

Exprimée  en  fonction  de  v,     F  =  \'iin——-     L'angle  de  la  force  et  du  vecteur  vitesse  est  l3o°. 

3.  Pour  calculer  le  travail  de  cotte  force,  nous  pouvons  appliquer  deux  procédés  :  le  travail 
élémentaire,  pour  un  déplacement  ds,  est  le  produit  algébrique  du  déplacement  par  la  projection  de  la 
force  sur  le  déplacement,  c'est-à-dire    tnds>:  7,.     On  a  donc 

dl   =  m-^i-j-dt  =  —  m— —  • •  dl  =  îhK-»- 


dl  (\-hoLt)-      l  +  y.t  il-t-'t'y' 

On  calcule  alors  le  travail  en  intégrant  cette  dillérentielle  entre  les  limites  0  et  /.  Cela  donne 

/        —  a          ,           IhR-ï-  /            1 
i  =  mR-i=      — -dt  = —    — -—  1 

.'„    (1  -ha/)3  2        V  (1  -+-  =<0' 

L'autre  procédé  consiste  à  appliquer  le  théorème  de  la  variation  de  force  vive.   Le  travail  effectué 
par  la  force  qui  agit  sur  le  point  M,  quand  il  passe  de  la  position  A   à  la  position  M  est  égal  ;i  la  demi- 

1 

variation  de  la  force  vive  de  M  entre  ces  deux  positions,     —  m{\r  —  \  '-),     ce  (jui  donne 

et,  en  remarquant  que      !-!-«<  =  «'", 

(Juand  /  augnii'tite  indélininiont,  s  croît  aussi  au-delà  de   toute  limite,  et  l'exponentielle      c 
tend  vers  zéro.  Donc  '!"  a  une  valeur  limite,  (pii  est     —  —  7»iV-. 

4.  Si  les  unités  fondamentales  sont  :  le  centimôlre,  la  seconde,  le  gramme-nimssc,  on  a 
R  ^  10000  =  10»,  w(  =  100  =  10^  V  =  3600000:  3  600  =  10^; 

alors  la  force  vive  initiale  est,  en  ergs, 

m\^  =  100x1000=  ==  10»  ergs  =  10  joules, 
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et  la  force  F,  en  d;/ne^,      t/±— —  =  /ï  X  10'  X  10"  X  IQ-'  =  v/^X  iO\ 

Or  le  kilogramme-force  vaut  OSl  000  dynes  et  le  kilogrammètre  vaut    981  X  10' ergs.     Donc 
V.  '^^  '000        ,  ^,^,  ,., 

'        =  98t  X  10'   =  "^hT  "    '  kilogramniPlres, 

v/^XlO^  yâx2        „„,,,,,., 

^  =  1i8r;^0-  =  -^ST  =  ''•°'^**  Icilogrammes. 

N.  li.  —  Presque  tous  nos  correspondants  ont  fait,  dans  l'application  nunn'rique.  une  erreur,  que  d'ailleurs  les  candi- 
dats à  rKcnlc  Navale  ont  été  aussi  assez  nombreux  à  commettre.  Us  ont  pris  m  =0,1  en  iiiiilés  industrielles.  L'énoncé 
disait  que  la  masse  était  celle  de  tOO  grammes,  non  que  la  mesure  de  celte  masse  dans  le  système  choisi  était  le  nombre  0,1. 
Kntrela  mesure  de  la  masse  et  celle  du  poids,  quel  que  soit  le  systèmed'unités  choisi,  doit  exister  la  relation  qui  définit  la  masse 
en  fonction  de  la  force  ou  inverseÊiient  :  mq  =  ^' .  Le  poids  de  100  grammes,  dans  le  système  indiqué  est  assurément 
100  grammes,  c'est-à-dire  0''i-',l,  donc  la  masse  de  ce  petit  morceau  de  matière  est  mesurée,  dans  le  même  système,  par  le 
nombre  0,1X9,81  (puisque  l'unité  de  longueur  est  le  mètre  fl  =  9,81).  Le  mot  masse  a  malheureusement  deux  sens  : 
en  physique,  il  désigne  une  grandeur  bien  déûnie  ;  mais  dans  le  langage  courant,  il  exprime  un  morceau  de  matière  :  si 
l'énoncé  avait  dit  :  un  morceau  de  matière,  qui  pèse  100  grammes...,  personne  ne  s'y  serait  trompé.  .Mais  beaucoup  de 
candidats  ont  remplacé  le  mot  étant  par  le  signe  =,  l'habitude  d'employer  des  abréviations  a  pu  leur  rendre  ici  un  mau- 
vais service. 

Les  professeurs  répètent  à  leurs  élèves  qu'il  faut  lire  attentivement  les  énoncés,  pour  bien  comprendre  ce  qui  est 
demandé  :  quelques  élèves  ont  suivi  dans  ce  cas  la  recommandation  d'une  façon  un  peu  aveugle.  Au  lieu  de  creuser  la 
queslion,  ils  en  ont  creusé  le  texte,  et,  voyant  que  g  n'était  pas  mentionné  dans  l'énoncé,  ils  en  ont  conclu  que  la  connais- 
sance de  cette  constante  n'avait  rien  à  faire  avec  le  problème. 

Le  moyen  le  plus  sur  de  ne  pas  commettre  d'erreurs  dans  le  passage  d'un  système  à  un  autre  nous  parait  être  de  commen- 
cer par  faire  les  calculs  dans  le  système  C.  G.  S. 

Les  formules  delà  Mécanique  sont  toutes  données  dans  les  Traités  de  Mécanique  rationnelle  en  supposant  que  le  système 
fondamental  est  un  système  :  longueur^  masse,  temps  :  il  est  facile  de  faire  les  calculs  en  appliquant  ces  formules,  et  en 
exprimant  les  données  dans  le  système  C.  G.  S. 

Les  résultats  une  fois  calculés,  la  transformation  est  facile  si  l'on  connaît  les  dimensions  de  la  i[uantité  considérée  :  or  la 
connaissance  de  ces  dimensions  est  une  chose  essentielle,  qu'il  est  impossible  d'ignorer. 

Bonnes  solutions  de  MM.  Beaufrère,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées  à  Mondoubleau  et  U.  Duroun,  école  normale  de 
Nancy. 

Assez  bonnes  solutions  ;  MM.  .1.  Chaizs,  école  normale  de  l'enseignement  technique  ;  G.  Lacii,  ii  Douai  ;  Topi.s,  à  Grandvilliers. 


Calcul. 

2189.  —  Calculer  les  trois  angles  x,  y,  z  compris  entre    — 90"    et   +90°,    satisfaisant  aux  relations 

sin  a  cos  i/1  —  k-  sin'-  6-t-  sin  ô  cos  a</l  —  k-  sin'^  a 

smx  = i-r—i ^-in ' 

1  —  A-sin^a  sin-  n 


cos  a  cos  h  —  sin  a  sin  b\/l  —  k-  sin^  aiJl  —  k-  sin^  b 

5in  y  =  ; r—z : . 

1  —  k-  sin^  a  siii-  6 
v/l  —  k'  sin'a/1  —  k-  sin-  b  —  k^  sin  a  sin  h  cos  a  cosb 


sin;  = 


1  —  k-  sin'^a  sin-  h 
où  l'on  suppose 

k  =  0,;jU27, 
a  =  123»  48'  10", 
b  =  52»  10'  20". 
Une   remarque  préliminaire  abrège  beaucoup   le  calcul:  les  numérateurs  des   trois    expressions 
considérées  sont  les  sommes  de  quantités  qui  ont  deux  à  deux  le  même  produit.  On  est  donc  conduit  à 
former  les  carrés  des  trois  sinus,  pour  essayer  d'éliminer  entre  ces  carrés  le  double  produit;  on  réussit 
ainsi  à  trouver  les  deux  relations  simples 

sin-  .T  ■+-  sin^  y  =  1, 
k^  sin^a;  -l-sin^  :   =  1. 
Commençons  donc  par  le  calcul  de  l'angle    x.    Pour  rendre  la  formule  calculable  par  logarithmes, 
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on  pourra  poser     /.sini  =  sin  ;/,     el     ks\nh  =  s'\nv,     la  formule  deviendra  alors 

cos  /;  sin  a  cos  v  -+■  sin  h  cos  a  cos  n 

sin  j-  = : : — ; 

1  —  sin  o  sin  »  sin  u  sin  r 
posons  encore 

sin  r/ cos  u  =  A  cos  r,      cosa  cosm  =  A  sin -x,      el     sin  n  sin  </ sin  «siii  î;  =  /o-sin- a  sin- //  =  cos- 0 

A  cos  (6  —  ?) 


il  en  résultera 


s\nx  =  r-— 

sin-') 

Calculs  préliminaires. 


=  )8o»  —  a  =  :;c."ii'r.o" 

logsina'  =  T,919j788 

cologsina'  =  0,0804212 

logcosa'  =  T,74')3:î7I 

logA  =  r,  197:!U20 

C'jUhI  de  n. 

iog  k      —  T,497:!020 
logsin  a      —  r,9IO:;788 


lojîsin  H     =  I,4li;t-.S17 

loK  sin  L'i"  s'  10"      =  ï/i  lliS284 

Cl", 8      ponr     '.\X\ 

i:;o8'i(i",s  =  u 

log  cos  i:i"  8'  20"     =  r,98 16603 
pour    —  :V',2  H-lS 


logco5  i(  =  1,9840621 


log  sin  6  =  1,8075489 

cologsin  b  =  (),l024:'ill 

log  cos  6  =  r.78700o9 

Calcul  de  i\ 

U>y.l!      =  r.l'.l7:!02.l 
l02  sin  b      =  r.897r.489 


logsin  V     —  l,:!!n8jiS 

logsin  14"  22' 20"      =  r,:i948373 

1",8      potir     I  ll'i 

li°22'2r',8=  t' 

loK  cos  14"  22'  30"      =  r,9>»(il8:;5 

pour     —  S", 2  -I-  44 


log  cos  B  =  1,9861899 
cologcosB  =  0,0138101 
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Calcul  de  o. 


|tg9l 


cos  a      cos  M 


sin  a       C05  V 
log  cos  a'  =  1,7453371 

cologsina'  =  0,0804212 
log  cos  u  =  r,984662 1 

cologcos»  —  0,0138101 


log  I  tgo  I    =  1,8242305 

log  Ig  33"  42'  30"      —  r,8242087 

4", 8       pour    218 

33"42'34",8  =  180"  —  a 

log  sin  :i3"  i2'  W     =  r,74426;i'.i 

pour     4", 8  132 


logsin  9      =  1,7442811 
146"  17'2:i",2  =  9 
94°    r    5",2  =  (p  —  6 
85"52'54",8  =  180"  -  (9  -b, 
logcos8o";i2';io"     =  2,8:i61956 
292  (pour  i")  pour   —  0'',2  +  ".S, 4 

logcos85°52'54",8  =  2,8562014 


I  AI 


Calcul  de  A. 
cos  a'  cos  II 


sin  ti 

log  cos  a'  =;  1,74;)3371 

log  cos  «  =  r,9840621 

cologsin?;  =  0,25;i7189 


^A  =  999 


5  =  41) 


log  1  A  1    =  1,98: 

71X1 

Calrxd 

de  0. 

COS  (1 

=  /t  sin  a  sin  i 

logfe 

=  1,49  73029 

logsin  a 

=  1,9195788 

log  sin  b 

=  1,89:5189 

log  COS  0 

=  r,  3 14  4306 

ogcos78"  :;'  lO" 

=  1,3144973 

+  3", 

\             -  333 

78"  0'  43",; 

=  0 

ogsin  78"!)' 40" 

=  1,9903559 

+  3",  3 

15 

logsin  0  =  l,9'.lOo57» 

cologsin  0  =  0,0094426 

2  cologsin  0  =  0,0188852 
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Calculs  définitifs. 

A  cos  (o  —l>) 


Calcul  de  .r.  —     sin  ^  .   „  , 

Slll=  0 

A  est  négatif,  ainsi  que     cos  ('f  —  //),     donc  sin  r  est  positif  et  r  compris  entre  0  et  90". 

log  I  A  I  =  1,9857181 

log  I  cosfo  — 6)  I  =2,8062014 

2coloasinfi  =0,0188832 


log  sin  X  =  3,8608047 
log  sin  i»  9'  43"     =  2,860791 7 

S  =  289     (pour  1")  0",o        pour  1.30 

donc  4°  9'  43",5  =  x 

Calcul    il''    y.    —    Le   sinus    de    ;/    est   visiblement    nétratif,   car     cos  n  cos // <C  0  ;      or  l'équation 
sin'^x  4- sin\//  =  1     montre  que       |  sin  y  |    =  cos  r,     donc 

sin  1/  =  —  cos  .1-  et  y  =  .r  —  90"  —  —  (8o°  TiO'  16", H) 

Calcul    de    z.    —    l/examen    de    la    formule    fait    voir    que     sin:     est    positif,    car    le     terme 
—  /.-^  sin  a  sin  b  cos  'i  cos  b     aie  signe     -+-  ;     ;  est  donc  compris  entre  0  et  90°.  Or  on  a  vu  que 

cos-  :■      =  /.'  sin-  .r, 
par  suite  cos:      =ks'\nx; 


923     (pour  1") 
Ainsi 


MM.  G.  Lach  (Douai  et  A.  RoitssE\o  (Fournes-en-Weppes)  ont  indiqué  la  simplification  élégante  du  calcul,  mais  leur 
calcul  n'est  pas  exempt  de  faute.  La  longueur  des  opérations  —  quand  on  ne  simplifie  pas  —  a  découragé  nos  autres 
correspondants. 


\n 

g  sin  .r 

=  2,8608047 

If 

logA- 
g  cos: 

=  l,'*973029 

-  2,3o81076 

1 

og 

cos 

88" 

41' 3i" 

+  0" 

9 

=  2,3n8189l 
pour    — 81.5 

z 

= 

88» 

41' 3i' 

,y 

y 

= 

— 

(80° 

50' 16" 

S) 

X 

= 

4c 

9' 43' 

,5 

Physique. 


2190.  — •  1"  Le  tube  de  verre  d'un  baromètrenormal  esl  exactement  cijlindrifjue  et  a  une  section  s  à  0". 
Il  plonçic  verticalement  dans  le  mercure  d'une  cuvette  très  large.  La  température  étant  0"  et  la  hauteur  de  la 
olonne  barométrique  étant  H,  on  met  la  partie  supérieure  du  tube  en  communication  avec  l'extérieur  par 
une  ouverture  assez  large  pour  que  la  pression  atmosphérique  puisse  s'y  exercer  instantanément. 

On  demande  d'exprimer  en  calories-gramme-degré  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  le  mercure  après 
cessatioyi  complète  des  mouvements  provoqués  par  la  chute  de  la  colonne  barométrique. 

2°  Comment  ce  rémltat  serait-il  modifié  si  le  tube  était  incliné  sur  la  verticale  d'un  angle  ï  assez  petit 
cependant  pour  qu'il  subsiste  une  chambre  barométrique? 

3°  Comment  ce  même  résultat  serait-il  modifié  si  la  cuvetie.  au  lieu  d'être  très  large.,  avait  une  section 
S  à  l'extérieur  du  tube  ? 

4°  Comment  serait-il  encore  modifié,  l'appareil  restant  le  même  et  pour  la  même  pression  atmosphérique, 
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si  la  température,  était  f  au  lieu  de  0°  ?  On  désignera  par  ;jl  le  coe/fieient  de  dilalation  absolue  du  mercure 
et  par  X  le  coefficient  de  dilatation  linéaire  du  verre. 

.")"  Les  conditions  initiales  restant  celles  de  la  l'*  question,  on  met  la  chambre  barométrique  en  large 
communication,  non  plus  avec  l'atmoxphère,  mais  avec  un  récipieul  de  grand  volume  contenant  de  l'air  sous 
une  pression  inférieure  à  celle  de  l'atmosphère  et  mesurée  par  une  hauteur  h  de  mercure  à  0".  Quelle  sera  la 
chaleur  dégagée  dans  le  mercure  après  retour  à  l'équilibre  ? 

On  fera  l'application  numérique  pour  ta  première  question  seulement,  arec  les  données  numériques 
suivantes  : 

s  =  4(in-.      H  =  76ciii.      Ilensiié  du  mercure  à  0°  ;     (/  =  Li,(J. 

Accélération  de  la  pesanlnm  :     g  =  981 . 

Equiralent  fircaniqu''  :     i  =t, 18X10'      ergs  p'ir  calorie  gramme-degré. 

1.   Les  forces  extérieures  qui  entrent  ou  jeu  durant  le  inouveinent  du   mercure  sont  d'une  partie 

poids  du  liquide,  d'autre  part  les  forces  dues  à  la  pression  atmosphériciue.  Le  volume  du  mercure  étant 

invariable,  le  travail  de  ces  dernières  est  nul,  le  travail  négatif  ii  la  surface  de  la  cuvette  compensant  le 

travail  positif  qui  s'effectue  dans  le  tube.  Le  travail  du  poids  du  mercure  ne  dépend  que  du  déplacement 

1 
du  centre  de  gravité,  lequel  est  égal  à  —  II  ;  le  poids,  exprime  en  dynes,  est  Usdg  ;  le  travail  est  donc 

—  W'-sdg.   Les  mouvements  une  fois  amortis,  tout  ce  travail  est  transformé  eu  une  quantité  de  chaleur 

tihdg 
-2.\ 
1,'applicalion  numéri(|ue  donne 

"Tb'x'iX  13,6x981 


ax4,18xl0' 


=  3,7. 


2.  Si  le  tube  est  incliné,  le  déplacement  vertical  du  centre  de  gravité  du  mercure  reste  le  même, 

mais  la  lona^ueur  de  la  colonne  mercurielle  est   et  le  résultat  précédent  doit  être  divisé  par  cos  a. 

cos  a 

3.  Si  la  cuvelle  a  une  section  S,  le  niveau  s'élève  de  //  dans  la  cuvette  tandis  qu'il  s'abaisse  de  a- 
dans  le  tube  et  la  somme  des  deux  déplacements  doit  être  égale  à  II  : 

x-\-y  =  II. 

Le  mercure  (pii  dispaïaît  du  tube  apparaît  dans  la  cuvette,  donc 

SX  =  S;/. 

S  « 

d'où  X  =  II— et  1/  =  H 


S  +  s 
Le  déplacement  du  cerilre  de  gravite  du  mercure  qui  |)asse  du  tube  dans  la  cuvette  est      -^(■''^-^  y\ 

c'est-à-dire  toujours   —II;   mais  le  volume  du  mercure  déplacé  n'est  que     s.r  =  II— Le  premier 

résultat  est  donc  multipliô  par 


S-l-s 

d 

4.  Si   la  température  est   /",  la   banteur  du  nuMCure  est     IIM    ■    iit),     sa  densité el  la 

'  •    '  1-1-  iJ^l 

section  du  tube     s({  —  i)t\.     le  produit    -  W'sdg     se  lr()UV(>  donc  multiplié  par 

(i  -+-  ixti' 


1  -t-(x/ 
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5.  Si  on  établit  dans  le  tube  une  pression  h,  le  mercure  reste  suspendu  à  la  hauteur    1!  —  h     et  le 
poids    de  ce  liquide  qui  disparaît  du  tube   est  seulement  hsdg\  son  centre  de  gravité  se  déplace  de 
I 


H  — -h     et  le  travail  correspondant  est 


-(■211  -  h)hsd,j. 


D'autre  part,  les  travaux  des  pressions  ne  se  compensent  plus.  Dans  le  tube,  il  y  a  un  travail  positif 
de  la  pression  hdi;i  portant  sur  le  volume  hs  ;  dans  la  cuvette,  travail  négatif  de  la  pression  Wdg  portant 
sur  le  même  volume  ;  ce  qui  fait  en  tout  un  travail 

-[\{-h)hsd,j. 

Le  travail  total  des  forces  extérieures  est  donc 


et  la  chaleur  dégagée 


— [2H  —  /i  —  2(H  —  /i  I  \hsdQ  ^  -  h-sdg., 
h"sdg 


Solutions  partielles  de  MU.  Emile  Dio.\,  de  SaintCloud,  et  Marcel  L'llmann,  à  Héricoiirt. 
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2181.  —  Cadre  21"^  sur  45'^™.  Ligne  de  terre  j;y  {en  trait  noir  fin)  petit  axe  ;  w  centre.  Les  plans  deprojec 

tioii  existent  et  sont  opaques.    Titre  extérieur  :   Ombres.    —   Titre  inlth-ieur  :  Ellipsoïde  et  Paraboloide. 


27  c 


Un  ellipsoïde  de  révolution  a  pour  axe  le  segment  vertical  (ah,  a'h')  ; 
wrt'  =  5001^  aa' =  S'il,  a' 6' =  14cm,  le  rayon  de  Véquateur  a  ^<:m.  Une  sur- 
face réglée  est  engendrée  par  une  droite  horizontale  qui  s'appuie  sur 
{ab,  a'b')  et  sur  la  droite  (G,  G';  ;  G  fait  un  angle  de  45°  avec  xy  et  est  à  une 
distance  ap  du  point  a  égale  à  0"";  G'  esl  parallèle  à  G  et  la  cote  du  point 
ip,  p')  est  7C111. 

La  surface  réglée  divise  l'ellipsoïde  supposé  solide  et  opaque  en  deux 
parties,  ijn  demande  :  1°  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  qui 
contient  le  point  le  plus  à  droite  de  l'ellipsoide ;  2°  de  trouver  les  ombres 
propres  et  portées  relatives  au  corps  précédent,  les  rayons  lumineux  étant 
parallcles  à  il,,  L'). 

Les  résultats  Sfuls  seront  tracés  à  l'encre  noire,  traits  pleins  pour  les 
lignes  vues,  points  ronds  pour  les  lignes  cachées.  Le  reste  sera  dessiné  à 
l'encre  rouge  en  traits  pleins  (plutôt  fins).  On  fera  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  un  point  quelconque  de  chaque  courbe  et  la  tangente 
en,  ce  point,  les  points  et  les  tangentes  remarquables;  le  trait  rougi  des 
ta  gentes  trouvées  sera  un  peu  renforcé  {en  couleur)  aux  environs  des 
points  de  contact  ;  aucune  flèche. 
d'ombre  qui  existent,  vus  ou  cachés,  à  l'encre  noire  [ou  à  l'encre  bleue);  hachures 
urfaces  différentes. 

(Ecole  centrale,  1913.) 

L'ellipsoide  a  pour  contour  apparent  vertical  l'ellipse  méridienne  dont  on  donne  les  deux  axes  et  que  l'on 
peut  construire  immédiatement.  Son  contour  apparent  horizontal  esl  la  projection  du  cercle  équateurde  rayon  5'^°'. 

Le  paraboloide  hyperbolique  esl  équilatère  et  a  pour  plans  directeurs  un  plan  horizontal  et  un  plan  vertical 
parallèle  à  C  II  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  ses  contours  apparents  puisqu'il  a  une  génératrice  verticale 
(ab,  a'b')  el  une  génératrice  de  bout  projetée  verticalement  au  point  d'intersection  de  G'  et  de  a'b'  :  les  traces  de 
tous  les  plans  tangents  à  la  surface  qui  sont  perpendiculaires  à  un  des  plans  de  projection  pivotent  respective- 
ment autour  de  la  trace  correspondante  d'une  de  ces  génératrices. 


^^\  ,'• 

1 

\: 

;\P' 

:^  ^  =^ 

.,.  \      1 

45'^\  :"/  ; 

isr\  1 

K  i'-> 

«T  ! 

0'       n 

/^      1 

a       '- 

(Jn  tracera  tous  les  conta 

les  ombres  cuis,  différentes  ptour  de 
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On  peut  obtenir  l'intersection  des  deux  surfaces  en  les  coupant  par  des  plans  horizontaux  qui  donnent 
chacun  dans  l'ellipsoïde  un  parallèle  et  sur  le  paraholoïde  une  génératrice  dont  l'intersection  avec  ce  parallèle 
fait  connaître  deux  points  de  l'intersection.  On  peut  aussi,  et  cela  revient  au  même,  couper  les  deux  surfaces 
par  les  plans  méridiens  de  l'ellipsoïde  :  chacun  d'eux  donne  l'ellipse  de  grandeur  invariable  qu'on  peut  amener 
par  une  rotation  à  coïncider  avec  la  méridienne  de  front,  et  une  génératrice  horizontale  dont  la  projection 
verticale  n'a  pas  bougé  pendant  la  rotation,  et  coupe  l'ellipse  en  deux  points  qu'on  ramène  ensuite  dans  le  plan 
méridien  auxiliaire  par  la  rotation  opposée.  Il  y  a  avantage  à  définir  les  plans  auxiliaires  par  une  suite  de  points 
équidistants  sur  la  génératrice  G;  ici,  par  exemple,  les  doux  projections  étant  également  inclinées  sur  j;/,  (ui 
l)ourra  diviser  chaque  projection  de  G  en  centimètres  et  obtenir  assez  rapidement  les  génératrices  et  les  paral- 
lèles correspondants. 

On  obtient  la  tangente  en  un  point  quelconque  (m,  >n')  en  prenant  l'intersection  du  plan  tangent  à  l'ellip- 
soïde avec  le  plan  tangent  au  même  point  au  paraboloïde  ;  le  premier  plan  a  pour  horizontale  sur  le  plan  de 
l'équateur  8jf,  et  le  second  la  parallèle  ni  à  la  génératrice  Im  qui  a  donné  le  point  m,  par  la  trace  (n',  n)  de  la 
seconde  génératrice  h'm'n'  du  point  (m.  ,ii).  La  tangente  est  alors  (tm,  l'iii'). 

l'oinU  reitiarijKiibles.  —  Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  l'ellipsoïde  sont  d'abord  les  extrémi- 
tés «Vj'  du  grand  axe  de  la  méridienne,  puis  les  points  d'  qui  sont  donnés  par  la  génératrice  horizontale  située 
dans  le  méridien  de  front  et  cjui  passe  par  (c,  c')  ;  elle  donne  les  points  rf  de  la  projection  horizontale. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  sont  sur  la  génératrice  qui  est  dans  le  plan  de  l'équateur,  et 
qui  n'est  autre  que  la  perpendiculaire  commune  à  G  et  à  la  génératrice  verticale  de  la  surface  :  ce  sont  les 
points  f^),  p')  et  {q,  <j'  . 

La  projection  verticale  de  la  courbe  a  un  point  double  sur  la  génératrice  de  bout  en  h';  les  tangentes  en  ce 
point  étant  contenues  dans  le  plan  tangent  au  paraboloïde,  qui  est  de  bout  puisqu'il  passe  par  la  génératrice 
(/(,  /('),  sontles  projections  verticales  des  deux  génératrices  du  système  dilférent  passanten  chacun  des  points  qui 
se  projettent  au  point  double.  Nous  obtenons  l'une  d'elles,  par  exemple  celle  qui  correspond  au  point  x,  en 
menant  sa  projection  liorizintale  ad  parallèle  à  G,  ce  qui  donne  sa  projection  verticale  d'h'. 

La  projection  horizontale  présente  un  point  double  en  ab  sur  la  génératrice  verticale  etpour  la  même  raison 
que  précédemment  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  projections  des  deux  génératrices  horizontales  (ini  passent 
en  {a,  a')  et  [b,  b')  et  dont  l'une  est  af. 

La  construction  d'un  point  courant  met  en  évidence  la  symétrie  de  la  couibe  par  rapport  ii  pq  en  projection 
horizontale  et  par  rapport  à  a'b'  en  projection  verticale. 

Ombre  propt-e .  —  La  couibe  d'ombre  propre  sur  l'ellipsoïde  est  la  courbe  de  contact  dn  cylindre  circon- 
scrit parallèlement  aux  rayons  lumineux,  c'est-à  dire  la  section  par  le  plan  diamétral  conjugué  de  celte  direc- 
tion. On  peut  avoir  en  vraie  grandeur  le  grand  axe  de  l'ellipse  section  en  faisant  tourner  le  méridien  parallèle 
aux  rayons  lumineux  jusqu'à  ce  qu'il  soit  de  front,  et  en  lui  menant  les  tangentes  parallèles  à  ces  rayons. 

Nous  obtenons  ainsi  la  direction  (L',,  Li)  dont  le  diamètre  conjugué  o'g'i  fait  connaître,  après  rotation 
opposée,  le  point  le  plus  haut  y'  et  le  point  le  plus  bas  de  l'ellipse  cherchée.  Nous  avons  en  même  temps  la 
longueur  du  diamètre  conjugué  de  o'ij'  qui  est  la  projection  verticale  du  diamètre  horizontal  or  et  se  confond 
avec  o';j'.  On  peut  alors  construire  l'ellipse  au  moyen  de  ce<  deux  diamètres  conjugués,  et  la  limiter  aux  points 
(^,  ^')  et  (y.  y')  où  elle  rencontre  lacom-he  d'intersection  des  deux  surfaces. 

La  courbe  d'ombre  propre  sur  le  |)arab<iloïde  se  détermine  d'une  manière  analogue,  en  construisant  sur  les 
différentes  génératrices  le  point  de  contact  du  plan  tangent  parallèle  aux  rayons  lumineux.  C'est  un  arc  de 
liarahole  dont  l'axe  est  horizontal  et  parallèle  à  G  comme  l'axe  du  paraboloïde  lui-même  et  qui  est  limité  aux 
points  (/,,  ■'/)  et  (5,  l')  ou  il  coupe  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Ombre  poriéc.  —  Sur  le  plan  horizontal  l'ombre  portée  se  compose  de  trois  arcs  de  courbe  appartenant  :  1° 
k  la  trace  horizontale  du  cylindre  dont  la  base  est  l'ellipse  d'ombre  propre  ;  2°  à  la  trace  horizontale  du  cylindre 
dont  la  base  est  la  parabole  d'ombre  propre  ;  3°  ii  la  trace  horizontale  d'un  troisième  cylindre  ayant  pour 
directrice  l'arc  de  courbe  (yS,  y'S')  et  l'arc  (^r,,  fi'//),  ces  trois  surfaces  cylindriques  ayant  leurs  génératrices 
parallèles  aux  rayons  lumineux.  En  chacun  des  points  tels  que  {^,  ^')  où  leurs  diiectrices  se  rencontrent,  elles 
admettent  d'aillcui's  deux  à  deux  le  même  plan  tangent,  car  ce  plan  est  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  en  ce  point, 
ou  au  paraboloïde  s'il  s'agit  du  point  (o,  o)  par  exemple.  Donc  les  courbes  d'ombre  portée  se  raccordent  sur 
le  plan  horizontal,  et  aussi  sur  le  plan  vertical. 

Nous  avons  déterminé  le  point  le  plus  en  avant  u,  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  en  menant  au 
cylindre  elliptique  le  plan  langent  parallèle  à  xy  et  pour  cela  nous  avons  déterminé  l'intersection  du  plan  de 
l'ellipse  d'ombre  propre  avec  le  plan  passant  par  xy  et  une  parallèle  aux  rayons  lumineux,  puis  nous  avons 
mené  la  tangente  à  l'ellipse  parallèle  à  cette  intersection  au  point  le  plus  en  avant,  ce  qui  a  donné  (y,  v')  dont 
l'ombre  ri  est  le  point  cherché. 


4ll(i  OUESTIONS'  PROPOSEES 


Mous  avons  procédé  de  la  ini^me  manière  pour  obtenir  le  point  le  plus  haut  w[  do  la  projention  verticale, 
qui  provient  du  point  ir' diaiiiélralenient  opposé  au  point  v'  sur  l'ellipse. 

Nous  avons  aussi  construit  les  points  tels  ipie  (-,  -'i,  où  l'otubre  portée  renconti-e  la  ligne  de  terre,  en 
menant  les  génératrices  du  cylindre  correspondant  —  ici  le  cylindre  elliptique  —  par  les  points  d'intersection 
de  sa  base  avec  la  droite  [t^,  s'ï'i  trouvée  précédemment  couinie  inlerseclion  de  ce  plan  de  base  avec  le  plan 
parallé|Tiaux  rayons  lumineux  et  passant  par  xy. 

La  distinction  des  parties  vues  et  des  parties  cachées  est  immédiate  :  on  remarque  que  l'arc  d'à'  du  contour 
apparent  vertical  à  droite  de  l'ellipsoïde  est  enlevé  tandis  qu'il  subsiste  entre  <f  et  '/'  à  gauche. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


2231.  —  On  donne  une  ellipse  de  centre  0.  Un  projette  un  point  .M  quelcoM(|ue  de  cette  ellipse  en  1'  et  (J 
>ur  les  axes. 

l'i  Enveloppe  de  l'hyperbole  équilalère  ayant  pour  centre  P  (ou  ■Q},  et  M  pour  l'un  des  sommets  réels. 
2"  l.ieu  du  second  point  de  rencontre  L  des  deux  hyperboles  de  cette  espèce  qui  passent  par  M. 
3»  Enveloppe  de  l'hyperbole  équilatère  ayant  son  centre  en  M  et  un  sommet  réel  en  P  (ou  en  Q). 

!)'■  Werner  (jaedecke. 
2232.  —  Une  barre  homogène  pesante  AB  de  longueur  2/  est  située  dans  un  plan  verti- 
cal et  s'appuie  sur  une  courbe  (C)  de  ce  plan.  L'extrémité  A  est  assujettie  à  glisser  sans  frotte- 
ment sur  une  verticale  Oi/  du   plan.  Déterminer  la  courbe  (C)  de  manière  que  la  barre  soit  en 
équilibre  quel  que  soit  son  point  de  contact  avec  la  courbe  (il  n'y  a  pas  frottement). 

G.  L.vcii. 
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Voici  deux  ouvrages  qui  ne  peuvent  manquer  d'intéresser  un  grand  nombre  de  nos  lecteurs,  et  que  je 
m'empresse  de  signaler  à  leur  attention  : 

1°  Problèmes  de  Mi'ca)iiqite  et  cours  de  Cint'inatique;  conférences  faites  en  l'Jl'-i,  par  .M.  tiuiciuiiu,  professeur 
à  la  l'acuité  des  Sciences  de  Paris.  Rédaction  de  MM.  Dautry  et  Deschamps.  —  Librairie  scientifique  .\.  Hkrma.nn 
cl  fils,  6,  rue  de  la  Sorbonne.  —  Prix  :  6  fr. 

Ce  petit  ouvrage  de  i:JO  pages  environ  contient  un  assez  grand  nombre  d'exercices  très  intéressants,  avec 
leurs  solutions. 

Le  premier  chapitre  est  consacrg  à  la  cinématique  plane;  le  second  à  la  cinémati(iue  du  corps  solide;  le 
troisième  à  la  dynamique  du  point  et  à  la  géométrie  des  masses;  le  quatrième  à  la  dynamique  des  systèmes  et 
à1a  solution  de  problèmes  donnés  anx  examens. 

L'ouvrage  se  termine  par  un  cours  élégant  et  parfaitement  clair  de  cinématique,  où  toutes  les  (jucstions  sont 
exposées  brièvement,  mais  cependant  complètement  et  avec  beaucoup  de  netteté. 

2°  Cours  complet  de  Mathématiques  spéciales  :  I.  Algèbre  et  analyse,  par  J.  Ham;,  professeur  à  la  l'acuité  des 
Sciences  de  ('lermont.  —  (iAuVimcR  Vii.iaiis,  Paris.  —  JVix  :  'J  fr. 

('.et  ouvrage,  très  intéressant,  rédigé  avec  un  constant  souci  de  la  rigueur  et  de  la  concision,  est  cependant 
d'une  grande  clarté.  Il  est  destiné  aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  candidats  aux  grandes  écoles,  aux  étu- 
diants de  Mathématiques  générales,  et  enfin  ii  ceux  ([ui  veulent  aborder  avec  fruit  l'étude  des  Mathématiques  supé- 
rieures. C'est  dire  que  les  étudiants  des  deux  premières  catégories  pourront  laisser  certaines  questions  de  côté. 

Cet  ouvrage  de  100  pages  environ  est  accompagné  d'un  second  volume  d'exercices  de  200  et  quelques  pages 
oii  l'auteui'  indique  un  grand  nombre  d'exercices  et  problèmes  i-ésolus  ou  non.  Les  lecteurs  de  la  Revue  y  retrou- 
veront l'élégance  et  l'ingi'niosité  qu'ils  ont  déjà  admirées  dans  les  probliiues  |dciris  d'originalité  et  d'iiiliMi'l  ([uc 
.M.  Ilaag  a  bien  voulu  m'adresser  pour  eux. 

E.  11. 
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ECOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES  {Cours  préparatoires.) 
Concours  de  1913. 


Malkéviatiques. 

2163.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires  Ûa'i/s,  et,  dans  le  plan  des  xy,  une  droite  AB  parallrle  a  Oy. 

On  considère  les  droites  MN  (/ui  s'appuient  sur  Oz  et  sur  AB  et  qui  font 
avec  Os  un  angle  donné. 

1"  Trouver  l'équation  de  la  surface  décrite  par  ces  droites. 

"2°  Dire  la  nature  des  sections  de  cette  surface  par  des  plans  parallèles 
au  plan  des  yz. 

3°  Trouver  le  lieu  des  asymylotes  de  ces  sections. 

i"  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  ces  sections. 

Avant  daborder  la  solution  analytique  de  ce  problème,  quelques 
remarques  s'imposent. 

Partout  point  tle  0:,  il  passe  évidemment  deux  droites  MN  :  ce  sont  les  deux  génératrices  d'un 
cône  de  révolution  autour  de  0:  ayant  pour  demi-angle  au  sommet  l'angle  donné,  «,  el  qui  s'appuient 
sur  AB.  La  droite  O2  est  donc  une  ligne  double,  deux  nappes  de  la  surface  se  coupent  sur  0:. 
11  est  tout  aussi  aisé  de  montrer  que  AB  est  une  autre  ligne  double  de  la  surface. 
La  section  faite  par  un  plan  passant  par  0:  se  compose  alors  de  deux  fois  Oï  et  de  deux  droites  MN 
qui  s'appuient  sur  AB  au  point  de  rencontre  avec  le  plan.  Le  lieu  de  MN  est  donc  une  surface  du 
quatrième  ordre 

1.  Soient  alors     x  =  a,      z  =  0,     les  équations  de  la  droite  AB.  Les  coordonnées  d'un  point  de  0; 
sont  0,  0,  À;  celles  d'un  point  de  AB,  «.  a,  0.  Ladroite  MN,  qui  joinlcesdeux  points, a  donc  pouréqualions 


en  exprimant  qu'elle  fait  avec  0;  un  angle  constant,  y-,  nous  avons 

X- 


O^    -+-    (JL-  -I-  l- 

ou  X-  sin'2  a.  —  (a-  -+-  [x'^)  cos^  x. 

L'élimination  de  À  et  de  [x  entre  cette  relation  et  les  équations  de  ladroite  est  immédiate  et  donne 

(l)  (x — rt)-(.r- -t- y^)  cos- a  —  x-;-sin2a=0. 

Telle  est  l'équation  de  la  surface.  Toutes  les  remarques  que  nous  avons  faites  sont  en  évidence  sur 
cette  équation. 
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Nous  voyons  de  plus  cjne  les  direclions  asymptoliques  sont  données  par     ,i-  =  0     et 
(x'^  -+-  y-)  cos-  ï  -  z'^  sin-  a  =  U. 

Ces  dernières  sont  celles  d'un  cône  de  révolution  autour  de  0:  et  ayant  pour  demi-angle  au 
sommet  l'angle  «.  Ceci  encore  était  évident  a  priori.  On  pouvait  encore  prévoirque  le  plan  des  yz  est  un 
plan  double  de  directions  asymptotiques,  car  en  coupant  la  surface  par  le  plan  des  y:  ou  par  un  plan 
parallèle  mené  par  la  droite  AB,  on  ne  trouve  à  chaque  fois  qu'une  droite  double  à  distance  finie  :  il  faut 
donc  bien  que  la  droite  à  l'infini  de  ce  plan  soit  aussi  une  droite  double  de  la  surface. 

2.  Kn  faisant    x  —  k     dans  l'équation   (1),  on   obtient  la  courbe   projetée  sur  le  plan  des  y:, 

(  /.■  —  a)'(j/2  +  /,-2)  cos2  a  —  k-z'-  sin''  x  =  0. 
C'est  une    hyperbole  rapportée   à  ses  axes,  ayant  pour  axe   transverse   l'axe  des   z,  pour  axe 
iinairinaire  l'jixe  des  y,    et,    pour  asymptotes,  les  deux  droites 

{k  —  afy-  cos-  a  —  k-z-  siii=  a  =  0. 

3.  Le  lieu  des  asymptotes  s'obtient  en  remplaçant  /.•  par  .(  dans  cette  équation.  C'est  la  surface  du 
quatrième  ordre 

(x  —  n)-y-  cos'  a  —  x^z^  sin^  «  =  0. 
Cette  surface  se  décompose  en  deux  paraboloïdes  hyperboliques  symétriques  l'un  de  l'autre  par 
rapport  au  plan  des  xy,  et  au  plan  des  zx . 

4.  Les  graodeur.s  des  axes  de  cette  hyperbole  sont  donnés  par 

A-  =  (/••  —  II)-  cot-a, 

B2  =  A'^ . 
Les  coordoimées  des  foyers  sont  données  alors  par 

X  =  k,  y  =  0,  c^  =  A--hB-. 

Le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  du  plan  des  :.r  : 

y  —  0,  z-  =  x^-\-{x  —  a)-  col-  a . 

C'est  une  hyperbole,  ayant  pour  axe  imaginaire  Ox. 

Bonnes  solutions  :  MM.  E.  Rooge,  à  Sainte  Barbu  :  Betbèzé-Coi.i,  à  Toulouse  :  L.  Simon,  à  Fourmies;A.  Rot'^siiAf,  ;i 
Fournes-en-Weppes  ;  L.  Naucelle,  à  la  ChStre;  Léon  Beywe  ;  L.  TnoiN  ;  M.  Koux. 

Assez  bonnes  solutions;  MM.  L'llmann,  a  Héricourt  :  .1.  Chaizk,  l'i  Paris;  G.  Lach,  à  Douai 


2164.  —  Soient,  en  axes  rectanyulaires,  une  courbe  C  et  sa  normale  MN   timilée  à  Ox. 

On  mène  par  0  une  droite  011  rgale  et  parallèle  à  NM.  Déterminer  la  courbe 
C  par  la  condition  que  le  point  R  décrive  une  conique  I"  ayant  son  sommet  en  0 
et  son  axe  suivant  Ox. 

On  commencera  par  traiter  le  cas  simple  où  la  conique  V  est  une  parabole. 

On  prendra  ensuite  le  cas  général  oit  la  conique  r  est      x  =  a  ±  \/a^  —  my*. 

Discuter  la  forme  de  C  suivant  les  valeurs  de  a  et  de  m. 

Si  l'on  désigne  par  c  l'abscisse  d'un  point  courant  sur  la  courbe  (C)  et  que 
l'on  prenne  ce  nombre  pour  variable  indépendante,  l'équation  de  la  normale  en 
ce  point  courant  (x,  y)  sera 

X-  a^-4-y'(Y-  y)  =  0, 
et    les   composantes  du    vceleur    Oii,    équipoUent   à    NM,    seront      — i/i/'    et    y;    ce   sont  aussi    les 
coordonnées  du  iioint  R. 
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Exprimons  d'abord  que  le  point  H  décrit  la  parabole     y^  —  2px  =  0  ;     nous  aurons 

if-^2pyy'  =  0. 

Celte  équation  admet  d'abord  la  solution  i/  =  0,  qui  est  évidemment  une  solution  exceptionnelle  ; 
pour  cette  solution  les  deux  composantes  de  NM  sont  toujours  nulles  et  le  point  R  est  biea  sur  la 
parabole,  mais  il  est  toujours  au  point  0.  Une  fois  cette  solution  supprimée,  l'équation  devient 

;/        2p  ' 

et  la  solution  la  plus  générale  qu'elle  admet  est 

y  =  Ce"^- 
Toutes  ces  courbes  sont  des  courbes  exponentielles  ;  elles  se  déduisent  toutes  de  l'une  d'elles  par 
des  translations  parallèles  à  Oa;  et  par  symétrie  relativement  à  cet  axe  ;  car  leur  équation  peut  toujours 

s'écrire  y  =  ±i;^^''    ■ 

Supposons  maintenant  que  la  conique  ait  pour  équation 

X  =  a±  ija-  —  my^  ; 
l'équation  dilTérentielle  de  la  courbe  G  sera  alors 


~  yy'  =  «  ±  \/a^  —  my^, 
et,  en  posant     a-  —  my-  =  z-,     elle  deviendra 


Les  deux  équations  difl'érentielles  qui  correspondent  aux  deux  signes  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  le  changement  de  :  en  —  z,  et  ceci  n'a  aucune  importance  si  on  prend  :  comme  variable  para- 
métrique indépendante.  Prenons  le  signe    +  ;     nous  aurons  alors 

-^dz 
=  7nai\ 

z-ha 

puis,  m(x  —  x„]  =  z  —  aL\ • 

I      <i     I 

Faisons  subir  à  cette  courbe  une  translation  parallèle  à  Ox,  d'amplitude     — x„  ;     elle  aura  alors 

pour  équation  paramétrique 

1:+  a  I 
mx  ^  z  —  rt  L  1  > 


Changeons  a  en  —  a  ;  nous  voyons  alors  qu'en  changeant  :  en  —  :,  x  se  change  en  —  x, 
pourvu,  bien  entendu,  que  m  reste  invariable,  et  y  ne  change  pas.  Les  deux  courbes  correspondantes 
sont  donc  symétriques  par  rapport  à  Oy.   Dès  lors  nous  supposerons  a  positif. 

H  y  a  évidemment  deux  cas  généraux  à  étudier  suivant  que  m  est  positif  ou  négatif. 

l'^Cas:  m  >  0.  Alors  z  ne  peut  varier  que  de  — a  à  -ha;  dans  cet  intervalle,  z -\- a  est 
positif  et  la  valeur  de  x  est 

1  r         ,   :  +  «   I 

X  =  —    :  —  aL— —  l- 

m  \_  "I 

a 
Pour    ;  =  — a,     x  est  égal  à     +  <x,     u  est  nul  ;  pour     ;  =  0,     x  est  nul,   y  est  égal  à  — ^^  j 

pour    z  =  a,    x= — (1— L2),     y=0- 
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Les  variiitions  de  |  y  |  son!  évidentes  \  \  y  \  croil  d'abord  de  0  à  a,  puis,  décroil  de  a  à  0.  Celles 
de  X  découlent  de  l'étude  de  la  déiivée 

dx  _    1        : 
dz  m   z  -\-  a 

de    — a     à  0,  a;  décroît;  il  croit  ensuite.  Le  point  qui  correspond  à     :  =  a 
-        est  donc  un  point  de  rebroussemenl  ;  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
en  ce  point  est     —  \Jm. 

Une  fois  l'arc  CAB  tracé,  la  courbe  s'achève  par  symétrie  par  rapport  à 
()x  {fig.  1). 

Fit;.    '• 

.26   Cas  :     ?n  <  0.     Alors    :    varie   de     — ao     à     — a     et  de     -f-a     à 
ce  .     Dans  le  premier  intervalle,  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont 


ou,  en  posant     m  =  — m'. 


l[._..i^],         ,,..^2 


1   r    ,    :-t-<»  1 

m   L         —  1  J 

Dans  le  second  intervalle,  ce  sont 

'«    L  a  J 


v'n^ 


Etudions  encore  ici  comme  dans  le  cas  précédent  la  valeur  positive  de   y. 

Four     :  =  —  oc  ,     a;  et  (/  sont  égaux  :i      -+-  a;  ;      pour      s  =  —  a  —  e,      x  est  égal  à     —  oo  ,     y 
est  nul.  Les  fonctions  x  et  y  sont  d'ailleurs  toujours  décroissantes,  comme  le  montrent  de  suite  les 

deux  dérivées 

(/.(■  :  dy  z 

dz  m'iz  -+-  a)  dz  m'y 

Le  coofticient  angulaire  de  la  direction  asymptotique  est  la  limite  de 

dy  '  z  -H  a 

dx  y 

pour     :  =  —  »  ;     il  est  égal  à  '/m'. 

La  fonction     y  —  xi/m',     qui  est  égale  à 


-LU-^^+^-aLi^t^l, 
/m'    L  -  «   J 


\/m'    L  —  « 

devient  égale  à     — oo      pour     :  =  —  oo  ,     puisque  la  partie 

_1^(^,.  _«.  +  ,) 
a  pour  limite  0,     et  la  branche  infinie  correspondante  est  une  branche  parabolique. 

Pour    :  =  (I,    ./•  =  — r(L2  —  1),     w  =  0,     -f-  =  ao  ;    la  nouvelle 
m'  dx 

liranclie   part    d'un   point   1)   situé  sur   0.r'   et    y    est  tangente    à  une 

parallèle  à  Oi/. 

dy 
Four     :  =    I- X ,      a-    est   égale    à      — x,     y     a     -\- x      '^^  ~f~ 

à     — y/ni'.     La  hriinclH'  infinie  correspondante  est  encore  uii(>  branche 
paraboli(|ue. 
Kig.2.  11  Cï*t  alors  facile  de  tracer  les  deux  arcs  de  combe,  ABC  et  DE, 
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qui  correspondent  aux  deux  intervalles  et  aux  valeurs  positives  de  ;/.  La  courbe  s'achève  ensuite  par 
symétrie. 

Assez  bonnes  snlutions  :  WM.  Bethbézé-Culi,  lycée  de  Toulouse  ;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  L.  Naooelle,  à  la  Cliiilie 


2165.  —  Un  ■point  se  meut  de  telle  façon  que  sa  vitesse  varie  proportionnellement  au  rayon  vecteur  r 
issu  d'un  centre  fixe,  et  que  son  accélération  passe  par  ce  centre.  Exprimer,  en  fonction  du  temps,  le  rayon  r 
et  l'angle  qu  il  forme  avec  une  direction  fixe.  Déterminer  la  trajectoire.  Calculer,  en  fonction  de  r,  la  grandeur 
de  l'accélération  totale, cellede  l'accélération  centripète,  celle  du  rayon  de  courbure.  Trouver  en  fin  l'hodographe. 

Pour  traiter  cette  question,  nous  prendrons  des  coordonnées  polaires  ;  le  centre  des  forces  sera  le 
piMe,  une  demi-droite  passant  parce  point,  l'axe  polaire,  et  nous  orienterons  le  plan 
clans  le  sens  du  mouvement.  Le  mouvement  est  alors  défini  par  les  circonstances  ini- 
tiales qui  sont  :  les  coordonnées  polaires  Oo  et  r^  de  la  position  initiale  A,  la  vi- 
tesse initiale  «„,  et  l'angle  o„  qu'elle  fait  avec  le  rayon  vecteur;  puis  enfin  par  la 
relation  donnée     v  =  l,r. 

Si  nous  écrivons  que  le  carré  de  la  vitesse  est  égal  à  k'-r-,  nous  aurons 
/  dr  \-  .  dn 

d'autre  part,  nous  avons  l'équation  des  aires 


dt  ! 


r-—  =  C 
dt 

Au   départ,  nous  avons     u,,  =  /i)\i,     ce  qui  donne  /.',  s'il  n'est  pas  donné  autrement;  G  est  donné 

par  le  moment  de  la  vitesse  initiale  par  rapport  au  point  0.  On  a  : 

C  =  r„i'„  sin  a„. 

Nous   savons  d'ailleurs  que  C  est  positif,  parce  que  -7—  est  positif  d'après  le  choix  du  sens  des 

angles  ;  nous  garderons  la  constante  C. 

Pour  avoir  le  rayon  vecteur  en  fonction  du  temps,  nous  éliminons  l'angle  0,     — -—  =  — -,     et  nous 
■^  ^  °  dt         r'' 

aurons  [  -r- )   H =  /<  '  , 

V  dt  '  r- 

rdr  , 

puis  — —  =  Jk-r^  —  C-. 

dt  ^ 

Nous  nous  placerons  dans  le  cas  oii  le  rayon  vecteur  croit  à   partir  de  la  position  initiale  ;  alors 

dr 
—r-  est  positif  et  le  radical  sera  pris  avec  le  signe  plus.  Il  serait    tout  aussi  facile  d'étudier  l'autre  cas. 

En  séparant  les  variables,  nous  aurons  alors 

dt  = 


yikh-'  -  c-^ 

Posons     u  =  kr^;    nous  aurons 

du  =  Urdr, 

,  i  du 

et,  par  suite,  dt  = 


2/.-     /w^  —  C^ 
L'intégration  est  immédiate  et  donne 


.    u -i- \/u^  —  C- 
-Iklt—-.)  =  L —^ ' 


X  étant  une  constante  qui  est  à  déterminer. 
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Nous  tirons  delà  m-  v/u^  —  C^  =  Ce^''  '--'  ; 

le  produit  par  la  quantité  con. juguéo  donne  G^  ;   on  peut  donc  écrire 

„  _  ^uiZ:  C2  ^  Ce--'"'-"' 

et  par  suite,  «  =  C  ch  ^lk[t  —  t)  :  d'où  r-  =  j  ch  ik[l  —  -\. 

Telle  est  l'exprossion  de    r   en  fonction  du  tpuips.  Pour  déterminer  t,  on  écrira  (ju'au  temps    /o.  i" 

est  égal  à  >„. 

Nous  avons  à  déterminer  0  en  fonftion  du  temps.  Pour  cela  nous  partirons  de 

^  __C_  k 

~dt   ~  1^  ~    ch'îk{t  —  I)  ' 

Pour  intégrer  celle   expression,  j'exprime  le  cosinus  hyperbolique    en  fonction  de  l'argument  moilié 

ki'/t 
et  j'ai  aO  =     ,  ^ ,,, r- — ,  ,  , ,, r- 

•'  ch- k{t  - -.) -h  sh- k{t  — -) 

dir 
Divisons  haut  et  bas  par     ch^  k(t  —  •:),     nous  aurons     dO  = en  posant     ir  =  In  k(t —  -); 

ceci  nous  donne     0  — a=arctg»;  et,  par  suite,         h' =  tg  (0  —  a)  =  th /c(< — -). 

Ges  deux  relations  nous  donnent,  aussi  bien  l'une  que  l'autre,  la  valeur  de    0  en  fonction  du  temps. 

Si    nous    voulons    calculer    x,     nous  exprimerons    (]ue    pour       (  =  to,      on    a      0  =  ')„.      Nous 
garderons  la  constante  a. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trajectoire,  il   faut  remplacer,  dans  l'expression  de    r-,    la  tangente 
hyperbolique  par  sa  valeur.  Or 

2  _   ^   •^'i'  ''('  ~  ')  +  sh^-  k[t  —  -)    _  G  l  +  w'- 


Or    «'=tg(i) 


donc 


A-   ch-'  k{t  —  T I  —  sh^  k(t  —  -z)         le  I  -  w'' 


H  =  il- 


k  cos2(6  —  a) 

Ceci  est  l'équation  delà  trajectoire  ;  on  reconnaît  tout  de  suite  une  conique,  une  hyperbole  équilatère. 
Calculons  maintenant  l'accélération  totale  ;  pour  cela  nous  n'avons  qu'à  appliquer  le  théorème  des 


forces  vives,  qui  nous  donne 
puisque  la  force  est  centrale, 


d  — —  =  «Y*''. 


/,.2,,.a 


ydr, 


et 


Ainsi  l'accélération  indique  une  répulsion  proporlii)nnelle  à  la  dislance. 

L'accélération  tangentielle  est 

dv         dkr         kdr 


ï( 


dt 


dl 


dt 


Pour  calculer  cette  expression,  revenons  à  l'expression  du  rayon  vecteur.  Nous  aurons 

dr   __   G 
lï  ~T 
dr 
dF 


Il  reste 
Or 


dv         G 
i2r  -r-  =-r3/.-sh2/r(^  — Ti 


±=^^,mt-.). 


sh  ik(t  — x)  =  ^ch*'-2k{(  —  ~)  —  i  —  k  / —p, •;     par  conséquent 

dr  I  k'r-  —  C»  /  G^  r  G' 


Nous  savons  maintenant  que     ii-^ii  =  r' 1     par  con.séquont 

A-^'C»  Â-G 

Tf"  =  -IT  et  Y..  =  — - 
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Il  est  facile  d'avoir  le  rayon  de  courbure,  en  partant  de  la  formule    —   =  y„,     ce  qui  donne 

p 

k-r'    __  Id:  _    k 

~y~  ~  V   ^    '  ~  ïï  '  ■ 

Le  rayon  de  courbure  est  donc  proportionnel  au  cube  du  rayon  vecteur. 

Pour  trouver  l'hodographe,  il  suffit  de  remarquer  que  la  vitesse  est  parallèle  au  diamètre  conjugué 
de  OM,  et,  comme  dans  l'hyperbole  équilatère,  la  loogueur  du  diamètre  imaginaire  est  égale  à  i-i,  le 
lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  équipollent  à  la  vitesse,  qui  a  pour  longueur  kr,  s'obtient  en  multipliant 

k  k 

ri  par  -^  •    Ce  lieu  est  donc  homothétique  de  l'hyperbole  dans  le  rapport  -r-  ou  de  l'hyperbole  conju- 
guée dans  le  rapport  k.    L'hodographe  est  donc  aussi  une  hyperbole  équilatère. 

Pour  trouver  l'hodographe  par  le  calcul,  il  n'y  a  qu'à  remarquer  que  les  coordonnées  polaires  d'un 

point  de  l'hodographe  sont     o  =  kr,     w  =  0  +  V,     avec     tn;V=—; — 

°  dr 

Or  r-  =  —  ch  ikit  —  t),  r-^=  C  sh  2/c(/  —  -) 

dr        Csh2/.-(/--)         ,  ^^, 
et  ,._=. ^ -^=,.^sh2/<.-.); 

dl 

,  do  I  ch'- kU  — ')  —  sh^it  —  z)  dfl  l  —  iv^- 

donc  r  -7-  = ■  = i ! '-,  ,■ _  [„  y  _ 

dr        shn{t-z)  2shk{t~-)chk(t  —  -}  dr  °  'iw 

D'autre  part,       to  — a  =  0  —  a -+- V,  lg(w— a)—    °^         '       '^ 


^ëi" 


l-tg(0-«)tgV 
1  -  K'- 
2tti  1  1 


1  —  IV-  W  tg(0  -  a) 


On  a  ensuite 


.,  _   G    cos-(()  —  a)-4-sin-(0  — a)   _  G    1 
~  T  cos^(0  —  a)— sin-(9  — a)    ~TT 

,  _  G 

Â:cos2  (w  —  ï) 

-CA- 


et,  comme     r  =~,  p^  ~  ~ 

Telle  est  l'équation  polaire  de  l'hodographe.  Elle  représente  bien  une  hyperbole  équilatère. 

Bonnes  solutions:  MM.  P.  Margaud,  élève  :\  l'Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne;    BETHutzé-CuLi,   lycée  de  Toulouse  ;   E. 
RouGK,  à  Sainte-Barbe  ;  G.   L\cn,  à  Douai. 


P 


2166.  —  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  repose  un  système  de  six  tiges  dont  quatre  consti- 
tuent un  losange  ARCU,  tandis  que  les  deux  autres,  OC  et  00,  égales  entre  elles,  peuvent  tourner  autour 
du  point  fixe  0.  Des  articulations  placées  aux  divers  points  d'assemblage 
permettent  au  sijstème  de  se  déformer  librement.  On  applique  en  A,  dans  le 
0-=:CZ^  B/'  \/^      plan  de  la  figure,  une  force  donnée  P,  et  l'on  demande  quelle  force  Q  il  faut 

~-i-^\;^^/^  en  même  temps  appliquer  en  B  pour  que  ce  sgstème  demeure  en  équilibre. 

V  Calculer  les  tensions  des  six  tiges. 

^  [On  admet  que  la  présence  de  chaque  tige  équivaut  à  deux  forces,  égales 

et  opposées  appliquées  à  ses  deux  extrémités,  et  l'on  appelle  tension  de  la  tige  la  valeur  commune  de  ces  forces] 
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La  figure  est  évideinmenl  symétrique  par  rapport  à  la  droite  OAB.   Nous  prendrons  cette  droite 
pour   axe   des  x,  et,  pour  axe  des  y,  la  perpendiculaire  à  cette  droite   menée  par  le  point  0.  Nous 
,.  désignerons  par  2u  l'angle  des  tiges  OC  et  OD,  par  Iv  l'angle 

des  tiges  AC  el  AD  et  nous  nous  placerons  dans   le  cas  de 
figure  où   OC   est  plus  grand  que   AG,  c'est-à-dire     m<u. 

Appelons  X  et  Y  les  composantes  données  de  la  force  1' 
et  X',  Y'  celles  inconnues  de  la  force  Q.  i.es  cosinus  directeurs 
de  la  direction  AC  sont  — coso  et  sint»;  ceux  de  AD, 
—  cos  V  et  —  sin  v.  Si  nous  appelons  T  la  valeur  algébrique 
de  la  tension  le  long  de  AC  et  T'  colle  de  la  tension  le  long  de 
AD,  les  composantes  de  ces  forces  seront  — ï  cos  îj,  Tsiny 
et  — T'  cos  u,  —  T' sin  u  ;  les  deux  équations  d'équilibre  du  point  A  donnent  donc 
—  cos  vCr  -+-  V)  =  X,  sin  v{T  —  T')  =  Y  ; 


par  suite. 


2T  = 


Y 

sin  V 


2T'  = 


X 

cos  V 


Y 

sinu 


ce  sont  les  tensions  le  long  do  AC  et  de  AD. 

De  même,  au  ]joint  B,  en  appelant  Ti  et  T',,  les  tensions  !e  long  de  BC  et  de  BD, 


T, -4-t;  = 


cos  V 


T. 


Y' 

sin  V 


et 


2'r,  = 


X' 


_Y^  _     X'      _     Y' 

sin  V  cos  V         sin  v 

Au  point  C,  les  deux  forces  T  et  T,  se  réduisent  à  une  force  unique  qui  doit  avoir  la  direction  OC 
ou  eu  ;    les  composantes  de  cette  force  sont 

l  .1 


T  cos  V 


iv  =  ——  (Y  cotw  —  X)-t-  -  (Y'cot«-t-  X'), 


1  1 

T  sin  V  +  T,  sin  j;  =  —  (Y  —  X  tg  v) -h  —  (  Y'  -+-  X'  tg  u)  ; 

le  rapport  de  ces  composantes  doit  être  égal  à  tg  u.   ce  qui    donne  une  première    é(|uation   linéaire 
entre  X'  et  Y'  : 


Y'  +  X'  tg  u  +  Y  —  X  tg  u 


=   tgM, 


Y' cot  y -I- X' -t- X  —  Y  cot  U 
(Y'  +  X'tg«){tgu  — tgM)  =  (\lgy  — Y)(lgy-f-tg«). 
Au  point  D,  les  deux  forces  T'  et  T,  ont  de  même  pour  résultante  une  forrc  qui  doit  être  dirigée 
suivant  OD,  et  dont  les  composantes  sont 

1  1 

—  T  cos  V  -+-  T'i  cos  V  =  —  (X  -(-  Y  col  v)  -t-  —(X  —  \  cot  y), 

—  T'sinu  —  t;  sin  m  =  — (Y+ X  tgu)  +  — (Y' -  X' tg  «)  ; 
le  iaf)port  (les  deux  (luit  cHreJi'gal^à     —  tgî(: 

y  —  X'  Ig  t'  H-  Y  H-  X  tg  D  _        tg  »/ 
X'igu—  Y'-H-Xtgu-f-Y    ~  ~  Igy  ' 

(Y'-  X'tgy)(lg  V  -  tg«)  =  -  (X  lgy+  Y)(tgu  h  tgw). 
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Ces  équations  linéaires  en  \'  et  Y'  donnent  de  suite  X'  et  Y'  : 
X'(tgu  -tg(/)  =  X(tg«  -r-lgu), 
Y'(tgy-tg«)  =  -Y(tgi. +tg«). 
.Nous  voyons  au  surplus  que       -^,  =— — ,         ce  qui  montre  que,  sur  la  figure,  ;i  est  égal  à     —a. 
11  reste  à  calculer  T,  et  T,',  ainsi  que  les  composanles  le  long  de  OC  et  de  CD,  ce  qui  est  facile. 

Bonnes    solutions:   MM.    F.  Mabga.nd,  élève  à  l'Iîcole  des  Mines  de  St-Etienne  ;  E.  Kouge,  à  Sainte-Barbe  ;  G.  Lach   et  .A 
Rousseau. 


Calcul. 


2167.  —  Dans  la  figure  ABC,  on  donne: 
C 


.\      axe. 


AB  =  252'",3o 
AC  =  193"',28 
î=    31«,4265 
La  courue  BC  est  un  arc  de  parabole  ayant  B  pour  sommet  et   BA   pour 


Calculer  : 
1°  La  surface  ABC  ; 

2°  L'angle  œ  que  fait  en  G  l'arc  de  parabole  avec  la  droite  AG  ; 

3°  Les  angles  P  et  i  que  fait  en   B  et  C  l'arc  de  parabole  avec  la  corde  BC. 

Axes  de  coordonnées  :  Bx  et  By,  Mx  coïncidant  avec  BA. 

Notations  : 

b  =  iy5"',28,  c  =  252"",3o, 

X  et  y  coordonnées  de  C,  et 

Nous  avons  de  suite  : 

X  =^  c  —  X',  y  =  ^  sin  A, 


A  =  31»42^65\ 
x'  =  GA  =  b  cos  A  . 

y-  =  •ipx. 


Calcul  de  x  et  y. 


logsin31'i42'        =  1,67555       A  =  13 
Go«  8 


logsin  A  ==  1,67363 


log  193,2    =  2,29048 
8  18 


log  b  =  2,29066 


A  =  22 


logcos31«43' 

logco 

2,29066 
1,67563 

33" 
sA 

=  1,94477 
1 

=  r,94478 

log  y  =  1,96629 
1,96628 

92,53 

1 

2 

y  =  92,332 

A  =  4 


A  =  5 


506 


ECOLE  .NATlONALli  SUPElIlEURK  DES  MINES 


2.29066 
r,94478 

log  a'  =  2,23541 
2,23528 

16 


A  =  25 


171,9 

6 
x'  -  171.96 


c  =  252,3o 
x'  =  171.96 


X  =    80,39 
logx  =  1,90320 


1.   Aire  ABC.       L)F  =  -^  •  Triangle  DBC  =  ~  ■  l  =  ^  :       Aire  BFCEB  =  -=■  tr.  DBC  =  ^ 

s  2       2  4  .5  o 


Tr.  ABC  = 


cy  3c;i 


L'aire  demandée  ABC  est  donc     A  =  ■^(x-hàc)  =  -^  : 

6  o 


lofî  837,4    =2,92293, 


log  ;  -•=  2,92295 

logi  =  0,77815 

colog  b  =  r,22185 


=  x  H-  3c 

X  =    80.39 

=  252,35, 

3c  =  757,05 

A  =  5 

:  =  837/1 4 

2,92295 
l  ,96629 
r,22l8o 

log  A  = 

4,11109 
4,11093 

12910 

16 

A 

5 

=  12915""= 

A  =  33 


2.  Calcul  de 


1    H  invi 
wi'  =  —  tg  A  ;     posons     Ig  0  =  ^  ;    alors 

^   -tgA-lgO 

" '^       1  — tgAtge 
Donc  r  =  ^0^»  —  A  —  0 

logiy  =  1,96629 
colog  X  =  2,09480 
colog  2  =  1,69897 

log  tg  0  =  T,76006 

T,75997 

9 


m  cocll'ang.  de  DC,  m   coelP  ang.  de   AL;     m—  —  = -— 

y       *■' 


=  -  lg(0  -t-  A). 


33«  24" 


54" 


0  =  33"  24"  54" 
A  =31«42"65" 


0-hA  =  64n)7'  19" 
o  =  200  -6i,6719  =  135''32"8r" 


A  =  16 
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3.  Calcul  des  angles  p  et  ■(. 


,g(l-3)=cot?  =  -|, 


1^3  =  — 

y 


loger  =  1,90520 
cology  =  2,03371 

logfgp  =  T",93891  A  =  14 

1.93881  45'^r;3^ 

Tir  TV 


45» 33' 71" 


L'angle  de  O.r  avec  BC  est  donc 

100  —  45-53'  71"  =  34«4P/29". 

L'angle  de  DC  avec  Ox  est  donné  par     tgO  =  -j— ;    il  a  élé  calculé: 

0  =  33"24'54\ 

Y  =  54M6'29"  — 33-24'54"  =  21-21' 75". 

♦ 

QUESTIONS   PROPOSÉES 


L'angle  y  est  donc 


2233.  —  (i)  On  consulère  une  courbe  (C.)  rapporlée  à  deux  axes  rectangulaires  O.-c  et  Oj/,  et  dans  laquelle 
le  rayon  de  courbure  R  en  un  point,  la  longueur  X  de  la  normale  limitée  à  0.>;,  et  l'angle  6  de  la  tangente 
avec  ce  même  axe  sont  liés  par  la  relation 

(t)  X—  R  =  4«cos2e, 

a  étant  une  longueur  donnée.  On  sait  de  plus  que,  pour    6=0,     la  normale  coïncide  avec  Oy  et  que  l'on  a 

No  =  —  2a . 

i.  Trouver  les  coordonnées  d'un  point  de  G  en  fonction  de  6  et  construire  la  courbe. 

•2.  Quelle  courbe  (r)  faut-il  faire  rouler  sur  Ox  pour  qu'un  de  ses  points  décrive  (G)  ?  —  Gette  courbe  (T)  a 
un  axe  de  symétrie  A  et  un  point  double  A.  Trouver,  dans  le  mouvement  de  roulement,  les  enveloppes  (E)  et 
(E'i  de  A  et  de  la  perpendiculaire  A'  élevée  en  A  à  A. 

3.  Gonstruire  graphiquement  la  courbe  roulante  dans  une  de  ses  positions  successives  quelconques. 

b)  Montrer  que,  quelle  que  soit  la  relation  entre  R,  N  et  6,  la  recherche  de  la  courbe  (G)  peut  toujours  se 
ramener  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  a  des  quadratures. 

Etudier  succinctement  le  cas     R  =  {h  -\-  1)N. 

P.  P. 

2234.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oa. 

1"  Former  l'équation  de  la  surface  (X)  engendrée  par  un  cercle  (G)  de  rayon  constant  a,  s'appuyant  sur  les 
deux  bissectrices  de  l'angle  .'0//,  de  manière  que  son  plan  soit  parallèle  au  plan  yO:.  En  déduire  une  repré- 
sentation paramétrique  en  posant    x  ^  a  cos  u,     ij  =  a  cos  r. 

2°  Etudier  les  contours  apparents  de  la  surface  sur  les  plans  de  projections  et  les  sections  faites  parallèle- 
ment à  ces  plans. 

3°  Mettre  en  évidence  un  nouveau  mode  de  génération  de  la  surface  par  un  cercle. 

4°  Trouver  le  lieu  des  points  d^  (s)  par  oi'i  passent  deux  cercles  de  cette  surface  s'y  coupant  sous  un  angle 
donné  6. 

5°  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  de  la  surface  appartenant  à  l'un  des  systèmes. 

6°  Démontrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  (S)  peuvent  être  déliniespar  la  relation  suivante  entre  les 
paramètres  u  et  v  : 

±  2  (sin  tt  —  sin  v)  =  ch  a  (1  +  sin  ic  sin  r)  -f-  sh  a  cos  n  cos  v, 
a  étant  une  constante  arbitraire. 

J.  I.EBEL,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Dijon. 
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Géométrie  analytique, 

2177.  —  Soirnt  rieur  axes  de  coordonnées  rectangithiires  Gj  et  Oy  :    sur  Oj,   un  point  A  d'abscisse 
positive  dotmée  a  et  un  point  A'  d'abscissenégative    — a.     Onconsidère 
J\  la  droite  BG  dont  l'équation  est     y  —  a  =  0,     etunpoint  M  d'abscisse 

>.  sur  cette  droite.  On  mène  la  droite  MA  et,  en  A,  la  perpendiculaire 
AU'  à  AM  ,■  puis  la  droite  MA'  et,  en  A',  la  perpendiculaire  A'.M'  à  MA'. 
On  demande  de  résoudre,  dans  l'ordre  que  l'on  voudra,  les  deux  ques- 
tions suivantes  : 

1°  Lorsque  A  varie,  trouver  et  construire  le  lieu  du  point  M'  ; 
2°  E.rprimer  en  fonction  de  X  les  coordonnées  du  point  de  contact 
de  la  droite  MM'  avec  son  enveloppe,  et  construire  cette  enveloppe  en  faisant  varier  X. 

1.  Le  point  .M  est  le  point  de  rencontre  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques 
de  sommets  A  et  A';  il  engendre  donc  une  conique  passant  par  les  points  A  et  A',  admettant  comme 
tangentes  en  ces  points  les  droites  PA,  PA'  perpendiculaires  aux  diagonales  D'A  et  DA'  du  rectangle 
AUD'A';  l'axe  des  y  est  visiblement  axe  de  symétrie.  Enfin  le  point  M'  ne  peut  aller  à  l'infini  que  dans 
cette  direction  0;/,  lorsque  le  point  M  est  Ini-mênie  rejeté  à  l'inlini  sur  la  droite  BG.    Le  lieu  est  donc 

une  parabole    dont   l'axe    est  0?/:  le  paramètre  (sous-normale)   est     01  =  —    et  le  sommet  est  S, 

milieu  de  OP     (OP  =  2o,     OS  =  a). 

Ces  résultats  se  trouvent  aisément  par  le  calcul.  Les  coordonnées  de  .M  étant  X  et  a,  le  coefficient 

angulaire  de  AM  est       -: celui  de  AM' ^^^      et  l'équation  de  A.\l'  est 

'■  —  a  a 

ay  +  {X  —  rt)(x —  a)  =  0; 
celle  lie  A'.M'  est  de  mrnie 

—  ay  +  (X  -h  a)[x  -t-  a)  =  0. 

Les  coordonnées  du  poinl   M'  sont     .r  =  —  X,     y  = 

X-  —  ay  —  rt'  =  0. 

2.  La  droite  MM'  a  jiour  équation 


et  le  lieu  de  ce  point  est  la  parabole 


on,  en  développant, 


X 

y 

1 

X 

a 

1 

—  X 

X2 

—  a- 

1 

1 


0. 


(2a2— X2).r-  2aX»/-+ 

Lf  point  (le  contact  do  celle  droite  avec  son  enveloppe  est  le  point  de  rencontre  avec  la  droite 

—  aXj  —  2aiy  +  3X»  =  0  : 
2X'  X>(f.o=  —  X'M 


il  a  pour  coordonnées     .r  = 


2a(2a»  +  X») 
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Si  dans  ces  formules,  on  change  X  en  —X,  x  se  change  en  —x,  y  ne  change  pas  ;  la  courbe 
enveloppe  est  donc  elle  aussi  symétrique  par  rapport  à  Oy;  il  sufût  pour  la  discuter  de  faire  varier  X  de 
0  à     -h  3?  . 

dx         d6rt=X--H2X' 

est  toujours  positive  ;    x  croit  donc   constamment    de 


La  dérivée  de  x, 
0  à     4-3C. 


La  dérivée  de  v.      — ^  =  — 

•'  ,71  O™ 


du    _     l      2X()2a'  — 4a=X2 


commence  par  être  positive,  s'annule  pour 
X  =  ayi  (a;  =  ay/^,  //  =  a),  puis 
devient  négative;  y  croit  depuis 
0  jusqu'à  un  maximum  égal  à  a, 
puis  décroît  jusqu'à     — x. 

Cn  en  déduit  aisément  la 
forme  de  la  courbe.  —  Le  point  0 
est  un  point  de  rebroussement  et  la 
tangente  en  ce  point  est  Oy  ;  les 
blanches  inliuies  sont  paraboliques 
dans  la  direction  Oy  ;  enfin  les  points 
oii  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 
des  X  sont  précisément  les  points 


P.    L 


de  rencontre  E,  E'  de    la  courbe  enveloppe  avec   la  parabole   lieu    du  point  M 

Bonnes  fo';''io"*  ^e  >IM    E.-N     R.risien  ;  A.  Berl.nde.  école  normale  de  Saint-Cloud  ;  E.  Dion,  école  normale  de  Saint 

nnp'o    V  R  fî'  tfrii    ^'J'''P*=''=  '':  k"'"^  ''„  "°"' V.  •\-,  ^"^  "*'"^»»N''.   Paris;  Marescalchi  ;  A.   Robssead,  à  Fournes-en 
ppes  ,  M.  KoLx,  le  Creusot  ;  Topm,  a  Grandvilhers  ;  M.  Ullmanx,  47«  d'artillerie  à  Héricourt. 


Clo 
Wepp 


Mécanique. 

2178.  —  Soient  trois  axes  de  coordonnées^  rectangulaires  Ox,  Oy,  0:,  dont  l'un  0:  est  vertical  et  dirigé 
posilivemenl  en  sens  contraire  de  lapcsanteur.  On  donne,  sur  Or,   le  point  A  d'abscisse  positive  a:  sur  Oy , 

le  point    B    d'ordonnée  positive  —  et    le   point    C    d'ordonnée    négative 

rr  ■      Soit,  en  outre,   un  point    S  de   coordonnées     x  = — ,       ij  =  0, 

a 
:  =  —  •       On  considère  trois  barres  S.A.,  SB,  SG,  rectilignes,  homogènes, 

de  poids  respectifs  connus  P,  P',  P"  et  dont  on  néglige  les  épaisseurs.  Elles 
sont  soudées  en  S  et  forment  un  triédre  de  figure  invariable  qui  s'appuie 
surleplan  xOy,  supposé  non-déformable,auxpoints  K,  B,  G.  —  Aupoint 
S  est  attaché  un  cordon  de  poids  négligeable  qui  passe  en  0,  sans  frotte- 
ment, sur  une  petite  poulie  fixe  que  l'on  supposera  réduite  à  ce  point  0. 
l'e  fil  est  tendu  par  un  poids  Q.  H  n'y  a  pas  de  frottement  en  B  et  en  G, 
mais  î7  y  a  en  A  un  frottement  coefficient  /  =  I . 
Trouver  en  fonction  de  P.  P',  P",  la  plus  grande   valeur   de  Q  pour  laquelle  le  trièdre  peut  rester  en 

équilibre  dans  la  position  donnée  et,  pour  cette  valeur  de  Q,  calculer  les  réactions  du  plan   xOy    en  B  et 

en  C. 

Effectuer  les  calculs  à  un  gramme  près,  sachant  que    a  =60'^'»       et  qu'un    centimètre  de  longueur  de 

chaque  barre  pèse  10^. 


olO 
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Le  fil  SO  étant  tendu  par  le  poids  Q,  l'action  du  fil  sur  le  point  S  équivaut  à  une  force  Q  dirigée 
suivant  SO.  Désignons  par  R  (de  composantes  R,,  R,„  R.)  la  réaction  du  pian  horizontal  en 
A,  par  R'  et  11"  les  réactions  (normales  au  plan)  en  R  et  C.  >'ous  aurons  les  projections  et  les 
moments  par  le  tableau  suivant  : 


.r 

y 

: 

X 

Y 

/. 

L 

.M 

N 

1' 

:i  - 

4 

0 

a 
'l 

0 

0 

—  p 

0 

"x 

0 

1' 

a 

a 
i 

1 

(1 

0 

—  P' 

-"T 

-1 

0 

l> 

a 

T 

a 

T 

0 

0 

-P" 

-ï 

p4 

4 

0 

R 

a 

0 

0 

R, 

R„ 

R- 

11' 

0 

—  Y\:a 

R,,a 

R' 

0 

a 

"2 

0 

0 

0 

< 

0 

0 

R 

0 

a 

C) 

(1 

0 
0 

R" 
0 

-"■1 

0 

0 

ri 
"2 

0 

^ 

0 

0 

(1 

d'où  les  six  équations  d'équilibre: 

(1) 


R, ^=0, 

s/2 

R„  =  0, 


(3) 
(4) 

(fi) 

Des  équations  (1),  (2),  (."i)  et  (()),  on  déduit 

R„  =  0  (évident  a  priori), 
Q 


—  p  -  P'  —  P"  -t-  R.  +  R'  ^-  R"  —  Ji-  =  0, 

^/2 

_P'      +!-"_  H_H'-_R''_  =0, 

4  (i  2  :j 

.    3rt        „,  a  „  a 

y-;-  -hP'-r  +  l'   -r—  P  «  =  0, 
4  4  4 

R,//  =  0. 


R,  = 


R    = 


Pi)ur  que  ré(|uilibre  ail  lien,  il  faut  et  il  suflil    que  la  réaction   R  au  point   A   ne  soit  pas   pxlérieun 
au  cône  di^  frottement  en  ce  point,  r-'esl-à-dirc  <\ui'      -p"    '  -f—   '•     ft-  !'•"'  conséquent, 

Q  ^-i^(3P+P'-4-P"). 
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_  (.'<P-i- P'-t- P")     est  la  plus   grande  valeur  de  Q  pour  laquelle  le  trièdre  peut  rester  en  équili- 
4 

bre.  Si  cette  valeur  est  dépassée,  le  trièdre   SABC  glissera  sur  le  plan  horizontal 

Calculons  les   réactions  pour  cette  valeur  limite  de  O  ;  il  nous  reste  les  équations  (3)  et  (4)  qui 


J" 
deviennent,  pour     (J  =  1 —  (3P  -i-  P'  +  P  ), 


d'où 


R'  -+-  R  "  =  P  H-  P'  H-  1>  ", 

3R'  — 2R"=  |-P'— P"; 

4P  +  7P'  -H  :2P" 

10 
0P  +  3P'  +  8P 


R'  = 


H"  = 


Application  numérique .  —  On  a  immédiatement 


SA=  a  —  , 


SB  =  «ii,  SC  =  a,^^^ 


a  2  6 

et,  puisque     a  =  601^"^ 

SA  =  30v/2,  SB  =  30v/3,  SC  =  lOv/23     (en  cm). 

Les  poids  P,  P',  P',  à  raison  de  10-  par  cm.  de  longueur,  sont 

P  =  300n/2  =  424,3  (en  grammes) 

P'  =  300^/3  =  S19,6,  — 

P'  =  100v/2Ï'  =  469,0.  — 

Les  valeurs  de  (J,  R',  R"  sont 

Q  =  (900vï-l-3()Ov/3-H  lOOv'ïi^)  4^  =  2o(l«^-3/6^-2^/n)  =  799,o, 

R'  =  (120s/2  +  2i0v/3-t-20»/2Ï)  =  10(12»''â -i- 21v'3  4-2^22)  =  627,2, 
H"=  (180^/2  +  90^/3  +  80^/22)  =  10(18v/2 +9^/3 -H  8v/22)  =  78o,6, 
d'où,  à  un  gramme  prés, 

O  =  80Û^  R'  =  627%  R"  =  786'. 

Solutions  de  MM.  G.  Lach,  a  Douai  ;  Makescalcui. 
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Trigonométrie. 

2179.  —  On  considère  un  triangle  ABC  rectangle  en  A  dont  l'hypoténuse  BC  est  égale  à  une  longueur 
donnée  a,  et  on  prend  sur  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  ABC  une  longueur  BD 
écjale  à  une  longueur  donnée  l  ;  on  désigne  par  x  ta  moitié  de  l'angle  ABC. 

1°  Etudier  la  variation  de  la  distance  DE  du  point  D  au  côté  AG  quand  on  fait 


varier  x  de  0  à  —r  ■ 


DG 


2"  Déterminer  l'angle  x  de  façon  que  le  rapport  -prjg   ^^*"  distances  du  point  D 

au  point  G  et  au  côté  AB  soit  égal  à  unnombre  donné  k.   Discuter. 
-  On  pourra  traiter  ces  deux  parties  dans  l'ordre  que  l'on  voudra. 

nons  par  ;/  la  valeur  algébrique  du  segment   DE,  en  adoptant  comme  direction  positive  la 
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direction  AU.  Nous  aurons 

ij  =  DE  =  PA  =  PB  —  AB  =  /  CCS  X-  —  a  ces  2x, 
ou  encore 

y  =:  a-{-  l  cos  X  —  ia  cos^  x, 
La  dérivée  est 

;/'  =  —  /  sin  X  -\-  in  cos  x  sin  x  =  sin  x{ia  cos  x  —  l)  ; 

X  variantdcO  à   — >     le  premier  facteur  reste  positif,  le  second  ne  peut  changer  de    signe  que  si  ——  est 

compris  entre —-  et  1    c'est  à-dire  si    2av'2</<4a. 

v^2 
i»     0</<;2av'-:     la  dérivée  est  constamment  positive  ;;/ croit  constamment  de     /  —  a    à    l-^- 

£"     2(7v^S!  <  /  <  4a  :    la  dérivée  d'abord  positive  s'annule  pour     cos  a;  =   - —      et  devient  négative  ; 

y  part  de  la  valeur      / — a,     croit  jusqu  a  un  maximum  égala     "  +  it—'     puis  décroit  jusqu  a —^• 

3°    4a  <  /  :     la  dérivée  est  constamment  négative  ;  la  fonction  décroit  de     l—a     à  '~â~" 

2.  Evaluons  maintenant  les  dislances  UC  et  DP,  en  fonction  de  l'angle  x  : 


DG  =  \/a^-hl'-  —  "^al  cos  X, 
DP  =  /  sin  X. 

On  doit  déterminer  l'angle  x  I  entre  Oet  —  |  de  façon  que  le  rapport     — —  =  le.     L'équation  du 

problème  est 

a-  +  /-  —  2a/  cos  a; 

/-  sin-  X 
Pour  discuter  aisément  cette  équation,  nous  allons  étudier  les  variations  de  la  fonction 

a-  -H  /-—  2a/ cos  X 

U    =     ; 

/^  sm^  X 
quand  x  varie  de  0  à  —  ■    La  dérivée  est 

,       ,^  (GC0s.r  —  /)(/cosa- — a) 

u  =  2 P- . 

/^sin'x 

Avant  d'eu  étudier  le  signe,  il  faut  classer  les  valeurs  —  et  -r-  par  rapport  aux  valeurs  extrêmes  du 

a         l 

v2 
cosinus,  savoir  — -etl- 

2 

sli  l        \/'2  a 

1"    0</<a— —  ■•      on  a      — <-^<1<-T'       'a  dérivée  u    est   couslaminent   négative,    et   u 
2  a         z  ( 

décroltde    -H  oc    à  2  — ;     le  problème  ])roposé  n'est  possible  que  si 

/a 

A->-y-v/a»-f-/^  — a/v/2. 

Il  admet  alors  une  solution. 

v/2  /2        /  <i 

2°     a— -</•<«:      on  a      -3- <!  —  •<  1  <-t  ;     la  dérivée    u',    d'abord  négative,   s  annule  pour 
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cos.x-=— 5      puis  dinient  positive;  w  décroît  de     -t-  ce      jusqu'à  un  minimum  ésral  a    -rr'    puis  croit 


aura  deux  solutions  et 


jusquà      2 ;       donc  pour       —</,•< ——y/a- -f- /-  — n(v':2,      on 

pour      -pv  "^  -\-l^  —  al>J±<^  h,     une  seule. 

_  ^^2         a  l 

'î»       a-^  K  aJi-       on  a         ^^  <  —  <  1  <  —  :        la  dérivée     m',    d'abord     négative,    s'annule 
2  /  n  ' 


our      cosa;=4'       puis  devient  positive  :   m   décroit  de      4-  ac      Jusqu'à  un  minimum  én^al  à  1,  puis 


/ 


croit  jusqu'à      'i- 1 —  ;      donc  pour      1  <  A- <— ^\/a--f- /'- —  "/s/I,      on  aura  deux  solutions 

et  pour     —^^la--^l^-aUl^<,k,     une  seule. 

4°     a\llL<^l:     on  a       — ■<-—<*< — ;      "'    est  constamment  négative  et   u    décroit  de      +  oo 

jusqu'à     2  '^'  "^ — ~  "  Le  problème  n'est  possible  que  pour       — -^y/a^  h- /*  —  rt/v'?< /•'      et   il 

n'admet  alors  (ju'une  solution. 

Four      /  =  a,      transition  entre  le  2=  et  le  3"  cas,  l'équation  du  problème  se  simplifie.  On  a  en  effet 

DC  =  2«  sin  —  •      On  doit  donc  poser 

^la  sin  — 

k  =  —A  =  _L_, 


d'où       cos— =  —      (  en  supin-imant  la  solution       sin  —  =  0,       .r  =  0       DC  =  0,       DP  =  0       qui 

correspond  à  une  indétermination).  On  en  déduit 

2  — A-= 


cos  a-  =  2  cos^  —  — ^  1  = 


sl-z        2  —  k-" 
valeur  qui  ne  peut  convenir  que  si      ~;n~  < — Ti — <1     et  par  suite 


1  <  /-■  <  s/4  —  2v/2. 
Ce  sont  les  valeurs  que  prennent  les  limites  trouvées  pour  k  dans  le  deuxième  et  le  troisième  cas, 
lorsque  le  problème  admet  deux  solutions. 

Nous  allons  retrouver  ces  résultats  par  la  discussion  de  l'équation  du  problème,  savoir 

/■(cos  X)  —  k^l^  zos"-  X  —  'ial  cos  x  -t-  a-  m-  /-  —  k-l-  =  0. 

Les  substitutions  de  I  et  de   donnent 

/•(!)  =  {a-iy, 


Sli 
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1°  Comlilion  pourunpsoliilion  iiiuquo  :     /'!)/( -^)  <  0,     (loi 


''"*>  ■^(o--h/"-  — a/s/-2). 


2°  Conditions  pour  doux  solutions  : 
a)  réalité  :     ( I  -  /.■  )(a=    -  /r/-)  >  0  : 

l)\  I   et   sont  extérieurs  ii  1  inteivalle  des  racines  : 


/'(')/'( -^) 


>0, 


f)  la  demi-somme  des  racines  est  comprise  entre   —   et  1  : 

j<k^-<-jH. 

Soit  d'abord     /<  «  (-r  >  I  )  ;      d'a[)rès  la  condition  (c),  A-  sera  plus  grand  que  1  ;  la  condition  de 

réalité  exitrera     /t->^-     Or      -rr  >  ~r  ;     donc  la  condition  qui  l'emporte  est     ^'^^~ir' 

a-  1 

D'autre  part,  on  a  toujours      —  •<  -7r(«"  +  ^^  —  "'/^),     car  celte  inégalité  équivaut  à 

n-  +  W  --lntsl^=  {a-  V2)->0; 

mais  pour  que      —  <  -r/i,     il  faut  et  suffit  que     /  >  a  —-■ 

Si  cette  hypothèse  est  vérilii'e.  on  aura 


car  cela  é(iuivaut  ;\ 


2a2  — 3aV2H-2/^<0, 
('-as/2)(/-«-y)<0. 


Le  premier  facteur  est  négatif    (/<a)     et  le  second  positif. 

Donc,  si     l<ia ,      on  n  aura  jamais  deux  solutions,  et  si     a  -r— </<a,     on  aura  deux  solu- 


-^<A-=<-^(a^-f-P-rï/v/i 


lions  lorsque 


Soit   maintenant     n  <  /  1 -^  <  1  1  ;       A-  supérieure     — >     d'après  la  condition    (c),    sera  à  plus 

forte  raison  supérieur  il    —   ;    donc  la  condition  de  ri;alitc  exigera     A-' >  l     et  on  aura 

a  ^    a- 

">'>->¥■ 
t 

D'autre  part,  on  a       —  (a= -+- /-  —  nlsli)^[,     cir  cela  équivaut  à 

2r('  -  2a/v/2V  /2  =  [afl  —  lY  >  0, 

,  a     _  _ 

mais  on  n'aura      y/2>»l     (|ne  si     /^rtv/i.     JMiliu,  cette  dernière  condition  remplie,  on  aura  encore 
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c'est-à-dire 


(/-W2)(/-«-^)<0, 


car  le  premier  facteur  est  néj,'atif  et  le  second  positif    (/  >  a). 

Donc  :  si     a<C'<Ci— -^.       on  aura  deux  solutions  pourvu  que 

2 

1  <  k-'  <  -jî  (a-  -H  l'-  —  al\lt), 

et  si     a\/^<il,     on  n'aura  jamais  deux  solutions. 

Iti'sumé  de  In  discussian . 
/-.  (  /' <  ^  \/«'  -^  ''  —  aV2  :  0  soliitioD  1  Z^'  <  1  : 

v2    )  l 

o</<a-r   ..    , 

^  ^\/a'--hl-—als/t<l{:         1    — 


k<j: 


sl'i 


-^  \/â-  ^f—aïsFî  <  /.■  :  1  s 


a  <  /<av/2    1  <  /f<  j  v/«'  -^  ''  "  alslt  : 


[-|-V/a2-f-/-  — ayâ<A: 


flv'2  <  l 


k<^  la'-^P-alsIi 


l^\/n--H/-  —  a/v/2  </.■: 


Bonne  solution  de  M.-E.  Dion,  école  normale  de  Saint-Cloud. 

Autres  solutions  de  MM.  E.  N.  ISarisien  ;   G    Lach,  à  Douai  ;   Maresc4lcki  ;    Sergescu.   université  de  Bucarest 
Grandïilliers. 


1  solution 

0  — 

1  — 

L. 
;   TopiN,  à 


2180.  —  On  donne 


Calcul. 

a  =  223, 

h  =  283, 
c  =  324, 
m  —  830. 


Calculer  au  moyen  de  la  règle  à  calcul  : 
1»  Les  nombres  r,  u,  v,  w  définis  par 

/abc  /  mbc  /  mca  /  mab 


1111 

les  cubes  r^ ,  lâ ,  v'' ,  w'^  el  les  inverses     — >    — >    — »    — >     de  ces  quatre  nombres  ; 

r        u        V        w 

r  ■/■  T 

2"  Les  plus  petits  angles  positifs  x,  y,  z  tels  que      tg  a;  =  — .       tg;i/  ^  -r-»      tg  :  =  — ! 

3°  Les  sinus  et  cosinus  de  ces  trois  angles  x,  y,  z. 

Avis  :  La  composition  de  calcul  est  faite  avec  une  règle  à  calcul  de  26°'"  environ.    Défense  d'apporter 
en  même  temps  une  table  de  logarithmes. 

Posant     s  =  \lmabc,      on    aura       )•  =  — >    u  =  — .       y  =  — -,    «■=_!-;     amenant    le    curseur 

ma  b  c 

devant  le  nombre  s,  on  obtient  immédiatement 

r  =  157,  M  =  o8i,  V  =  460,  iv  =  402; 
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d"nn 


;■■  =  :i  870  oon, 

,,'  =  lui)  000  000, 

V  =  07  rioo  ooo, 

II-  =  6o  000  000, 


—  =  o,uoG;{y, 

r 

-  =  0,00171, 

u 

I 


0,00i'l7, 


==  O.OO^iO. 


Pour  les  atigles  .<■,  7,  :,  on  obtient 
.r  =  35»  10', 
d'où  sin  r  =  0,375, 

siny  =  0,485, 
sin  :  =  0,435, 


y  =  29",  ;  =  25"  50'  ; 

cos  x  =  sin  54°  50'  =  0,817, 
cos  1/  =  sin  61°       =  0,870, 

cosz  =  sin  64»  10'  =  0,900. 


|{e.maroue  —  r,  u,  V,  ir  sont  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits;  x,  y,  z,  les  demi-angles 
d'un  triangle  dont  le  demi-périnietre  serait  830  et  les  cotés  607,  547  et  0O6.  D'où  les  vérifications  sui- 
vantes : 


1 


1 


1         1 

-H 

V  ll< 

=  90°. 


P.  L. 


GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 


2198.  —  Soi!  iinpoint  {n,  0')  siltii'  sttr  le  (/rond  axe  YY  de  la  feuille  el  dont  le.<:  coordonnées  par  rapport  au 
petit  axe  XX  so)il     wo  =^  ôri""",     tu»'  :=  80°"°. 

Ce  point  e.st  le  centre  d'un  carré  dont  une  diagonale  est  une  droite  de  front  de  16ce»i- 
limî'tres  de  longueur  inclinée  à  45°  sur  l'horizon,  sa  trace  horizontale  étant  à  ijauclie  de  YY. 
L'autre  diagonale  a  sa  proji'ctio/i  verticale  réduite  à   !.■?  centime  très,  sa  trace  verticale 
étant  il  gauche  de  YY'. 

1°  Construire  les  projections  de  ce  carré. 

2°  Si  l'on  porte  sur  deux  cotés  consécutifs  de  ce  carré  et  de  part  el  d'autre  de  leurs 
yiiilievx.  des  longueurs  égales  à  la  demi-diagonale,  on  obtient  deux  segments  de  droites 
ri/nux  entre  eux  <l  ii  la  diagonale  du  carré. 

lin  fait  linirner  chacun  d'eux  nuloiir  de  l'.rre  du  rurré  qui  lui  est  parallèle.  Ils 
engendrent  ainsi  deux  cgiitidrcs  de  révolution. 

Représenter  la  surface  supposée  sans  épaisseur  obtenue  en-  ne  conservant  de  ces  deux 
surfaces  cylindriques  que  les  parties  situ.ées  en  dessous  du  plan  du  carré  et  extérieures  ù  leur  intersection. 

On  représentera  les  parties  vues  an  l'ait  pkin  noir,  les  parties  cachéei  en  pointillé,   les  principales    ligues  il-' 


Y 


X 


construclio)!  en  rouge 


[École  des  iniiiti  et  chaussées,  cours  préparatoires,  concours  <(>•  1913 


Soit  [a'b',  iib]  la  lij;ne  dfi  front  qui  dcfinil  la  di.ii;onali'  du  carre,  nous  avons  immédialeinent  un  troisièuu' 
sommet  c\  de  cr  carre  rabattu  sur  le  plan  de  rioiil  de  la  diaf,'onale,  el  comme  on  nous  donne  la  projection 
verticale  de  ce  .sommet  à  6ri""°  du  point  "'  sur  la  seconde  dia^'onale  perpendiculaire  k  a'b'.  nous  en  déduisons 
.son  éloiguemenl  c'c"  par  rapport  au  plan  de  front  nh  el  par  suile  la  projectiou  horizontale  .-.  d'où  les  deux 
projections  du  carré  abcd,  a'h'c'd'. 
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En  prolongeant  aV,  et  *''■',  de  manière  ;i  ce  que  l'extrémilé  de  chaque  ligne  se  trouve  à  8"°  du  milieu  du 
côté  correspondant,  nous  obtenons  deux  points  /[  et  ;/[  qu'il  suffit  de  relever  aulour  de  la  frontale  {ah,  a'h') 
pour  définir  les  extrémités  des  génératrices  des  deux  cylindres  considérés  ;/',  /)  et  (;/',  g)  et  dont  les  axes  sont 
respectivement  'o  \,  </A')  et  (oB,  o'B'),  le  point  {o,  o')  étant  un  centre  de  symétrie  pour  les  portions  de  cylindres 
limitées  aux  deux  plans  de  section  droite  dont  les  distances  au  [loint  o  sont  pour  chaque  cylindre  égales  k 
8  centimètres 

Projciiioiis  des  deini-ci/liiidrcs.  —  Considérons  par  exemple  le  cylindre  dont  l'axe  est  (oA,  o'A').  Le  plan  du 
carré  donné  oAE  le  divise  en  deux  parties  dont  nous  devons  conserver  seulement  celle  qui  est  au-dessous  du 
carré  :leplan  de  section  droite  passant  par  (A,  Ai  a  son  horizontale  A/i  perpendiculaire  sur  oA  et  si  nous  le 
rabattons  autour  de  cette  horizontale,  le  point  (/",  /')  vient  en  /"i  sur  la  perpeuiliculaire  à  A/i  à  ime  distance  du 
point  A  égale  à  la  moitié  du  côté  du  carré  donné.  Par  suite  A/'i  est  le  rab^iltement  du  diamètre  de  la  section 
droite  projeté  en  A/',  et  en  menant  la  perpendiculaire  A91  de  même  longueur  il  suffira  de  relever  oi  en  u  pour 
obtenir  deux  diamètres  conjugués  Af  et  As.  de  la  section  droite  en  question.  On  peut  donc  construire  l'ellipse 
ou  plutôt  la  demi-ellipse  dont  on  a  ces  demi-diamètres  conjugués  A/"  et  Atp  dont  les  projections  verticales 
sont  AY'  et  A'o',  l'extrémité  (tp,  ç')  étant  précisément  celle  qui  est  au-dessous  du  plan  du  carré. 

La  section  droite  du  même  cylindre  menée  par  l'autre  extrémité  de  l'axe  se  projette  suivant  les  mêmes 
ellipses  que  celle-ci  en  projection  horizontale  et  en  projection  verticale,  puisque  c'est  im  cercle  égal  au  premier 
et  dont  le  plan  lui  est  parallèle. 

Pour  oblenii-  les  sections  droites  du  second  cylindi-e  par  les  points  tels  que  (B,  B'),  remarquons  que  dans 
l'espace  ce  sont  des  cercles  égaux  aux  sections  droites  du  premier  cylindre.  De  plus  si  nous  considérons  le 
diamètre  de  la  section  qui  est  perpendiculaire  a  BG,  il  est  par  cela  même  perpendiculaire  au  plan  oBG,  c'est-à- 
dire  au  plan  oAF.  Il  est  donc  parallèle  au  diamètre  (Ao,  A'o')  de  la  section  droite  du  premier  cylindre,  et 
comme  il  a  la  même  longueur  que  lui,  leurs  projections  sont  égales  et  parallèles.  On  a  donc  immédiatement 
deux  diamètres  conjugués  de  cette  section  droite,  dont  les  moitiés  utiles  sont  BA  égal  et  parallèle  à  Au  et  B'A' 
égal  et  parallèle  à  AV,  puis  [By,  Ji'g').  Nous  remarquons  de  plus  qu'en  projection  verticale  les  ((uatre sections 
droites  des  deux  cylindres  se  projettent  suivant  des  ellipses  égales,  à  cause  de  la  symétrie  du  carré  donné 
par  rapport  h  la  diagonale  de  front. 

Noms  obtenons  ainsi  sans  difficulté  les  projections  des  deux  demi-cylindres  :  en  projection  horizontale 
nous  avons  pour  chaque  cylindre  une  génératrice  de  contour  apparent  qui  est  pq  pour  le  cylindre  d'axe  o\ 
et  rs  pour  le  cylindre  d'axe  oB.  De  même  en  projection  veiticale  nous  voyons  la  génératrice  v'ir'  du  premier 
cylindre  el  u'-'  pour  le  second.  Ces  génératrices  sont  toutes  tangentes  à  la  circonférence  de  centre  (0,  0')  et 
dont  le  diamètre  est  le  côté  du  carré  donné,  cette  circonférence  représentant  les  contours  apparents  d'une  sphère 
inscrite  dans  le  cylindre. 

Intersection  des  deux  cylindres.  —  Ces  deux  cylindres  circonscrits  h  la  même  sphère  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes.  On  voit  d'ailleurs  immédiatement,  si  l'on  considère  la  figure  dans  l'espace,  que  deux 
cylinilres  circonscrits  à  la  même  sphère  et  dont  les  axes  sont  rectangulaires  ont  en  commun  les  sections  planes 
qui  passent  par  les  diagonales  du  carré  situé  dans  le  plan  des  axes  et  circonscrit  au  grand  cercle  correspondant 
de  la  sphère,  parallèlement  aux  axes,  sections  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  au  plan  des  axes. 

Ici  ces  plans  passent  donc  par  les  diagonales  a'b'  et  c'd';  l'un  d'eux  est  précisément  le  plan  de  bout  c'd'  en 
sorte  qu'on  a  immédiatement  la  projection  verticale,  qui  se  réduit  à  la  droite  '•'</',  et  la  projection  horizontale, 
qui  est  une  ellipse  dont  cU  est  un  diamètre.  Le  demi-diamètre  conjugue  est  la  projection  du  demi-petil  axe  de 
l'espace;  or  celui-ci  est  perpendiculaire  au  plan  du  carré  el  égal  au  demi-côté  du  carré  :  il  se  projette  donc 
suivant  une  droite  égale  et  parallèle  à  \ih,  en  sorte  qu'on  peut  construire  l'ellipse  dont  on  a  les  deux  demi- 
diamètres  conjugués  oc  et  oi. 

La  seconde  section  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  de  front  a'b'  se  projette  en  vraie  grandeur. 

Le  demi-petit  axe,  pour  les  mêmes  raisons  ((ue  dans  la  première  section,  se  projette  suivant  la  droite  01  qui 
est  le  deu)i-diamètre  conjugué  de  ab  el  achève  de  déterminer  les  deux  projections  de  l'ellipse. 

Les  points  de  contact  de  chaque  section  avec  les  génératrices  de  contour  apparent  se  déterminent  sans 
ditricullé  par  une  construction  bien  connue  et  (|ue  nous  n'avons  pas  reproduite  sur  l'épure.  Il  faut  supprimer 
sur  chaque  cylindre  le  segment  de  génératrice  compris  entre  les  deux  ()oints  de  contact. 

En  raison  des  données  numériques,  les  deux  projections  de  la  surface  proposée  empiètent  l'une  sur  l'autre; 
nous  avons  représenté,  pour  la  visibilité,  chacune  d'elles  comme  si  l'autre  n'existait  pas. 


Il 
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Composition  de  maihémaliques. 

I.  —  Courbure  d'une  courbe  plane.  Cas  d'une  courbe  représentée  par  les  équations  paramétriques 

a-  =  f(t),  y  =  g(t). 

II.  — 2235.  Faire  la  sommation  de  la  suite 

I  -I-  2j-  +  3x-  -)-  • .  ■  H-  nx  "-'. 
Si  on  suppose  que  n  croisse  indéliniment,  déterminer  les  limites  entre  Ies(iiielles  x  doit  être  compris  pour 
que  la  série  ainsi  obtenue  soit  convergente.  Représenter  par  une   courbe  les  variations  de  la  fonction  définie 
par  cette  série  et  former  une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre  qu'elle  doit  vérifier,  équation  ne   conte- 
nant pas  la  variable  indépendante  x. 

Composition  de  Mèrnnirjue  et  de  Résistance  ilcs  Matériaii.r. 

I.  Mécanique-  —  Du  point  0,  un  point  pesant  M  est  lancé  dans  le  vide  avec  une  vitesse  initiale  v.  inclinée 
d'un  angle  a  au-dessus  de  l'horizon.  A  l'instant  oii  ce  mobile  M  atteint  sa  position  culminante,  on  lance,  du 
même  point  O  et  dans  le  même  plan  vertical,  un  second  point  pesant  Mi.  On  propose  de  déterminer  sa  vitesse 
initiale  «i,  et  l'inclinaison  ai  de  cette  vitesse  sur  l'horizon,  de  telle  sorte  que  les  deux  points  mobiles  viennent 
se  rencontrer  sur  la  droite  horizontale  menée  par  0  dans  le  plan  vertical  des  deux  moiivemenls. 

Est-il  possible  que  les  deux  vitesses  v  et  vi  soient  égales  entre  elles? 

II.  —  Résistance  des  matériaux.  —  Moments  d'inertie  d'une  plaque  rectangulaire  homogène,  par  rapport  à 
des  axes  situés  dans  le  plan  de  cette  plaque,  dont  l'épaisseur  est  considérée  comme  négligeable. 

t'oiiiposition  de  Physique  et  de  Chimie. 

Physique.  —  Lunette  terrestre. 

Chimie.  —  Anhydride  et  acide  sulfuriques.  Principes  de  la  préparation  industrielle.  Propriétés  principales. 

Calcul  logarithmique. 

Sur  un  terrain  horizontal,  trois  points  A,  0,  B  sont  placés  de  telle  sorte  que  l'angle  0  est  droit; 
OA  =  .310"",     OB  =  100". 

Des  points  A  et  B,  en  visant  un  quatrième  point,  M,  on  a  déterminé  les  angles  obtus  AOM  =  a  et 
OBM  =  ^. 

Sachant  que  sin  a  =  0,97.j6  et  sin  [i  =  0,8,  calculer  les  distances  de  M  aux  trois  points  A,  B,  0,  à 
1  centimètre  près. 
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2236.  —  Etant  donnée  l'equalion  différentielle 
montrer  que  par  un  changement  de  variable  convenable  on  peut  intégrer  cette  équation  en   la  ramenant  à 


ti^)u"  -+-  ^-T-  y'  +  y  +  9{^)  =  0. 
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une  l'quiilion  linéaire  à  foeflicients  constants  avec  second  membre.  Appliquera  l'équation 

4a;)/"  -t-  2;/'  H-  ;/  =:  0. 


Trouver  les  courbes  intégrales  et,  en  particulier,  celle  qui  coupe  l'axe  des  ;/  au  point  il'uidonuée  1  et  dont  la 
[ente  en  ce  point  a  pour  coet'ticienl  angulaire    —  — ■       Const 
à    +  --c  .     Etudier  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  x. 


langente  en  ce  point  a  pour  coet'ticienl  angulaire    —  — ■       (Construire  cette  courbe  lors(|ue  x  varie  de    —  oc 


Pktitjkunk,  à  \  oiron. 

2237.  —  On  considère  la  l'onction 

(1  -h  x]''  —  Lx 

y  = :: ' 


et  on  demande  : 

1"  K'établir  une  relation   entie  deux  dérivées  consécutives  de   cette  l'onction,  y""  et  y'""'',  et  de  calculer 
les  trois  premières  dérivées,  )/'.  ?/".  .'/"  I 

2"  De  calculer  y"",  en  fonction  a;; 

.3°  D'étudier  les  variations   de   cette  l'onction,  y,  et  de  comparer  la  courbe  qui   la  représente  à  la  droite 
y  =  x-h'2;    puis,  de  donner  l'aire  de  cette  courbe,  depuis    a:  =  1,    jusqu'à    »  =  e. 

E.  H. 
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NOTE  D'ANALYSE 

par  M.  R.  Dontot,  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure. 


M.  Morel  a  montré  dans  le  numéro  de  mars  de  la  Revue,  que  le  calcul  des  intégrales 

ff\x)  sin  axdj-,  ff(.^)  cos  axdx, 

se  ramène  à  la  recherche  d'une  solution  particulière  de  l'équation 

d-z 

-—^  +  (1^:  =  ±  a/ix). 
dx- 

C'est  là  un  l'ait,  qui  n'a  rien  de  surprenant,  puisqu'on  sait  qu'inversement  la  recherche  de  cette 

solution  particulière  se  ramène  aisément  au    calcul  de  ces  intégrales.   Considérons,  par  exemple, 

1  équation  -7-:^  -+-  a-z  =  ai\x), 

et  cherchons  une  solution  particulière  de  la  forme 

:  =  C,  cos  ax  -+-  C.  sin  ax, 

Cl  et  Co  étant  deux  fonctions  inconnues  de  x  :  un  calcul  classique  amène  à  choisir  pour  C,  et  C2  des 

fonctions  vériûant  les  équations 

rfC,  rfC,     .  ^  (^C,     .  dC. 

— ■ —  cosa.r-f-  — r-  sm  ax  =  0,  ; —  sin  ax-\ -^  cos  ax  =  fia;), 

dx  dx  dx  dx  ^ 

d'où  Cl  =  —  ff{x)  sin  axdt,  C^  =  ff[x)  cos  axdx. 

Une  solution  particulière,  :,  sera  donc  toujours  de  la  forme 
(  i)  :  =  —  cos  axf'J{x)  sin  axdx  -f-  sin  ax  Jlf[,x)  cos  axdx, 

1  et  p  étant  deux  constantes. 

Inversement,  :  étant  donnée,  il  suffit  d'adjoindre  à  l'identité  (I)  celle  qu'on  obtient  en  la  dérivant, 

(2)  — -  =  a  sin  axjlf{x)  sin  axdx  +  a  cos  axJlfix)  cos  axdx, 

pour  obtenir  deux  équations,  qui  déterminent  f'J(x)  sin  axdx  e\.  fïf(x)  cos  axdx,  enfoaclion  de  :  etde  --• 

dx 

On  retrouve  par  ce  procédé  la  formule  donnée  par  M.  Morel  : 


x 


/(x)  cos  axdx  =  z  sin  ax  -\ -j—  cos  ax. 


a    dx 

.Je  ferai  d'ailleurs  remarquer  que  la  recherche  d'une  solution  particulière  de  l'équation  différen- 
tielle, sera  en  général  plus  longue  que  la  simple  application  des  méthodes  connues  :  dans  l'exemple  du 
précédent  article,    le    calcul    de    /j-e^  cos  2irfx    devient    extrêmement    simple,  quand  on  remplace 

cos  2x  par 

^  2 

On  peut  cependant,  en  considérant  la  question  à  un  point  de  vue  un  peu  différent,  généraliser  le 

résultat  obtenu  et  l'étendre  à  des  cas  où  il  présente  un  très  réel  intérêt.  Supposons,  par  exemple,  que 
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!/  soit  une  fonction  de  x  vérifiant  ré(|uation  différentielle 

(3)  y^ay'+by", 

a  cl  b  étant  des  fonctions  quelconques  de  .r,  et  considérons  l'intégrale    fuydx. 

Remplaçons  y  par  sa  valeur  donnée  par  (3)  en  fonction  de  y',  y"  et  intégrons  par  parties  : 

'r  ,   ,    ,  „w       r       dibu)  -|     , ,      r  \-  <iim,)     d^hu)  -\ 

J  n{ay'  +  hy')dx  =  y^au--^^-^y.hu-J  y^-j~ ^-^ J  • 

11  en  résulte  que 

r   r  diau)         d-(bu)   ],  /  d(hu)\         ,    , 

(4)  j  y[n  -  -4 y-y^-  -  ?y (-  -  -^)+  -h'. 

Donc,  en  particulier,  si  l'on  peut  connaître  une  intégrale  de  l'équation 

n^bu)         d{nu) 

ax'  ax 

on  saura  trouver  l'intégrale  ff\x)ydx. 

Je  me  bornerai  à  appliquer  les  méthodes  précédentes  à  la  démonstration  de  la  propriété  suivante  : 

Considérons  l'équation  y"(l — a;=)  —  :2xi/' +  »(«-+- d);/  =  0; 

on  vériûera  sans  peine  qu'elle  admet  comme  solution  particulière  un  polynôme  P„(.t)  de  degré  n. 

■2x  x'^ I 

Remplaçons  dans  (4)  a,  b  par  les  valeurs     a  — —-^ — — .     *  =  — j r-       »^t   ;/   par    P„  ;     il   vient 

/P„[i("(l  —X-)  -±u'x+  n[n^\)u]dx  =  +  (l  —  ï-)(P„m'  — mP;.). 
Pour  que  cette  identité  ait  un  sens  précis  nous  l'écrirons 

/JP/m"{1  —  x"-)  —  2u'j7  +  n{n -t-  i)u\dx  =  [(1  —  x-)(P„'t'  -  uV'Jf^. 
Choisissons  pour  u  le  polynôme  P,n  solution  de  l'équation 

y"(l  —  a-=)  —  '2xy'+m(m  +  \)y  =  0  ; 
on  voit  qu'on  aura         (m  —  n){m  -+-n  +  l)/|P„P„rfx  =  [(1  -  x-=)(I'„p;„  -  PmP;,)]5. 
Par  exemple  /!]P„P„,rfa;  —  0  si  m=:n. 

Les  polynômes  P„  sont  les  polynômes  de  Legendre,  dont  il  est  fait  giaiii  usage  en  analyse. 
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Groupe  I. 

Mathcmaliqucs. 

2170.  —  /-.'((int  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  0;,  on  considère  la  surface 

(S)  définie  jiar  l'équation 

z  —  xy  4-  x^ 

et  la  droite  (D)  définie  par  les  équations 

y  =  b,  z  —  c, 

oii  b  et  c  sont  deux  constantes  dontiées,  la  seconde  n'étant  pas  nulle.  /)ans  tout  ce  qui  suit,  cette  droite  (D) 

restera  fixe. 

l"  .Montrer  que  la  surface  (Sj   est  réglée  et  trouver  ses  génératrices. 

2"  A  chaque  génératrice  rectiligne  (G)  de  (a  surface  (S)  on  fait  correspondre  le  plan  (P)  mené  par  la 
droite  (D)  et  parallèle  à  la  symétrique  de  (G)  par  rapport  au  plan  aOy.  Déterminer  le  lieu  du  point 
d'intersection  de  ((ij  et  de  (P),  quand  la  droite  (G)  décrit  la  surface  [S). 


1 
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Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  (C)  située  sur  une  quadrique  (0)  et  déterminer  cette  quadrique. 

3"  Former  l'équation  du  quatrième  degré  donnant  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  (Cj 
avec  un  plan  donné  par  son  équation         ux  -\-  vij  h-  ivz  -+-  s  =  0. 

Calculer  les  fondions  symétriques  élémentaires  des  racines  en  fonction  de  u,  v,  w,  s.  En  déduire  la 
relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  abscisses  Xi,  x»,  x^,  x^,  de  quatre  points  de  la  courbe  {C)  jiour  que 
ces  quatre  peints  soient  dnns  un  même  plan. 

Cette  relation  sera  utile  dans  la  plupart  des  questions  qui  vont  suivre. 

4°  Déduire  de  la  relation  précédente  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  abscisses  Xi,  x.^,  Xj, 
de  trois  points  de  la  courbe  (G)  pour  que  ces  ti'ois  points  soient  en  ligne  droite. 

Former  l'équation  générale  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  points  en  ligne 
droite  de  la  courbe  (G).  Montrer  que  les  droites  qui  coupent  (G)  eu  trois  points  engendrent  l'une  des 
familles  de  génératrices  rectilignes  de  la  quadrique  (QV 

5°  Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  plans  osculateurs  à  la  courbe  (G)  en 
trois  23oints  donnés  se  coupent  sur  la  courbe  (C)  est  que  ces  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

6"  Par  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (C)  il  passe  deux  plans  jouissant  de  la  propriété  d'être 
tangents  à  la  courbe  (C)  au  point  M  et  en  un  autre  point  [c'est-à-dire  d'être  bitangents  à  la  courbe).  Soient 
M'  et  M"  les  seconds  points  de  contact  de  ces  deux  plans.  Montrer  qu'il  existe  un  plan  bitangent  à  la  courbe 
(C)  en  W  et  M". 

A  quelles  relations  doivent  satisfaire  les  abscisses  de  trois  points  M,  M',  M"  de  la  courbe  (C)  pour  que 
deux  quelconques  d'entre  eux  soient  les  points  de  contact  d'un  plan  bitangent  à  la  courbe  (C)  y 

7"  Former  l'équation  générale  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont  les  abscisses  de  trois  points,  M, 
M',  M",  de  la  courbe  (C)  satisfaisant  aux  conditions  précédentes.  Exprimer  les  coefficients  de  cette  équation 
au  moyen  de  l'abscisse  ;  du  quatrième  point  d'intersection  [jl  de  la  courbe  (G)  avec  le  plan  (llj  déterminé 
par  les  points  M,  M',  M". 

Calculer,  en  fonction  de  ;,  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  (D)  et  les  coordonnées  du  point  de 
concours  A  des  tangentes  à  la  courbe  (C)  aux  points  M,  M',  M".  Ce  point  A  sera  dit  le  point  associé  au 
point  11  de  la  courbe  (C). 

8°  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  quadriqufs,  ne  dépendant  que  de  b  et  de  c,  p)(ir  rapport 
auxquelles  le  point  A  est  le  pôle  du  plan  (II)  ;  déterminer  ces  quadriques  cl  montrer  que  l'une  d'elles  est  la 
quadrique  (Q)  déjà  considérée. 

Déterminer  le  lieu  (T)  du  point  A,  ainsi  que  l'enveloppe  du  plan  (II),  quand  le  point  jj.  décrit  la 
courbe  (C). 

9°  A  trois  points  quelconques  en  ligne  droite  [ii,  [jij,  (JIj,  pris  sur  la  courbe  (G)  sont  associés  les  trois 
sommets  Ai,  Aj,  A3,  d'un  triangle  inscrit  dans  la  courbe  (r).  Déterminer,  en  supposant  6  =  0,  l'enveloppe 
des  côtés  de  ce  triangle  quand  la  droite  t^iti.jJtj  varie.  Montrer  que,  dans  la  même  hypothèse  b  =  0, 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  Â1A.2A3  passe  par  deux  points  fixes. 

1.  Les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  (S)  sont  évidemment  les  parallèles  au  plan  yOz 
d'équations 

(G)  X  =  X,  Z  =  x\-hx\ 

où  X  désigne  un  paramètre  variable. 

2.  X  désignant  toujours  le  paramètre  variable  relatif  à  la  génératrice  (0),  le  plan  (P)  contiendra 
évidemment  la  parallèle  (G')  à  la  symétrique  de  la  génératrice  (G)  par  rapport  au  plan  xOy,  menée 
par  le  point  {x,  b,c),  où  le  plan  mené  par  (G)  parallèle  au  plan  yOz  pprce  la  droite  (D).  Le  point 
d'intersection  ^M)  du  plan  (P;  et  de  la  génératrice  (G)  est  donc  le  point  d  intersection  des  droites  (G) 
et  (G'). 

Les  équations  de  (G')  sont 
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("G')  X  =  ,r,  Z  —  c  =  —  x(Y  —  b). 

Donc  les  coordonnées  du  point   M  sont  données  par  les  équations 

X=x,  Z  —  c=  —  x(Y  —  b),  Z  =  aY  -+-  a;\ 

En  résolvant  ces  équations  par  rapport  à  X,  Y,  Z  oa  a  les  coordonnées  d'un  point  (luelconque  de 
la  courbe  (C)  en  lonclion  du  paramètre   x  : 

—  .V  ^-  bx  -h  c  .,         x'  -4-  ôj;  -4-  c 

(G)  x  =  ..,  ^= z= ^ 

La  droite  (G')  engendre  le  paraboloïdo  hyperbolique  (Q)  de  plan  directeur  j/Oî,  contenant  la  droite 
D  et  qui  a  pour  équation 

(0)  Z-  c   hX(Y-6)  =  0. 

La  surface  (S)  et  le  paraboloide  (O)  ont  d'abord  en  commun  la  courbe  du  i'"  degré  (C)  et  de  plus 
la  droite  à  l'infini  du  plan  j/O:   qui  compte  double  car  c'est  une  génératrice  double  de  la  surface  (S). 


3.  L'équation  est 


ux  +  -^ ^^ '-  +  -^ 2 ^^  =  ^' 


ou  u'X'  -  vx"  ■+-  (iu  +  bivyv'^  -+-  {bv  -H  cw  +  2s)x  -t-  eu  =  0. 

Si  Xi,  xi,  x^.  Xi  sont  les  racines  de  cette  équation,  ;ji,  p2,  ps,  pi  leurs  fonctions  symétriques  élémen- 
taires, on  a 

V 

I    p,    —  X,  -+-  Xo  -+-  X..  -4-  Xi    =  — » 

l                                                                                        2u-hbiv 
\  p,  —  x,Xi  +  .r,a;,,  +  XiXj  -t-  X.X3  -t-  XjXi  -+-  X3X.,  =  1 

I                                                                                    bv  -h  cii  -+-  2i 
I  Pi  =  XiX.,r3  H-  XjXjX;  +  XiXjXi  -f-  XaXjXi  = , 


Pi  —  XiXoXjXt  =  —  ; 


on  en  tire 


V  =  icpi, 

wip,  —  b) 


_     ir:ih  -+-  bp:  +  c)  ^ 
P:=  C/),. 

Duiic  pour  que  quatre  points  M,,  Mo,  .\L,,  Mj  d'abscisses  .r,,  x.,  x,,  x^  de  la  courbe  (C)  soient  dans 
un  même  jilaii,  il  faut  et  il  sufdl  fju'ils  vérilient  l'équation 

(1)  /)j   —   C/J,,  ou  X|X2J3.C,t    =   C(  c,  4-  X.j+X;,  +x,). 

Si  cette  condition  est  remplie  l'équation  du  plan  passant  par  ces  quatre  points  est 

(2)  (/)■.  —  '/,)X  +  2//,V  H-  "2Z  —  (/),,  +  bp,  +  c)  =  0. 

4.  iitant  données  les  abscisses  x,,  .<%,  .i,  de  trois  points  M,,  M>,  M.,  de  la  courbe  (G),  on  obtiendra 
l'abscisse  x^  du  quatrième  point  M^  où  celte  courbe  rencontre  le  plan  MiMjMj  en  résolvant  l'équation 
précédente  (1)  par  rapport  à  x^.  Pour  que  les  trois  points  M,,  M,,  M,  soient  en  ligue  droite,  il  faut  el 
il  suflit  que  l'équation  (I)  soit  une  identité  en  Xj,  c'est-à-dire  que  l'on  ail  les  deux  égalités 

(  X, -I- Xi  H- X,,  =  0, 

^'  1  X,  r.j,  —  c. 

L'équation  ilu  troisième  degré  demandée  est  donc 
('i)  x^  4-/)x — c  =  0,     (;)  constante  arbitraire). 
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Pour  avoir  les  équations  de  la  droite  MiMoM^,  cherchons  l'équation  du  plan  passant  par  cette  droite 
et  le  point  M,/Xi^)  de  la  courbe  (G).  On  a  actuellement 

p^  =  j-j  -t-  a-.i  -h  r.j  -h  i\  =  x.^, 

■p.,  =  .l'jO;,  +  x.i\_  -t--  x.x^  -t-  a?|.r,  -I-  x-ix^  -•-  .Tj-t,  =  p, 

p^   =   X,X.^X.^  -+-  X^{XiX,  -+-  JiX.,  -+-  X..Xf)   :=    C  -h  pX,^. 

Donc  l'équation  (2)  du  plan  est 

(p  —  b)\  +2a;4Y  +  2Z  —  2c  —  (;;  -f-  hyv,  =  0. 

Lorsque  x,,  varie,  ce  plan  passe  toujours  par  la  droite  MiMjMj  qui  a  pour  équations 

(M.MoM,)  2Y  =  p  -t-  6,  ip-  b)\  -(-  2Z  —  2f  =  0 . 

C'est  bien  une  génératrice  du  paraboloïde  (0),  car  en  éliminant  p  entre  ces  deux  équations  on 
trouve  l'équation  de  ce  paraboloïde. 

Cela  était  évident  a  priori,  car  la  droite  M,M2M3  rencontrant  la  courbe  (C)  en  trois  points,  a  en 
commun  avec  le  paraboloïde  (0)  ces  trois  points.  Donc  elle  est  nécessairement  sur  ce  paraboloïde. 

5.  Pour  le  plan  osculateur  au  point  M  d'abscisse  x  de  la  courbe  (C)  on  a 

Xi    =    X;    =    Xj    =    X, 

et  la  relation  (i)  donne  pour  l'abscisse  x^  du  quatrième  point  d'intersection  du  plan  osculateur  avec  la 
courbe  (G)  l'équation  x'xj  =  c(3xh-x._). 

Cette  équation,  où  l'on  considère  x  comme  inconnu,  donne  les  abscisses  des  [loints  de  contact  des 
plans  osculateurs  à  la  courbe  (C)  passant  par  le  point  Mj  d'abscisse  X;  de  la  courbe  (C).  Elle  est  du 
troisième  degré  et  de  la  forme  (4) 

A  ■  3c 

X    -\-px  —  r  =  0,  OU  p  = ■ 

Donc  il  y  a  bien  trois  plans  osculateurs  à  la  courbe  (C)  passant  par  le  point  M^  et  ces  trois  points 
sont  bien  en  ligne  droite.  Réciproquement,  si  on  se  donne  l'équation  (4),  c'est-à-dire  trois  points  en 

3c 

ligne  droite  de  la  courbe  (G),  on  en  tire  pour  x,  la  valeur    x,  = 

V 
Donc  les  plans  osculateurs  en  ces  trois  points  à  la  courbe  (C)  se  coupent  bien  sur  la  courbe  (C)  au 

—  3e 

point  M,  d  abscisse 

p 

6.  Soit  X  l'abscisse  d'un  point  M  de  la  courbe  (G),  x'  l'abscisse  dun  autre  point  M'  de  cette 
courbe  tel  qu'il  existe  un  plan  bitangent  à  la  courbe  en  M  et  M'.  11  faut  donc  supposer,  dans  la 
relation  (1),     x,  =  Xo  ==  a;     et     x.,  =  x,,  =  x',     et  réciproquement.  Cette  relation  (1)  s'écrit  alors 

.T-x'-  =  'ic{x~\~  x',1  . 
Elle  est  du  second  degré  en  x',  donc  il  y  a  bien  deux  plans  bitangents  à  la  courbe  (C)  passant  par 
M.  Soient  x'  et  x"  les  racines  de  l'équation 

x^\^  =  2c(x-hX) 
où  X  est  l'inconnue.  Pour  montrer  qu'il  y   a   un  plan  bitangent  aux  deux  points  correspondants  M'  et 
M",  il  suffit  de  prouver  que  les  racines  x'  et  x"  de  cette  dernière  équation  satisfont  à  la  relation 

x'Ke"-  =  2e(x'  +  x"). 
Cela  est  évident  car 

2c  2c 

XX   = et  x'  +  x  == — —  • 

X  a' 

Les  abscisses  des  trois  points  M,  iM',  M"  satisfont  aux  égalités 

2c  2(.' 

x'x"  = ■>  x'  +  x"  =  ^^, 
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qui  ppuvf'iil  s'écrire 

in  a  II,  -T'^?" 

XXX    =  —  2c,  .x-  +  a;    = , 

X 

ou  encore 

,„.  i  xx'z"  =  —  2c, 

(o)  {       ,  ,,  „       „ 

(  XX  -{-XX   -hx'x    =  0. 

Réciproquement,  si  les  abscisses  de  trois  points  vérilient  les  deuK  ég^alités  (3)  précédentes,  ils 

vérifient  aussi  les  trois  égalités 

x^x'^  —  2c{x -{-x'),  x-x"-  =  ic{x -\-x")  et  x'^x"- =  •'2c{x' -\- x"), 

et  il  existe  bien  trois  plans  bifangents  à  la  courbe  (C)  respectivement  en  deux  quelconques  des  trois 

points  ^f,  M',  M". 

7.  L'équation  demandée  est  évidemment 

(6)  \' — çX--t-2c  =  0  011  1/  =  X -+-x' +  x", 

et,  réciproquement,  les  racines  x,  r',  .t"  de  l'équation  (6)  sont  bien  les  abscisses  de  trois  points  de  la 
courbe  (C)  jouissant  des  propriétés  du  n»  (i. 

Faisons,  dans  l'équation  (I),     ,r,  =  .r,     .r,  =  x',     t.,  =  x",     X;  —  ;. 
Nous  avons  xx'x"\  =  c[x-^  x  +  .>•"  +  %)-, 

ou  _  2c;  =  c(9  +  ;). 

I>onc  q  =  —7,1 

et  l'équation  demandée  est 

(C)  bis  X,i  -t-  3? X=  -H  2c  =  0. 

Pour  avoir  l'équation  du  plan  (II),  il  suffit  de  calculer  les  fonctions  symétriques  p,,  /jj,  p,  : 
jr),  =  a'  -t-  a;'  -t-  a;"  H-  Ç  =  —  3;  +  J  =  —  2;, 
j)i  —  au-'4-a;x"-i-a?'j;"-f-;(x-l-a;'  +  a'")  =  —3$'-, 
;)j  -.=  xx'x"  +  %{xx'  -t-  xx"  -+-  x'j! )  =  — 2c. 
Ku  remplaçant  dans  l'équation  (2)  du  n"3,  on  a  l'équation  du  plan  (D)  : 
(tu  —  (3^'^-i)X  — 't;Y4-2Z  +  (2/K  -hc)  =0. 

I>es  trois  plans  bitangents  respectivement  en  deux  des  points  Jl,  M',  M"  se  coupent  deux  à  deux 
suivant  les  tangentes  à  la  courbe  (C)  aux  points  M,  M',  M".  Donc  ces  trois  tangentes  se  coupent  au  point 
A  coumiun  à  ces  trois  plans.  D'ailleurs  ces  Irois  plans  bitangenls  sont  distincts,  sinon  chacun 
coïnciderait  avec  le  plan  (II). 

Pour  calculer  les  coordonnées  .X,  Y,  Z  du  point  A,  écrivons  que  ces  coordonnées  vérilient  les 
équations  de  la  tangente  à  la  courbe  i^C)  au  point  M(jc).  On  a  donc  les  équations 

—  a-'  -t-  //x  -4-  c  x'  +  6  r  H-  c 

X  —  .T  27  '  2 


I  S./;'  -H  c  3j'  +  b 

±F'  2 

Kn  égalant  If  [iroiiiier  cl  le  dernier  rapport,  ou  a  l'éciuation 

'■2,-  -3Xr=  +  (2V  -  />\  -c)  =0. 
C'est  une  équalion  du  troisième   de^ré  en    .r    de  la  forme  (('))  bis    qui    doit   élre   vérifiée  par  les 
abscisses  x,  j',  x"  des  trois  poinis    M,   M',    M".    Dmc  celle  équation  doil  être  identique   h  l'équation 
(t))  bis,  ce  qui  donne 

X=— 21  Z  =  — -il 


I 
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Remplaçons  X  par    —  2;     et  égalons  le  premier  et  le  second  rapport;  nous  en  tirons 

_   —  x'-(-6x  +  c        (2;-|-x)("2x' -l-r)    _    —  x-' -h  ix -h  c    ^    2x'-}-c    ^    ?(2x' -f- c) 


Y  = 


2x-  2x 

;r'  +  bx  -I-  2c         ?f2x-'  +  c\ 


Mais  (le  l'équation  (fi)  bis  on  tire     t^  -(- S»"  =  —  3'.i'-. 

,.        i        3^x2         f(2x''4-c)         i         ?(x'  +  2c)         b        U—dix'-)         i  — 3?^ 

Donc        \  = 1 — ^^ =  —  -+-  — ~  — 1 ^^ =   

2  2x  x2  2  2x-  2  2x'  2 

Ainsi  les  coordonnées  du  point  A  sont 


(A)  \  =  -2?, 

8.  En  éliminant  ;  entre  les  équations  précédentes  qui  donnent  les  coordonnées  du  point  A  on 
trouve  pour  le  lieu  (r)  les  équations 

oc  +  b\  U  —  3X2 

(1)  ._         -        ,  - 

Donc  (1")  est  une  parabole  située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  :0x. 

L'équation  du  plan  (0)  contient  le  paramètre  ;  au  deuxième  degré,  donc  son  enveloppe  a  pour 
équation 

(iY  —  //)■-  -  3X(/A  —  2Z  -  c)  =  0. 

C'est  un  cône  avant  pour  sommet  le  point  T(  0,     —,    — -— 

Le  paraboloïde  (Q)  est  évidemment  une  des  quadriques  répondant  à  la  question,  car  les  tangentes 
à  la  courbe  (C)  aux  points  M,  M',  M"  sont  aussi  tangentes  à  ce  paraboloïde,  donc  leur  point  de 
rencontre  A  est  bien  le  pôle  du  plan  M.M'M".  Cette  remarque  donne  un  moyen  très  rapide  pour 
calculer  les  coordonnées  du  point  A. 

Deux  quadriques  n'ont  en  général  que  quatre  points  ayant  mêmes  plans  polaires,  les  sommets  des 
quatre  cônes  du  second  degré  passant  par  leur  courbe  d'intersection.  Comme  toutes  les  quadriques  con- 
sidérées doivent  avoir  une  inlinité  de  points,  situés  dans  un  même  plan,  ayant  mêmes  plans  polaires, 
ce  ne  peuvent  être    que    les  quadriques  circonscrites    au    paraboloïde    (0)    le  long  de  la  courbe  de 

contact  de  ce  paraboloïde  et   du  cône   circonscrit    de  sommet    T(0,     —  >        ^     j  ■    Tout  point  du 

plan  de  cette  courbe  de  contact  a  en  effet  même  plan  polaire  par  rapport  à  toutes  ces  quadriques.  Un 
vérifie  que  le  plan  de  la  parabole  (Fj,  lieu  du  point  A,  est  le  plan  polaire  du  point  T  par  rapport  au 
paraboloïde  (Q). 

Mais  on  peut  trouver  par  le  calcul,  sans  aucune  considération  géométrique,  toutes  les  quadriques 
répondant  à  la  question. 
Soit 
f[\.  Y,  Z)  =  AX^  4-  A'Y»  -H  A"Z^  4- 2B YZ  +  2B'ZX  +  2B"XY  +  2CX  4-  2G'Y  -f-  2G"Z  4-  D  =  0, 

b  —  3,-2       oc  —  265 


l'équation  d'une  de  ces  quadriques.  Ecrivons  que  le  plan  polaire  du  point    Al  —  25, 
coïncide  avec  le  plan  (n).  On  doit  donc  avoir,  quel  que  soit  5,  les  égalités 

^^,   ^    B'-(6-352)    ^    B'(5c-265)    ^   ^         _2B"f4-^^Alli!l  +  _Ë^2£:^^ 


—  1^524-6)  —A\ 

_2B'54-M^lH!l^-^^lËiZl!^^C"         -2C5  4-^'^^-=^"^  +  ^""^--'- 
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Les  numérateurs  sont  des  polynômes  du  second  degré  au  plus  par  rapport  à  t 

Pour  que  ces  égalités  soient  des  identités  en  i,  il  faut  que  les  numérateurs  soient  respectivement 

divisibles  par  les  dénominateurs  correspondants.  Mais  alors  la  première  fraction  doit  être  de  degré  zéro 

en  ;.  Donc  les  quatre  fractions  doivent  être  égales  à  la  même  constante.  En  écrivant  ces  identités  on 

trouve  d'abord 

A'  =  0.  B  =  0,  C  =  0, 

puis  2A  -+-  bW  =  0,  2B'  +  6A"  =  0 

6B"        bcb'       ^  ocA"       „  5cC" 

-F^-^-^^         -28"         -^+C"         -^  +  D 

et  ; =  =  '■ = . 

—b  —4  2  c  ' 

on  en  tire 


2  //  2  ,  -  ^      ^  .    ,         ^  ^^ 

L'équation  générale  de  toutes  les  quadriques  répondant  à  la  question  est  donc 
bB'  2B'  /  lOcB'  \  2oc*B' 

1b  ^  '  \      b  /  26 

OU  2B"[Z  —  c  -F  X(Y  —  b)]  _  A  (ix  —  2Z  ^  ocf  =  0. 

Ce  sont  bien  les  quadriques  circonscrites  au  paraboloïde  (Q)  le  long  de  la  courbe  d  intersection  du 
paraboloïde  par  le  plan  de  la  parabole  (r). 

Il  est  évident  que  laparabole  (r)  et  la  section  du  cône  (T)  par  le  plan  de  cette  parabole  sont  polaires 
réciproques  par  rapport  à  la  section  du  paraboloïde  (Q)  par  le  même  plan.  Cela  se  vérifie  facilement 
par  le  calcul. 

9.  Soient  ;i,  :.,  ;3  les  abscisses  des  trois  points  ,a,,  <x,,  a,.  Ces  trois  points  étant  en  ligne  droite, 
Si,  il.  t,  sont  les  racines  de  l'équation  (n°  4) 

(i)  x^  -+-  px  —  c  =  0. 

Si    b  =  0,     les  équations  do  la  parabole  (r)  sont  (n»  8) 

(r)                                              z  =  ^,           Y  =  -if. 
Dans  le  plan  de  cette  parabole  l'équalion  de  la  droite  passant  par  les  points      .\-A  —  2;,, ^ 


-2:,.     --^n 

2  ; 


est 


(- 


|-;^  +  ^^s)x-(-25.-i-2UV-^(-2:.)(-|çA-(-2=.)r--^^A=0, 


ou    (k,\)  J(52  H-  -.JX  -  2Y  -h  3«,;;,  =  0. 

.Mais  l,.  U,  ij  étant  racines  de  l'équation  (4),  on  a 

u-^u=    :,      ..t      -  =  ;;. 

Donc  l'équation  de  la  droite  A2A3  est,  en  fonction  du  paramètre  variable  $,, 

(A.AJ  _iî,X_2Y  +  i|î=0 

On   on  déduit  que  l'enveloppe  de  cette  droite  AjA,,  est  la  parabole  {■;]  située  dans  le  plan  de  In 

parabole  (V)  et  d'équation 

—  i)c 
(Y)  Y^  =  -— X. 
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On  constate  que  cette  seconde  parabole  (y)  est  la  section  par  le  plan  de  la  parabole  (T)  du  cône  T 
enveloppe  du  plan   (II;.   Le  plan  do  la  parabole   (T)    coupe   le  paraboloïde    (Q)    suivant  l'hyperbole 

^  —3c 


éi|uihilère  (H)  d'équation 


\Y  = 


D'après  ce  qui  a  été  vu  (n"  8),  les  deux  paraboles  (f)  et  (y)  sont 
polaires  réciproques  par  rapporta  l'hyperbole  (H).  Le  triangle  AiA^A^ 
est  donc  inscrit  dans  la  parabole  (T),  circonscrit  à  la  parabole  (y)  et 
conjugué  par  rapport  à  l'hyperbole  (H). 

Etant  circonscrit  à  la  parabole  (y),  il  en  résulte  que  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle  passe  par  le  foyer  F  de  cette  parabole, 
d'après  le  théorème  de  Simson.  Ce  triangle  étant  conjugué  par  rap- 
port à  l'hyperbole  (II),  il  en  résulte  que  les  directions  O'Ai  et  A.,A3 
sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  hyperbole  et  font  des  angles 
égaux  avec  les  asymptotes.  Donc  les  cordes  O'A,  et  A.Aj  sont  égale- 
ment inclinées  sur  l'axe  de  la  parabole  (1").  Donc  les  quatre  points  0',  A^  A^  et  A,  sont  sur  un  cercle. 
Ainsi  le  cercle  A1A2A3  passe  par  les  deux  points  fixes 

i'\-^'   »=    -y)         ^^         o'I^o,    0.    - 

On  peut  montrer  par  le  calcul  ([iie  la  droite  0'.\,  esl  inclinée  sur  l'axe  de  la  parabole  (l"j  du  même 

-3;: 

2  3 

angle  que  la  droite  A.>A ,.  Car  la  pente  de  la  droite  O'Ai  est      — —  =  —  ^1  ;     c'est  bien  la  pente  de 

A2A3  changée  de  signe. 


HE.MAKOUK.  —  On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  :  i'i  deux  paraboles  ont  même  sommet  et  leurs 
axes  perpendiculaires,  il  existe  une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  l'une  et  circonscrits  à  l'autre  et  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangl"  passe  par  le  sommet  commun  et  par  le  foyer  de  la  seconde  parabole. 

On  peut  aussi  vérifier  facilement  que  les  trois  points  Aj,  A.,  A3  sont  les  pieds  des  normales  menées 
à  la  parabole  (r)  par  un  point  de  la  parallèle  à  Oy  d'équation 
9c 


.\  = 


(cela  fournirait  une  seconde  solution  du  n"  9). 


Très  bonne  solution  par  M.  François  Marganu,  élève  à  l'école  des  mines  de  Saint-Etienne 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lach,  à  Douai  ;  K.  Rodse,  à  Sainte-Barbe;  \.  Iîousskau,  à  Kournesen  Weppes;  L.  Siiio.-« 
à  l'ourmies. 


2171.  —  On  donne  deux  axes  rectanijulaires  et  on  considère  l'équation  diff'érantielle 


y 


^x'j'  -+-  v'-<f'  =  0. 


1°  Montrer  que  cette  équation  admet  une  infinité  de  courbes  intégrales  C,  dont  l'équation  esl  de  la  forme 
ij~  =  /'(■i),  /(.c)  désignant  un  polynôme  en  x.  Ecrire  l'équation  générale  des  courbes  G  ;  montrer  que,  par 
tout  point  du  plan,  il  passe  soit  une,  soit  trois  courhes  C,  et  déterminer  la  région  du  plan  où  doit  se  trouver 
le  point  pour  que  le  nombre  des  courbes  qui  y  passent  soit  égal  à  trois  ;  détn-miner  le  /ieu  des  points  teh  que 
deux  des  courbes  C  qui  passent  par  l'un  d'eux  soient  orthogonales. 

2"  On  donne  le  point     A{x  =  0,5  ;     1/  =  0).     Soit  P  celle  des  courbes    C    qui  passe  par   A  et  tourne 
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sa  concavité  vers  la  partie  positive  de  l'use  Ox  ;  soil  B  le  point  de  la  courbe  F  qui  a  pour  ordonnée  <J6. 
Soit  Q  celle  des  courbes  C  passant  par  H  et  qui  tourne  sa  concavité  vers  les  x  négatifs  ;  soit  enfin  A'  le 
jwinl  où  cette  courbe  coupe  l'axe  Ox.  Calculer  l'aire  limitée  par  les  arcs  de  courbes   \\i,   IJA',   et  l'axe  O.r. 

3"  Un  point  mobile,  partant  de  A,  parcourt  successivement  l'arc  AB  de  P,  puis  l'arc  BA'  de  Q.  Son 
accélération  tangentielU  est  constamment  égale  à  sa  vitesse,  et  sa  vitesse  initiale  est  égale  a  l  ;  au  point  15 
on  supposera  que  la  vitesse  ne  subit  pas  de  changement  de  grandeur,  mais  seulement  un  changement  de 
direction.  Calculer  à  0,1  près  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  parcourir  l'arc  ABA'. 

i°  Au  point  B,  l'accélération  du  mobile  subit  une  discontinuité.  Calculer  par  ses  projections  sur  les 
deux  axes  de  coordonnées  la  variation  géométrique  du  vecteur-accélération  au  point  B. 

1.  .Multiplions  l'équalion  par  y,  nous  obtenons 

g'-  —  5a:)/jy'  +  i/'i/'^  =  0, 

m'' 
ou,  en  posant     »/-=«,  «  =  ux —  • 

Nous  reconnaissons  une  équation  de  Clairaut,  dont  l'intégrale  générale  est 

,        ^' 
u  —  ^x — -! 


Il  désignant  une  constante  arbitraire,  ou  en  posant     |x  =  2X, 
(I)  y-  =  "ilx  -X'. 

Telle  csl  l'éiiuation  générale  dos  courbes  (C);  ce  sont  des  paraboles  ayant  pour  axe  Ox. 
Vax  outre,  l'équation  dilîérentielle  admet  une  intégrale  singulière,  représentée  géouiétriquenicnt  par 
l'enveloppe  des  courbes  (C).  Cette  enveloppe  est  la  courbe 


(K) 


2lij'  —  :iîx'  =^  0  ; 


elle  est  symétrique  par  rapport  à   Oa:,  touclie  Og  à  l'origine  et  a  des  branches  para- 
^'"  boliques  dans  la  direction  Ox  {/ig.  1). 

^  Ecrivons  que  la  courbe  (1)  passe  par  le  point  M(a-j,  i/J  ;   nous  avons  l'équation 

X'  —  iXj^i-h  yl  —  0, 
qui  détermine  trois  valeurs  pour    X. 
Kip.  I  Ces  valeurs  sont  réelles  si     'JTiyJ  —  l!2.i,;  <  0,    c'est-à-dire  si  le  point  M  est  dans 

la  région  négative  de  la  courbe  (E),   c'est  la  région  (II). 
Par  tout  point  M  de  cette  région  passent  trois  courbes  (C)  réelles. 

Si  le  point  .M  est  dans  la  région  (Ij,  région  positive  de  la  courbe  (li),  l'équation  en  X  a  une  seule 
racine  réelle  ;  par  ce  point  passe  une  seule  courbe   (G)  réelle. 

Les  [tentes  des  tangentes  aux  paraboles  passant  par  le  point  (r,,,  t/^,)  sont  racines  de  l'équation 


(2) 


vsy 


2x„y  -H  ;/„ 


soient  g\,  g'i,  g'^  les  trois  racines.  Deux  des  paraboles  seront  orthogonales  au  [loint  (xo,  i/j),  si  l'on  a 

iy'ii/^  =  —  I.     Ur  le  produit  des  racines,  îy,''/î/j  est  égal  A     —  ;     si    g^g.,  =  -  l,     on  aura     y.,  =  — 

î/o  ■  "  '         !/o 

Tout  revient  donc  à  écrire  que  —  est  racine  do  ré(iuation  (i).  Nous  obtenons  ainsi     yl  —  2x,   +-  I  =0, 

!/o 
et  ceci  nous  montre  que  le  lieu  demandé  est  la  parabole 

C)  1/»— 2a'H-  1=0; 

c'est  la  courbe  (C)  relative  à     X  =  I. 

2.  Pour      X  =  0,5,     y  =  0,      l'équation  (I)  donne     X'  —  X  =  G;      elle  a  comme  racines    X  =  0, 
X  =  1,     l  —  —  1.     La  |)arabole  cherchée  devant  tourocr  sa  concavité  vers  les  x  positifs,  on  doit  prendre 
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X  =  1  ;     la  courbe  cherchée  a  donc  poui-  équation 

if  —  iix  +  1  =  0  ; 
C'est  hi  [);irabole  (l'j  précédemniPiil  trouvée 

Le  point  li  de  cette   courbe  qui  a  pour  ordonnée    \E  apourabscisse  —  ;  en  reaiplaçaul  x  par  — 

et  y  par  v'6  dans  l'équation  (1),  nous  avons 

X'  —  7X  +  G  =  0, 

qui  admet  la  racine  X  =  1,  puisque  (P)  passe  par  le  point  B,  et  dont  les  deux  autres  racines  sont  2 
et  —3.  Pour  que  la  courbe  (C)  tourne  sa  concavité  vers  les  x  négatifs,  il  faut  que  X  soit  négatif; 
on  doit  donc  prendre    X  =  —  3.     Par  suite,  l'équation  de  la  courbe  (Q)  est 

)/■-  -)-  t)j:  —  27  —  0. 
On  construit  aisément  ces  courbes  ;  on  a 
OA  =  -i,  Oh  =  ^-  OA'  =  y,  Bh  =  v/6  =  2,4. 

f,     ^  X.  L'aire  limitée  par  les  arcs  de  courbe   AB,  BA'  et  par  la  droite   AA'   est 

Fig.  2.  éyale  »ux  -^  du  rectangle  qui  a  pour  côtés    AA'  =  4,     et.   86=4/6.    Cette 

aire  est  donc    — ; —  ou,  a  -j—  près,  h, 4. 

3.  On  doit  avoir     —  =  u,     ou     —  =  di  ;     on  en  tire    Lv  =  l  +  C,    et    v  =  e'^".    Comme  pour 
dt  0 

ds  , 

i  =  U,     u  doit  être  égal  à  i,  on  a      C  =  U     et     û=e'.      On  en  déduit      —  =  e',      5  =  e'-f-G,      et 

comme  pour     l  —  0,     on  a     s  =  0,     on  obtient     s  =  e' —  I. 

Le  temps  mis  par  le  mobile  pour  parcourir  l'arc  ABA'   sera  donc  défini  par  l'égalité 

É  '  =  1  -H  arc  AB  -f-  arc  BA'. 

Or  étant  donnée  une  parabole      y-  —  2/u-  =  0,     on  sait  que  la  longueur  de  l'arc  qui  va  de  l'origine 
à  un  point  d'ordonnée  positive  y^  est  égale  à 

2p  ^J«^^  ^  2  p_ 

On  aura  la  valeur  de  l'arc  AB  enfaisant    p  =  I,     1/0=  \6,     et  celle  de  l'arc  AB'  enfaisant    /j  =  3, 
yo  =  \lè.     On  obtient  ainsi 

.s-,  =  arcAB  =  -^Lv'42-+-L(v/6+i/7)], 

s,  =  arcA'B  =  —    v/lU  +  3L — — J 

et  <  sera  déterminé  par  l'équation     e' =  «, -t-s. -h- I,     ou     /  =  L(si +So+ Ij- 

Posons      s,-i-îo  +  l  =  w,     et  proposons-nous  de  déterminer  avec  quelle  approximation  il  faut 
4 
calculer  u  pour  obtenir  /  à  -r-  près.  Soient     /  —  :<,     m  —  ?     les  valeurs  approchées  correspondantes 

par  défaut,  nous  avons     e' =  w,     e''  =  u  — S;     nous  en  tirons 

p  =1  e'  —  e!-^  =  e'(  1  —  e"'). 

Orsi  a<J^.  l_e-^<l_«-^^<-l  et  P<-^; 

.   ,  « 

on  voit  aisément  que      e'<8,      donc       ?<— rr' 

10 
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Donc  en  calculant  u  à  —  près,  on  ania  /  a   -—  près. 


Nous  avons     v  't^ 


6,48,  /()  =  2,io,  ^/7  =  2,6i,  s/6-h  ^7  =  5,09, 

L3,09  =  2,3  log  5,09  =  2,3  x  0,706  =  1,6-2; 


donc 


U'aulre  pari, 


v/lO  =3.1fi, 


*,  =  ■i(6,48^-^,G2)  =  4,03. 

v/6  -+-  v^lâ 


v/lS  =  3,87, 


=  2,11, 


L-2,M  =  0,745, 


3L2,il  =  -2,23, 


(3,10  +  2,23)=  2.60. 


c'  =  4,05 -i- 2,69  +  i  =  7,7 ï, 
f  =  2,3  log  7,74  =  2,3x0,888  =  2,  ;\  -i-  près. 

4.  Soient  J,  et  J„  les  accélérations  tangenlielle  et  normale  au  point  B  sur  la  parabole  .\B,  et  soit 

a  l'angle  aigu  que  fait  avec  Ox  la  tangente  en  B  à  cette  courbe. 


y 

Y 

•îr^'j. 

^ 

1 

1      liiTs 

T 

0 

A 

s      K  T^ 

Nous  avons 


dv 
i,  =  —r-  =»y  =  e 
dt 


Si  +  i  —  5,05, 


5,05' 

7v/7 


puis 


v'B 


l 

sin  a  =  -— 

s/7  /7 

Les  projections  X,  Y  de  celte  accélération  sur  les  axes  O.r,  Oy  sont  alors 


X  =  J,  cos  a  -+■  J„  sin 

Y  =  J,  sin  a  —  J„  cos  oc  = 
Sur  la  parabole  BA'  nous  aurons 

JJ  =  J,  =  3,03,  J„  = 


49  i9 

n,05(7v/7— 5,03^/6) 


5,19, 


49 


0,63. 


5.03 


y/ 15 


3 
/Ï5 


\'  =  Jicos  a'  —  j;,  sin  i' 


Y  =  -  J,  sin  a'  —  J,',  cos  ï'  — 


5, O5[5v/90  — 5,05x9] 
5x15 

5,05|  l.'nTo -f-  3,03  X  3n/6] 


0,13, 

^  —6,40. 


3x  15 
On  en  déduit 

\  _  X  ==  0,13  -5,19  =  —5,06,  Y— Y  =  —6,40  —  0,65  =  —  7,03. 

Erançuis  .MAROANi),  élève  à  l'école  des  mines  de  Saint-Etienne. 

Bonnes  soluiions  p;ir  MM.  BEruKzii-Cuu,  lycée  .le  Toulouse;  lî.  Oi'ioun,   école   iionnale  ilo   N.uicy  ;  G.    L*ch,  ii  Douai 
K.  UouGB,  à  Sainte-llarbe;  A.  Uousse»u,  à  Kournes-en-Weppes  ;  L.  Simo.n,  à  l-'ourmies. 


/■.'jiure. 

2173.  —  Snlidc  de  rcvolution  eiigondré  par  une  ellipse.  —  L'ellipse  esl  horiioiUale  ;  son  ccntic  est  situé 
à  lU""  (If  chaque  plan  de  projection.  Sur  l'cpiire,  les  pioieclioiis  de  ce  cetttrc  sont  sur  le  ijrand  axe  de  la 
friiiUr,  aijnu'lriques  ptir  rapport  an  petit  axe.  Le  grand  axe  de  l'ellipse  est  parallèle  <<  la  ligne  de  terre  ;  il  vaut 
20""  ;  le  petit  axe  vaut  H"". 
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inclin 


le  plan  horizontal.    On 


L'axe  de  révolution  passr  par  le  cenirr   de  l'ellipse.  Il  est   de  front, 
s'élève  iiir  cet  axe  de  droite  à  gaticlie. 

1"  Ueprèsenler  le  volume  eni/endré  par  la  surface  de  l'ellipse. 

2°  Déterminer  les  ombres  p)rodinles  sur  ce  solide,  tant  à  l'extérieur  qu'à  l'inlrricur,  Les  rayons  lumineux  sont 
perpendiciilaires  au  second  bissecteur.  La  lumiî'.re  vient  d'en  haut. 

Faire  tin  cadre  de     28x44''°'- 

On  ne.  demande  aucune  e.rplication  écrite. 


Considérons  lin  plan  quelconque  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolulion  et  coupant  la  surface  de  l'ellipse 
suivant  une  corde  AB  dont  le  milieu  1  est  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse.  Tous  les  points  de  la 
^f-  corde  AB  décriront  des  circonférences  concentriques  dont  la  plus  petite  a  pour  rayon  01,  et 
la  plus  grande  OA  ou  son  égal  OB.  Le  solide  sera  donc  limite  intérieurement  par  la  surface 
lieu  de  toutes  les  circonférences  telles  que  01  et  qui  n'est  autre  que  la  surface  conique 
^B  enveloppe  du  plan  mobile,  limitée  aux  circonférences  décrites  par  les  extrémités  C  et  D  du 
grand  axe  de  l'ellipse,  puis  extérieurement  par  la  surface  engendrée  par  l'ellipse  elle-même 
et  qui  est  ici  une  quadrique  parce  que  l'axe  passe  par  le  centre  de  la  courbe,  et  se  projette 
sur  son  plan  suivant  son  axe  de  symétrie. 

Comme  l.i  distance  du  sommet  C  à  l'axe  de  révolution  est  ici  supérieure  au  petit  axe  de 
l'ellipse,  la  méridienne  de  la  surface  sera  une  hyperbole  et  par  suite  le  solide  considéré  sera 
compris  entre  un  rône  et  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  ces  deux  surfaces  ayant 
en  commun  les  deux  parallèles  limites  décrits  par  les  extrémités  du  grand  axe  de  l'ellipse. 

Connaissant  le  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde  et  un  second  parallèle  on  peut  immédiatement  en  déduire 
le  cône  asymptote  de  la  surface.  Pour  cela,  projetons  la  figure  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution 
et  passant  par  le  centre  de  l'ellipse  :  le  cercle  de  gorge  a  pour  projection  la  circonférence  de  rayon  w'oi  =  4"^™ 
et  le  parallèle  décrit  par  le  point  C  se  projette  suivant  le  cercle  de  rayon  f>'c\.  Si  nous  menons  en  ai  une  tan- 
gente au  cercle  de  gorge,  nous  pouvons  la  regarder  comme  la  projection  d'une  génératrice  de  front  dont  la 
trace  horizontale  est  en  a,.  Nous  avons  donc  en  «u'jî,  la  génératrice  de  front  du  cône  asymptote  dont  la  projec- 
tion verticale  o/3'  donne  une  asymptole  de  l'hyperbole  méridienne,  et  on  a  de  même  la  seconde  asymptote  w'o'. 
Connaissant  alors  les  sommets  /'  et  les  asymptotes  de  l'hyperbole  méridienne,  nous  pouvons  construire  le 
contour  apparent  vertical  du  solide,  qui  se  compose  d'abord  des  deux  parallèles  limites  projetés  suivant  deux 
droites  égales  et  parallèles  telles  que  c'Yij',  puis  des  deux  arcs  d'hyperbole  méridienne  compris  entre  ces  deux 
parallèles,  et  enfin  des  génératrices  cachées  de  la  surface  conique  intérieure  c'd'  et  g'w'g' ■ 

Le  contour  apparent  horizontal  se  compose  des  deux  ellipses  projections  des  circonférences  qui  limitent  le 
solide  et  dont  on  aies  deux  demi-axes,  puis  de  deux  arcs  d'iiyperbole  qui  appartiennent  à  la  siction  de  l'hyper- 
boloïde par  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  verticales.  On  connaît  les  sommets  a  et  6  de  cette  hyper- 
bole, et  ses  asymptotes  sont  les  génératrices  de  contour  apparent  du  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde.  On 
obtient  ces  génératrices  en  considérant  une  sphère  de  centre  ((,  i')  inscrite  dans  ce  cône  et  en  menant  par  <d 
les  tangentes  wX  à  son  contour  apparent  horizontal.  On  peut  alors  déterminer  autant  de  points  qu'on  veut  de 
l'hyperbole,  et  en  particulier  on  a  les  points  A  et  /  où  elle  se  raccorde  avec  les  deux  ellipses  en  prenant  la 
trace,  telle  que  hh,  du  plan  de  bout  w'Vk'  sur  chacun  des  plans  de  base  du  solide.  La  tangente  en  k  peut 
s'obtenir  en  rabattant  le  plan  du  parallèle  sur  le  plan  de  front  de  son  centre,  et  menant  la  tangente  k"t'  au 
cercle  rabattu. 

Le  cône  intérieur,  ayant  une  génératrice  verticale  (ojv,  w';/'j  et  étant  limité  aux  deux  sections  parallèles, 
n'a  d'autre  contour  apparent  que  ces  sections  elles-mêmes. 

Ombres  produites  sur  le  solide.  —  Considérons  d'abord  la  surface  extérieure  du  solide,  c'est-à-dire  l'hyper- 
boloïde de  révolution  ;  il  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  perpendiculaires  au  second  bissecteur  :  la  courbe 
d'ombre  propre  est  donc  la  ligne  d'intersection  du  plan  diamétral  conjugué  de  cette  direction.  Pour  obtenir  ce 
plan,  remarquons  qu'il  est  le  même  pour  le  cône  asymptote  ;  or  le  plan  diamétral  conjugué  d'une  direction 
donnée  n'est  autre,  pour  ce  cône,  que  le  plan  des  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  au  cône  parallèles 
à  cette  direction.  Nous  le  construisons  en  menant  par  le  sommet  du  cône  la  parallèle  aux  rayons  lumineux 
jusqu'à  ce  qu'elle  perce  le  plan  de  base,  et  par  le  point  ainsi  obtenu  nous  mmons  les  tangentes  au  cercle  de 
base.  Il  y  a  avantage,  pour  elfectuer  cette  construction,  à  prendre  comme  plan  horizontal  aLixiliaire  de  projec- 
tion le  plan  to'/  :  la  parallèle  aux  rayons  lumineux  menée  par  le  sommet  (to,  w')  du  cône  a  pour  nouvelle 
projection  horizontale  wiai  qu'on  obtient  en  portant  l'éloignement  ciui  égal  à  a'ui'.  Les  tangentes,  telles  que 
Tip',',  à  la  base  du  cône  asymptote  déterminent  la  trace  p"q",  du  plan  diamétral  sur  le  plan  de  base  du  cône  et 
celle  trace  coupe  le  parallèle  qui  limite  l'hyperboloïde  aux  points  p-2  et  ^2  qui  font  connaître  les  points  (p,  p'} 
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et  {q,  q')  où  la  courbe  d'ombre  coupe  le  parallèle  de  base.  Cette  courbe  est  une  l)yperbole  qui  a  pour  asymp- 
totes les  génératrices  du  c('ine  asymptote  définies  par  leurs  traces  p"  et  5",  soient  lo'/i,'  et  <»'7i'.  On  en  déduit 
les  asymptotes  wp\  et  w^,  de  la  projection  horizontale. 

On  obtient  par  symétrie  les  points  oi'i  l'hyperbole  d'ombre  coupe  le  second  parallèle. 

I, 'ombre  produite  sur  le  cône  intérieur  est  l'intersection  de  sa  surface  parle  cylindre  qui  a  pour  base  le  cercle 
(Yc,  y'c')  et  pour  génératrices  des  parallèles  aux  rayons  lumineux.  Ce  cône  et  ce  cylindre,  ayant  en  commun  ce 
cercle  (yc,  y'*^')'  -'^6  coupent  suivant  une  seconde  courbe  plane.  Si  nous  menons  par  le  sommet  du  cône  la  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre  et  si  nous  prenons  son  intersection  (0,  0')  avec  le  plan  de  la  base  commune, 
la  tangente  8r  à  cette  base  et  la  droite  w6  définissent  un  plan  qui  est  tangent  à  la  (bis  au  cône  et  au  cylindre. 
D'ailleurs  le  plan  vertical  ojO  est  aussi  im  plan  tangent  commun  ans  deux  surfaces;  donc  gr  est  l'intersection 
du  plan  de  la  seconde  section  plane  commune  an  cône  et  au  cylindre,  et,  d'après  un  théorème  connu,  la  tan- 
gente en  )■  à  cette  seconde  courbe  plane  est  conjuguée  harmonique  de  la  langente  /')  par  rapport  aux  deux 
directions  gr  et  rv'  des  génératrices  du  cône  et  du  cylindre. 

On  obtient  autant  de  points  que  l'on  veut  de  cette  courbe  d'ombre  en  menant  par  luO  des  plans  auxiliaires 
dont  les  traces  sur  le  plan  de  la  base  commune  pivotent  autour  du  point  0.  Par  exemple  le  plan  (oO<-  donne  le 
point  (m,  m')  sur  la  génératrice  de  contour  apparent  vertical  du  cône. 

Nous  avons  utilisé  l'asymptote  r/ioj  pour  obtenir  un  point  courant  [n,  n')  sur  la  génératrice  w;  qui  a  la 
même  projection  horizontale  que  cette  asymptote.  On  a  d'ailleurs  tons  les  points  et  tangentes  remarquables  que 
l'on  désire  en  employant  la  méthode  classique  qui  consiste  à  mener  à  une  section  plane  d'un  cône  à  base 
circulaire  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

On  reconnait  sans  difficulté  que  la  courbe  d'ombre  produite  a  l'intérieur  du  cône  est  entièrement  cachée 
sur  la  projection  verticale  et  vue  sur  la  projection  horizontale. 

Assez  boMiii.'  solution  :   M.  \.  ItoiissEAC,  :'i   Fournes-eii-Wcppes. 


Groupe  II. 

Mallii^matir/ues . 

2174.  —  0»  cortsidhe  d(nn  vu  plan  deux  oxcs  de  coordonnées  rectançjulaires  Ox,  0;/.  Vn  point 
malrriel  M,  de  masie  égale  à  \,esl  molnle  dans  ce  plan  sous  l'action  d'une  force  (F)  dont  les  projections 
X  et  V  sur  les  axes  sont  X  =  ;r,  V  =  »/  —  4.r, 

X  et  y  désignant  les  coordonnées  du  point  M. 

\"  Former  et  intégrer  les  équations  différentielles  du  mouvement  du  point  M. 

2°  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  ert  supposant  qu'à  l'origine  du  temps  ses  coordonnées  sont 
(a,  0)  et  que  sa  vitesse  a  pour  projections  sur  les  axes  ( — a,  2a).  Construire  la  trajectoire  (T)  corres- 
pondant à  ce  mouvement. 

30  Evaluer  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  aller  d'un  point  quelconque  M  de  su  trajectoire  (T)  ou 
point  i\r  où  la  tangente  à  la  trajectoire  est  parallèle  au  rayon  vecteur  O.Vl. 

4"  Démontrer  que  l'hodographe  du  mouvement  est  une  courbe  homothétique  de  la  trajectoire  (T)  et 
calculer  à  0,01  près  le  rapport  d'homolhétie. 

,')"  La  trajectoire  (T)  passe  par  le  point  0.  Evaluer,  en  fonction  de  l'abscisse  du  point  M,  l'aire  limitée 
par  l'arc  de  courbe  OM  et  la  corde  OM,  ainsi  que  te  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour  de  Oj/. 

1.  Les  équations  différentielles  du  mouvement  sont 
d'x  rf-^v 

*  df  dt'-         •' 

La  première  a  pour  intégrale  générale 

(2)  .<■  =  \e'  -\-\\e  ', 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires  :  et  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  la  seconde  devient 

(3)  -^-y  =  -ike-We-'. 
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L'équation  sans  second  membre  a  pour  intégrale  générale  A'e'+Re~',  et  pour  avoir  l'intégrale 
générale  de  Téquation  avec  second  membre  il  suffit  d'ajouter  h  AV  +  B'e~'  une  intégrale  particulière 
de  chacune  des  équations 

'/'.'/     ..  _     ,...,         d'y 


^^^-y^-4Ae;  ^^, 


y 


-  4Be^' 


Comme    1    et      — 1     sont  racines  simples  de   l'équation  caractéristique     f(r)  ^  r- —  i.  =  0,     la 

.     .       ,              -iA/e'                     ,^.     ,            ,               j               ABle' 
première  de   ces   équations  a  pour  intégrale »     ou     — 2A(e',     et  la  seconde      —   , .  » 

ou    -h  "IBle''. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  est  donc 

(4)  ;/  =  A'e'  -+-  BV  —  2A<e'  -h  2B<e-'. 

Le  système  (1)  est  intégré  par  les  relations  (2)  et  (4). 

dx 

—  =  Ae'  —  Be  ', 
dt 
d]i 


2.  Nous  en  tirons 


dl 


=  A'e'  —  B'e^'  —  2A(c'  +  le')  --h  2B(e-'  —  le-'). 


dr  du 

Ecrivons  que,  pour    1=0,    on  a     .t  =  a,     >/  =  0,     -j-  —  —  «,     -r-  =  21;     nous  obtenons 

A  +  B=a,  A'-(-B'  =  0,  A  — B==— a,  A' —  B' —  2A -t- 2B  =  2ot. 

Nous  en  lirons  aisément    A  =  0,     B  =  i.     A'  =  U,     B'  =  0,     et  par  suite  le  mouvement  du  point 

M  est  défini  par  les  équations  .r  =  xe~',  7  =  2ï/e-'  : 

ce  sont  les  équations  paramétriques  de  la  trajectoire. 

Nous  avons 

dx  ,  d]i 


dl 


-^  =  —  2ae-'(t  —  1), 
dt  ^         ' 


dl/ 
dx 


2(^-1). 


On  en  déduit  les  variations  de  a;  et  1/  : 


l 

00 

0 

1 

-l-oo 

X 

+  x 

\ 

a 

\ 

a 
r 

\ 

0 

y 

—  00 

/ 

0 

/ 

2« 
e 

\ 

0 

ae'^'  =  —  X. 


et  la  forme  de  la  trajectoire  (T). 

Quand    /  varie  do   0   à     +»,     le  point  M  décrit  celle  trajectoire  dans   le   sens   MoMM'O.    La 
tangente  au  point  M»  a  pour  pente    —  2,     et  la  vitesse  initiale  MoVq  a  pour  extré- 
mité le  point  (0,  2i).   D'ailleurs,  le  vecteur  vitesse  MV  en  un  point  M  quelconque 
a  son  extrémité  V  sur  0_i/,  puisqu'on  a 
dx 
W 

d>i         .        .  ■   ^   ■ 

\a\  tangente  en  0  est  Oy,  puisque  -y-  est  infini  pour  /  inlini. 

3.  Soit  M(x,  y],  laposition  du  mobile  à  l'instant  t  ;  la  ponte  do  la  droite  OM  est 

y.^^i!îl  =  ^2t. 

X  ae  ' 

D'autre  part,  soit  /'  l'instant  oii  le  mobile  occupe  la  position  M'  où  la  tangente 
est  parallole  à  OM.  La  tangente  au  point  M'  a  pour  pente  2(r—  1);  on  doit  donc 
avoir  2(<' — I)  =  2/,  ou  l'  =  t\\.  Par  suite,  le  temps  mis  par  le  mobile  pour  aller  du  point  M  au 
point  M'  est  égal  à  1.  Il  est  indépendant  de  la  position  du  point  M. 
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4.  Les  équations  paramétriques  de  l'hodographe  (H)  relatif  au  point  0  sont 

l,z=-~^er\  r,  =  —  :2n'-'\0-  1). 

Ou  en  déduit 

î    _        e-f  _^  _        e  \0  —  1) 

r   ~        c~'  ;/  '«^' 

A  loiile  valeur  de  (  faisons  correspondre  la  valeur  0  définie  parTégalité     0-1  =  /,     ou     0  =  / -h  I  ; 
Ips  formules  précédentes  deviennent 

'  _       '  A  -  _  1 

.r  e  '  y  « 

On  en  conclut  que  l'hodographe  t^H)  est  komothétique  de  la  trajectoire  (T),  le  centre  d'iiomothétie 

1 

étant  l'oriffine  et  le  rapport  d'hoinolliétie  étant  é°;al  a 

Pour  calculer  —  à  0,01    prés  par  défaut,  considérons  une  valeur  approcliée  de  e   par  excès,     e-t-a. 

Si  on  remplace  e  par    e  +  o(,    l'erreur  commise  sur  —  est =  — -•      ^lle  est  momdre 

^  '  e  I?         c  -(-  ï  e'/  -f-  ») 

a  1  1 

que-—'   Donc  si  on  prend     kTO.OI,     on  a <0,0!. 

^        er  e        e  -h  ï 

La  valeur  de  e  à0,0t   près  par  excès  est  2,72.  Divisons  i   par  2,72  et  prenons  les  deux  premiers 

1 
chiffres  décimaux,  nous  obtenons  0,36  qui  estia  valeur  de  —  à  0,01  près  par  défaut. 

Donc  le  rapport  d'iiomothétie  demandé  est    —  0,36. 

5.  L'aire  limitée  par  l'arc  de  courbe  OM  et  la  corde  OM  a  pour  valeur 

'^  =  -^  /,      (xd'j  —  ydx). 

Un  calcul  facile  donne     xdy  —  ijd.v  =  'ii^ir-'dl  :     on  a  donc 

„  T"         ,              »'  I       r'         ^^e-"-'  .         x^ 

A  =  ot-  e  -'dt  — ^k"  =  — :;— »  ou  A  =  -— • 

/;  2  2  2 

Calculons  maintenant  le  volume  V  engendré  par  cette  aire  en  tournant  autour  de  Oy.  Pour  cela, 
nous  décomposons  cette  aire  en  secteurs  infiniment  petits,  tels  que  OAB,  et  nous 
y  remplaçons  chacun  de  ces  secteurs  par  le  triangle  OAB  qui  est  un  infiniment  petit 

équivalent. 

Le   volume  engendré  par  le  triangle  en  tournant    autour  de   Oy  est  égal  au 
produit  de  l'aire  de  ce  triangle  par  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité, 

c'est-à-dire  à 

aire  0AB>:-2-rf, 

(/  désignant  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Ot/. 

1  2  . 

On  a     aire  OAB  =  —(xd;/ —  yd.i-)  =  i-e-'-'dl  ;      on  peut  remplacer    d    par  les--    de    l'abscisse  du 

2  'ir.y? 

point  A,  c'est-à-dire  par    —  ^e^' :     par  suite  le  volume  engendré  par  le  triangle  est    — rr-  «  ^'dt,      et  le 


volume  cherché  est 

X  désignant  l'abscisse  du  point  M. 


BETBÉZÉ-CIJLL  Ivcée  de  Toulouse. 


Bmnes  solutions  pir  MM.  E.  RBm.ANDt-,  école  normale  de  Saint-Cloud  ;  R.  Dufodr,  école  normale  de  Nancy  ;  L.  Nadcelle, 
à  La  Châtre:  E.  Roogk,  à  Sainte-Barbe;  A.  Roosseau,  à  Fournes-en-Weppes  ;  Marcel  Ulluann,  47e  d'artillerie,  à  Héricourt. 
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2175.  —  Evalun-  n  0,01   près  les  inti^gralei 
C'  d.v 

'o    2  cos  x  +  3 


d.T 


Jo    (2  cos  x  + 3)2 
Par  le  changement  de  variable     tg  -^  =  ^     la  première  intégrale  devient 

/'^  dx  ,   /■*'      di  2    I       .       <    I*' 


.'„    ;icosa;-i-3 


'-I. 


Il  = 


— — -  =r.  —-arctg— r 
(-  -1-5  ^'5  I  ^/o 


*/s 


Soient  a  et  p  les  erreurs  par  défaut  commises  sur  r.  et  v^3  ;  l'erreur  commise  sur  F  sera 


elle  est  plus  petite  que 


ir.  -+■  ai/o 


Or  nous  avons  -  =  3,iil...,  v/5  =  2,236... 

Si  nous  prenons  -  et  io  avec  deux  décimales,  nous  avons     s  <  0,002,     p<  0,007     et  l'erreur  esl 

0,007x3,2-1- 0.002X2.3  (1 

moindre  que    ^ ou  que 


lOOU 

3,14x2,23  7,0022        ,  ,„     .       1 

On  trouve = —  =  1,40     a  -— —  près 

.)  5  1 00 

i.a  seconde  intpgrale  s'écrit,  an  moyen  du  même  changement  ilo  variables, 

r-        d.i 


.'(,    (2  cos  .r  -I-  3 


i'        J,>      (<'  +  5)'-'         .'„       (r-  +  f))- 


Oron  sait  que 

lin  en  déduit 

et  par  suite     I;  —  -^I,  = 


/  +'        dl 
I^  =  Il  -  «         -7-, ^  • 

r     dt      _  _i_r _j Ç _JL-\ ■ 

.'o      (i2+5)=        20 
3.         3x1,-40        _  „.  i 


0,8'i,     à 


100 


près. 


Emile  DION,  fxole  normale  supérieure  de  St-Cloud. 


Bonnes  solutions  parMM  A.  IIkrlande,  école  normale  supérieure  de  St-Cloud  ;  (i.  I.aoi,  à  Douai;  E.  Rohgk,  à  Sninte-B.irbe  ; 
A.  IlonssEAO.  à  Fournes-en-Weppes;  Topin,  à  Urandviiliers  ;  Marcel  Ui.i.m*nn,  47'  d'artillerie,  à  Héricourt. 


PHYSIQUK 


2168.  —  I'»'  aphh-i'.  condiir.trire  de  t"°  dr  rayim.  éloignée  dr  tout  nuire  cotidiirleiiv.  est  portée  n  un 
potentiel  de  30  unités  électrostatiques  C.  (î.  S,  par  rapport  au  sol.  On  demande  : 

1°  Ut  charge  en  coulombs  prise  par  la  sphère  ; 

2"  L'intensité  du  champ  électrique  en  unités  (',.  (î.  S.  dans  le  voisinage  immédiat  de  la  sphère  et  à  une 
distance  de  \0'"'  du  centre  de  la  sphère  ; 
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3°  La  valeur  de  la  pression  éleclrostatique  sur  la  sphère,  évaluée  en  millimètres  de  mercure  ; 

4°  1(1  force  en  grammes  qui  tendrait  à  séparer  sous  l'action  de  celte  pression  les  deux  moitiés  do  la 

sphère,  si  celle-ci  était  coupée  suivant  itn  plan  diamétral. 

{ICcole  des  miue<,  1913.) 

1.  La  charge  Q  est  donnée  par  la  relation  U  =  CV,  C  étant  la  capacité  et  V  le  potentiel.  Pour 
une  sphère  condiictric»,  éloignée  de  tout  autre  conducteur,  C  =  R,  R  étant  le  rayon,  ici  égal  à 
Tunilé.  Donc     Q=50C.n.S.     Mais  le  coulomb  vaut     3x10'  G. G. S.     Le  nombre  demandé  est  donc 

•'"        =16,7-10-. 
3X10'^ 

2.  Le  champ  électrostatique  au  voisinage  d'un  conducteur  couvert  d'électricité  de  deosité  g,  dans 
un  diéleclrique  de  pouvoir  inducteur  spécifique  k,  est 

"  =  ^- 

50      ^ 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  diélectrique  est  de  1  air  et     /.■  =  1,     c  —  — — ,    donc 

Il  =  30. 

() 
En  un  point  extérieur,  la  sphère  agit  comme  si  toute  la  chirge  était  au  centre  et  le  champ  est  -^  • 

7'  étant  la  distance  du  point  considéré  au  centre.  Pour     O  =  50     et     r  =  10     on  a 

100 
Ce  mode  de  calcul  s'appliquerait  d'ailleurs  tout  aussi  bien  dans  le  voisinage  immédiat  de  la  sphère. 

3.  La  pression  électrostatique  ii  la  surface  d'un  conducteur  électrisé  est  donnée  par  la  formule 
p  =  2-(j-     et  l'application  numérique  donne  ici 


,  /  50  \  -^     2  mo 

/)  =  2r   -—       =  . =  99,5. 


Identifions  avec  la  pression  produite  par  n  millimètres  de  mercure,  évaluée  en  unités  G.  (i.  S. 

n  2  500 

_X.3,fix981^-^, 

n  =  0,07. 

4.  On  sait  que  la  pression  qui  agit  sur  un  hémisphère  produit  la  même  force  que  sur  la  surface  d'un 
grand  cercle.  Ici  cette  surface  est  égale  à  ~,  donc  la  force,  en  unités  C.  G.  S.,  vaut 

_  2500  ^  ^     _  25()0_ 
'  ~      87t     '""  '^  ~       8    ■■ 
Or  le  poids  d'un  gramme  vaut  981  C.  G.  S.  Le  nombre  cherché  m  est  donc 

2500 
'"=   8^^981  =^'-' 

G.  LÂCH,  àDouai. 
Bonnes  solutions  de  MVI.  Topin,  à  Grandvilliers  ;  M.  Ulimann,  à  Héricourt. 


-*- 


CHIMIE 

2169.  —  On  fait  passer  un  mélange  de  fonnène  et  d'éthylène  dans  un  tube  contenant  de  l'ovgde  de 
cuivre  chauffé  au  rouge,  puis  dans  une  série  de  tubes  à  ponce  sulfurique  et  à  potasse. 

On  observe  une  augmentation  de  poids  de  3  gramm's  pour  l-s  tubes  à  powe  sulfurique,  et  de  6  grammes 
pour  les  tubes  à  potasse. 


5iO  QUESTIONS  PROPOSÉES 


On  demande  de  déduire  de  ces  résullat<i  : 

l"  Le-volvme  du  mélange  gazeux  inilial,  mesuré  ù  0"  el  sous  In  pression  île  760""", 

2°  La  composition  en  volume  de  ce  mélange. 

{On   prendra  pour  poids   atomiques  :      0  =  16  ;      11  =  1  ;     C  =  12  ;       pour   densité   de  l'oxiigène  : 

Lions  :  pour  poids  du  Itire  d'air  nOUd  760"'"  :  l%-293  ) 

(Ecole  lUs  mines.  1913.) 

L'oxyde  de  cuivre  chauffé  cède  son  oxyRi'ne  et   roxydatioii  des  deux   carbures  donne  de  l'eau  el 
de  l'anhydride  carbonique. 

Soient  x  el  ;/  les  nombres   respectifs  de  molécules-grammes  de  formène  el  d'éthylène  contenus 
dans  le  mélange.  F, es  combustions  seront  représentées  par  les  équations 
x(CH'  H~  4CuO  =   CO-'  -+-  SH^O  -t-  -'(Cu), 
!l(C-yV  -h  6CuO  =   2G0-  -i-  2ir^0  +  6Cu). 
1,'augmentation  de  poids  des  tubes  à  ponce  indique  (ju'il  s'est  formé  ^5  grammes  d'eau. 
Le  poids  moléculaire  de  l'eau  étant  18,  on  a  donr 

(1)  2(.r  +  y))8  =  3,  d'oii  •^- +  ?/  =  ^jj  • 

Le  vohime  total  du  mélange  gazeux  initial  est    {x-\-y)\,     V  désignant  le  volume  moléculaire.  Or 

l'oxyp'ène  étant  diatomique,   son  poids  moléculaire  est  32  et  le  volume  moléculaire,   à  0°  et  sous  la 

pression  760""".  sera 

3ï 


1.293xl,l()f)2 
Le  volume  du  mélange  était  donc 

—  22,4  =  l',867. 
12 

D'antre  part,  l'augmentation  de  poids  des  tubes  à  potasse  étant  de  6  grammes  et  le   poids  molécu- 
laire de  l'anhydride  carbonique  égal  à  44,  on  a 

3 

(2)  (-r  +  2.7)4i  =  G,  d'oii  x  -h  2?/  =  -5^  • 

4  7 

Des  deux  écpiations  (1)  et  (2)  on  lire    x  = -—     et    1/  =  t^' 

On  a  donc,  pour  les  volumes  respectifs  des  deux  gaz  : 

Formène  :  -^  "■   22,4  --  0',fi79. 

132 


Lihyièno  :  • — -  X  22,4  =    l,18Si. 

•^  132 


C.  LACII,  à  Douai. 


Asse*  liotiiies  suintions  de  MM.   Maurice  Ui>i  et  Marcel  l  llmann. 

♦ 


QUESTIONS    IMIOPOSKKS 


2238.  —  L  lnlé"ralion  de  i'éqti.itinn  linéaire  du  premier  ordre  par  la  méthode  de  variation  de.s  ronstanles  ; 
dormer  un  exemple. 

IL  Soient  Or,  0;/  deux  axes  de  coordonnées  reclangulaires  el  C  une  courbe  tracée  dans  l'angle  positif  de 
ces  axes.  On  désigne  par  P  le  pied  de  l'ordonnée  d'un  pomt  quelconque  M  de  celle  courbe,  p  ir  T  le  point  de 
rencontre  de  la  fangenle  en  M  avec  l'axe  Cte  et  on  suppose     ()T>OP. 


1 
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1°  Déterminer  les  courbes  C  pour  lesquelles  l'aire  comprise  entre  i'ax.e  0.c,  la  courbe  C,  Taxe  Oi/  et 
l'ordonnée  P.\I  est  égale  à  l'aire  du  triangle  PMT.  Construire  les  courbes  C. 

2°  Démontrer  que  les  deux  aires  précédentes  supposées  homogènes  ont  par  rapport  à  l'axe  Oij  des  moments 
d'inertie  dont  le  rapport  est  constant  quel  que  soit  le  point  M  sur  une  quelconque  des  courbes  C. 

{Certificat  de  Mathêmaliques  générales,  Nancy,  juillet  11/12.) 

2239.  —  On  considère  l'un  des  deux  systèmes  de  sphères  qui  soit  tangentes  à  deux  sphères  données; 
démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné  se  compose  de  deux 
quadriques.  Solution  analytique;  solution  géométrique. 

G.    FONTE.>É. 


DEUXIÈME     PARTIE 


ECOLE    DES   MLXES   DE   S.\L\T-ÉT1ENNE 
Concours  de  1910. 


2129. 


a)     Un 


Mathcmatiijic-'s. 

quadrilatère    articulé    .\liCD,    dont  les    cutés    ont    des    longueurs    invariables     AB  =  la. 
BC  ^^  AD  ^  c,     DG  :=  2b,     se  déjorme  de  sorte  que  le  côté  A15  reste  horizontal  et  fixe 
et  que  le  milieu  E  da  côté  DC  reste  sur  la  verticale  Oz  du  milieu  0  de  AB. 
'■^'  1°  Définir  la  courbe  (C)  lieu  du  sommet  C(x,  y,  z)  par  les  équations  de  ses  projec- 

tions {C-\  (Cyi,  (C.r)  sur  le  plan  horizontal  xOy  et  sur  les  plans    verticaux  rectangu- 
laires aOz,  yOz  {iaxe  Ox  est  dirigé  suivant  le  côté  fixe  AB). 

2°  Calculer  les  coordonnées  x,  y,  :  de  C  en  fonction  de  l'angle  H  des  plans  xO:  et 
COD.  Montrer  que  dans  le  cas  particulier  où  a,  b,  c  sont  liés  par  une  certaine  relation  R 
telle  que  la  courbe  'C),  projection  de  (C)  sur  yOz,  passe  par  le  point  0,  ces  coor- 
données sont  des  fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre. 

3°  Nature  des  courbes  iCj)  et  (C;  . 

Construire  la  courbe  [Ci]  ;  étudier  sa  dé/ormalion  lorsque  c  varie,  a  et  b  gardant 


b,  c  sont  liés  par  la  relation  R. 
vérilïer  que    cette  longueur  est  quadruple  de  celle  de   la 


des  valeurs  constantes. 

4°  Calculer  l'aire  de  la  courbe  (Cj)  dans  le  cas  où  a, 

Calculer  la    longutar  de  (Cj)  pour      —  ^  —  ^  /i  ; 

courbe  {C-). 

b)  Auc  somni'.ts  G  e(  D  du  même  quadrilatère  articulé,  constitué  par  des  barres  rigides  non  pesantes  et  dont  le 
côté  AB  est  maintenu  horizontal  et  fiixe,  sont  fixés  deux  points  matériels  de  masses  égales  m,  soumis  à  l'action  de  la 
pesanteur  dirigée  suivant  Oz  et  d'accélération  g. 

^o  Etablir  que  les  configurations  du  quadrilatère  dépendent  de  trois  paramètres  dans  le  cas  général,  mais  que  les 
configurations,  telles  que  C  e(  D  soient  symétriques  par  rapport  à  Oz,  —  ou  o  configQrations  0  "  (0,  angle  de  xOz 
avec  CUDj  —  dépendent  da  seul  paramètre  0. 

2°  On  applique  en  C  et  D  deux  forces  horizontales  F,  F  constamment  perpendiculaires  à  la  droite  CD  et  formant 
un  couple.  Déterminer  F  par  la  condition  que  la  configuration  9  soit  une  configuration  d'équilibre  ;  on  déterminera 
les  expressions  en  fonction  de  6  des  forces  F  et  des  tensions  T,  U  des  lignes  CB  et  GD. 

3°  Même  question,  lorsque  les  forces  F,  F,  horizontales  et  jormant  toujours  un  couple,  font  un  angle  quelconque  9 
avec  CD. 

4"  \'érifier  que  lorsqu'on  passe  de  la  configuration  0  d'équilibre  à  la  configuration  0 -)- d8,  la  somme  algébrique 
des  iraoaax  des  J  or  ce  s  F  [définies  comme  au  'i")  et  mg,  appliquées  aux  points  C  et  D,  est  nulle. 

a)  Première  partie.  —  Nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  axes  indiqués  dans  l'énoncé  : 
le  point  0  est  le  milieu  de  AB,  l'axe  des  x  est  dirigé  suivant  OB,  l'axe  des  c  est  la  verticale  descendante,  et 
l'axe  des  y  en  découle. 
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1.  iJosi^'iiOMS  par  ,^.  y,  ')  les  roordonnoes  du  point  C,  p.ir  x',  y',  i'  celles  de  U  ;  nous  aurons  successive 
menl,  en  exprimant  que  les  deux  points  <".  et  I)  diVrivenl  des  sphères  de  centres  B  et  A  et  que  le  milieu 
de  Cl)  est  sur  o^. 

,a  —  af  -\-  y- -\-  z''  =  c-, 

x  -H  a)-  +  il'-  +  -  -  =  c», 

x+x'  =  0, 

!/  H-  î/'  ==  ». 

llemplaçon»  maintenant  a,'  par    ( — x),    i/' par    (—y)    et  retranchons cusuite  les  deux  premières  équations 

l'une  de  l'autre;  nous  aurons 

.;'est-à-dire  [^  —  ^'}{^  +  -■')  =  0. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  prendre 

La  deuxième  solution  correspond  au  cas  Oii  le»  deux  points  C  et  D  sont  symétriques  pur  rapport  au  point  0; 
dansée  cas,  OC  et  liC  étant  constants  tous  les  deux,  le  point  C  déurii  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  Ox  ei 
le  plan  perpendirulaire  à  Ox;  le  point  D  décrit  le  cercle  symétrique  par  rapport  au  point  0.  La  première 
solution,    z  =  :',    e?t  donc  la  seule  intéressante.  Ajouto.TS  maintenant  aux  équations  du  début  l'équation 

1 .-;  —  a:')-  + '•■'J  —  y'.'  +  {-  —  ^'•-  =  ^b-, 
qui  exprime  que  la  dislance  DC  est  constante  et  égale  à  26;  remplaçons-y  x'  par    {— x),    y'  par    {—y)    et  j' 
|iar  z  ;  elle  deviendra 

x'  +  y-  —  b-. 
Le  lieu  du  poinl  •".  est  donc  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces 

X  —  a)- -(-  1/2  +  »-2  —  r-, 
X--+-  y-  —  b-. 
Ce  lieu  est  une  biquadralique,  intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre  droit  d'axe  0;. 
Les  projections  de  celle  courbe  sur  les  plans  de  coordonnées  sont  :  d'abord,  dans  le  plan  des  xy,  le  cercle 

.'  -  +  y-  —  b-; 
ensuite,  dans  le  plan  des  -x,  la  parabole 

z-  —  2ax  -+-  a-  -i-  b-  —  c^  =  U, 
parabole  dont  l'axe  est  situé  sur  Ox  et  dont  la  concavité  est  tournée  vers  les  x  positil's  ;  enfin,  sur  le  plan 
des  y-,  la  courbe  du  quatrième  degré 

z- -^ -Iz-  a.^ -i- b'^  —  c-  +  ,a-  +  1'-    -c^)-  =  ia-0^—  ia-y-. 
Il  s'agit  d'étudier  cette  dernière  courbe. 

2.  Pour  que  le  quadrilatère  ABCI)  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  le  côté  AU  soit  plus  petit  que  la  somme 
des  trois  autres,  ce  qui  donne 

n  <  6-(-c  : 
il  faut  aussi  que  le  côté  CU  soil  plus  petit  que  la  somme  des  trois  autres,  donc 

b  <  ,i-h  c. 
Si  on  a  fixé  laquelle  des  deux  longueurs  a  et  b  est  la  plus  grande,  il  suffit  d'envisager  une  seule  de  ces 
inégalités  ;  ainsi,  si  on  sait  que    a  >  b,    la  seconde  inégalité  est  évidente,  et  la  première  seule  est  à  considérer. 
Soit  0  l'angle  que  fait  le  plan  COD  avec  le  plan  des  :.>■.  c'est-à-dire  l'angle  que  fait  la  droite  EC  avec  Ox  ; 
les  coordonnées  du  point  C  sont 

a;  =  6cosO,  ;/  =  isin'J,  ;  =  y/c^ —  «*—&--(- 2aft  cos  0 

l'our  que  la  courne  C^  passe  par  l'origine  des  coordonnées,  il  faut  que  Ton  ait 

(a^  +  b'-  —  f^/-  =  ia^b-, 

c'est-à-dire 

a-  -t-  b-  —  c-  =:  It  '2ab, 
qui  se  décompose  en  ([ualre  relations  : 

a  -t-  i  .=  ±  c-  cl  a  —  I)  =z  ±c. 

l^  relation  a  4- t  =  —  c  est  inacceptable,  ainsi  que  les  relations  b  =  a-i-c  et  a=zb-f-r; 
reste  donc  la  relation 

c  =  rt  -(-  *  ; 
telle  est  lu  relation  It. 

Portons  alors  la  valeur  de  c  dans  z,  nous  aurons 

-  =  ^2ab(l  -hCOsO); 
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01',  1  +  cos  0  =  2  cos-  —  :  donc  nous  aurons 

—    0 
:;  =  2  ^'a(7  COS  — • 

11  est  inutile  de  prendre  le  double  signe,  car  en  changeant  0  en 
cluinge  simplement  de  signe.  Il  suffit  alors  de  prendre  pour  variable 


i^O-f-in),     X  et  y  ne  changent  pas  cl 


donc  sûrement  ou  a 
Si     c<:a-hb, 


pour  obtenir,  pour  a-,  ;/,  .-,  des  fonctions  rationnelles  du  paramètre  (. 

3.  La  nature  des  courbes  C3  et  C,  est  évidente  et  a  été  indiquée;  il  reste  à  étudier  la  courbe  C.  Pour 
étudier  cette  courbe,  lorsque  c  varie,  nous  remplacerons  y-  par  u  et  z-  par  v;  l'équation  deviendra  ainsi 
ia-u  =z  —V-—  2i-(a-  +  b- —  c^)  —  (a^  -+■  b-  —  c^i^  +-  ia^b-. 
Par  rapport  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ou  et  Oi-,  celle  courbe  représente  une  parabole 
dont  l'axe  est  parallèle  à  0»,  dont  la  concavité  est  tournée  vers  les  u  négatifs  et  qui  rencontre  l'axe  Ov  aux 
points  dunl  les  ordonnées  sont 

c  =  ±L  2ab  +  c-  —  a-  —  b- 
c'est-ii-dire 

V   =  r-  —  [a  -+-  b)'-  et  v"  =  c-  —  (a  —  b)-  ; 

or,  nous  avons  vu  que 

0  <  6  4-  '•  ou  b  <a-hc; 

c  >  I  a  —  b  \  ;     la  seconde  racine  est  toujours  positive. 

la  première  est  négative  et  on  a  la  disposition  (I)  si  l'ordonnée  du  sommet  est  négative 

c'esl-k-dire  si  |  f'  |  >  r"  ;  on  a  la  dis_ 
position  (II)  dans  le  cas  contraire,  avec, 
comme  cas  intermédiaire,  le  cas  où  le 
sommet  est  sur  On. 

Si  la  relation  K  est  vérifiée,  la  para- 
bole passe  à  l'origine  et  on  a  la  dispo- 
sition (111).  Entin,  on  a  la  disposition 
(IV)  quand  v'  et  v"  sont  positifs. 

Si  nous  rappelons  maintenant  que 
!'  =  i/^  et  r  =  z-, 

^'"^  ''^'  nous  remarquons  que  le  seul  arc  utilisable 

d3  la  courbe  est  celui  du  premier  angle  des  axes  : 

Ai'"    dans  le  cas  de  la  ligure  (1)  ; 
AStî"  dans  le  cas  de  la  ligure  11)  ; 
OSo"  dans  te  cas  delà  figure  (III,, 
uSu"  dans  le  cas  de  la  figure  (IV,. 
En  suivant  alors   un    point  qui  se  meut  sur  la  parabole  et  qui   décrit  les  arcs  signalés,  nous  aurons  les 
diverses  formes  delà  courbe  Cj.  Nous  ne  construirons  d'ailleurs  que  la  partie  qui  correspond  à  :;.  et  1/  positifs, 
c'est-à-dire  qui  est  dans  le  premier  angle  des  axes. 

Cas  1   :    Considérons    un  point  M  qui  aille  de  A  en  v",  en  décrivant  l'arc  Ao"  d'une  manière  continue  : 

alors  y-  part  de  OA,  z  est  nul,  puis 
ij-  diminue,  :'^  augmente,  et  en  c",  y 
c>l  nul  et  -  est  maximum.  Nous  ob- 
tenons donc  un  arc  de  la  forme  a^y 
qu'il  suffit  de  répéter  par  symétrie  par 
rapport  aux  deux  axes  ;  la  courbe  est 
dans  ce  cas  un  ovale  qui  ne  présente 
pas  de  sinuosités  [fiff.  (I)']. 

Ces  II  :  >f-  part  de  OA  cl  -  de  0; 
-  croit  toujours,  mais  y  passe  par  un 
maximum,  puis  décroît  jusque  0.  On 

a  alors  la  figure  (II)';    la  courbe  est  encore  une  courbe  fermée,  raaisiiui  a  des  points  d'inflexion. 

Cas  111  :  ;  part  encore  de  0,   les  deux  sommets  situés  sur  Oy  sont  confondus  en  0  et  la  courbe  a  un  point 

double  en  O.   La  forme  de  celte  courbe  rappelle  celle  de  la  lemniscate  [fiy.  Jll)']. 
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Cas  IV  :  :;  ne  peut  varier  que  de  y'^'  à  ^Ov"  cl  la  courbe  se  compose  de  deux,  ovales  svmétriques    par 
rapport  à  l'axe  ();/  [fif/.  (IV)'J. 

4.  Lorsque  In  relation  U  est  vérifiée,  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  C,  sont 

j-  =  b  ces  0, 

y  =  6  sin  0, 

.;  =  i^ab  cos  — . 
Pour  avoir  l'aire  de  la  boucle  de  celte  courbe,  il  faut  calculer  l'intégrale 

■2^ab  étant  la  valeur  maximum  de  ;,   puis  multiplier  par  2  et  encore  par  2,  si  on  veut  l'aire  des  deux  boucles  ; 
donc  l'aire  totale  est 

4  yili. 

Jo 

Remplaçons  y  el  ^  par  leurs  valeurs  on  fonclion  de  b;  on  a     ;/ =  bsin  0,     ih  =  —  ^/âbsin  j  dO    et,  pour 

les  limites,  on  a  les  valeurs  u  et  0,  de  sorte  que  l'aire  sera  égale  à 

,—  ;■"  '> 

—  iby'ab  I    sin  0  sin  -g  M. 

L'intégrale  indéfinie  est  immédiate  :  si  on  remplace  en  elfet  sin  0  par  2  sin  -  cos  —,   cette  intégrale  devient 

/  2  sin-  —  cos  —  rfO  =  4  /  sin-  —  dsin  —  , 
l'intégrale  indéfinie  est  donc 

et,  prise  entre  les  limites  -  et  0,  elle  donne     /  —  i.  j  ;     donc  l'aire  totale  A  est  égale  à 

3 

Proposons-nous  maintenant  de  calculer  la  longueur  de  la  courbe  Cr  pour 

c'est-à-dire  pour     «  =  86    et    c  =  9b. 

Dans  ce  cas,  on  a  bien    c  =  a  -h  b,    c'esl-à-dirc  la  relation  R  ;  on  est  donc  dans  le  cas  où  la  courbe  est 
unicursale,  où  C,  a  un  point  double  à  l'origine  des  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  on  a 

(/  =  b  sin  0  cl  ;  =  -i  t/2  b  cos  -^  • 


et  nous  aurons  l'arc  de  cette  courbe  en  calculant    ds-  —  dy-+  d^-. 

Or,  dy  =  6  cos  f) .  (/6,  rf;  =  —  2  y/S  6  sin  -  rfO  ; 

donc,  ds-  =  6m  ^.Qsa  0  +  8  sin-  -5- )«''|^ 

0 
el  comme  2  sin'-^  =  (I  —  cos  0), 

ds^  —  b"-(cos-  0  —  4  cos  0  -+-  i)(«2  ; 
ds^  est  donc  un  carré  |)art'ait  et  on  a 

ds  —  6(2  — cosO)dO, 

diirérentielle  qui  s'intégre  immédiatement  et  qui  donne    s  —  6(20  —  sin  0)  -f- C". 

Nous  aurons  la  longueur  de  la  moitié  de  la  boucle  en  prenant  les  limites  0  et  -,  ce  qui  nous  donne  2T.b. 
La  longueur  totale  est  donc  81:6.  C'est  bien  quatre  t'ois  la  longueur  du  cercle  0.. 

6)  Deuxième  partie.  -    1.  Le>  diverses  positions  du  quadrilatère  dépendent  évidemment  des  coordonnées 


I 
i 
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du  point  C  et  de  celles  du  point  I).  Il  existe  entre  elles  les  trois  relations 

(.7-  —  a)-  +  ij-  -{-:■  — c'^  =  0, 
{.r'-\-  n)2-|-y2-|-  z'^—  c»  =  0, 
{X  —  x'r  -+-  {;/  —  y')-  +(o  —  z'f  =  4/)-  ; 
donc  les  configurations  générales  du  quadrilatère  dépendent  de  trois  paramètres  variables  et  arbitraires;  s'il 
s'agit  d'une  configuration  0,  les  coordonnées  du  point  C  et  celles  du  point  D  s'expriment  toutes  à  l'aide  de  l'angle 
0  et  il  n'y  a  plus  qu'un  seul  paramètre  arbitraire  : 

C  X  =z  b  cos  0,  1/  =  6  sin  0,  z  =z  ^c-  —  a-  —  6^  -)- 2a6  cos  9  ; 

D  a,' =  —  6  cos'),  ;/' :=  —  è  sin  6,  î   =.  z. 

2.  Le  point  C  est  en  équilibre  sousraction  des  quatre  forces  »»i7,  !•■,  TctU;lescosinusdirecteursdeces  forces  sont: 

pour  my.  0,  0,  1  ; 

pour  F,  —  sin  0,  cos  0.  O; 

a  —  X  —  y  —  z 

pour  T, — t  ^,  '  '  — —  '• 

pour  r,  —  cosO,  —sine,  0. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  projeter  sur  trois  axes  rectangulaires  et  écrire  à  chaque  fois  que  la  somme  des  projections 

est  nulle.  Nous  choisirons  les  axes  horizontaux  9,     9  +  -^     et  l'axe  vertical.  Surl'ase  9  nous  avons 

T  cos  V  —  U  =  0, 
cos  V  étant  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  axes  CB  et  DC  ;  cos  V  a  donc  pour  valeur 

cos  0  —  —  sin  9, 

,.        „,  («  —  a!)cos9  — i/sin  9 
et  la  relation  est  l  =  i  ; 

Sur  l'axe    9 -(--5^.    nous  avons 

F  +  T  cos  V  =  0, 
cos  V  étant  le  cosinus  de  l'angle  que  font  entre  eux  l'axe  CB  et  l'axe    9  h — ^. 

cos  V  = ^ —  sin  9 ■--  cos  9, 

et  la  relation  devient 

P  _  „,  (n—  a:;  sin  9  -»-  y  cos9 
c 
Enfin,  sur  l'axe  des  ::  nous  avons 

m-/  — T— =  0. 

Cette  dernière  relation  donne  T  en  fonction  de  mg  et  les  autres  donnent  de  suite  F  et  U,  c'est-à-dire  la 
condition  d'équilibre  et  l'autre  tension  : 

•y  _  "'.'/<' 

p  _  {a  —  x)  sin  9  -I-  y  cos  9 

,  fa  —  x)  cos  9  —  1/  sin  9 

U  =  m  y   -— '- 

Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dans  ces  équations  x,  y,   z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  9,  et  nous   avons 
définitivement 

"»/c  )«a(7sin9 


T  = 


^c2  —  o^  —  62  _^  2a6  cos  9  ,Jc^  ~a'  —  ft^-t-'aoô  cos"9 

a  cos  9  —  b 
U  =:  iny  • 


\/c-'  —  rt'  —  6-  -t-  2ab  cos  9 

3.  Si  les  forces  F,   F  font  un  angle  o  avec  CD,  il   faudra  remplacer  F  dans   la   question    précédente  par 
F  sin  o  et  U  par    U  —  F  cos  o.     La  modification  à  apporter  aux  calculs  est  donc  insensible. 

4.  Si  enfin  on  applique  le  principe  des  vitesses  virtuelles  au  point  matériel  C,  on  voit  que  les  deux  forces 
T  et  U  ont   un  travail   nul,  puisqu'elles   sont   perpendiculaires  au  déplacement  infiniment  petit  du  point  C, 


sw 
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lequel  est  sitiié  à  la  fois  sur  une  sphi'^re  do  renlrc  R  et  sui-  un  cylindre  de  révolution  autour  de  0;  ;  les  travaux 
de  mr/  cl  de  F  restent  seuls  et  on  a 

,ii{ldz  +  Ki>(/0  :=  0. 

—  ab  sin  0(/0 
Or  dz  - 


par  fonséquent, 


F  = 


\/r'  —  a-  —  b'  -+-  ïa6  cos  0 
ma// sin  9 


i/c-  —  a^  —  b'  -+-  2ab  cos  ') 
Nous  retrouvons  ainsi  plus  rapidement  la  condition  d'équilibre, 
lionnes  solutions  :  MM.  Hetdkzi;-Ciii.i  Octiive,  :\  Toulouse;  A.  Rou^sead,  ;'i  l'ournesen-Weppes. 
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2127.  —  /ji  langenlp.  en  un  point  M  quelconque  d'une  ellipse  rencontre  le  diamètre  pnsinnt  par  le 
centre  C  de  conrlntre  en   M,  nu  point  I'.  /Jeu  de  ce  point  P.  Son  degré.  Construire  In  courbe. 

Soit    -^-t-  T-  —  •  =0     réquation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et  soient  ncosa,  6  sine  les 

IV  u- 

coordonnées  du  point  M  ;    on  sait  que  les    coordonnées    du    centre    de    courbure    G    au    point    M 

sont     -r  =  —  cos' i,     î/  = sin-' o. 

a  ■       '  Il  ' 

y  asin'o 

La  droite  OC,  a  donc  pour  équation        —  =  — 


b  cos'  9 


.V    „:. 


et  la  tançfente  au  point  M,     —  cos  o  +  ^  sin-f  —  I  =0. 
a  '  h 

Imi  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  r  et  »/,  ou  obtient 

ab'^  cos' tt>  — n~b  s\n'o 

y 


b''  cos'  o  ~  a'^  sin'  o 


6- cos'  o  —  (1-  sin'  2> 
ce  sont  les  équations  paramétriques  du  lieu  demandé. 

On  voit  aisément  que  ce  lieu  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes,  et  que  pour  en  avoir  le 

T. 

(juart  il  suflil  ilo  faire  varier  c»   de  0  à  — •• 

Dans  cet  intervalle  .r  et  ;/  sont  des  fonctions  continues  sîiuf  pour  la  valeur  t  délinie  par  l'équation 


dx         nb''  sin  o  cos-  o  ['ia^  sin*  o  -^  Aa"  sin"  ©  cos- «s  +  b'-  cos*?] 

dtp  ""  (6=  cos' 9  —  a- sin'°)* 

dy        —  n'^h  cos  o  sin"  9  [u^  sin*  s  -n  46-  sin'  e  cos'  9  +  3/<°  cos*  y  | 
do  ~  (é'^cos'o  —  a- sin*  9)'- 


On  a 


On  en  conclut  iiuc,  dans  l'inlervalle     [  0. 
décroissante. 


i'st  une   fonction   croissante   et    1/    une  fonction 


'r 

0 

a- 

a 

croît 

-1    X 

y 

0 

décroît 

X 

croit 


décroit 
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On  en  déduit  les  deux  branches  de  courbe  AL  et  L'B.  Au  point 

Ma,  0),  — r  -    est  nul,  la  (angente  est  Ox;  au  point  B(0,  é),  ~-  est 
d.T  dx 

infini,  la  tangente  est  0)/. 

Cherchons  l'asymptote.  Nous  avons 

L  V  o-       - 


et  pour 


f  =  «, 


a  /  b\-  I  b 


b\a 


La  direction  asympto tique  a  pour  pente     —  y —     Pour  avoir  l'ordonnée  à  l'origine  de  l'asymptote, 
nous  formons 


h  'Va 


Ig'o 


h"-  cos'  'i  —  a-  sin'  tp 


cos  œ        /'  6  , 

-      —  tg*  o 


ou,  en  divisant  haut  et  bas  par     \J tg3>, 

11)  h 

y^SJ  -X  =  — — 
»    a  cos  c 


h  Ib 

-  +  V-tg9-t-tg-cp 


tgo       --f-tg^o 


Pour 


donc 


cos  o      l    I  b 
\  *     a 

*    a  V    a  _,_  A 

lim  (^?_/  +  y -.t|  =  ^  v^H"  -^'',)- 


Donc  l'équalion  de  l'asymptote  est 

'a  4 

Pour  déterminer  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote,   étudions  le  signe  de  la 
(lifférence 


V-Y  = 


h  Ib 

~  +  V  -  tg 

a        ^    a 


?  H-  tg-  ( 


qu'on  peut  écrire,  en  posant     tgo  =  /,     v/  —  =  m, 


V/^  +  tg-f)(-+ts 


.3    


yi -t- (2(^2  _^  m< +?)!-)         3v/l -t- »n'^  "1  . 
(<  -^  j70''"-t-"i'') 


1  -t-  ?n^  "I 
4m        J 


nous  voyons  ainsi  qu'aux  environs  de     /  =  nt,     ;/  —  Y     a  le  signe  de 

f{t)  =  i^/[-\-r■(t^-i-ml^m^-) {t -i- m)'t^ -h  : 


On  vérifiera  sans  difficulté  que  pour      t  —  m     f\l)  est  négatif,  donc  pour     t  =  m     la  fonction  /"(/) 
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est  décroissante  ;  on  en  conclut  que  si 

?<=".  y  — Y>0,  et  si  <f>^,  ?/— Y<0. 

Par  suite,  la  branche  AL  est  au-dessus  de   l'asymptote,  et  la  branche 
BL'  est  au-dessous. 

D'autre  part,  1  asymptote  rencontre  Oj/  en  un  point  D  dont  l'ordonnée 

3   , 

yv'6(rtH-6j    est  supérieure  à  b;  elle  rencontre  Oj;    en  un  point   C  dont 

l'abscisse       ^^/a{a-i-h)     est  inférieure  à  a  si      *  < -77     (c'est  le  cas  de 

la 


la  figure  1)  et  est  supérieure  à  a  si    b  >-^     (figure  2). 

Il  n'y  a  plus  qu'à  achever  par  symétrie  par  rapport  aux  deux  axes. 


L.  NAUCELLE,  à  Lu  Châtre. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Gaston  Bktieh,  20«  d'artillerie  à  l'oitiers;  Gabriel  Hus^on,  lyci^.o  de  Saint-Etienne;  G.   Lach,  à 
Douai;  A.  RoossEAn,  à  Fournes-en-Weppes  ;  Maurice  Hoi  ;  Marcel  Ullmann  et  Jean  Dodier,  47"  d'artillerie,  à  Héricoiut. 
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2182.  —  Une  masse  m  de  fer  de  chaleur  spécifique  c  sortant  d'un  four  à  T  degrés  est  plongée  dans  l'eau 
d'un  calorimètre  à  zéro  dont  la  masse  en  eau  est  M;  la  température  finale  du  système  se  fixe  â  0  degrés;  on 
néglige  toutes  les  pertes  par  rayonnement  et  autres.  Au  moment  de  l'immersion  une  masse  x  de  l'eau  est 
vaporisée  à  une  température  que  l'on  admet  être  de  cent  degré.s. 

S'il  n'était  pas  tenu  compte  de  cette  évaporalion  le  calcul  donnerait  une  valeur  erronée  T'.  On  demande 
quel  doit  être  le  poids  x  pour  que  l'erreur  commise  ainsi  soit  de  5  %  sur  l'évaluation  de  T. 

Etablir  la  formule  définitive  avant  tout  calcul  numérique. 

m  =  1  400i^.     M  =  7  534k.     c  =  0,123.     0  =  lo'.     Cha'eur  Intente  de  vaporisation  de  l'eau  à  100°: 

/  =  537. 

{l'.cole  centrale.  1913.) 

La  masse  de  fer,  en  passant  de  la  température  T  à  la  tempéraliiri'  0,  perd  une  quantité  de  chaleur 

égale  à     mc(T— 6).     Cette  chaleur  est  employée  : 

1"  A  élever  de  0  à  0  degrés  la  température  d'une  masse  d'eau     M  —  .r, 

•i"  A  porter  de  0  à  100  degrés  ot  à  vaporiser  à  cette  température  la  masse  .r. 

On  a  donc  l'égalité 

mc(T  —  0)  =  (M  —  x)()  -+-  2'(»00  -t-  l). 

S'il  n'était  pas  tenu  compte  de  l'évaporation  de  la  masse  x,  on  écrirait 

wiqT'  —  0)  =  MO, 
équation  qui  donne  environ      I"  =  001°. 

L'erreur  commise,  négative  car  T'  est  plus  petit  que  T,  est,  on  valeur  absolue,     T  —  T. 
Hetianchons  la  seconde  équation  de  la  première  : 

mci'V  —  T')  =  .r(100  -  0  -1-  /). 
Prenons   T    poui'  évaluation  df   T.  La  seconde  équation  peut  s'écrire 

mcT'  =  (M  -+-  mc)fi, 
et,  en  divisant  membre  à  membre  les  deux  dernières  égalités,  on  trouve 

T  — r        T(100— 0-+-/) 


T" 


(M 


me  lO 
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r  — T' 

par  JôÔ'    ''  '''*"'^ 

S       (M-l-TOc)O 


Remplaçons    — — —     par  -j^^    il  vient 


X  =  • 


d'où 


100    100  — 0-t-/ 
L'application  numérique  donne 

X  =  9f,3. 
Si  nous  prenons  T  pour  coaluaiion  de  T,  nous  écrirons  la  première  équation 

mc{  =  (M  +  7»c)0  -+-  a:(lOO  -  0  -h  /), 
T  -  T'  x(lÛO-  e-H/) 


T  (M  4-  7nc)0  -*-  a-(lOl)  —  0  -^  /) 

T  —  1"  o 

et,  en  remplaçant     — -; —    par  -7- — . 
1     -.  T  ^        100 

1       (M  +7nc)e 


lu   100  —  0  +/ 
L'application  numérique  donne  alors 

X  =  9f,8. 

Marcel  GIRONNET,  lycée  Saint-Louis. 

Bonnes  solutions  de  MM.  E.  Dion,  à  Saint-Cloud  ;  H.  Dufoch   à  Nancy  ;  G.  Lach,  a  Douai  ;  M.  Ullmamn,  à  Héricourt. 

» 
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2183.  —  Première  opéraïio.v.  —  On  prend  un  gramme  d'un  échantillon  de  fluorure  de  calcium  naturel 
contenant  comme  seule  impureté  de  la  silice;  on  le  mélange  intimement  à  un  grand  excès  de  silice.  On 
ajoute  au.  mélange  de  l'acide  sulfurique  concentré.  On  chauffe  modérément  ;  il  se  dégage  alors  un  gaz  dont 
on  mesure  le  volume  : 

J"  Question.  —  Formulez  la  réaction  ;  décrivez  l'opération  telle  que  vous  proposez  de  la  réaliser,  et  faites 
un  croquis  de  votre  appareil. 

2"  Question.  —  Sachant  que  le  volume  du  gaz  dégagé,  supposé  ramené  par  le  calcul  à  0"  et  76°",  est 
égal  à  100"="^%  calculez  le  tant  pour  cent  de  fluor  que  contenait  l'échantillon  étudié. 

Deuxième  opératio.v.  —  On  répèle  la  première  opération,  avec  le  même  poids  de  matière,  mais  la  totalité 
du  gaz  que  produit  la  réaction  est  amenée  en  présence  d'une  solution  concentrée  de  fluorure  de  potassium  qui 
l'absorbe.  Il  se  produit  un  précipité  formé  d'un  seul  composé  défini  {et  non  d'un  mélange  de  plusieurs 
composés). 

3'^  Question.  —  Formulez  ta  réaction  ;  décrivez  l' opération  telle  que  voiis  proposez  de  la  réaliser,  et  faites 
un  croquis  de  votre  appareil. 

4'^  Question.  —  Admettez  que  l'on  ait  su  peser  ce  précipité  tout  à  fait  insoluble,  et  calculez  le  poids  que 

l'on  a  dû  trouver. 

{École  centrale,  1913.) 

1.  Lorsqu'on  chaulle  légèrement  de  l'acide  sulfurique  concentré  avec  un  mélange  de  llaorure  de 
calcium  et  de  silice,  celle-ci  en  excès,  il  se  produit  du  fluorure  de  silicium  et  la  formule  de  la  réac- 
tion est  la  suivante  : 

SiO^  4-  2GaF2  +  aSO'H^  =  2S0*Ga  +  2H^Û  -t-  SiF*. 

Pour  faire  l'opération,  on  place  le  mélange  dans  un  ballon  en  verre  muni  d'un  tube  de  sûreté  où 
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l'on  mettra  un  peu  d'acide  sulfurique.  La  silice  étant  en  grand  excès  dans  le  mélappre,  le  verre  du  ballon 
ne  doit  être  que  peu  attaqué.  On  a  soin  de  mettre  un  grand  excès  d'acide  sulfurique  afin  de  retenir  l'eau 
formée,  ([ui  pourrait  agir  sur  le  fluorure  de  silicium.  Enlin  celui-ci  sera  recueilli  sur  la  cuve  à  mercure. 

2.  Four  déterminer  le  poids  de  fluorure  réel  qui  a  été  décomposé,  remarquons  que,  d'après  l'équa- 
tion, deux  molécules  de  ce  fluorure,  c'est-à-dire  nu  poids  égal  à  2x'S  =  15(3  grammes,  dégageraient 
une  molécule  de  gaz,  c'est-à-dire  un  volume  de  S!i',4.  Un  volume  de  ()',l  provient  donc  d'un  poids 

-^  >:  156  =  0,696. 
"22,4 

L'échantillon  employé  conteuait  donc  69.6  %  de  fluorure. 

3.  Si  on  amène  le  gaz  produit  dans  la  réaction  précédente  au  contact  d'une  solution  do  fluorure  de 
potassium,  il  se  forme  un  précipité  d'iiydrolluosiliculc  de  potassium  : 

Sir*-4-:iKF  =  SiK^K^ 
On  pourra  faire  l'opération  en  faisant  plonger  dans  la  dissolution  de  fluorure  le  tube  de  dégagement 
de  l'appareil  précédent,  mais  on  devra,  pour  chasser  tout  le  gaz  du  ballon,  munir  celui-ci  d'un  tube  à 
l'aide  duquel  on  fera,  à  la  fin  de  l'expérience,  passer  un  courant  d'air. 

4.  La  formule  de  la  réaction  montre  que,  pour  une  molécule-gramme,  suit  22',4  de  fluorure  de 

silicium,  ou  obtient  une  molécule-gramme,   soit  a:JO  grammes  d'Iiydrofluosilicate.  Le  poids  obtenu  sera 

donc 

-Î^X2^2Û  =  0^98-2. 
si,-!- 

Emile  LION,  École  normale  supérieure  de  Saint-(]loud. 


ÉCOLE  SPÉCIALE  DES  TRAVAUX  PUBLICS,  l'U  BATLMEXT  ET  DE  L'LNDUSTRIE 

Cours  techniques  supérieurs  [l'remière  antiée). 

Deiixiimc  session,  l'JI3. 

Ahi'cbre  et  Analyse. 

I.  —  On  considère  les  séries 

•ccos  ï  -(-a'-cos  2a  -h  x'  cos  3a  -H +  x"  cOSniH- 

a;.siii  a  -\-  ar-sin  -2%  +  .v'  sin  :ia  -H -H  .c"  sin  >ii  -h 

Montrer  que  ces  séries  sont  convergentes  pour  toute  valeur  de   .r    inférieure  à  1  en  valeur  absolue.  En 
est-il  de  même  pour    a;  =  zh  1  '.' 

Calculer  les  sommes   S   et   T   de  ces  deux    séries,  en    formant  l'expression      S  + ïi     cl  appliquant  la 
formule  de  Moivre. 

n.  —  Déterminer,  sans  se  servir  des  dérivées,  les  niaxinmuis  et  minimums  des  deux  fonctions 

X-  —  «'■'                  .                      a;'  ■+■  o' 
y  = —  et  Z  = ; 

soit  en  utilisant  les  théorèmes  élémentaires  sur  les  niaxinmms  et  minimums,  soil  eu  considérant  ;/  et  o  comme 
donnés  et  disciitanl  la  réalité  des  racines  des  équations  du  troisième  degré  en  x  ijui  lient  les  fonctions  ;/  et  ; 
à  leur  variable. 

III.  —  lieprendre,  à  l'aide  des  dérivées  cette  fois,  l'élude  complète  des  fondions  ii  et  :.  dres.scr  un  tableau 
de  leurs  variations  et  construire  leurs  courbes  représentatives. 

iUnrée :  3  heuitê.) 
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tr<'()iii4tn'c  ri  (iroiiictrie  anali/liqitc. 

Elant  donnés  trois  points  A,  A',  A"  situés  sur  l'axe  Ox  (OA  =  a,  OA'  —  '■',  OA"  =  a")  et  trois  droites 
IJ,  L)',  D",  passant  par  l'origine  0  (de  coefficients  angulaires  m,  m',  m"),  on  joint  un 
point  M  aux  points  A,  A',  A"  et  on  prend  les  points  de  rencontre  N,  N',  N"  des  droiles 
ainsi  obtenues  avec  les  droites  D,  D',  D"  respectivement. 

1°  Trouver  le  lieu  des  points  M  du  plan  pour  lesquels  les  trois  points  N,  N'.  N" 
sont  en  ligne  droite;  et,  dans  les  mêmes  conditions,  l'enveloppe  des  droites  a  passant 
par  les  trois  points  N,  N',  ÎS". 

2°  Examiner  le  cas  particulier  oi'i  l'on  a  : 

"  =  2((,  0    "  3a  ;  m  =  — .  di    =  --; 

et  vérilier  que,  dans  ce  cas,  le  lieu  du  point  M,  ainsi  que  l'enveloppe  de  la  droite  A  ne  changent  pas  quand  !a 
droite  D  tourne  autour  de  0  (c'est-à-dire  quand  m  varie). 

(On   donnera  d'abord   une  solution  analytique  de   la  question,  et,  si  on   a  le  temps,  on  cherchera  une 
solution  géométrique.) 

(Durée  :  3  heures.) 


(h: 


•'trie  ilescriplive. 


Cadre  de    440°'°' X  280""».    Ligne  de  terre  .17/  au  milieu  de  la  feuille. 

Deux  cercles  de  OO""  de  rayon,  le  premier  situé  dans  le  plan   horizontal  de  piojection  (centre  0,   0'),   le 
second  dans  le  plan  vertical  de  projection  (centre  w,   m'}   sont,  l'un  la  hase  d'un   cône  de 
sommet  s,  s',  l'autre  la  base  d'un  cylindre  ayant  pour  gimératrice  la  droite  st.  a'i'. 
a'(o  =  xs  =1  75""°,  xo'  =  xt'  =^  205™"'. 

woj'  ^z  o'o  :=  ^iO"™,  ojs'  =:  o't  =  200°"°. 

Déterminer  les  deux  projections  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  cylindre 
point  courant  avec  la  tangente,  points  remarquables,  en  particulier  points  sur  les  contours 
apparents)  et  représenter  l'ensemble  des  deux  corps,  en  ne  conservant  que  la  partie  de  chacun 
d'eux  qui  est  au-dessus  du  plan  horizontal  et  en  avant  du  plan  vertical    de  projection. 

{Durée  :  4  heures.) 
Calcul  triff09ioiiiélriqiie. 


Des  extrémités  A  et  1!  d'une  base  de  longueur  connue     AB  =  a, 
PM 


on  a  visé  un  point  M,  et  mesuré  les 
angles     x.\M  =a     et     a-BM  =  ji    que  font  les  droites  AM  et  BM  avec  la  direction  kx  de 
la  base  AB.  On  demande  d'établir  les  formules  donnant  l'abscisse     AP  =  a;     et  l'ordonnée 
y    du  point  M,  en  fonction  de  a,  a  et  6. 
Application  numérique  : 

((  =  1  000"",  y.  —  48°  29',  ^  =  71o  35'. 

(Effectuer   les    calculs  avec   les  tables    à  5  décimales,  ou  à  défaut,  avec  des  tables  à 
7  décimales,  en  supposant  les  données  exactes,   et  déterminer  les  résultats   avec  la  plus 
3'rande   approximation    possible.) 

{Durée  :  1  h.  112.) 
Mf'caniqtie. 

I.  —  Une  table  rectangulaire  de  poids  p,  dont  les  pieds  sont  projetés  en  A,  B,  C,  1)  (01  =  01'  =  a, 
OJ  =:  OJ'  =:  b),  supporte  une  série  d'objets  ayant  pour  poids  total  q  et  pour  centre 
de  gravité    G(OH  =  a,     OK  =  {i). 

Déterminer  les  grandeurs  des  pressions    P,  0,  R.  S  exercées  sur  le  sol  par  les 
pieds  A,  li,  C,  D  de  la  table. 

On  admettra  la  relation     P  -|-  U  =  0  -)-  S. 

11.  —  Etudier  complètement  le  mouvement  défini  par  les  équations 
X  =1  a  cos  ti>t,  1/  z^  h  sin  hit 

a,  b,  OJ  désignant  des  constantes  connues. 

Trajectoire     du     point    mobile    M-,    loi    de    description    de    cette    trajectoire, 
diagrammes  des  espaces,  des  vitesses  et  des  accélérations. 

{Durée  :  2  heures.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


Plii/siijKC  rt  C/iiiiiir. 

1.  —  l'n  manomi'tre  à  air  libre  est  ronué  par  un  tube  coudé  SBDl- T  de  section  constante  dans  Idiuel  un 
liquide  de  poids  spécifuiue  d'  est  interposé  en  GUE  entre  deux  colonnes  ABC.  EFM  d'un  liquide  de  poids 
spécifique  (/.  Lorsque  les  orifices  ST  sont  k  l'air  libre  les  surfaces  de  séparation  0,  E  d'une  part,  et  A,  M 
d'autre  part,  sont  respectivement  aux  mêmes  niveaux.  La  colonne  intermédiaire  a  une  hauteur  li'  et  les 
colonnes  extrêmes  ont  une  hauteur  h.  Le  niveau  CE  est  déterminé  par  la  hauteur  /. 

On  met  l'orifice  S  en  communication  avec  une  enceinte  à  la  pression  .'■  et  les  niveaux  ACE.M  se  déplacent 
d'une   même   quantité    n. 

On  demande  de  déterminer  la  relation  donnant  x  en  fonction  de  k  et  de  la 
pression  atmosphérique  II  qui  permettra  de  graduer  le  manomètre. 

II.  —  Mesure  de  la  vitesse  du  son  dans  l'air,  les  liquides  et  les  solides. 

III.  —  Soit  D  la  distance  d'un  objet  lumineux  à  un  écran.  Quelles  positions 
doitoii  donner  à  une  lentille  converj^ente  pour  projeter  l'image  sur  l'écran  ?  On 
trouvera  deux   positions  situées  à  une  distance   d    l'une   de   l'autre.  En  déduire   la 

distance  focale    /'    de  la   lentille. 
IV.  —  Chlore.  —  Chlorures. 

[Durie :  3  heures.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


2240.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  0^  et  Oi/,  un  point  A  sur  0.r  d'abscisse  a  («  >  0)  et  une 
droite  (D)  passant  par  le  point  A  et  ayant  pour  pente  m. 

l"  Former  l'équation  de  la  conique  (S)  qui  a  pour  foyer  le  point  0,  pour  directrice  correspondante  la 
droite  (D)  et  pour  excentricité  le  nombre  h,  donné  positif. 

2°  On  fait  varier  m,  les  coniques  (S)  forment  un  faisceau.  Montrer  que  par  tout  point  du  plan  passent  deux 
coniques  de  ce  faisceau.  Condition  pour  qu'elles  soient  réelles.  Condition  pour  que  les  directrices  (D)  corres- 
pondantes soient  perpendiculaires. 

3°  .Montrer  que  les  deux  asymptotes  de  chaque  conique  (S)  passent  chacune  par  un  point  lixe. 

4°  Une  conique  (S)  rencontre  Ox  en  M  et  N.  Un  cercle  quelconque  passant  par  M  et  N  rencontre  (S)  en 
deux  points  P  et  Q.  Déterminer  le  cercle  de  façon  que  la  droite  PQ  passe  par  le  point  0,  et  trouver  le  lieu 
du  centre  de  ce  cercle  quand  m  varie. 

y»  Dans  les  mêmes  conditions  trouver  le  lieu  des  points  P  et  Q.  Construire  ce  lieu  en  coordonnées  polaires. 

G.  P. 

2241.  —  Le  lieu  du  point  de  concours  de  deux  normales  rectangulaires  et  le  lieu  du  point  de  concours  des 
normales  aux  extrémités  de  deux  rayons  vecteurs  centraux  et  rectangulaires,  pour  une  même  ellipse,  sont  deux 
courbes  fermées  qui  ont  la  môme  aire. 

Chacune  d'elles  a  pour  aire  le  double  de  l'aire  de  la  podaire  centrale  de  la  développée  de  l'ellipse. 

E.-N.  B*uisiK>. 


Errata.—  l"Oueslion  2222.—  Le  dénominateur,  dans  la  deuxième  intégrale,  est    (x  +  l)^    etnon    (x'-f-l)". 
2"  Question   2234.        Dans  le  premier  membre  de  l'égalité  qui  figure  dans  la  G'    partie,  supprimer  le 


■UR-LK-UDC.   —  IMP.   COMTE-JACgOIT. 


Le  Hédacleur-Gerant  :  H.  VUlBEllf. 
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PREMIERE    PARTIE 


AGREGATIOiN  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 
Concours    de    1913. 


MathihiiatiqKPS   spi'cialff:. 

2204.  —  I  .  Par  deux  points  fixes  A  el  A'  (AA'  =  2a),  on  Jail  passer  un  cercle  variable  de  centre  C;  un 
cercle  de  rayon  a  passe  par  le  point  C  el  son  centre  G'  est  sur  la  perpendiculaire  à  AA'  en  son  milieu,  le  vecteur 
ce  ayant  toujours  le  même  sens.  Construire  le  lieu  V  des  points  communs  aux  deux  cercles.  {On  pourra  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  /onction  d'un  paramètre.  ) 

II.  Une  droite  variable  I)  perpendiculaire  à  .W  rencontre  F  en  quatre  points  \U,  Mî.  M-2.  M.,;  au  point  M,  on 
peut  associer  un  point  M,  tel  que  le  milieu  du  segment  MiMj  décrive  un  cercle  Ti  :  montrer  que  tes  droites  AMi.  A'.Mj 
sont  rectangulaires.  Construire  le  lieu  des  milieux  de  tous  les  segments  déterminés  sur  I)  par  F. 

m.  Les  hyperboles  éqnilalères  qui  passent  par  A  el  A'  rencontrent  I'  en  quatre  points  formant  deux  couples  de 
point  associés  Mi  et  M,;  si  l'on  suppose  un  de  ces  couples  constitué  par  deux  points  fixes,  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  correspondantes  est  un  cercle  ;  quel  est  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  et  quelle  est  l'enveloppe  de  ce  cercle, 
quand  on  fait  varier  les  points  associés  supposés  fi.res  primitivement  '? 

IV.  Les  hyperboles  éqailatères  qui  passent  par  A  et  A'  et  sont  tangentes  à  V  se  distribuent  en  plusieurs  Jaisceaux 
ponctuels  el  une  /amille  constituée  par  des  hyperboles  bitangentes  à  V. 

On  considère  deux  hyperboles  Hi  et  U>  qui  font  partie  de  cette  famille  et  sont  tangentes  à  F,  l'une  en  Mi  et  M,. 
l'autre  en  Mi  et  M.,,  ces  quatre  points  étant  en  ligne  droite  ;  montrer  que  la  droite  qui  joint  le  milieu  de  Mi.M',  au  point 
de  rencontre  M  des  tangentes  à  F  en  Mi  et  M,  est  tangente  au  cercle  F,. 

Hj  et  H2  ont  une  corde  commune  qui  ne  passe  par  aucundes  points  A.  K'  :  soit  1'  le  point  où  cette  corde  rencontre 
AA'  ;  trouver  l'enveloppe  de  MP. 

1.  Prenons  A'A  pour  axe  des  x  et  la  perpendiculaire  à  A'A  en  son  milieu  pour  axe  des  y.  X  étant 
l'ordonnée  du  point  C,  l'équation  du  cercle  (C)  est 

(F;  a;- +  (/■- — J>i/ —  «3  =  0. 

L'ordonnée  de  C  est      À  4-  n,    en  choisissant    CC  =  a,     et  l'équ.ilion  du  cercle  (("')  est 

(2)  x--\-y^—  2(>.  -h  a)!i  +  X^  -|-  2).fl  =  0. 
L'équation  de  l'axe  radical  de  (C)  et  (C)  est 

(3)  ia;/  =  ,),  +  a)-. 
Des  équations  (1)  et  (3)  on  déduit 

(4)  iaV-  +  (X2  —  a'-)^  —  4a'  =  0. 

Ainsi,  à  une  valeur  de  X  il  correspond  deux  points,  M,  N,  communs  à  (C)  et  (C).  Ces  points  sont  symé- 
triques par  rapport  à  y'y  et  leurs  coordonnées  sont  définies  par  les  équations 

(3)  V  =  ^q^ 


et 


4a2 

Remarque.   —  En  prenant    CC  =  —a    et  en  remplaçant  X  par    — X,    les  deux  cercles   (C)   et   (G')    se 
trouvent  remplacés  par  deux  cercles  (Ci)  et  (C,)  lespectivement  symétriques  de  (C)  el  (C)  parrapport  à  x'x.  Le 
lieu  des  points  communs  à  (Ci)  et  (C,)  est  donc  le  symétrique  par  rapport  :\  x'j-  du  lieu  des  points  .M  et  N. 
Ceux-ci  sont  réels  si  on  a 

'ta' —  (X^  —  a'^y2  ^  0,         ou  2a2  — (X'^  — a'^)  >  0,  ou  X^  s$  So^. 

Calcul  de      '-^.    —  De  (3)  et  (4)  on  déduit 


Soi 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


et 

d'oii 


■2ady  =:  2(À  +  a)d'f- 
Ha^jilx  -+■  4).(X2  —  n^)dl  =  0, 
dl/    _         2o:r 
lïx   ~  X(a  — X)  ' 
Le  tableau  suivant  indique  la  variation  des  coordonnées  du  point  M  dont  l'abscisse  est  positive  : 
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Le  lieu  1'  est  la  courbe  ci-dessous  i/i'i/.  1|  qui  présente  en  A  ou  en  A'  un  rebroussement  de  première  espèce. 


En  posant    /((  =  —~- 


dy    __ 


A(a- 


dm  -la  r,  . ,    dx  ,.    T 

— — -  =  -— — - 1  X; a  —  A   -rr  —x.a—  2a|  I . 

dh  V\n  —  \f  |_  '    d\  ^  J 


„  .  dx  ,  dm 

Pour      A  ;=  —  a,      on  a     a;  =  a,      -r^  =  0;     donc 


3   . 

rfX  '  ./X     ~         2o  ' 

m  est  donc  une  fonction  de  X  décroissante  pour    x  =  — "    et  le  rebrous- 
sement est  de  piemière  espèce. 

2.  Soit     X  —  .'i     l'équation   d'une  droite  l>.  I)  rencontre   1'   en  des 
points  qui  correspondent  aux  valeurs  de  X,  racines  de  l'équation 
(5)  4'('(a'  —  X-)  —  (X-  —  a^f. 

A  deux  racines  opposées     (X|,    —X,)     de  cette  équation   bicarrée 
correspondent  deux  points  Mi  et  M',  dont  les  ordonnées  sont 
_    (Xi  +  af  ^^  ,    _    .(^'JL^. 

"~         2a  ■  '~  2a  " 

i,e  milieu  h  du  segment  .MiM,  a  pour  ordonnée 

De    ;■>    et  ((1)  on  déduit,  en  éliminant  X,. 

ka\a''  —  xi)  =  .2aY|  —  in'^l-. 

Le  point  L  est  donc  un  point  du  cercle  l"i  qui  a  pour  équation 

X2-+.(Y— a)=  =  a'      {fil.   (). 
(C)  coïncide  avec  Ti,  lorsiiue    X  =  0. 
Le  minimum  de   V,  étant  4-     (Xi  =  o),     le  point    1,    ne  decril  (joe  la  partie  de    l'i    située  au-dessus  de  la 

droite  El".'  d'i'(|uation     ;/  =  — • 


Le    produit    des    coefficients    angulaires     de    AMi    et    A'M,'    est     — X-r-^ —     ^^"       J  "  '„  ' 

^_L     et    a;?— a'^  = ''  ,"~.^" —       équation  ,5;,.     Ce  produit  est  donc  égala     —1     et  les 


deux  droites  sont  rectangulaires. 

Pour  que  l'équation  (">;  ait  (|iiatre  racines  réelles    (Xj,     — X|,     X.^,     —  X.j),     il  faut  et  il  suflil  qu'on  ait 

x\  <  a», 
>.ï  -I-  Xî  =  2as  >  0, 
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ou,  on  résumé, 

Soil  Y  l'ordonnée  du  milieu  .1  de  M1M2  ; 


XfX;  ^  ia-x'l  —  3<r  ^  0, 

3a-  ^    ,^,    , 
^  X7  "^  a-. 


Iai  -I-  h;2  _,_  0,  _|_  „)i         2a  -(-  Ài  -I- 


d'où 


et  enlin 

Cl 


ia' 


Posons 

Le  niaxinuun  de  Z  étant     a-[  a- — 

(Y  -  01- 
D'ailleurs,    rfZ  = 


>,  +  X2  =  2iY  — a  , 

■2a2  =  (/,  +  ),.)2  -   2)1/2  =  4(Y  —  «)-  —  2/i/.i, 

/1À2  =  2,Y  — aF  — n- 

7.=  a^^.î-^)  =  [,Y-a.-fJ^ 


-7-,      on  a 
4 


ou  0  <  Y  <5  -«■ 

a-xidxi  —  WY  —  0)1  I  V  —  (i)-^-^  pY  ;      -j^  s'annule  lorsque 

Y  =  a         et       Y  =  a/'l±^y 

A  une  valeur  de  Y.  il  correspond  deux  valeurs  opposées  de  xt.  Le  tableau  et  la  courbe  (fi;/.  2)  suivants 
indiquent  la  variation  de  la  détermination  positive  de  Xi  en  fonction  de  Y. 


rfY 


dx, 


■la'xt       d\ 


—  2o^ 


\ 
\ 


0 
0 
0 

0 


/ 

/ 


_j A  deux  valeurs  de  Y,  équidistantcsde  a    \a-\--i.,    a  —  a),    il  correspond  [équation 

^     ^   (T)]  la  même  valeur  de  Jîi.  La  courbe  figurative  Fi  admet  donc  la  droite     Y' =  a     pour 

'''^^  ""■  axe  de  symétrie. 

La  branche  AK  de  F,  esl  le  lieu  des  milieux  des  cordes   M1M2    limitées  aux  branches  BA  et  AE  de  r. 

L'arc  KG  de  r2  correspond  aux  arcs  AB  et  EF  de  r;    (Th  correspond  à  AE  et  FB'  ;    HF  correspond  à  ÉF  et  FB'. 

Rappelons  que  l'arc  de  cercle   EG    correspond  aux  arcs  AE  et  EF  de  r  et  l'arc  GL  aux  arcs  AB  et  FB'. 

La  courbe  r^  est  donc  à  l'extérieur  du  cercle  \\. 

3.  L'équation  d'une  hyperbole  équilatère  H  passant  par  A  et  A'  est 

(8)  a;2  —  ;/-  +  %\i{ix  -(-  â)  —  a2  =  0. 
Si  à  cette  équation  nous  adjoignons  les  équations 

(1)  x2  +  ,1/2  —  2à;/ —  a2  =  0 

et      3  ;/  =  ^— ■. 

2a 

le  système  obtenu  détermine  les  points  communs  à   H    et   r.    En  retranchant  (1)  et  (8)  membre  à  membre,  on 

obtient 

(9)  2y(!/  —  /,  —  ax  —  ;i)  =  0. 


S56 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 


Le  syslème  admet  d'abord  les  solutions    //  =  0,    À  =  —  a,    a-  =  ±  a    (points  A  et  A'i,  puis  les  soiiilions 
du  système 


(3) 
(10) 
(4) 


à-  —  a'\ 


).=  -t-  a'- 


Si  ï  =  0.  ce  dernier  système  il  des  solutions  lorsqu'on  a  —  ^^  ^2a,  puisqu'on  a  0  <  X^  <  Ha',  et 
aux  deux  racines  de  (iO|  (Xi  et  —X,)  il  correspond  quatic  points  communs  (M,,  M,',  i\,,  N,),  sommets  d'un 
rectangle  ayant  jiour  axe  de  symétrie  i/y. 

Si     oc^  0,     on  peut  tirer  .-•  de  (  10)  et  le  remplacer  dans  (4)  par  sa  valeur.  On  oblirnt 

(*^)  ^["1^^ '^J-" 4ÏÏ^- 

A  chaque  racine  réelle  de  (H)  il  correspond  un  point  réel  commun  i\  H  et  à  l'  é(iuations  (3)  el  (10)].  A  deux 
racines  opposées  de  cette  équation  bicarrée    (Xi.  —  Xi)    il  correspond  deux  points  tels  que  Mi,  M,'. 

Pourqiie  H  passe  constamment  par  les  points  fixes  M,  et  iM',  de  I",  il  faut  etil  suffit  qu'on  ail  entre  les  deux 
paramètres  x  et  ^  la  relation 

otaîi  •+-  [5  =1/1  —  ),i  —  k  {X,,  1/1,  coordonnées  de  Mi). 

Les  coordonnées  du  centre  de  11  (xo,  i/o)  vérifient  les  relations 

(  Xo  +  ai/o  =  0, 

(  ^  I/o  +  «ïo  +  a  =  0, 

d'où  oi{X[  —  ro)  =  /i  — 1/0 

et  yo(k  —  yQ]—  —  XûX,  —  Xu). 

Le  lieu  du  centre  de  11  est  le  cercle  ayant  pour  équation 

\-H-  Y-'  — .r|\-  AY  =  0  ; 
c'est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  Mi.\A'. 
Les  coordonnées  du  centre  <•>  de  ce  cercle  sont 


X  = 


Y, 


4a 


Via.  3. 


oj  est  donc  le  milieu  du  segment  Oh  et  décrit  un  arc  de  cercle 
E,riE',  ififf.   31    homothétique  de  l'arc    ELE',    le  point  O  étant 

centre  de  l'iiomothétie  de  rapport   — . 

Considérons  deux  cercles  (tu)  dont  les  centres  to,  m'  sont 
infiniment  voisins,  oim',  ligne  des  centres,  se  confond  avec  la 
tangente  en  tu  h  l'arc  Eir.E'i  et  ces  deux  cercles  passant  par  0, 
•*  leur  second  point  commun  est  le  symétrique  de  0  par  rapport 
il  (00)',  c'est-à-dire  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0 
sur  la  tangente  en  1,  au  cercle  l'i.  Le  lieu  de  1'  est  l'enveloppe 
des  cercles  (oji;  c'est  la  podaire    du    point    (>    par   rapport    ii 


l'arc  ELE';  c'est  donc  une  portion  de  cardioide  1U,U'.  Cette  courbe  passe  par  A  et  A'    fii.  :il. 

4.  Une  hyperbole  H  sera  tangente  ii  P  ; 

1"  Si  une  racine  de  (11)  est  égale  k    —a,    car  alors  l'un  des  points  M,,  M;,  Mj,   ou  Mj  vient  se  confondre 
avec  A  ou  A'. 

On  a  dans  ce  cas 

-,  (a  -  ^r-  =  aK 
a- 

Suivaiil  qu'on  a     fi  =  n'I  —  ï)    ou     ^  —  f<(\  +  a),     on  a  un  f.iisceau  ponctuel  d'hyperboles  tangentes  à  P 

en  A  ou  en  A'  ; 

2°  S\  (tl)  admet  la  racine  nulle;  alors  M,  et  .M,  se  confondent  ;  on  a 


1   /  a       ,X        ia.^ 
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Suivantqii'on  a    ji=— (1— a^/â)    ou    |i  =  —  (1  +  a^/ï),     on  h  un  faisceau  ponctuel  d'hyperboles  tangentes 

à  r  en  E  ou  en  E'  ; 

3°  Si  l'équation  (tlj  admet  une  racine   double  non  nulle;  alors  M,  se  confond  avec  Mj  ou  Mj  et  en  même 
temps  m;  avec  M^  ou  M». 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (111,  considérée  comme  étant  du  second  degré  en  X", 
admette  une  racine  double  positive. 
L'équation  (il)  peut  s'écrire 

(I  -H  afiX'  -l-2a[a(l  —  a^)  —  2|î]X2+  n*(l  —  3a') -i- 4a2^(^  —  a    =0, 
et  les  conditions  précédentes  sont 

(  allait  -  a'-)  —  2^]' —  a%i  -hoi^)[a\[  -  Sa'^)  H- 2^(8  —  a))  =  0, 
(12)  |a(l-ï-)<2^ 

La  première  se  réduit  à 

4a2a2(a2a2_^  2a^  —  (J'-|  =  0 

on 

^3)  aV--{-2ap—^^  =  0. 

le  cas    a  =  0    ayant  été  examiné  d'autre  part. 

De  (12;  et  13)  on  déduit    ^^ -^  ^s    gt    «j{0,  — 2c/)  =  a-a->0  ;    donc  ^  est  extérieur  à  l'intervalle    (—a,  2a;. 

A  une  valeur  de  ^  correspondent  deux  valeurs  opposées  de  a  ;  les  deux  hyperboles  correspondantes  sont 
symétriques  par  rapport  à  y'i/. 

Soient  Hi  et  Ho  deux  hyperboles  bitangentes  à  T,  la  première  en  M„  M,',  la  seconde  en  Mo.Mj. 

Pour  que  les  quatre  points  M,,  iM',,  Ma,  Mj  soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait     x^  =  x-j; 

or  on  a    x-^  =z  x'i    lorsque      ■    '  "~." —  =    '''T" — '       égalité  qui  est  vérifiée  : 


1°  Si    Xf  =  X5    (Hi  et  Hj  sont  alors  confondues)  ; 
2°  Si     Xf  +  ),]  =  2a'. 

, ,         —  a-  -t-  a-oL-,  ■+■  2a8i 


'-^''         1+iI 

-2a(3,           "     p,-a' 
a- 

aV,  +  2a3,  —  S?  =  0 

et            fli^^a; 

Xl  =  «^5^  +  «; 

0   !^l  H-  ^              ..    3j  +  « 

2a2(^,«,_a^) 

fil  -  0             p2— a 

i,3.. -a(^,  -f-'^2)  +a''' 

|îi?o  -a^ 

?i^2  — aifi,  -h?i,)-t-a 

a   —   '• 

^,-1-^2  =  2a. 

^^.,    ,   e.         ^  +  "'   _ 

a^, 

a,i,    1  [i,  _        2a 

ji, -a' 

car  on  a 
de  même, 

donc 

et  il  faut  qu'on  ait 
ou    (14) 

D'autre  part, 

(15)  gj:    =    -°^'~^'    =  °'='''    ; 

'    '  ?!  —  a  3i— a' 

le  signe  de  a-i  est  celui  de    '-^;   de  même  le  signe  de  x^  est  celui  de    — ^-r-  =  rr-^ — 

a  —  ^1  "  a  — [J2        ^i  — a 

Les  deux  paramètres  ^1  et  ^2  ayant  été  choisis  extérieurement  k  l'intervalle    ( — a,  2a)    et  de  manière  à 

satisfaire  à  la  relation  (14),  donc  ^,  extérieur  à    (—a,    3a)    et    ^2  =2a— ^,,    les  deux  paramètres  ai  et  aj 

doivent  être  ensuite  choisis  désignes  contraires  pour  que  les  quatre  points  Mi,  M;,  M2,  M,  soient  en  ligne  droite. 

Si  on  prend    x,  =     *'^  "^ -,    on  prendra    ao  =  ul-L —  Liz ou    «2  =  —ai. 

a  '^  a  a 

Considérons  l'hyperbole  H,  dont  l'équation  est 

x^—y^-{-  2y''xix  +  ^,)  —  a^  =0. 

La  polaire  d'un  point  M  (xu,  yo)  par  rapport  à  cette  courbe  a  pour  équation 

X(a-o  +  aiyo)  -+-  Yi,aia;o  —yo-h  ^i)  +  ^ii/o  —  a-  =  0. 

Pour  que  cette  polaire  se  confonde  avec  la  droite  MiM,',  il  faut  qu'on  ait 

(16)  (  3,xo  —  iJti  4-  ^1  =  0, 


(1" 


X»  -I-  a,i/o 


Mn8 
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I.e  jxiinl  (lo  concours  M  dos  lan^'cnlcs  en   M|  et  M,  est,  dune  sur  hi  droite  F)'  d'éiiuation 

»,X  —  V  H-  ,î|  =  n. 
Celle  équation  est  \ ('ri fi «^e  par  les  coordonnées  des  points  Ii,  puisqu'on  a 


(3) 


«i.T,  -f  [i,   =r 


l,e  coefficient  angulaire  de  W  es!  a,  ;  celui  de  i.i  taiiuente  en  Ii  à  l'i  est     — ^-i^^.- 

n  —  Il 


(I  -  |a,.->-|   -)-[i,| 


P.-° 


a'fii 


11,  -  a  -  i, 


D'  est  donc  la  tangente  en  I,  à  T.. 

Les  équations  de  Hi  et  Hi  peuvent  s'écrire 

■t'  —  !/''  +  2.v;a,a;  +  li,)  —  a'-  =  0, 
.,•■-  _  ,y2  +  o,y(  _  a,r  -h  2a  —  ^0  —  a^  =  0. 
En  retranchant  membre  à   membre,   on    a      :',i/;22|î;  +  2^i  -  2rt]  =:  0  :      la  première  corde  commune    est 
AA'  (!/  =  0}  ;    la  seconde  a  pour  équation   x  =   "7~  <"'-  =  —     et  elle  rencontre  A'A  au  point  V  d'abscisse  — 

«1  Xi  Xi 

En  se  reportant  à  la  relation  (17),  on  voit  que  l'équation 

a^~  «.,Y  =  .r,(X-+-c<,Y) 
est  celle  de  la  droite  MP,  qu'on  peut  écrire 

("'  -  ?iY}(a  -  3,1  =  a^u\  -h  a, Y  , 
ou,  en  supprimant  les  indices  et  en  simplifiant, 

CI  S)  /'2,  i)  =  aaX  —  |iY-4-a  fl  — a)  =  0; 

entre  a  et  i  on  a  d'ailleurs  la  relation  it.'i     oia,  S  =  o. 

Kormons  la  relation  i.3-  =  ±L: 


on  obtient 

ou    (19) 

De  (18)  et  (10)  on  tire 


aX 


g- V 

2a2a  —  ia— 2|î' 
{a  —  |i)X  =  aa(a  —  Y). 


En  portant  dans  (i:Vi,  on  obtient 


et 


a[\--l-  aY  —a-. 


X^-(a-Y)^ 

X^V^  —   X-'  +  aV  —  «2,^  +  2[Xi  -I-  »Y  —  «'j^X^  —  (n  —  Y)' 1  =  0. 
ou     (XV  +  X-  +  aY  —  a')(\\  —  X^  —  aY  +  a^j 

H-  2(X^  -h  aY  —  a2)(x  —  Y  4-  a)(X  +  Y  —  a)  =  0  ; 
or  xV  +  X^  +  aY-a'- =  (X  +  V  —  a;(X +  n) 

'M  XY  — X^— aY4-«-  =   —  X-+- Y  —  n)(X  —  a), 

I/éqiialion  de  l'enve'oppe  se  réduit  à 

X-'  —  a-=:  2(X=  +ay  —  a-\ 
2(1  Y  =  -  X^  +  a^. 
C'est  celle  de  la  parabole   qui  a  pour  foyer  le   point  0  et 

pour  sommet  le  point     I  X  =  0,    V  =  -  J.    Elle  est    tangente 

à  r  en  A  et  A'.  Le  point  P  est  le  piMe  de  MiM',  par  rapport  au 
cercle  de  diamètie  AA'  puisque  xxi  —  a^.  Or,  pour  que  les 
deux   hyperboles  IL    cl   ILj  aient  avec  1'  des  points  de  contact 


tous  réels,  il   faut  et  il  surfit  qu  on  ait 


ny/i 


<|.r,  I<(i.     Si 


nous  désignons  par  A,  et  A,  les  points  d'abscisses     -^       et     — pï— ,     on  voit  que  l'enveloppe  do  PM  se  com- 

pose  des  deux   arcs  de  la  parabole  dont  les  tangentes  rencontrent  les  segments  AAi  et  A'A,   fi/.  4). 

.1    LHEHMITTE,  à  Provins. 

Très  lionnes  solutions  ('j  :  Mil     Rous->i;i,kt,  i^lève  de  l'Keole  normale  sup('riciuo  :  Joi.i.v,  à  llonlleur;  ArDFi\T.  à  ("dermont- 
Kerr.md  ;  L.  Simou,  à  Kourmies;  !'•    L»r.H,  à  Douai. 
Assez  bonne  solution  :  M    ItKi'SKnois,  à  Kvreux. 


'j  Certaines  de  ces  solutions  eussent  étr  int''Tess.'iiite9  ii  puliller.  Mais  le  manque  île  place  nous  erni.èche  absolument  de 
le  faire. 
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2205.  —  Un  rylihdre  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  contour  convexe  formi'  d'un 
demi-ctrcle  de  di'.mètre  AB  tangent  au  petit  axe  et  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
isocèle  dont  l'hypoténuse  est  AB.  La  droite  AB  est  parallèle  au  petit  axe  et  le  centre  du  demi-cercle  est  situé  sur 
le  grand  axe  à  B"^™  à  droite  du  petit  axe.  La  génératrice  issue  du  point  A,  placé  au-dessoiis  du  grand  axe,  passe 
par  le  point  de  lote  li'^"', projeté  à  IGcm  à  droite  du  petit  axe  et  à  lO^ni  au-dessous  du  grand  axe. 

Un  cône  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  contour  convexe  formé  d'un  demi-cercle  de 
diamètre  CD  et  situé  au-dessus  de  CD  et  des  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  isocèle  dont  l'hypoté- 
nuse est  CD.  La  droite  CD  e.^^  parallèle  au  grand  axe  et  le  centre  du  demi-cercle  est  situé  à  2ciii  uu-dissous  du 
grand  axe  et  à  IGcni  à  droite  du  petit  axe,  le  rayon  étant  8<^"'.  Le  sommet  du  cône  est  le  point  de  cote  24cin, 
projeté  à  2<!'"  au-dessous  du  grand  axe  et  à  4cni  à  gauche  du  petit  axe. 

Représenter  la  projection  horizontale  dit  solide  commun  aux  deux  corps  supposés  limités  au  plan  horizontal 
de  projection. 

On  éclaire  ce  solide  par  des  rayons  parallèles  à  une  direction  fixe,  l'ombre  du  sommet  du  cône  sur  le  plan 
horizontal  de  projection  étant  le  point  situé  à  16c™  au-dessus  du  grand  axe  et  à  8cn>  à  droite  du  petit  axe.  Trouver 
l'ombre  propre  du  solide  commun  et  son  ombre  portée  iur  le  plan  horizontal  de  projection . 

La  mise  en  place  des  deux  solides  résulte  immédiatement  des  données  :  le  cylindre  a  pour  contour  apparent 
horizontal  l'arc  de  cercle  Bo^o  et  les  deux  génératrices  issues  de  Bo  et  de  ^o,  celle-ci  étant  tangente  à  la  circon- 
férence de  base  ;  le  cône  a  pour  contour  apparent  la  tangente  .sHu  à  la  base,  l'arc  de  cercle  HD,  le  coté  KD  du 
triangle  de  base  et  la  génératrice  sE. 

Intersection  des  deux  solides.  —  Nous  emploierons  la  méthode  ordinaire  qui  consiste  à  mener  par  le  sommet 
du  cône  une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  et  à  couper  les  deux  solides  par  des  plans  passant  par  la 
droite  ainsi  déterminée.  Tous  ces  plans  ont  pour  traces  horizontales  des  droites  passant  par  la  trace  de  la  droite 
ainsi  définie  ;  cette  trace  do  est  ici  à  l'intersection  de  la  droite  As  avec  la  tangente  commune  KoBo  aux  deux 
demi  cercles  donnés,  car  la  cote  du  point  S  étant  double  de  celle  du  point  /',  la  distance  S7  est  double  de  A/", 
c'est-à-dire  égale  à  sf  :  or  la  distance  EK  est  double  de  Ew,  donc  le  point  i  est  précisément  l'intersection  des 
droites  ks  et  KB,  à  30c>»  à  gauchi»  du  point  H. 

Nous  chercherons  d'abord  l'inlersection  des  deux  faces  planes  AG  et  BG  du  cylindre  avec  le  ci'me,  puis 
l'intersection  de  la  surface  cylindrique  propiement  dile  avec  le  cône. 

1°  La  l'ace  AG  coupe  d'abord  le  plan  SCE  suivant  une  droite  qui  passe  par  l'intersection  des  deux  arêtes  SE 
et  AF,  et  comme  le  point  de  SE  qui  se  projette  en  A  a  précisément  la  même  cote  que  le  point  F,  ce  point 
d'intersection  a  est  au  milieu  de  A/.  Les  deux  plans  ayant  leurs  traces  horizontales  AG  et  CE  concourantes  au 
point  X,  leur  intersection  est  la  droite  a.'-.  La  même  face  AG  coupe  le  plan  SEl)  dont  la  trace  ED  est  parallèle  à 
AG  suivant  l'horizontale  a-,'- 

La  face  BG  coupe  la  surface  conique  à  base  semi-circulaire  suivant  une  courbe  qui  part  du  point  y  pour 
aboutir  au  point  2.  oii  la  trace  du  plan  .sécant  coupe  la  base  du  cône;  la  tangente  en  ■;  s'obtient  en  prenant 
l'intersection  du  plan  lancent  au  cône  le  long  de  SB  avec  le  plan  sécant,  c'est-à-dire  enjoignant  y  au  point  t 
où  la  trace  BG  du  plan  coupe  la  tangente  en  Do  à  la  base  du  cône.  La  tangente  en  ^  s'obtient  en  prenant  deux 
horizontales  de  même  cote  dans  le  plan  sécant  et  dans  le  plan  tangent  au  cône  le  long  de  S^  et  en  joignant  leur 
point  de  rencontre  au  point  3. 

Nous  avons  construit  un  point  courant  m  de  la  section,  au  moven  du  plan  auxiliaire  de  trace  7oWo  qui  a 
donné  sur  le  cône  la  génératrice  su.»  et  sur  le  plan  la  droite  [xm.  Comme  points  remarquables  nous  avons  le 
point  r,  sur  la  génératrice  de  contour  apparent  du  cône  et  le  point  À  sur  l'arête  BoÀ  du  cylindre.  Au  point  /)  la 
courbe  est  tangente  à  la  génératrice  ill  et  au  point  À  elle  est  tangente  à  la  génératrice  BX  du  cylindre. 

Cherchons  maintenant  l'intersection  de  la  surface  cylindrique  semi-circulaire  avec  le  cône,  et  d'abord  son 
intersection  a'.ec  les  plans  SCE  et  SED.  Ce  sont  dtux  arcs  d'ellipse  parlant  du  point  -r.  où  la  généralrice  issue 
de  po  coupe  la  droite  SE,  ce  point  -  s'obtenant  soit  en  rabattant  le  plan  vertical  SE,  soit  en  appliquant  le 
procédé  classique  de  la  géométrie  cotée.  Les  tangentes  aux  deux  arcs  en  t.  sont  les  intersections  du  plan  tangent 
au  cylindre  au  point  po  avec  les  deux  plans  sécants,  l'une,  On,  s'obtient  immédiatement,  l'autre  a  une  direction 
très  voisine  de  celles  des  droites  poô  et  CoEo.  On  détermine  les  points  sur  SCo  et  sur  SDo  au  moyen  des  plans 
auxiliaires  ayant  pour  traces  aCn  et  tiD„  qui  nous  donnent  les  points  v  et  S  en  chacun  desquels  on  construit 
la  tangente  par  la  méthode  ordinaire.  Par  exemple  la  tangente  au  point  v  passe  par  le  point  T  où  la  trace  EC  du 
plan  sécant  coupe  la  tangente  en  vo  à  la  base  du  cylindre. 

M  reste  à  trouver  l'intersection  des  surfaces  conique  et  cylindrique  proprement  dites,  à  bases  semi-circu- 
laires. Nous  remarquons  tout  de  suite  que  les  droites  AoBo  et  KoEo  étant  deux  diamètres  des  bases,  le  point  t 
e^t  précisément  le  centre  d'homolhetie  directe  de  ces  bases.  Donc  le  cône  et  le  cylindre  ont  deux  plans  tangents 
communs  dont  les  trois  horizontales  sont  les  tangentes  communes  aux  deux  bases  issues  du  point  i.  Ils  se  coupent 
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alors 


suivant  deux  courbes  planes  et  l'une  des  sections  est  un  cercle  horizontal  dont  le  centre  est  nécessaire- 


ment k  rintersertion  de  la  parallèle  aux  fîénératnces  du  cylindre  menée  par  le  point  0.  et  de  la  droite  ..o),  soit 
...  Il  a  d'ailleurs  le  même  ravon  que  la  base  du  cylindre,  et  nous  ne  devons  garder  que  le  quart  de  cercle  v>, 
dont  la  tangente  en  X  est  parallèle  k  io>.  L'autre  courbe  plane  pari  du  point  «  et  son  plan  est  par  conséquent 
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déterminé,  puisque  l'on  connaît  l'intersection  des  deux  plans,  qui  est  la  droite  joignant  les  points  d'intersection 
des  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  communs  au  cône  et  au  cylindre.  On  obtient  ainsi  l'arc  SX,  qui 
achève  de  déterminer  l'intersection  des  deux  solides. 

Solide  oommun.  —  Le  solide  commun  est  limité  par  les  faces  planes  Cd^G^x  qui  est  horizontale,  ^Goy^';, 
Ci^-^ixx,  -ca-ô  et  C„xï-v,  puis  par  la  surface  cylindrique  limitée  aux  arcs  XvitSX  et  à  la  surface  conique  limitée 
par  deux  secteurs  ayant  le  point  commun  ),,  l'un  l'SX  et  l'autre  Xr.piCo'X.  Son  contour  apparent  comprend  la 
fraction  f//,  du  contour  apparent  de  la  surface  conique  ainsi  que  le  segment  d'arête  ira,  tout  le  reste  provenant 
des  lignes  d'intersection.  La  visibilité  est  d'ailleurs  manifeste. 

Ombres  produites  par  le  solide. —  Soit  So  l'ombre  du  sommetdélinie  par  l'énoncé.  Si  nous  menons  la  tangente 
2o''o  '*  la  base  du  cône,  nous  obtenons  la  génératrice  d'ombre  propre  s»g  qui  nous  donne  la  ligne  d'ombre  ?'ç" 
sur  le  solide  commun.  La  seconde  tangente  Z^Ca  donnerait  î-;  iiui  est  une  arête  du  solide  :  la  partie  ombrée 
est  donc  toute  la  surface  conique  Xo'p",  et  Xr,pCuvX  dont  on  voit  seulement  la  portion  Xr/y. 

Pour  le  cylindre,  nous  devons  mener  les  plans  tangents  parallèles  à  sE  et,  pour  cela,  prendre  la  trace  ^oSo 
du  plan  des  deux  directions  s7„  et  jro  et  mener  à  la  base  les  tangentes  parallèles  à  cette  trace.  Il  n'y  en  a  qu'une 
ici  qui  touche  la  demi-circonférence  BA,  et  le  point  de  contact,  u,  détermine  la  génératrice  d'ombre  propre  dont 
la  partie  »'»"  est  sur  le  solide.  Nous  avons  ainsi  trois  régions  ombrées  sur  la  portion  de  surface  visible  du  solide 
commun.  Toutes  les  autres  parties  sont  éclairées  ou  cachées. 

L'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  se  compose  d'abord  de  la  trace  du  cylindre  qui  a  pour  directrice  le 
quart  de  cercle  vX,  ou  plutôt  l'arc  ■/»',  car  l'arc  »'X  est  dans  lombre  propre  du  solide  et  ne  donne  pas  d'ombre 
sur  le  plan  horizontal.  Cette  trace  est  un  arc  de  cercle  égal  dont  le  centre  est  la  trace  I  de  la  parallèle  aux  rayons 
lumineux  menée  par  le  point  ij.  Vient  ensuite  l'ombre  du  fragment  de  génératrice  u'u"  qui  se  trouve  en  U'U"  sur 
la  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  cette  génératrice.  Nous  avons  encore  l'ombre  de  l'arc  de 
courbe  i("p'  qui  donne  un  petit  arc  raccordant  les  deux  segments  rectilignes  U'U'  et  P'P",  ce  dernier  étant 
l'ombre  portée  par  la  génératrice  o'p"  du  cône.  Puis  l'arc  d'ellipse  o"-;  donne  l'arc  PT,  dont  nous  avons  con- 
struit un  point  courant  |ji  qui  appartient  à  l'ombre  que  porterait  la  génératrice  siimia  si  elle  était  isolée,  c'est-à- 
dire  à  la  trace  S*/io  du  plan  »/s2ii.  Enfin  il  reste  à  prendre  l'ombre  de  l'arête  -foc  qui  est  égale  et  parallèle  à  va  et 
dont  on  a  immédiatement  le  point  n  sur  la  trace  Eolo  dn  plan  .>l\,Eo.  La  construction  du  point  «  permet  d'obtenir 
de  suite  le  point  r  oii  s'arrête  l'ombre  de  l'arc  de  l'ellipse  Xy,  en  menant  af  égale  et  parallèle  à  a-;.  On  doit 
conserver  seulement,  du  contour  d'ombre  portée,  ce  qui  n'est  pas  caché  par  le  solide. 


Bonne  solution  :  M.  G.  Lach,  à  Douai.   -  Assez  bonne  solution  : 


P.   .Iantel. 
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Mathématiques. 
2242.  Les  axes  Ox  et  0;/  sont  rectangulaires. 


,(C) 


M 


Déterminer  une  courbe  (C)  par  la  condition  suivante  :  Si  l'on  porte,  à  la  suite 
de  l'ordonnée  PM,  une  longueur  MQ  égale  à  une  fonction  donnée  l(x)  de  x,  la  tan- 
gente MT  est    parallèle  à  QO. 

Intégrer  dans  les  cas  oi!i  ((x)  =  a,  et  /(a:)  =  ax.  Donner  la  forme  de  la  courbe 
(C)  dans  ces  deux  cas. 


IL  —  2243.  Deux  paraboles  P  et  Q    sont  placées  dans  un  plan  de  telle  sorte  que 
leurs  axes  soient  rectangulaires. 

1°    Montrer  qu'il  y  a  une  relation  simple  entre  la  somme  des  angles  que  font  avec 
une  direction  tixe,  avec  un  des  axes  par  exemple,  les  tangentes  communes  à  P  et  à 
Q,  et  l'angle  que  fait  avec  la  même  direction  la  ligne  joignant  les  foyers. 
2°  On  suppose  que  chaque  parabole  P  et  Q  se  déforme  en  conservant  son  sommet  et  son  axe.  La  défor- 
mation est  d'ailleurs  telle  que  la  ligne  joignant   les  foyers  passe  par  un   point  tixe.  Trouver  alors   le  lieu  du 
point  de  rencontre  des  directrices. 
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3°  Déterminer  les  paraboles  de  façon  que  Ic^s  trois  tangentes  communes  soient  confondues. 
■i»  Discuter  le  nombre  des  tangentes  communes  réelles   dans  le  cas  particulier  oii   le  sommet  d"une  ries 
paraboles  est  sur  l'axe  de  l'autre. 

{i9  mai.  dv  N  h.  à  midi.) 


Mécaniijue. 

I.  _  2244.  Sur  un  plan  dépoli,  faisant  l'angle  i  avec  le  plan  horizontal,  reposent  deux  points  matériels  A 
et  B  de  même  poids  P.  Ces  points,  qui  ont  le  même  coefficient  de  frottement  /  sur  le 
plan,  sont  reliés  par  un  til  de  poids  négligeable,  qui  contourne  en  un  point  fixe  C  une 
très  petite  poulie,  mobile  sans  frottement  autour  de  son  axe.  On  néglige  le  frottement 
du  til  sur  le  plan.  Les  deux  parties  AC,  BC  du  fil  forment  des  angles  inégaux  oc,  'p  avec  la 
ligne  de  plus  grande  pente  CD. 

Au  début  de  l'expérience,  l'angle  /  est  assez  faible  pour  que  le  système  demeure  en 

équilibre.  On   fait  tourner  lentement  le  plan   autour  de  l'horizontale  fixe  HH'  de  manière 

à  augmenter  peu  à  peu    l'inclinaison  jusqu'à  ce  que  l'équilibre  soit  rompu.    Montrer  que 

"  '  l'un  des  deux  points  se  met  nécessairement  à  glisser  avant  l'autre,    dire  lequel,  et  calculer 

la    valeur  correspondante  de  '. 

II.  —  2245.  Ln  point  M  se  meut  sur  un  cône  de  révolution  donné,  dont  les  génératrices  forment  l'angle  i 
avec  l'axe  SA.  La  vitesse  v  du  point  M  est  constante,  et,  de  plus,  l'aire  décrite  parle  rayon  vecteur 
joignant  le  sommet  S  à  la  projection  .\  du  point  M  sur  le  plan  mené  par  S  perpendiculairement 
à  S.\  croît  proportionnellement  au  temps  t. 

Exprimer,  en  fonction  de  (,  la  longueur    S.\I  =  r    ainsi  que  l'angle  0  formé  par  le  plan   ASM 
avec  un  plan  fixe  passant  par  SA.  Calculer  la  distance  du  sommet  S  à   la  tangente  en    M    à  la  tra- 
jectoire du  point  .VI.  Déterminer  enfin  la  direction  de  la  tangente  à  l'hodo- 
graphe  et  la  nature  de  cette  courbe.  ^ 

('2'2  mai,  de  'V  h.  à  midi  ) 

Calcul. 

2246. —  L'unité  de  longueur  est  le  mètre. 

On  considère,  dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  l'hyperbole    xi)  =  1. 

La  droite  OA  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à   -^  ;    la  droite  OB  fait  avec  Oy  un  angle  égal  à  -^■ 

Calculer  l'aire  du   triangle  niixtiligne  OA.MB,  et  celle  du  segment  ,\MH.  Calculer  aussi  la  longueur  de  la 
corde  AB. 

(hS  mut.  de  3  h.  à  l  li .    I   'J  ) 


Physique . 

I.  —  Exposer  les  méthodes  électrostatiques  de  mesure  des  différences  de  potentiel.  On  ne  décrira  pas  les 
appareils  qui  sont  supposés  connus. 

II.  —  Baromètre  métallique. 

III.  —  2247.  Un  liiiuide  est  enfermé  dans  une  longue  l'prouvette  cylindrique  en  verre,  qui  est  portée 
successivement  à  U"  et  k  lOO"  et  sur  lai|uelle  sont  tracés  deux  traits  de  repère  A  et  B.  Sachant  que  la 
colonne  liquide  a  une  longueur  de  100'""  à  O  et  de  105""  à  100°,  que  la  dislance  entre  les  deux  traits 
de  repère  A  et  B  est  de  dOO""  à  O"  et  de  toO^M  à  tOO",  on  demande  quelle  est  la  valeur  moyenne  entre 
0"  et  100»  : 

I"  Du  coeflicient  de  dilatation  linéaire  du  verre  ; 

2°  Du  coefficient  de  dilatation  du  li(]uide  ; 

3»  Du  coefficient  de  illlntalion  apparente  du   liquide  dans    le   verre,  telle  qu'on   l'observerait   si 

l'éprouvette   était   graduée. 

On  fera  les  apj)roximations  habituelles,  c'est  à-dire  ijue  les  dilatations  seront  consideiees  comme  des  quan- 
tités très  petites  dont  on  peut  négliger  le  carré. 


i^ 
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IV.  —  2248.  Un  récipient  cylindrique  l'ernié,  (ians  lequel  on  a  fait  le  vide,  est  maintenu  à  la  température 

constante,  de  100°.  Il  est  divisé  en  deux  compartiments  par   un  piston  moiiile  P 

.fcg^  ,kS  et  il  est  muni  à  ses  deux  extrémités  de  deux  robinets  à  entonnoir  A  et  B.  On 

introduit  dans  ce  cylindre  CK.i  d'eau  par  le  robinet   A   et  2  kg.   deau   par  le 

robinet  H. 

On  demande  quel  est  l'eflort  qui  s'exerce  sur  le  piston  P  : 

1°  Lorsi|ue  celui-ci  est  maintenu  au  milieu  du  cylindre  ; 

2°  Dans  les  diverses  autres  positions  qu'il  peut  occuper  dans  le  cylindre. 

Longueur  du  cylindre  :  2  mètres.  Section  :  1  mètre  carré.  Épaisseur  du 
piston  P  négligeable.  La  densité  de  la  vapeur  d'eau  sera  prise  égale  à  0,62  et 


l 


1 


considérée    comme    constante 


{18  mai,  de  8  h.  à  midi. 


Cliimir. 

I.  —  Transformations  allotropiques  du  soufre  dans  les  états  solide,  liquide  et  gazeux. 

Après  avoir  rappelé  les  faits  expérimentaux,  on  fera  application,  dans  le  cas  des  systèmes  solides  et 
gazeux,  des  lois  connues  des  transformations  physico-chimiques. 

Dans  le  cas  spécial  des  systèmes  solides,  on  pourra  compléter  l'étude  des  états  d'équilibre  par  celle  des 
vitesses  de  transformation  (nile  de  la  température,  des  dissolvants,  des  germes  cristallins,  etc.). 

II.  —  2249.  On  dissout  dans  un  excès  d'acide  chlorhydriqne  étendu  une  centaine  de  grammes  de  fer. 

Le  liquide  A  ainsi  obtenu  est  introduit  dans  un  ballon  portant  d'une  part  un  entonnoir  à  robinet,  et  d'autre 
part  un  tube  à  dégai;cment  aboutissant  à  une  éprouvette  graduée  placée  sur  l'eau. 

On  dissout  enfin  dans  une  faible  quantité  d'eau  Os, 25  d'azotate  de  potassium,  ce  qui  donne  un  liquide  H. 

a)  On  fait  bouillir  le  liquide  A  de  façon  à  chasser  l'air  contenu  dans  le  ballon,  puis,  maintenant  toujours 
l'ébullition,  on  introduit  rapidement  dans  le  ballon,  par  l'entonnoir  à  robinet,  le  liquide  B. 

On  recueille  un  gaz  C  dont  on  mesure  le  volume  V,  après  transport  sur  la  cuve  à  eau. 

b)  Le  gaz  C  ayant  été  desséché,  on  en  prélève  2n  centimètres  cubes,  mesurés  à  la  pression  atmosphérique 
sur  le  mercure,  et  on  transvase  ce  gaz  dans  la  cloche  courbe  sur  le  mercure.  Puis  on  cbaulTe  à  son  contact  un 
morceau  de  sulfure  de  baryum.  Après  refroidissement,  le  résidu  gazeux  D  est  transvasé  sur  le  mercure  dans 
une  éprouvette  graduée,  et  l'on  mesure  à  la  pression  atmosphérique  son  volume  V^. 

On  demande  : 

1°  La  nature  des  deux  gaz  C  et  I)  ; 

2»  Les  volumes  Vi  et  V^. 

Donnàes  tiiiDX'rirjncs  : 

Température  du  laboratoire  :  i'.\°. 

Pression  barométrique  :  770  millimètres. 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  15°  ;  12°"™, 7. 

Poids  moléculaire  de  l'azotate  de  potassium  ;  lOt  grammes. 


On  négligera  la  solubilité  dans  l'eau  du  gaz  C. 


{23  mai,  de  S  h.  à  midi 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Algèbre  et  Trigononièlyie. 
I.  —  2250.  Combien  de  termes  doit-on  prendre  dans  la  série  qui  a  pour  terme  général     u„  =  — --,     si  l'on 
veut  calculer  la  valeur  de  la  série  à  un  dix-millième  près? 

r  ■" 


II.  —  2251.  Calculer  l'intégrale  définie  (I)    /u) 


J  cos-  X 

2°  Développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  ;  l'expression  trouvée  pour  /'(^ 
3"  Vérifier  qu'on  obtient  bien  le  même  résultat  en  partant  du  développement  de 


:;  étant  un  nombre  supérieur  à    — 1. 


i  +  z  cos-  X 
les  termes  du  développement,  la  variable  x  variant  de  0  à  it,  comme  l'indique  la  formule  11). 


et  intégrant 
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m.  —  2252.  Etudier  la  vari.ilion  de  la  fonriion     y  —  .r-lc.  '  —  l \. 

(2  juin,  de  7  U.  n  1 1  h..) 

(réomélrie  analytique  et  Mrcanirjue. 

2253.  I.  —  Sur  la  spirale  logarithmique  C  définie  par  l'équation  /■  =  ae"«>,  en  coordonnées  polaires,  on 
considère  les  deux  points  Mo  et  M  définis  respectivement  par  les  angle»  polaires  6o  et  0. 

lo  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  G  de  l'arc  MoM. 

2»  Déterminer  la  position  limite  du  point  G  quand  le  point  Mo  tend  vers  le  pôle  0. 

II.  Dans  ce  cas  où  le  point  Mo  coïncide  avec  le  pôle  0  de  la  spirale,  on  suppose  que  l'angle  polaire  6  du 
point  M  augmente  avec  la  vitesse  d'un  radian  par  seconde. 

)»  Etudier  la  courbe  1",  lieu  du  point  G. 

2»  Déterminer  en  grandeur  et  direction  la  vitesse  V  et  l'accélération  A  du  point  ('.,  correspondant  k  un 
angle  donné  9. 

m.  Au  lieu  d'un  arc  de  spirale,  on  considère  une  courbe  quelconque  C.  L'extrémité  M  de  l'arc  MoM  =:  / 
de  cette  courbe  est  supposée  parcourir  la  courbe  C  suivant  une  loi  qui  est  déterminée  en  l'onction  du  temps. 
Etant  donné  le  centre  de  gravité  G  de  l'arc  MoM,  l'extrémité  M  de  l'arc,  la  tangente  MT  au  point  M,  la 
longueur  '  de  l'arc  .MoM,  les  deux  premières  dérivées  I'  et  /'  de  /  par  rapport  au  temps,  déterminer,  en 
grandeur  et  direction,  au  moyen  de  ces  données  : 

i»  La  vitesse  V  du  point  G  ; 

2»  L'accélération  A  du  même  point. 

IV.  Dans  le  cas  particulier  oii  la  ligne  C  est  formée  de  deux  segments  rectilignes  MhO  et  OM  : 

1°  Déterminer  le  centre  de  gravité  (!  de  la  ligne  Mo<'M  ; 

2»  Trouver  le  lieu  F  du  point  G  quand  le  segment  OM  prend  toutes  les  longueurs  possibles  et  pivole  en 
outre  autour  du  point  0  dans  un  plan  donné. 

N.  B.  On  tiendra  compte  des  considérations  géométriques. 

i 3  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 

Kpnrc  de  (iéométrie  descriptive. 

2254.  —  lo  l'ne  sphère  a  6''°'  de  rayon.  La  ligne  de  rappel  oo'  des  projections  du  centre  a  pour  longueur 
IT"^".  Elle  est  parallèle  au  grand  côté  de  la  feuille,  à  1 V  °'  du  bord  droit,  le  point  o  à  12""  du 
bord  inférieur. 

2°  Un  cône  de  lévolution  a  son  axe  dans  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère.  Son 
sommet  {s,  s')  est  sur  la  verticale  et  au-dessus  du  point  le  plus  à  droite  (d,  d')  de  la  sphère.  Une 
des  génératrices  de  front  passe  par  le  centre  et  fait  avec    l'horizontale  o'd'  un  angle  égal  à 

--•  L'autre  génératrice  de  front  est  la  tangente  non  verticale  menée  par  s'  au  contour  ai)parent 

vertical  de  la  sphère. 

On  représentera  le  solide,  supposé  opaque,  formi'  pai'  l'ensemble  de  la  sphère  et  du  cône, 
ce  dernier  étant  limité,  d'une  part  à  son  sommet  et,  d'autre  part,  au  plan  perpendiculaire  à  son 
axe  mené  par  la  trace  l>h'  de  la  droite  {so,  x'n')  sur  le  plan  langent  k  la  sphère  en  son  point  le 
plus  bas. 

{juin,  (le  7  II.  a  11  ti.^: 

Calcul. 

2255.  —  On  donne  l'éi|iiation    f{x)  =  .x*  +  4x-'  —  Gx'  —  4a;  -h  1  =0. 

1°  Constater  ((u'uiie  de  ses  racines  x  est  comprise  entre    -t-  I     et    -)-  1,5. 

2»  La  méthode  d'approximation  de  Newton  est-elle  applicable  .'i  la  recherche  de  cette  racine? 

3°  Eormer  l'équation  qui  donne    ;/ =  l.îl       '■ 

i"  Calculer  la  valeur  i/i  qu'elle  donne  pour  ;/  quand  on  néglige  les  termes  de  degré  supérieur  au  premier 
dans  celte  équation  en  i/. 

5"  Evaluer  les  termes  négligés  dans  ce  calcul  et  déduire  de  cette  évaluation  une  nouvelle  valeur  v.-  plus 
approchée  de  y  que  yi,  en  tenant  compte  des  termes  de  degré  supérieur  au  premier. 

(Mègle  a  calcul  ou  calcul  arithmétique  ii  volonté.) 

^4  juin,  de  17  II.  li  IS  h.) 
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Physique. 

I.  —  Détermination  expérimentale  de  la  direction  du  magnétisme  terrestre  et  de  la  direction  du  moment 
magnétique  d'une  aiguille  aimantée.  Montrer  que  cette  double  détermination  est  indépendante  de  la  notion  des 
pôles  magnétiques. 

II.  —  2256.  a)  Un  gramme  d'eau  est  vaporisé  à  lOO»,  sous  la  pression  li'uric  atmosphère.  Calculer  : 
1°  En  centimètres  cubes,  l'augmentation  do  volume  qu'il  subil  ; 

2"  En  joules,  le  travail  qu'il  fournil  par  celte  augmentation  de  volume  ; 
3°  En  calories,  l'équivalent  de  ce  travail. 

/')  Un  réservoir  imperméable  à  la  chaleur  et  de  forme  invariable  contient  Ifl  grammes  d'air  à  1000  degrés 
centigrades  et  à  10  atmosphères.  Par  un  robinet  jauge,  on  y  introduit  \<^  d'eau  lii|ui(le  à  tOo». 
1°  Quel  est  le  volume  du  réservoir? 

2°  Quelles  sont  la  température  el  la  pression  finales  du  système  .' 
Densité  relative  à  l'eau  de  l'air  dans  les  conditions  normales  .  .  ....  5  —  0,00129, 

—  delà  vapeur  d'eau  à  100°,  1  atmosphère  ...  ...     o' =  0,00060, 

Chaleur  spécifique  à  volume  constant  de  l'air <■  =:  0,18, 

—  de  la  vapeur  d'eau t'  =  0,38, 

Chaleur  de  vaporisation,  en  calories,  de  l'eau  à  100»,  1  atmosphère L  =  540, 

Pression  d'une  atmosphère  en  mégabaryes n=  1,013, 

Equivalent  mécani(iue  de  la  calorie  en  joules 1  =4,18. 

On  admettra  que  l'air  et  la  vapeur  d'eau  se  comportent  comme  drs  gaz  parfaits,  avec  le 

coefficient  de  dilatation a  =  0,0037. 

2  juin,  de  14  h.  à  17  h.) 

Chimie. 

I,  —  L'azote.  Sa  préparation;  ses  propriétés;  ses  caractères.  Etude  de  l'azote  atmosphérique;  expériences 
qui  ont  permis  d'en  (ixer  la  composition. 

II.  —  2257.  1°  Etant  donné  un  mélange  solide  de  sulfate,  d'hyposulfitc  et  de  sultite  neutre  de  sodium, 
indiquer  les  réactions  par  lesquelles  on  pourrait  caractériser  qualitativement  la  présence  de  l'hyposultite,  du 
sulfate  et  du  sulfite  dans  le  mélange.  On  signalera  les  raisons  pour  lesquelles  la  caraclérisation  du  sulfite 
présente  quelques  difficultés. 

2"  Indiquer  les  réactions  qui  se  produiront  si  l'on  chautTe  au  rouge  avec  du  charbon  le  mélange  des  trois 
sels  préalablement  déshydratés  et  si  l'on  attaque  ensuite  par  l'acide  chlorhydriquc  le  produit  de  ces  réactions. 

3»  Sachant  que  les  deux,  premiers  sels  existent  originairement  dans  le  mélange  à  l'état  d'hydrates  dont  les 
formules  sont  respectivement  SO'Ma-,  lOH^O  et  S-O'Na-,  5H'-0,  que  le  sulfite  y  est  anhydre,  on  propose  de 
déduire  la  composition  quantitative  du  mélange  des  opérations  et  constatations  suivantes  : 

o.)  On  prend  10  grammes  du  mélange  et  on  les  dissout  dans  l'eau,  de  façon  à  faire  un  litre  d'une  solution 
((ue  nous  désignerons  par  A. 

b]  Dans  lOO''"^  de  cette  solution  A,  on  fait  passer  un  courant  de  chlore  jusqu'i>  ce  que  l'oxydation  soit 
complète.  On  ajoute  alors  au  liquide  un  excès  d'une  solution  de  chlorure  de  baryum  qui  détermine  dans  le 
liquide  la  formation  d'un  précipité  dont  le  poids  est  1^,305. 

(■)  D'autre  part,  à  lOO'^"'  delà  solution  A  on  ajoute  un  peu  d'empois  d'amidon  et  l'on  y  fait  tomber  goutte  à 
goutte  une  solution  d'iode  dans  l'iodure  de  potassium  jusqu'à  l'apparition  d'une  coloration  bleue  persistante. 
Avec  une  solution  à  12^,7  par  litre,  on  obtient  ce  résultat  en  employant  43'"'^8  de  la  solution. 

Calculer  les  proportions  centésimales  des  trois  sels  constituant  le  mélange. 

Poids  atomiques  :     0=16;    S  =  32  ;     1=127;     Na  =  23  ;     Ba  =  137. 

3  juin,  de  14  h.  à  17  h.) 
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ECOLE   NORMALE  SUPERIEURE  ET  HOURSES  DE    LICENCE 


Groupe  I. 

MalhèinatKjiD's. 
{Première  composition.) 
2258.  —  On  donne  cnlrr  les  deux  nonibres  con)plexes  ;  cl  7. 
(1)  ,2  +  Z2—  1   =0 

dont  on  propose  de  faire  l'étude.  Dans  ce  but,  on  pose 


(2; 


{     Z  =z  x-lrnj. 


I  /.  =  X  +  ,y, 

les  variables  x.  ;/,  X,  Y  étant  essentiellement  réelles.  On  considère  dans  un  plan  (/()  deux  axe.s  rectangu- 
laires ox.  o;i  et  on  représente  :  par  le  point  m  dont  les  coordonnées  sont  .'-et;/  ;  de  raènie,  dans  un  autre 
plan  (P).  on  considère  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  et  on  représente  Z  par  le  point  M  de  coordonnées  X,  Y. 
La  relation  (1)  peut  alors  être  regardée  comme  établissant  une  correspondance  entre  "i  et  M;  si  dans  cette 
relation  (1)  on  remplace  z  et  Z  par  les  expressions  (2|  et  si  l'on  égale  à  zéro  séparément  la  jiartie  réelle  et  le 
coefficient  de  /,  on  obtient  deux  équations  réelles  entre  .c,  ;/.  X,  Y,  qui  définissent  aussi  celle  correspondance. 
1"  Le  point  m  étant  donné,  combien  y  a-l-il  de  positions  pour  le  point  M  ?  Le  résultai  obtenu  comporle-l-il 
des  exceptions?  .Soit  M|  l'un  des  points  M  qui  correspondent  k  im  point  donné  /// ;  si  un  point  m'  tend  vers  m, 
l'un  des  points  M'  qui  correspondent  k  m'  tend  vers  M,  ;  on  cx|iriniera  ce  fait  en  disant  (jue  la  correspondance 
entre  m  et  M  est  continue. 

2°  Le  point  m  décrivant  une  courbe  (c),  les  points  correspondants  M  décrivent  des  courbes  dont  l'en- 
semble sera  désigné  par  (C)  ;  on  demande  de  construire  (C)  lorsque  (c)  est  une  droite  parallèle  à  l'un  des 
axes.  On  désignera  par  (A)  les  courbes  (C)  qui  correspondent  aux  droites  x  —  a  et  par  (H)  les  courbes  (C) 
qui  correspondent  aux  droites  ;/  =  6  et  l'on  étudiera  les  formes  des  courbes  (A)  et  (B)  suivant  les  diverses 
valeurs  des  constantes  réelles  «  et  6  ;  on  vérifiera  que  la  continuité  définie  au  1"  a  bien  lieu. 

.■}"  Démontrer  que  les  courbes  (A)  et  (B)  se  coupent  k  angle  droit  en  l'un  quelconciue  de  leurs  points  d'in- 
ler.section. 

4°  Etant  donnes  un  point  m  et  l'un  des  points  correspondants  M,  aux  diverses  courbes  [c]  passant  par  m 
correspondent  des  courbes  (C)  passant  par  M.  Étant  donnés  les  coordonnées  de  in  et  le  coefticient  angulaire  de 
la  tangente  à  une  courbe  (c),  calculer  le  coefticient  angulaire  de  la  tangente  k  la  courbe  (C)  correspondante  ; 
montrer  que  l'angle  de  deux  courbes  |C)  est  égal  à  l'angle  des  courbes  correspondantes  (c).  Existe-t-il  des 
positions  très  particulières  du  point  /*/  pour  lesquelles  celle  égalité  des  angles  n'a  pas  lieu  et  que  se 
produit-il  alors'.' 

^i"  On  donne  dans  le  |)lan  (/;)  un  rectangle  efak  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  l'on  désigne  par  K 

celui  des  points  correspondants  k  e  dontl'ordonnée  Y  est  positive.  Ou  (-onsidère  un  point  m  coïncidant  d'abord 

avec  e  et  décrivant  ensuite  d'une  manière  continue  le  contour  du  rectangle  etglf,  quel  est  le  cliemin   continu 

décrit  dans  le  plan  (P)  par  le  point  correspondant  M,  supposé  coïncidant  d'abord  avec  E?  On  étudiera  les  cas 

1 
suivants  :  a)  les  côtés  du  rectangle  ont  pour  é(iuations    .-■=—■     x  —  1  :    ;/  =  !,    v  = '- ;     /)  le  côté    ;/ = '-î 

est  reujplacé  par    v  —  ~  i\     y)  de  plus,  le  côté    «  =  —     est  remplace  par    x  =  —  i.     Le  point  e  sera   dans 

tous  les  cas  le  sommet  du  rectangle  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  sont  les  plus  grandes.  Peut-on,  de  l'étude  de 
ces  cas  particuliers,  déduire  une  règle  générale  permettant  de  reconnaître  dans  quels  cas  le  contour  qui  corres- 
pond au  contour  du  rectangle  donné  efi/h  est  un  contour  ouvert  ou  fermé '.' On  supposera  (jue  les  côtés  du 
rectangle  donné  ne  passent  pas  par  les  points  exceptionnels  signalés  k  la  fin  du  4°. 

Cl"  Peut-il  arriver  que,  la  courbe  (c)  étant  une  conique,  la  courbe  correspondante  [C)  soit  aussi  une 
conique  .'  Indi(|uer  des  cas  assez,  généraux  où  il  en  est  ainsi,  sans  s'astreindre  k  démontrer  rigoureusement  que 
l'on  obtient  tous  les  cas  possibles. 

Oitrée  :  6  heiircf.) 

\lieu.rirme  ininjunitinn.) 

I.  —  2259.  Dans  un  plan  rapporté  k  deux  axes  decoordonnées  rectangulaires  0.r.  (•//,  construire  la  courbe 
représentée  paramétriquement  par  les  équations 

O)  ..;-  —  1  -I-  (,  cos  /,  ;/'  —  1  +-  "  siii  ', 

oii  a  désigne  une  quantité  donnée  et  i  une  variable. 


ClWCOIJUS  DE  1W14  567 


Déterminer  les  points  de  conlaol  de  l;i  (-oufbe  précédente  avec  les  tangentes  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données et  avec  les  tangentes  issues  de  l'origine  ;  indiquer  les  lieux  géométriques  de  ces  points  quand  a  varie. 
Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (1)  lorsque  n  varie. 

II.  —  2260.  Dans  un  milieu  résistant  un  point  matériel  M  est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale  issue 
d'un  pninttixe  0  ;  la  résistance  du  milieu  est  proportionnelle  à  la  vitesse  de  M  et  dirigée  à  chaque  instant  en  sens 
inverse  de  cette  vitesse  :  exprimer  en  l'onclinn  du  temps  l'aire  balayée  par  li'  rayon  vecteur  OM  ;  montrer  que 
le  mouvement  est  plan. 

{Durée  :  -1  heures.) 
FIn/sitjiir. 

I,  —  Définition  et  mesure  des  diflérences  de  potentiel. 

II.  —2261.  Deux  lentilles  identiques,  dont  toutes  les  aberrations  sont  négligeables,  et  qu'on  considérera 
comme  infiniment  minces,  forment  im  système  optique  centré.  Leur  distance  focale  est  /  =:  30  centimètres, 
l'intervalle  qui  les  sépare  est  d  =  15  centimètres  ;  elles  ont  "i  centimètres  de  diamètre  et  sont  placées  aux 
deux  extrémités  d'un  tube  opaque  de  même  diamètre  qu'elles  ;  au  milieu  de  l'intervalle  qui  les  sépare  se 
trouve  un  diaphragme  laissant  libre  une  ouverture  circulaire  de  35  millimètres  de  diamètre,  centrée  sur  l'axe 
et  perpendiculaire  à  l'axe. 

1°  Déterminer  et  représenter  les  positions  des  foyers  et  des  plans  principaux  du  système. 

2"  Indiquer  lu  marche  des  rayons  qui,  venant  d'un  point  situé  très  loin  sur  l'axe,  contribuent  à  former 
l'image. 

3°  On  se  sert  dn  système  pour  photographier  des  objets  situés  très  loin,  dans  le  voisinage  de  l'axe.  Calculer 
de  quelle  quantité  on  peut  déplacer  la  plaque  parallèlement  à  elle-même  sans  que  l'image  cesse  d'être  bonne. 

On  admettra  que  l'image  est  bonne,  tant  que  l'ieil,  regardant  la  photographie  k  une  distance  de  ^5  centi- 
mètres, ne  s'aperçoit  pas  que  l'image  d'un  point  n'est  pas  un  point.  (On  supposera  que  la  plus  petite  dimension 
angulaire  appréciable  est  égale  à  i  minutes  centésimales.) 

4»  Comment  varie  la  quantité  calculée  au  paragraphe  précédent,  quand  la  distance  d  des  deux  lentilles 
varie,  le  même  diaphragme  étant  toujours  placé  à  égale  distance  des  deux  lentilles  ? 

On  fera  varier  la  distance  d  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  pour  laquelle  le  système  cesse  d'être  utilisable 
comme  objectif  photographique. 

''<o  Comment  varie,  dans  les  mêmes  conditions,  la  durée  de  pose  qui  produit  toujours  la  même  impression 
de  la  plaque  '.' 

On  admettra,  pour  ce  calcul,  que,  dans  les  conditions  de  l'expérience,  l'impression  de  chaque  élément  de 
surface  de  la  plaque  dépend  seulement  de  la  quantité  totale  de  lumière  reçue  par  cet  élément.  On  met  au  point 
sur  la  plaque,  et  on  néglige  les  pertes  de  lumière  par  absorption  et  par  réflexions  sur  les  faces  des  lentilles. 

On  distinguera  le  cas  où  l'objet  se  réduit  à  un  point  (étoile)  du  cas  où  il  a  des  dimensions  angulaires  finies. 

{Durée  :  G  heures.) 
Groupe  II. 

Malhrmatiques. 

I.  —  2262.  Etudier  les  variations  de  la  fonction 

;/  =  0,5  sin  .r  —  1,3  sin-  x 
et  construire  la  courbe  représentative. 

Calculer  l'aire  limitée  par  l'axe  des  x  et  la  portion  de  la  courbe  située  au-dessus  de  l'axe  des  x  et  répondant 
à  des  valeurs  de  :r  comprises  entre  U  et  -J^- 

II.  —  2263.  Intégrer  l'équation  différentielle 

!/"— 3;/'-f-2i/  —  e^. 
Déterminer  celle  des  courbes  intégrales  qui  est  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  x.  Développer  la  fonction 
obtenue  en  série  de  Maclaurin  en  .«e  bornant  aux  termes  de  degré  inférieur  au  4".  Si  on  donne  à  x  des  valeurs 
inférieures   en   valeur   absolue  à  0,1,   avec  ((uelle  approximation  le  développement  obtenu    rcprésente-t-il  la 
fonction  '.' 

III.  —  2264.  Un  mobile  M  parcourt  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est  r  =  e-",  l'unité 
de  longueur  étant  le  mètre.  On  suppose  que  le  rayon  vecteur  OM  tourne  autour  du  point  0  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  de  100  tours  à  la  minute.  Calculer  la  vitesse  du  point  M  à  l'instant  i.  Calculer  la  vites.se 
moyenne  depuis  l'instant  où  l'angle  polaire  0  est  nul,  jusqu'à  l'instant  où  cet  angle  est  égal  à  — ;  on  expri- 
mera le  résultat  en  unités  C.  G.  S. 

Durée  :  4  heures  ) 
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clans 


l'Jii/xiiixe. 

I.  -  Produiliiin  et  mesure  îles  champs  magnrtiques. 

II.  —  2265.  Ln  cylindre  de  verre  A  est  porté  par  un  cylindre  métallique  creux  rdd'e'  dans  lequel  il  est 
i  à  la  hauteur  de  la  base  supérieure  dd'  ;  le  support  rdd'r'  repose  sur  la  face  supérieure  d'une  lentille  plan- 
convexe,  dont  la  face  inférieure  I5C,  plane,  est  parallèle  à  la  base  bb'  du  cylindre  A.  La 
distance  de  bb'  à  la  face  supérieure  do  la  lentille  est  égale  à  un  dixième  de  millimètre  ;  la 
longueur  ab,  entre  la  base  du  cylindre  A  et  le  niveau  où  ce  cylindre  est  maintenu  dans  son 
support,  est  égale  à  ii  millimètres;  le  rayon  de  courbure  de  la  face  supérieure  de  la  lentdie 

n'    est  très  grand  et  on  peut,  sauf  en  ce  qui  concerne  la  forme  des  franges  dont  il  sera  question 
plus  loin,  confondre  celte  surface  avec  le  plan  tangent  en  son  somme!  0. 

1°  On  éclaire  avec  une  lumière  monochromatique  (X  =  Û:^,a89)  tombant  normalement 
sur  RC  et  se  refléchissant  sur  la  base  polie  bb'  du  cylindre  A  ;  on  reçoit  la  lumière  rélléchie 
in  viseur.  Etudier  les  franges  qu'on  peut  ainsi  observer.  Voit-on  ces  franges  .si  on  remplace  la  lumière 
monochromatique  par  de  la  lumière  blanche?  Que  voit-on  alors  si  on  reçoit  sur  la  fente  d'un  speclroscope  la 
lumière  qui  s"est  rélléchie  au  point  G  .' 

2°  On  chauffe  tout  le  système  par  un  courant  de  vapeur  d'eau  bouillante  circulant  dans  un  cylindre  à  double 
paroi   DD'  concentrique  au  cylindre  A.  Décrire  ce  qui  va  .se  passer. 

On  remarquera  que  le  support  métallique  ed^'V  s'échauffe  avant  le  cylindre  A,  car  il  est  plus  près  des 
parois  chauffantes. 

.•î»  Dans  une  expérience,  on  constate  que,  lorsque  la  température  est  devenue  uniforme,  il  est  rentré  au 
centre,  au  total,  12  anneaux;  la  température  initiale  était  18",  la  température  finale  100°.  On  recommence 
l'expérience  en  remplaçant  le  cylindre  A  par  un  cylindre  de  quartz,  de  forme  identique  et  identiquement  placé  : 
on  voit  rentrer  16,5  anneaux  au  centre,  la  température  initiale  et  la  température  finale  étant  les  mêmes  que 
précédemment.  Le  coefficient  de  dilatation  moyen  du  cylindre  de  quartz,  dans  le  sens  de  l'axe  du  cylindre, 
entre  18°  et  100°.  est  égal  à  813.10-'.  En  déduire  les  coefficients  de  dilatation  moyens  du  verre  A  et  du  métal 
qui  constitue   le  support  edd'e' . 

On  ne  cherchera  pas  à  avoir  une  approximation  supérieure  au   centième  sur  les  diverses   quantités   qui 

entrent  dans  les  calculs. 

Hliiri'e  :  6  lieures.) 
Chimir. 

Indiquez  les  principales  matières  colorantes  de  nature  organique  qui  vous  sont  connues,  classez-les,  donnez- 
en  les  modes  industriels  de  préparalion,  exposez  les  raisons  qui  leur  font  attrihuer  telle  on  telle  formule  déve- 
loppée. 


{Diiréf  :  I  heures. 


Srienrrs  ,>alin-ellex. 


Adaptation  des  Végétaux  ii  la  vie  aiiualique,  flottante  ou  submergée. 

On  étudiera,  sur  des  exemples  préci.s,  les  principales  modifications  de  forme  el  de  structure  que  ce  mode 

de  vie  détermine  dans  l'appareil  végétatif  et  l'appareil  reproducteur,  aussi  bien  chez  les  êtres  microscopiques 

tiue  chez  les  Végétaux  supérieurs. 

^  iliuree  :  4  heurei.) 


DEUXIEME     PARTIE 
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2132.    —  Soient  i/i.  y-^.  i/i  hs  conrdoniiéfs  cli's   pieds  des   iiortnales  à  tiin' jiaraliole     i/'  = '2x,      issui's 
du  point  M(a,  ^). 

1°  J.e  lieu  des  points  M  tels  i/w 

V,.|3 

— ^^^ =  /,  =  constante. 
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se  compose,  en  général,  d'une  développée  de  pavabolr. 

13  13 

Si     /  =  — 1     le  lieu  esl  une  droite  double  ;  si     X  =  .     le  lieu  est  une  droite  triple. 

22  11 

2"  Le  lieu  des  points  M  tels  que 


se  compose  de  deux  développées  de  parabole, 
3°  Le  lieu  des  points  M  lels  que 

J^  =  A-, 

se  compose  de  trois  développées  de  parabole. 

Les  pieds  des  normales  issues  du  point  M(3,  p)  à  la  parabole  i/^  —  2x  —  0  sont  les  points  de 
rencontre  de  celte  courbe  et  de  Mij^perbole  d'Apollonius  relative  au  point  M,  laquelle  a  pour  équation 

-—  =     ^  ou  XII  —  q(oi  —  i)  —  P  =  0. 

-1  y 

Remplaçons  dans  cette  équation  x  par  ^-  nous  obtenons  l'équation  aux  coordonnées  des 
pieds  des  normales 

jy^_2(a— l)i/— 2p  =  0. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  calculer  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines  de  cette 
équation.  Pour  simplifier  un  peu,  nous  remplacerons  a  —  I  par  i  ;  cela  revient  à  transporter  l'ori- 
gine des  coordonnées  au  point  o^  =  1 ,  j/  ==  0,  et  à  désigner  par  a,  fi  les  coordonnées  du  point  M  par 
rapport  aux  nouveaux  axes. 

Les  ordonnées  ;/i,  i/;,  ;/,  des  pieds  des  normales  sont  alors  racines  de  l'équation 

iy^  — 2ïj/  — 2p  =  0, 

et  si  l'on  pose     S,,  =  y'I  -+-  jyS +  ?/!;.     on  a  la  formule  générale 

S,-2aS„.,-2pS^_,  =  0, 
qui  permet  de  calculer  de  proche  en  proche  les  valeurs  de  Sp  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  p. 
On  obtient  ainsi  les  valeurs  suivantes  : 

S,  =0,  S.  =  4a,  S3  =  6p,  St  =  8a2,  s,  =  200.3,  S„  =  4(4a3  +  3?>^), 

S,  =  o6a=^  Ss  =  32a(a3  -)-2f»2).  S,  =  24^(6»=  -+-  ?'),  S,o  =  \(ix\ïoi'  +  15^-^), 

S„  =  16.11ap(2a3  -H  p),  S,2  =  16(8a<i  -+-  4.S=<»S,2  -+-  W),  S,3  =  32.26a2^(a'  +  ?>^), 

Su  =  64a(4a«  +  35a2^3  _^  7^4)^  g^^  ^  32?(60ï"'  -t-  iOOoi'f-  -h  3p*), 

S,6  ==  512a'(a«  +  I2a3;52  +  5p*),  s,,  =  6i.l7aP(4a''  +  lOs'^^  -h  ?>'), 

S,8  =  64[16a^H-2S2a6p--+-l80a»S'  +  3fl«),  S,9  =  i28.I9a2|î(4a»-Hl4a'?2_^.3p-)^ 

S,„  ==  236a(8a»  +  160i«p^  +  l75x'P''  -f-  lO^"^). 

Svl' 
1.  La  relation       ^— -  =  >-    peut  s'écrire 

S„— XS2S,,  =0, 
ou,  en  remplaçant  S,,  Su,  S,,  par  les  valeurs  que  nous  venons  de  calculer, 

32.26=<2|î(«^'  +  ?=)  —  X4a.l6.Ha^(2a^'  +  f-)  =  0, 
ou  a2^[a^(13—22X)  4-^2(13  -HX)]  =  0. 
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Le  lieu  cocsidéré  se  compose  des  deux  axes  et  de  la  cuuibe 

x\l3  — 22/)-+-?y-^(13—  H>)  =  0 
qui  est  une  développée  de  parahole  en  général  ('). 

13  13 

Si     >  =  — :;  '      celte  courbe  se  réduit   à  la   droite  double    Oj,    et  pour     >■  =  —7-1      à   la   droite 


triple  Oi/. 

2.  Envisageons  maintenant  la  relation     ——^ —  =  k,     ou 

S,7  -  A-S,.S,5  =  0. 
Elle  s'écrit 

fi4.l72p(4a'  -+-  iO^'^'-'  +  P')  -  li.ioL.3-2^{6\yj-''-i-  dOOi'P'  -h  .■??')  =  0, 
ou  a3f't(17-  3.A)a'''_i-10{l7  -20A-)v'i^  4- (17  —  t)A)^'.J  =  0. 

Le  lieu  se  compose  encore  des  deux  axes  et  di'  la  courbe  qui  a  pour  é(|ualion 
(1)  4(17  —  30A-)x«  H-  10(17  —  'Î0k)x'if  -t-  (17  -  (ik)i/  =^  0. 

Or  celte  équation  est  homogène  par  rapport  à  a'  et  y^;  si  on  divise  le  premier  membre  pur  y',  on 
obtient 

4:17  -3Qk](^)'  -h10(I7  — L0/.-|^-h(17— 6/.-)  =  0, 

ou  [.r — aij-){x'^  —  hif)  =  0, 

a  el  b  désignant  les  racines  de  l'équation  en  a 

4(17  — 30A-)u2  4-iO(17— :2UA-)u-+-17-tU  =  0. 

Il  en  résulte  bien  que  l'équation  (1)  représente  deux  développées  de  paraboles.   L'une  d'elles  se 
réduit  à  une  droite  double  si     17  —  30/c  =  0,     ou  à  une  droite  triple  si     17  —  Qk  =  0. 

ï  !/■■'" 

3.  Enlin,  la  condition     — — —  =  /,-,     ou     Sjo  —  A-(S.)"*  =  0.     peut  s'écrire 

i256a(8a»  -(-  16(U"^-  -+-  l7:ia-'f)'-4-  lOâ-^)  —  A. '.'"a"  =  0, 

ou,  en  divisant  par  256ï  et  en  remplaçant  a  par  x  et  |i  par  ;/, 

?(,!  -  Vk;x'  ■+-  I60x<-if  +  175x^1/  +  10;/-^  =  d. 
Comni.:  cette  équation  est  homogène  par  rapport  à   r'  et  ;/'.  on  peut  l'éciire 
(x'  —  ai/''')  x'  —  61/'). x' —  cij^)  --^  0, 
a,  b,  c  étant  les  racines  de  l'équalion  en  « 

8J  -  -rk),,'  -+-  IWu-  -H  175»  -H  10  =  0. 
Elle  r.'présenle  donc  trois  développées  de  paraboles.  L'une  d'elles  se  réduit  à  une  droite  double 

si  k=L. 

L.  SIMON,  à  Fourmies. 


(•)  On  sait  en  effet  que  la  développée  de  In  piirabole    7'  —  ipx  —0    a  pour  riiuation    8(.c  —;<)"-  iliiy' .—  '.     On  en 
27;) 
conriut     que  la  courbe     .i'— —  tf'=0      est  la  développée     de   la   parabole      ;/' -  2/)(x -+-p)  =  0,      ou.    011    posant 

21p                      ,           ,                   .„.,,,.,..           .    .               '<><'  /          "«  \ 
— =  'I,    que  la  courbe    .n  -i  «;/•  =:  0    est  la  développée  de  la  parabole    .»/•  1 (  x r-  )  =^  *. 
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2133.  —  La  normale  à  une  courbe  (G^  en  un  point  M  rencontre  les  axes  de  coordonnées  aux  points  P 
et  Q.  Pur  I  origine,  on  mène  les  oecti'urs  OP',  OQ'  l'-quipollents  à  MP  et  à  MQ.  [hUerminer  la  courbe  (G) 
de  façon  que  les  tangentes  aux  lieux  de  P'  et  de  Q'  soient  parallèles. 


Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  M  de  la  courbe  (Ci,  et  y'  l;i  d(Tivée  de  y  par  rapport  à  x. 

i 

L'équation  de  la  noiniale  à  celle  courbe  (G)  est     \  —  y  = -(X      x). 

y 

Elle  coupe  donc  les  axes  aux  points  P  et  Q,  de  coordonnées 


'V\ 


,,-,.  =  x+  ijy\  !/,.  =  0, 

yy' 


/  J''j  =  0,  I/o  =  '/  H r  = 


y  y 

AQ  par  conséquent  les  projections  des  vecteurs  MP  et  MQ  sur  les  axes  sont 

a-,,  -.T  =  y  g',  Vv  —  y  =  —  y. 

X 

X^-  X  =  —X,  y^—y=—. 

Ce  sont  les  coordonnées  des  points  P'  el  Q'  : 

3-p'  =  yy\         yp'  =  —  y 

X 
Xq'    ~  3',  T/q'  ^        Y  y 

en  écrivant  que  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  lieux  de  ces  points  sont  égaux,  nous  avons 

dyr'    _    dy^. 

dXr'  rf.I'g, 

—  y'  y'  -  ^y" 

puis  —r, 7  = r, — ' 

?/+?/.'/  y 

.'/'■'  =  y"  —  xy"'y"  H-  yy'y"  -  xyy", 
i/"(xv'-  -I-  xyy"  —  yy'j  =  0. 
Celle  équation  se  décompose  en  deux  : 

,"  =  0     et     i:-:±^-i  =  o. 

yy         ^■ 

La  premièredonne  y  =  ax  4-  b  ;  elle  donne  toutes  les  droites  du  plan.  Cette  iolulion  était  évidente 
a  priori,  car,  dans  ce  cas,  les  deux  points  P'  et  Q'  se  meuvent  sur  une  même  droite  lixe  qui  passe  par 
le  point  G,  la  droite  OP'Q'. 

La  deuxième  équation  donne 

L  I  yy'  1  =  L  I  X  H-  C, 
ou  yy'  =  Cx. 

L'intégration   s'achève  sans  peine   et  conduit  à  l'équation     y-  =  Gr^  -t-  D,     qui  représente  toutes 

les  ellipses  et  hyperboles  ayant  pour  axes  Ox  et  Oi/. 

MP 
Celte  relation  est  non  moins  évidente,  car  on  sait  que.  dans  ce  cas,  le  rapport  -— -  est  constant  ;  de 

MQ 

même   alors  le   rapport    -^   et   les   deux    courbes   lieux   de  P'  et  de  Q'  sont   homothéliques. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Maurice  Roi  ;  L.  Siaos,  à  Fourmies;  L.  Naocellk,  à  l:i  Châtre  ;  M.  Ullmann,  à  Héricourt  ;  A.  Roosseu". 
Assez  bonnes  solutions:  MM.  I\.  Dcfoub,  à  Nancy  ;  G.  Singier,  à  Armentières  ;  J.  N. 
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2131.  —  Un  aèroslal  sj)lirriijiie  se  trouve  eu  fk/iiilihre  à  ra'titude  h.  Calculer  la  tension  'V  de  l'enve- 
loppe à  la  partie  supérieure. 

On  négligera  dans  ce  calcul  les  variations  de  masse  spéci/i</ue  de  l'air  et  du  gaz  sur  toute  la  hauteur 
du  ballon. 

Calculer  sans  avoir  recours  à  l'approxinviiion  précédente  : 

1'  La  masse  totale  du  ballon  ; 

2»  La  masse  du  gaz  contenu  dans  le  ballon  ; 

3"  La  tension  T  de  l'enveloppe  à  la  partie  supérieure. 

Données:  R,  rayon  de  l' aérostat  qui  est  supposé  de  grandeur  invariable.  On  maintient  l'égalité  de 
pression  entre  le  gaz  et  l'atmosphère  à  l'orifice  inférieur  du  ballon. 

d,  densité  du  gaz  par  rapport  à  l'air. 

g,  accélération  de  la  pesanteur,  au  lieu  donné,  accélération  qu'on  supposera  indépendante  de  l'altitude. 

a,  masse  spécifique  de  l'air,  à  la  température  t  et  sous  la  pression  d  une  colonne  de  mercure  de  760""", 
observée  au  lieu  donné  et  supposée  à  0°.  On  admettra  que  l'atmosphère  est  tout  entière  à  la  température  l 
et  immobile. 

P,  pression  atmosphérique  du  lieu  au  tiiveau  du  sol. 

m,  masse  spécifique  du  mercure  à  0°. 

/(,  altitude  du  centre  de  l'aérostat. 

[Ecole  dea  mines  de  Si-Etienne,  1910.) 

La  tension  T  demandée  e.l  l'excè'^  Ap  de  la  pression  intéiioiire  sur  la  pression  extérieure  sont  liées 
par  la  relation  supposée  connue 

Sp  =  —  ou  1   =  -^\iàp. 

Ap  est  la  différence  des  pressions  dues  à  une  hauteur  2R  d'air  atmosphérique  ol  à  une  hauteur 
2R  de  gaz.  En  appelant  /)  la  pression  supposée  d'abord  uniforme  sur  toute  la  hauteur  du  ballon,  po  la 
pression  d'une  colonne  do  mercure  de  760'""'  et  a'  la  masse  spécifique  de  l'air  à  la  pression  p,  on  a  • 

_,,,,,  ,         P 

An  =  "IWa^i  —  d)q  avec  a   =  -^~-a. 

D'autre  part,  la  pression  p  à  l'altitude  /;  et  la  pression  P  au  niveau  du  sol  sont  liées  par  la  formule 
du  nivellement  barométrique 

p  =  Pe""^''. 
On  en  déduit,  en  fonction  des  données, 

T  =  iVaq{i  —d)  —  e      ''.''. 
?'o 

1.  Le  ballon  étant  en  équilibre,  sa  masse  totale  est  égale  à  la  masse  do  l'air  déplacé.  Négligeons  le 
volume  (les  agrès  et  calculons  la  masse  d'une  sphère  d'air  de  rayon  R.  Pour  faire  le  calcul  sans  appro-ri- 
vialiou,  considérons  une  tranche  horizontale  située  à  une  dislance  :  du  point  inféiieur  du  ballon  et 
d'épaisseur  dz.  Soit  p  la  pression  de  l'air  à  ce  niveau  et  Kp  sa  masse  spécifique,  en  désignant  par  K 
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la  constante La  masse  de  la  tranche  d'air  sera 

dm  =  Kp  X  -  !  R2  _  (R  _  zf  \  dz. 
Si  q  désigne  la  pression  au  point  inférieur,  c'est-à-dire  à  l'altitude     //  —  R,     on  a 


p  =  qe'^i'  avec  7 


Pt'-"''-" 


La  masse  cherchée  a  donc  pour  expression 

m  =  tKv  »'-'*'=(2R:  —z'/dz. 

L'intégration  par  parties  donne  [luur  l'intégrale  générale 

mz  —  -J        2K  —  2:  ^2      } 


Kg  KY  K=3'  ) 

d'oii 

expression  n'offrant  aucune  espèce  d'intérêt. 

Il  faut,   dans  le  développement  de     e  -"^''^     aller  jusqu'au  terme  en  R'   pour   trouver   la   valeur 

.  •          -                                                                 *     n.      '' 
approchée  prévue  —  rn^o 

2.  La  masse  de  gaz  contenue  dans  le  ballon  se  calcule  de  la  même  manière  en  remplaçant  a  par 
ad  et,  par  conséquent,  K  par  Kaf. 

3.  La  tension  T  se  calcule  toujours  par  la  formule 

Ap  =  p'  —  /),     din'éreuce  des  pressions  intérieure  et  extérieure. 
p  =  qe-'-"'",  p'  =  f/e^-'^''^", 

donc  T=  lR9(e-^'^''««-e-*"'), 

ce  qu'on  peut  écrire 

T  =iR^Se"-"--">-l}. 

Le  premier  terme  du  développement  est 

i-R;j(l  -  d]iV.q\\  =  R^aj(l  —  rf)— • 

ce  qui  est  d'accord  avec  l'expression  approchée  d'abord  trouvée,  oii     Pe      ''»         représente  la  pression 
au  niveau  du  centre  du  ballon. 


CHIMIE 

Un  cerlain  poids  de  penlachlorure  de  phosphore  est  mis  en  longue  digestion  dans  de  l'eau  en  excès, 
puis  la  liqueur  est  évaporée  jusqu'à  coniislancn  sirupeuse,  à  une  température  voisine  de  150°  ;  on  poursuit 
iévaporalion  jusqu'à  ce  que  le  poids  du  résidu    R    ne  varie  plus.  Les  vapeurs  dégagées  ont  été  recueillies 
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dans  une  solution  de  nitrate  d'argent  en  excès.  Le  précipité  blatte  formé  pesait,  après  dessiccation,  lR,435. 

Le  résidu  II  est  redissous  dans  l'eau,  puis  additionné  de  soude  en  quantité  insuffisante  pour  la  neutra- 
lisation. La  nouvelle  liqueur  est  évaporée  à  siccité,  puis  calcinée  au  rouge  et  laisse  un  résidu  r  pesant 
0^,22.  On  constate  que  In  dissolution  de  r  dans  l'eau  est  complète,  que  la  liqueur  obtenue  est  neutre,  et 
qu'elle  donne  avec  le  nitrate  d'anjent  un  précipité  parfailnincnt  blanc.  On  demande  la  composition  centési- 
male du  résidu  r. 

On  prendra  :     H  =  I.     O  =  Ifi,     Cl  =  3o,o,     P  =  31,     Xa  =  ii,     Ag  =  108. 

[Ecole  lies  mines  de  S'-Elieniie,  1910.) 

l/aclion  île  l'eau  sur  le  peiitnclilorure  de  phosphore  est  représentée  [lar  réipiation 
.r(PGl''  -H  4H20  :=  !'0*H3  +  oHCl). 

L'acide  chlorhydrique  dégagé  donne  avec  le  nitrate  d'argent  un  précipité  représenté  par  .'i.rAgCl. 
Or  AgCl  =  143,5  ;  donc  5x  X  143,5  =  1435  milligrammes,  d'où  1  =  2.  L'expérience  porte  donc 
sur  2  milhmolécules  de  pentachlorure. 

Au  rouge,  la  soude  ûxe  une  certaine  quantité  d'anhydride  phosphorique  à  l'état  de  métaphosphate 
ou  de  pyrophosphate  :  la  formation  d'orthophosphate  se  trouve  exclue  par  la  couleur  du  précipité  final 
et  la  présence  finale  d'acide  libre  par  la  neutralité  de  la  liqueur. 

Supposons  d'abord  le  résidu    r    formé  exclusivement  de  métaphosphate.  Le  nombre  y  des  molé- 

cules  de  ce  sel  devrait  satisfaire  à  l'équation     i/PO^Na  =  220,     d  où     y  =  — —  —  2,157,     ce  qui  n'est 
pas  possible,  puisqu'il  n'y  avait  dans  la  liqueur  primitive  que  2P0*H  '. 

Le  résidu  r  est  donc  formé,  au  moins  en  partie,  de  pyrophosphale  P^O -Va'  et  sa  composition  peut 
être  représentée  par  nPO'Na  h-  AP-O'Na',  ce  qui  doime 

102a  ^-  2666  =  220,  avec  la  condition  a  -hib  -  -2. 

On  en  déduit  a  = 

et,  ])Our  la  composition  du  résidu, 

métaphosphate 
pyrophosphate 

220,00  100,0 


46 
31  ' 

b^± 
31 

151,35 

soit,  pour 

100, 

68,8 

68,63 

— 

31.2 
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Alg'elirc,  .\nahjxr  ri   Trujùnométrie. 
2266.  —  I.  Calculer  l'intégrale  définie 

//  =    I    c"'»  sinarfa. 

On  suppose  que  m  désigne  un  nombre  positif  donné. 

Etudier,  quand  a  varie  de  —  x  à  -(-  »,  les  variations  de  la  fonction  //(«i,  et  construire  la  courbe 
représentative.  On  montrera  qu'après  avoir  tracé  bi  partie  de  la  courbe  répondant  aux  valeurs  de  a  comprises 
entre  0  et  2it,  le  reste  de  la  courbe  s'en  déduit  par  une  constriiclion  simple.  On  tracera  avec  .soin  rctie  même 
partie  de  la  courbe  pour    m  =  1. 
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II.  On  (-onsidère  1/  commr  une  fonction  île    »".    Calculer  la  liérivée  de  cette  l'onction  par  rapport  à   m   et 
la  dérivée  par  rapport  à  a  de  cette  dérivée. 

III.  On  considère  l'intégrale 


■  =  .1"'" 


COS  adoi 


A  chaque  valeur  de   x.   répondent  en   général   une    infinité    de   valeurs  de   a    données   par   la   relation 

précédente  et  à  chacune  de  ces  valeurs  de  a  répond  une  valeur  de  la  fonction   y,  ce  qui  permet  de  dire  que 

y  est  fonction  de  x.  Calculer  la  dérivée  de   y  par  rapport  i\   ce  ;  on  désignera  cette  dérivée  par  y'.  Démontrer 

qu'il   existe  entre   x,  y    et    y'   une  relation    indépendante   de    a    et  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  trois 

variables  x,  y  et  j/'.  Former  cette  relation  ;  l'intégrer.  Déduire  de  l'intégration  la  relation  indépendante  de   =< 

qui  existe  entre  les  fonctions  a-  et  1/. 

{i6  juin,  de  7  h.,  a  10  h.) 


Géomêirie  analytique. 

2267.  —  Soient  F  et  F'  les  projections  sur  deux  axes  rectangulaires  fixes  x'Ox,  y'Oy,  d'un  point  C  de  leur 

plan,  dont  les  coordonnées  sont    OF  =  a,     OF' =  b.     On  considère  deux  paraboles  ayant  leur  sommet  commun 

à  l'origine  0,  et  dont  les  foyers  sont  respectivement  aux  points  F  et  F'. 

t"  On    demande    l'équation    du    lieu   géométrique   du  point  M  sommet  d'un  angle  droit 

dont  l'un  des  côtés  est  langent  à  l'une  des  paraboles,  et  dont  l'autre  côté  est  tangent  à  l'autre 

parabole.  On  construira  la  courbe  répondant  à  cette  équation. 

t'  Cette  courbe  a  une  asymptote  A.  On  peut  considérer  la  droite   A   et  le  point  C  comme 

se  correspondant  réciproquement,  la  droite  étant  déterminée  dès  que  le  point   G   est  donné, 

et  le  point  C  étant  déterminé  quand  la  droite   .\   est  donnée.  Ceci  posé,  on  demande  quelle 

est  la  courbe  décrite  par  le  point  G  quand  la  droite    A   se  déplace  de  manière  à  passer  par 

un  point  tixe. 

:1°  On  demande  aussi  quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  point  C  quand  la  droite  A   se  déplace  de  manière 

à  rester  tangente  à  la  parabole  qui   a  son  sommet  au  point   0   et  son   foyer  à  un  point   9    du  plan  dont  on 

désignera  les  coordonnées  par    —a    et    —  /'. 

[iT  ■uin,  lie  7  h.  à  10  h.) 


y 

F' 

c 

X'  0 

y 

- 

F        -c 

Mi'xaniqiir. 

2268.  —  Dans  un  plan,  où  l'on  a  tracé  deux  axes  reclangulaiies   G.--  et  Oy,    on  donne  une  parabole    (C) 

ayant  pour  équation     y'^  =  ipx,     et,  sur  l'axe  des  a»,  un  point  fixe  A  dont  l'abscisse  est  égale  a  -^• 

Un  point  matériel  M,  pesant,  de  poids  P,  se  trouve  dans  ce  plan;  il  est  sollicité  par  une  force  F,  définie 
comme  il  suit  :  B  désignant  le  point  de  rencontre  de  la  parabole  (C)  avec  la  parallèle  à   Ox  menée  par  M,  la 

force  F  est  parallèle  au  vecteur  BA,  de  même  sens,  et  son  intensité  est  donnée  par  la  relation  :    -p-  =  -r— • 

10  On  suppose  d'abord  le  plan  yOx  vertical,  O.r  étant  horizontal  et  0^  dirigé  vers  le  haut.  Calculer,  pour 
une  position  donnée  du  point  M  dans  le  plan,  les  projections  sur  Ox  et  0//  de  In  résultante  des  forces  P  et  F  ; 
indiquer  pour  quelles  positions  de  M  cette  résultante  sera  nulle. 

On  suppose  le  point  M  assujetti  à  rester  sur  la  parabole  (C),  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement; 
déterminer  ses  positions  d'équilibre  ainsi  que  les  réactions  correspondantes  de  la  parabole. 

Le  point  M  étant  placé,  sans  vitesse  initiale,  en  un  point  donné  de  la  parabole,  reconnaître  dans  quel  sens 
commencera  son  mouvement  sur  la  parabole. 

2°  On  suppose  en  second  lieu  que  le  plan  yOx  fait  un  angle  de  00°  avec  le  plan  de  l'horizon,  Ox  étant 
horizontal  et  Oy  dirigé  vers  le  haut. 

Le  point  M  n'estmaintenant  assujetti  qu'à  rester  dans  le  plan  yOx  sur  lequel  il  peut  glisser  sans  frottement. 
Déterminer  le  mouvement  du  point  M  sous  l'action  des  forces  P  cl  F. 


On  supposera  qu'à  l'origine  des  temps  les  coordonnées  du  point    M   sont: 


=  0, 


On 


montrera  que  la  vitesse  initiale  peut  être  choisie  de  façon  que  le  mouvement  soit  périodique  et  que,  dans  cette 
hypothèse,  la  trajectoire  est  un  arc  d'une  parabole. 

(19  juin,  (le  7  h.  a  10  h.) 
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2269.  —  Calriilor  les  angles  a,  b,  C  rompris  entrn  u"  el  ISO»  et  dunnés  par  les  ronimles 

A  —  B                                                      .      A  -  li 
cos — ,  ■=■" 

r  2  ,      a  —  b 


If 


Ig— r r—'  sin  C 


Données:  A  =  123°  27' 48",  li  =  45°  28' 46",  c  =  68»  2".'  r.2". 

Ur  juin,  de  4  h.  à  6  h  ) 

Kpurr. 

2270.  —  l.a  ligne  de  terre  est  au  milieu  de  la  feuille.  Les  données  suivante.s  sont  rapportées  à  la  ligne  de 
terre  et  à  la  perpendiculaire  menée  au  milieu  de  cette  ligne. 

On  placera  une  première  sphère  dont  le  rayon  est  égal  à  G  centimètres,  dont  le  centre  est  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection  à  une  distance  au-dessous  de  la  ligne  de  terre  égale  à  7  centimètres,  et  à  une  distance  à 
droite  de  la  perpendiculaire  milieu  égale  à  6  centimètres. 

Une  seconde  sphère  est  tangente  à  la  ligne  de  terre  en  un  point  qui  est  situé  à  gauche  de  la  perpendicu- 
laire milieu  à  une  distance  égale  à  6  centimètres  ;  son  rayon  est  égal  à  7  centimètres  ;  elle  est  tangente  exté- 
rieurement à  la  première  ^hère.  et  son  centre  est  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection. 

On  représentera  le  solide  limité  extérieurement  par  les  surfaces  suivantes  : 

1»  Le  plan  horizontal  de  projection  ; 

2°  Le  cône  qui  a  son  sommet  au  cenire  de  In  première  sphère  etdont  toutes  les  génératrices  sont  tangentes 
à  la  seconde  ; 

3»  Le  plan  de  contact  de  ce  cône  avec  la  seconde  sphère  ; 

4°  Le  plan  du  cercle  d'intersection  du  cône  avec  la  première  sphère. 

[iSjuin.  de  ?  h  a  4  h    IjS.) 

l'hyxiijiir. 

L  —  2271.  L!n  condensateur  à  lame  d'air  est  formé  de  deux  armatures  planes  parallèles  d'un  mètre  carré 
de  surface,  distantes  d'im  centimètre.  L'influence  des  bords  est  supposée  négligeable.  On  établit  entre  les  arma- 
tures une  différence  de  potentiel  de  3  000  volts. 

i"  Calculer  la  charge  de  chaque  armature. 

2"  Calculer  en  grammes-poids  la  force  qui  s'exerce  sur  chacune  d'elles. 

3°  Les  armatures  étant  ainsi  chargées  et  maintenues  isolées,  donc  à  charge  constante,  on  les  écarte  de 
façon  à  porter  leur  distance  à  10  centimètres.  Quel  est  le  travail  qu'il  a  fallu  dépenser  et  quelle  est  alors  la 
différence  de  potentiel  qui  existe  entre  les  armatures  ?  Comparer  ce  travail  à  la  variation  d'énergie  du  conden- 
sateur. 

4°  Partant  des  mêmes  conditions  initiales,  on  fait  de  nouveau  varier  la  distance  de  i  à  10  centimètres, 
mais  cette  fois  en  maintenant  constante  la  ditférence  de  potentiel  (3OO0  volts).  Quel  est  dans  ce  cas  le  travail 
qu'il  faut  dépenser  et  quelle  est  la  charge  à  la  tin  du  déplacement  '.'  Ciimparerce  travail  à  la  variation  d'énergie 
du  condensateur. 

5°  Les  armatures  étant  distantes  de  i^"\  portées  à  3000  volts  et  isolées,  on  remplace  l'air  par  un  diélec- 
trique de  pouvoir  inducteur  spécifique  égal  à  ''>.  Que  deviennent  la  différence  de  potentiel  et  les  forces  d'attrac- 
tion .' 

flo  On  fait  la  môme  substitution,  mais  celte  fois  en  maintenant  invariable  la  différence  de  potentiel.  Que 
deviennent  alors  les  charges  et  les  forces  d'attraction  ? 

L'n  volt  =    rr-rr   d'unité  électroslalique  de  diOéreuce  de  potentiel. 

IL  —  Aberrations  de  réi'rangibililé  des  lentilles  ;  Icui'  ordre  de  grandeur  ;  leur  correction. 

t/6  juin,  de  2  h.  li  5  h.) 
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SUR  L'ÉQUATION  DE  BERNOULLI 

par  M.  A.  Charrasse,  répétiteur  au  lycée  de  Nice. 


L'équation  de  Bernoulli 

(1)  ^  +  x,/-^-x.r=o, 

où  n  est  un  exposant  quelconque  dillerent  de  zéro  et  de  Tunité,  se  ramène  comme  on  sait  à  une 
équation  linéaire  en  prenant  pour  inconnue  jy'  "  =  :.  Le  procédé  suivant  conduit  assez  rapidement 
au  résultat. 

Un  cherche  l'intégrale  générale  de  l'équation 

ri)  ^-^^y  =  '- 

Elle  s'obtient  par  une  quadrature  : 

(3)  y  =  Ce- A'"- 

Cela  fait,  pour  intégrer  l'équation  (1),  on  cherche  à  satisfaire  à  cette  équation  en  prenant  pour  y 
une  expression  de  la  forme  (3)  en  considérant  G  non  plus  comme  une  constante,  mais  comme  une 
fonction  inconnue  de  x. 

On  est  ramené  de  la  sorte  à  la  recherche  de  l'intégrale  générale  de  l'équation 

Les  variables  sont  séparées  et  le  premier  membre  est  une  diflérentielie  exacte.  Dès  lors  la  fonction 
auxiliaire  G  dépend  d'une  constante  arbitraire.  L'équation  (3)  donne  l'intégrale  cherchée. 

Ce  procédé  est  identique  comme  on  voit  à  celui  que  l'on  emploie  pour  la  recherche  de  l'intégrale 
d'une  équation  différentielle  linéaire  du  premier  ordre. 

Application.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  soit 
égale  à  2i''iy'.  {Ecole  polytechnique,  oral,  i9L3.) 

L'équation  à  intégrer  est 

xy'  —  y  -f-  2x^t/=  =  0. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  xy' — y  =0  étant  y  =  Cx,  l'application  de  la  méthode 
conduit  à  l'équation 

dont  l'intégrale  générale  est     C  =  -— -^ —     (h,  constante  arbitraire), 
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de  sorte  que  y=     ^^^^^,, 

est  l'équation  générale  des  courbes  jouissant  de  la  propriété  éiionci'e. 

N.  B.  —  La  méthode  n'est  pas  nouvelle,  mais  n'existe  à  ma  connaissance  dans  aucun  traité  d'analyse. 
Elle  pourra  intéresser  les  élèves  de  Mathématiques  spéciales  demi  les  cours  ne  la  monlionrieraieul  pas. 
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Concours  de  1912. 


Malltcinaliiiiu'S. 

2146.  -    On  doinic  deux  droites  Ox  et  O'ij  non  situées  dans  le  même  plan. 

Un  point  M  décrit  Ox  d'un  mouvement  uniforme,  pendant  que  M'  décrit  O'y 
d'un  mouvement  uniforme.  On  sait  que  les  courbes  hodogrnphes  des  mouvements  de 
ces  points  se  réduisent  à  des  points  que  l'on  appellera  h  et  h'. 

1°  Montrer  que  la  courbe  hodograplte  du  mouvement  du  point  P  divisant  MM' 
dans  le  rapport  constant  k  se  réduit  aussi  à  un  point  qu'on  obtient  en  divisant  la 
droite  hh'  dans  le  rapport  k. 
2°  Trajectoire  du  point  P. 
3°  Lieu  géométrique  de  la  droite  MM'. 

4°  Comment  modifier  ces  résultats  si  on  suppose  que  Ox  et  O'y  sont  dans  un  même  plan? 
o"  Quelle  serait  la  trajectoire  du  point  P  si  tes  points  M,  M'  décrivaient  Ox  et  O'i/  avec  des  accéléra- 
lions  constantes  ? 

Nous  prendrons  Ox  pour  axe  des  x,  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  pour  axe  des 
z,  et  la  parallèle  à  O'tj  menée  par  le  point  0  pour  axe  des  y,  et  nous  supposerons  qu'à  l'origine  des 
temps  le  second  mobile  est  au  point  0'. 

Soient  alors  v  et  v'  les  vitesses  constantes  des  deux  points  M  et  M',  et 
z  =  a  la  cote  du  point  G'.  Les  coordonnées  du  point  M  sont  x^,  =  x^-\-  vt, 
y„  =  0,     :,,  =  0;     celles  du  point  M',     x„   —  0,      y,,.  =  v't,     :„.  =  a.      Alors 

MP 

Wp 

Xf,-h  vt  —  kv't  —  ak 

''"  "  1-A-  '       ''-  ^  ~rrT'       -"  =  -rTk  • 

Ce  point  décrit  d'un  mouvement  uniforme  une  droite  ayant  pour  équations 
l)aramétriques  les  équations  précédentes,  et  avec  une  vitesse  dont  les  compo- 
santes sont 

V  —  kv' 

v,   = ;-.  r,,  = r-)  «=   =  0. 

i  —  k  i  —  K 

L'hodographe  de  ce  mouvement  est  donc  le  point  K  qui  a  pour  coordonnées 

V  —  kv' 

z  =  -j— ^.       î/^-îTTT'       =  =  0; 

ce  point,  silué  dans  le  plan  des  xy,  divise  bien  le  segment  formé  par  les  points   h(v,  0,  0),  h'{0,  v',  0), 
dans  le  rapport  k. 

La  droite  MM'  trace  sur  lus  deu.\  droites  données  deux  divisions  homographiqucs  semblables  :  elle 
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engendre  donc  un  paiaboloïde  hyperbolique.  Les  équations  de  cette  droite  sont  d'ailleurs 

X  y  —  v'i  :  —  a 

.i'„  -i'  vt  —  v't  —  a 

et  l'élimination  de  t  entre  les  deux  est  extrêmement  simple  :  en  égalant  successivement  les  deux  pre- 
miers rapports  au  troisième,  nous  avons 

ax  I         ay 


x„  -h  vt 


v't 


z  —  a 


,    ,.                             .                                avu         av  X  , 

et  le  heu  a  pour  équation  — : — i- h  vx^  =  0, 

ou  avy{z  —  a)  +  av'xz  -+-  i>'a:„3(5  —  a)  =  0. 

Nous  reconnaissons  bien  là  l'équation  d'un  paraboloïde  hyperbolique  ayant  pour  plans  directeurs 
les  deux  plans     3  =  0     et  av'x -h  nvy -hv'x„z  =  0. 

Ce  paraboloïde  renferme  visiblement  les  deux  droites  y  =  0,  :  =  0  et  x  =  0,  :  =  a, 
qui  sont  les  deux  droites  données. 

Si  les  deux  droites  sont  dans  le  même  plan,  il  faut  faire  a  =  0.  [,e  lieu  du  point  P  est  une 
droite  du  plan  des  xy  et  l'hodographe  de  son  mouvement  est  placé  comme  précédemment.  Quant  à  la 
droite  MM',  elle  enveloppe  une  parabole  tangente  aux  deux  droites  Ox  et  Oi/. 

L'équation  de  MM'  dans  le  plan  des  xy  est  i>'tx -h(x^-\- vl)y  —v'l{x^-^vt)  =  0,  et  son  enveloppe 
s'obtient  en  exprimant  que  l'équation  en  l  a  une  racine  double,  ce  qui  donne 

{v'x  +  «y  —  v'x„Y-hAvv'x„y  =  0. 

Telle  est  l'équaiion  de  la  parabole  enveloppe  de  MM'.  Ses  contacts  avec  les  axes  et  avec  la  droite 
de  l'infini  sont  en  évidence. 

Dans  le  cas  où  les  mouvements  de  M  et  M'  sont  uniformément  variés,  les  coordonnées  de  ces  deux 
points  sont 

r- 
^M  =  *o  H-  "o^  +  T";r'  î/»i  =  '^j  =.M  =  0, 

y't- 
x„,  =  0,  !/m'  =  fi,<-^  -^ — '  3,,,  =  a. 


Celles  du  point  P  sont 

''"  i  —  k  '  ■'  l  —  k  '  '  ~   1  _  A- 

ak 


Le  lieu  de  ce  point  est  une  parabole  du  plan     :  =  — 

L  hodographe  de  ce  pomt  a  pour  équation     x  =  -~ —,     y  =  .    :  =  0;     c  est  une 

1  —  k  I  —  k 

droite  du  plan  des  xy. 

L'accélération  a  pour  composantes     y,,  =  ;    Yy  =  i t'     '(=  —  ^  '     '-'"e  est  constante. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach,  à  Douai  ;  P.  Delattre,  collège  UoUin  ;  M.  Ulluann,  à  Héricourt. 


2147.  —  .rj,  yo  sont  les  coordonnées  d'un  point  P  du  plan  ;  discuter,  d'après  la  position  de  ce  point, 
le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

xLx  —  xxo  —  X  —  yo  =  ", 
Lx  étant  le  logarithme  népérien  de  x. 

En  particulier,  lieu  géométrique  du  point  P  pour  que  l'équation  donnée  ail  une  racine  double. 
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Pour  étudier  l'équalion  proposée,  il  suflil  d'étudier  la  fonction 

y  =  l>r 

Celte  fonction  n'est  définie  que  de  0  à 


1  y. 

H- 00.     Sa  dérivée  est     y  = h--,-- 


Si  Vo  est  positif,  elle  est  toujours  positive,  et  la  fonction  y  est  toujours  croissante.  Four    x  =  -i-e, 

elle  est  é'^ale  à     <»  ,     et  pour     x  =  -h  »  ,     elle  est  égale  à     -t-oo.     Elle  s'annule  donc  une  fois  et  une 

seule:  aussi,  quand  ;/„  est  positif,  l'équation  a  toujours  une  racine  réelle  et  une  seule. 

Si  I/o  est  négatif,  la  dérivée  s'annule  pour    x  =  —  ;/„,     elle  est  négative  avant  et  positive  après  ;  la 


fonction  part  de    +  oo , 


décroît  jusqu'à  un  certain  minimum,  puis  croît  jusqu'à  +  oo  .  Si  le  minimum 
est  positif,  il  n'y  a  pas  de  racine  ;  si  le  minimum  est  négatif,  il  y  a  deux 
racines  réelles,  et,  quand  le  minimum  est  nul,  il  y  a  une  racine  double. 

Or  le  minimum  a  pour  valeur  L( —  ;/„)  —  x„  ;  la  courbe  séparative 
est  donc  la  courbe  a;  —  L( — i/)  =  0,  qui  est  tout  entière  du  cùté  des 
y  négatifs  ;  cette  courbe  (C)  n'est  pas  autre  chose  d'ailleurs  que  la  courbe 

logarithmique  qui  a  tourné  de —    autour  du  point  0. 

Dans  la  région  hachurée  0  y  a  deux  racines  réelles  ;  il  y  en  a  une 
dans  la  région  (2)  et  aucune  dans  la  région  (1). 

Bonnes  solutions  :  MM.  R.  Malaise,  à  Denain  ;   L.  Naucelle,  à   La  Ctiùtre  ;   L.  Simon,  ,\   Fourmies  ;  M.  Itotx,  le  Creuset  ; 
Dklattre  f'ierre,  collège  Kollin;  A.  liotS'-KAii.  .       „   ,.  -  „,  • 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  R.  Uufour,  à  fsaniy  ;  G.  Lach,  a  Oenain  :  M.  Lllman.m,  a  Héricourt. 


Chinùc. 

2148.  —  Un  petit  ballon  renferme  10  grammes  de  carbonate  de  calcium  pur;  il  est  fermé  par  un 
bouchon  traversé  de  deux  tubes,  l'un  de  ces  tubes  pourvu  d'un  robinet  est  surmonté  d'une  ampoule  contenant 
de  l'acide  sulfarique,  l'autre  tube  est  en  relation  avec  un  appareil  desséchant  puis  avec  un  long  tube  de 
porcelaine  imperméable  aux  gaz  et  contenant  du  charbon  de  sucre.  A  la  suite  de  ce  dernier,  une  pompe 
permet  de  recueillir  les  gaz  ou  de  faire  le  vide  dans  tout  l'appareil . 

On  commence  par  porter  au  muge  le  tube  de  porcelaine  contenant  le  charbon  de  sucre  ;  on  fait  ensuite 
le  vide  complet  dans  l'appareil,  puis,  ouvrant  le  robinet  de  l'ampoule,  on  fait  très  lentement  tomber  l'acide 
sulfurique  dans  le  ballon.  On  recueille  alors  le  gaz  dégagé  >'  la  sortie  de  l'appareil,  c'est-à-dire  après  son 
passage  sur  le  charbon  porté  au  rouge.  Quand  la  réaction  de  l'acide  sulfurique  est  complètement  terminée, 
on  fait  de  nouveau  le  vide,  en  ayant  soin  de  réunir  le  gaz  ainsi  extrait  a  celui  qui  s'est  librement  dégagé. 

On  demande  quel  est  le  volume  total  de  ce  gaz  à  0°  et  '()0"^'". 

C  =  12,     0  =  16,     Ca  =  40.     Densité  de  l'hydrogène  :  0,0095.   Poids  du  litre  d'air  :  1B,293. 

L'acide  sulfurique  réagit  sur  le  carbonate  de  calcium  du  ballon  pour  dégager  du  gaz  carbonique  et 
de  la  vapeur  d'eau  conformément  à  la  formule 

CO'Ca  -+-  SO'H^  =  SO'Ca  -+-  CO^  -*-  HH). 

La  vapeur  d'eau  est  arrêtée  par  le  tube  desséchant.  Le  gaz  carbonique  réagit,  au  rouge,  .xur  le 
carbone  du  tube  de  porcelaine  en  donnant  de  l'oxyde  de  carbone  : 

C0=  (-  C  =  2C0. 

Finalement,  nuus  voyons  qu'une  molécule-gramme  de  carbonate  de  calcium  fournirait  deux 
moléiules-grammcs  d'oxyde  de  carbone.  Or  le  poids  moléculaire  du  carbonate  est  égal  à  100  et  les 
10  "rammes  employés  représentent  un  dixième  de  molécule;  on  recueille  donc  un  cinquième  de 
molécule-gramme  d'oxyde  de  carbone. 
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L'énoncé  ne  donnant  pas  le  poids  atomique  de  l'iiydrogène,  il  est  naturel  de  le  supposer  égal  à  1 
et  de  prendre  comme  volume  moléculaire  le  volume  de  2  grammes  d'hydrogène,  ce  qui  représente,  dans 
les  conditions  normales, 

0,06:'5x  1,^93 

Le  volume  du  gaz  recueilli  est  donc,  à  0°  et  760'"™, 

1 

-7^^X22,25  =  4',4o. 
5 

Pierre  DELA.TTRE,  collège  RoUin. 
Bonnes  solutions  de  MM.  U.  Malaise,  ii  Denain,  et  Marcel  Ullmann,  a  lléiicourt. 


ECOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 
Concours  de   1913  [Fin). 


Physiijue. 
Groupe    I. 


2172.  -  Un  puissant  aimant  permanent,  A,  est  équivalent  à  l'ensemble  de  deux  pôles  magnétiques 
distants  de  8  centimètres .  Cet  aimant  est  fixé  sur  une  règle  graduée,  la  direction  de  cette  règle  et  celle  de  la 
ligne  des  pôles  de  l'aimant  sont  horizontales  et  dans  le  plan  du  méridien  magnétique. 

1°  Une  petite  boussole,  B,  dont  l'aiguille  est  horizontale,  peut  être  déplacée  le  long  de  la  règle  graduée, 
et  l'on  constate  que  soyi  aiguille  se  retourne  lorsqu'elle  passe  à  60  centimètres  du  milieu  de  l'aimant  A.  On 
demande  quel  est  le  moment  magnétique  de  cet  aimant  A  sachant  que  la  composante  horizontale  du  champ 
magnétique  terrestre,  mesurée  o  1  ou  2  jo.  iOO  près,  vaut  0,2  (G.  G.  S.).  Est-il  légitime  de  faire  ce  calcul  en 
assimilant  l'aimant  A  à  un  aimant  infiniment  court  ? 

2°  On  (ait  tourner  la  règle  graduée  d'un  petit  angle  autour  de  la  verticale  passant  par  le  centre  de  la 
boussole  B,  de  manière  que  le  déplacement  du  centre  de  l'aimant  A,  que  l'on  mesure  à  1  millimètre  près, 
soit  de  5  centimètres.  Quelle  est  alors  la  direction  de  l'aiguille  dans  la  boussole  B  ?  Si  l'on  fait  osciller  celte 
aiguille  autour  de  sa  position  d'équilibre,  quelle  sera  la  période  des  oscillations,  sachant  qu'en  l'absence  de 
l'aimant  A,  la  période  des  oscillations  dans  le  champ  terrestre  serait  de  1  seconde  ? 

3°  On  replace  ensuite  la  régie  graduée  et  l'aimant  A  dans  leur  position  primitive,  et  l'on  relire  la 
boussole  E  pour  lui  substituer  un  pendule  constitué  par  un  aimant  C  identique  à  A,  dont  la  ligne  des  pôles 
est  verticale  dans  la  position  d'équilibre.  On  fait  osciller  ce  pendule  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  playi 
du  méridien  magnétique,  et  la  période  des  oscillations  est  de  12  secondes.  Cette  période  devient  10  secondes 
lorsque  l'on  désaimante  l'aimant  oscillant  C.  On  sait  en  outre  que  l'inclinaison  du  champ  magnétique 
terrestre  au  heu  considéré  est  de  60  degrés. 

Déduire  de  là  quelle  serait  la  période  des  oscillations  si  l'on  aimantait  à  nouveau  C  exactement  de  la 
même  manière,  mais  en  seris  inverse  ;  et  quel  est  le  moment  d'inertie  du  pendule  G  par  rapport  à  son  axe  de 
suspension.  Déterminer  enfin  quelle  serait,  avec  cette  nouvelle  aimantation,  la  position  d'équilibre  que 
prendrait  le  pendule  C  si  l'on  supprimait  l'aimant  A. 

1.  Le  champ  magnétique  produit  par  l'aimant  en  un  point  B  de  la  ligne  des  pcMes  situé  à  une 
distance  r  du  milieu  A  de  l'aimant,  si  on  désigne  par  n  la  masse  de  chaque  pôle  et  par  2/  la  longueur 
de  l'aimaiit,  est 

a  fi.  l/|jtc 

(,._/)-2  -  (r  +  /f  "  if'  -  i'f 
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ou,  en  désignant  par  M  le  moment  magnétique  du  Ijarrcau, 


Or,  à  la  dislance  considérée,  on  a 

/^    _      16  .,  il  _     ^-         _i_ 

7="  ~   3600'  "  7^  ~   3600  "^  «00  ' 

Celte  quantité  est  donc  négligeable  et  l'expression  du  champ  peul  être  réduite  h  -—p. 

A  l'instant  où  l'aiguille  se  retourne,  le  champ  total  dans  lequel  elle  se  trouve  est  nul,  c'esl-à-dire 
<iue  le  champ  produit  par  l'aimant  neulralise  le  champ  terrestre,  donc 

—  =  0,2,  d'où  M  =  21  600  C.  G.  S. 

2.  Le  ciiamp  produit  par  l'aimant  et  la  composante  horizontale  du  ciiamp  terrestre  forment  les 
composantes,  toutes  deux  égales  à  H,  du  champ  résultant  H'.  Celui-ci  est  parallèle  à  la  droite  joignant 
les  positions  successives  du  centre  de  l'aimant  et,  comme  on  le  verrait  immédialement  sur  une  figure. 

Si  nous  désignons  par  1  le  moment  d'inertie  de  l'aiguille  de  la  boussole  et  par  M'  son  moment 
magnétique,  la  période  x  de  son  oscillation  dans  le  champ  H'  est  donnée  par  la  formule 


Dans  le  champ  terrestre,  on  a 


donc  ^  ^  \/  W~  ^*^  ~  :^«'=,46. 

3.  Remarquons  d'abord  que  le  barreau  C,  identique  à  A,  a  même  momenl  magnétique  M  que  A. 
L'action  due  à  la  composante  horizontale  H  du  champ  terrestre  sur  chacun  de^  pùles  S  et  N  du 
barreau  G  est  équilibrée  par  l'action  de  A. 

Reste  la  composante  verticale  Z  qui  doit  contrarier  l'action  de  la  pesanteur,  puisque  le  barreau 
oscille  pluslentemenl  que  s'il  n'est  pas  aimanté  ;  donc  le  pùle  nord  N  est  en  haut,  le  pùle  sud  S  en  bas. 
Si  K  est  le  moment  d'inertie  du  barreau,  mg  son  poids,  a  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  de 
rotation,  la  période  d'oscillation,  égale  à  12,  donne  la  relation 

(1)  i^  =  2n\/ î^— — . 

^    mqa  —  MZ 

Si  le  barreau  n'est  pas  aimanté,  on  a 

(2)  10  =  2,tv/ , 

^  '  »    mga 

et.  s'il  est  aimanté  en  sens  inverse, 


(•■^)  V- V„,^a  +  MZ- 

Kn  éliminant  K   entre   (1)  et  (2)  on  a,  après  avoir  élevé  au  carré, 

100  __   mga  —  MZ  _     M/. 

1 44  tnga  mga 
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De  même  (-J)  el  (3)  donnent 

100   _   mga  h-  MZ   _  MZ 

y'  mga  mga 

Ajoutons  : 

100        100        ^  ,        14  400  ^  „      ,^ 

— ^-h— r-  =  2,  v^  =  -— =  7fi,li.  y  =  9,^^<^,1&. 

xf         144  •'  188  ■' 

D'autre  part  (1)  et  (2)  peuvent  s'écrire 

-^  =  mga -MA  et  l^T  = '"^^'' 


4k^K(^-  --4t  ^  =  MZ. 


d'où,  en  éliminant  mga, 

k^^vl 

100        144 

Or     M  =  :21600     et     Z  =  0,-2  tg60»  =  0,2v/3.     On  en  déduit 
21  600  X  0,2  x^/âx  14  400 


62  000. 


4Tt2  X  44 

Considérons  enfin  la  position  d'équilibre  du  pendule  G  en  l'absence  du  barreau  A  et  soit  a  l'angle 
que  fait  cette  position  avec  la  verticale.  Les  forces  mg,  [xZ.  \i\l,  agissant  sur  le  barreau,  ont  respecti- 
vement pour  moments  m^asina,  2,utZ/sina  ou  MZ  sin  a,  — 2(jiH/cosa  ou  — MHcosa.  Leur  équi- 
libre donne 

[mga  -+-  MZ)  sin  %  =  Mil  cos  a, 

MH  MZ  44  ^  .^„  ^  ,., 

tg  a  = — —  —  —— =  —  =  0,13o,  a  =  7°4r  environ. 

mga-^WL         ^■À{mga^^\Z)         188v/3 

TOPIN,  à  Grandvilliers. 


Groupe  II. 


2176.  —  Pour  déterminer  le  moment  magnétique  d'une  longue  tige  aimantée,  on  l'a  suspendue  par  son 
centre  de  gravité,  et  l'on  a  fait  glisser  sur  la  tige  une  bague  d'une  masse  de  1  décigramme.  En  mettant  cette 
bague  à  30  centimètres  du  centre  de  gravité,  la  tige  aimantée  placée  horizontalement  est  restée  en  équilibre. 
On  a  auisi  mesuré  l'inclinaison  du  champ  magnétique  terrestre  l  =  60°  ;  et  l'on  a  encore  trouvé  que  la 
composante  horizontale  du  champ  terrestre  vaut  H  =  0,2  (G.  I^i.  S.)  à  environ  1  p.  100  près,  l  accélé- 
ration  de  la  pesanteur  étant     ^=981     (C     G.    S.). 

On  a  construit  d'autre  part  un  long  solénoide  cylindrique  formé  d'une  leule  couche  de  fil,  dont  les  spires 
circulaires,  au  nombre  de  mille,  ont  '6  centimètres  de  rayon  et  sont  distantes  de  1  millimètre.  Un  courant 
de  2  ampères  passe  dans  ce  solénoide.  On  demande  d'abord  quelle  surcharge  il  faudrait  placer  à  l'extrémité 
de  ce  solénoide  pour  que,  en  le  suspendant  par  son  centre  de  gravité,  son  axe  puisse  rester  horizontal  malgré 
l'action  du  champ  terrestre. 

On  dispose  ensuite  la  tige  aimantée  suivant  l'axe  du  solénoide  de  manière  que  la  moitié  envii-on  de  la 
tige  soit  encore  à  l'extérieur. 

En  admettant  que  le  pôle  de  l'aimant  intérieur  au  solénoide  puisse  être  assimilé  à  une  masse  magnétique 
ponctuelle,  on  demande  de  calculer  en  grammes-poids  la  force  exercée  par  le  solénoide  sur  ce  pôle.  On 
calculera  également  la  force  exercée  par  ce  pôle  sur  ta  spire  du  solénoide  la  plus  voisine. 

Dans  une  dernière  expérience,  on  imprime  à  l'aimant  un  mouvement  pendulaire  recliligne  suivant  l'axe 
du  solénoide.  La  période  du  mouvement  est  de  1  seconde,  et  la  distance  des  positions  extrêmes  est  de 
1  centimètre.  On  demande  d'exprimer  la  loi  de  variation,  en  fonction  du  temps,  de  la  force  électromotrice 
induite  dans  le  solénoide,  et  de  calculer  la  valeur  de  celte  force  électromotrice  au  moment  de  son  maximum. 
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1.  Considérons  la  tige  aimantée  niainlenui'  horizontale  sous  l'action  du  p.>ids  p  de  la  bague, 
appliqué  à  une  distance  a  du  centre  de  gravité,  et  du  champ  terrestre  dont  la  composante  verticiile  Z 
seule  intervient.  Si  2/  désigne  la  longueur  de  la  tige,  m  la  masse  magnétique  du  pôle  nord,  M  le 
moment  magnétique,  l'équation  d'équilibre  s'écrit 

pa  —  tlm  Z. 
Or,  en  unités  C.  G.  S.,    ja  =  0,1x981,     «  =  50,     2/m  =  M     et     Z  =  H  tg  I  =  0,2v  S.     On  trouve 

M  =  14160. 

2.  Appliquons  au  solénoïde  la  même  condition  d'équilibre  en  appelant  M'  son  moment  magnétique 
et  p'  la  valeur  de  la  surcharge  en  grammes  : 

;;'X'J«I  XoO  =  M'Z. 
Or  M'  est  le  produit  du  nombre  total   de  spires,  qui  est  1000,  par  la  surface  d'une  spire     irXlio, 

et  par  l'intensité  du  courant,  qui  est  de  — -  d'unités  C.  G.  S.  Remplacions  : 

p'  X  981  X 30  =  1000  X t:  X  25  X  0,2  X  0,3464, 
p'  =  0^111. 

3.  On  sait  que  le  champ  magnétique,  à  l'intérieur  d'un  solénjude,  a  pour  expression  4Ttn,l,  n,  étant  le 
nombre  de  spires  par  centimètre,  qui  est  ici  de  10.  L'action  sur  un  pôle  de  masse  m  est  le  produit  du 
champ  par  m.  D'autre  part,  le  nombre  de  grammes  cherché,  q,  représente  (jrX981  dynes.  On  aura 
donc 

4uxl0x0,2x  '"  =  9X981, 
q  =  0,()256m . 
Le  moment  magnétique  .M  de  la  tige  ne  nous  fait  pas   connaiire   la   masse   magnétique  m.  Si  l'on 

M 

suppose  que  la  tige  ait,  comme  le  solénoïde,  100  centimètres  de  longueur,  on  aura     m  =  -— —  =  lil,b 

et    (^  =  3^,625     ou     3od6  dynes. 

Le  champ  produit  par  une  spire  en  son  centre  a  pour  expression  I,  a  désignant  le  rayon  de  la 

spire,  ce  (jui  donne  ici 

2it 

-ir-X0,2, 
0 

c'est-à-dire  exactement  la  centième  partie  du  champ  total.  La  force  cherchée  sera  donc 

q'  =  0,000256m 
ou,  dans  l'hypothèse  faite  pour  m,     q'  =  0^,03623. 

4.  Ecrivons  d'abord  l'équation  iln  mouvement  de  l'aimant;  c'est 

.1-  =  a  sm  27t  —, 

a  désignant  l'élongation  maximum  et  T   la  période,  ce  qui  donne  ici 

•1     .    „ 

X  =  —  sin2^/. 

2 

La  vitesse,  dérivée  de  l'espace  par  rajjport  au  temps,  sera 

V  =  itcos2itf. 
Or  la  force  électromotrice  indnit(;  dans  le  solénoïde  est  évidemment  proportioimelle  à  la  vitesse  : 

e  —  f„cos2n<. 
D'autre  part,  la  force  électromotrice  est  la  dérivée  du  travail  des  forces  électromagnétiques  corres- 
pondant à  un  courant  égal  à  l'unité.  Or  pour  calculer  ce  travail  il  suffit  de  tenir  compte  du  pôle  intérieur 
au  solénoïde,  pour  lequel  nous  avons  trouvé  une  force  électromagnétique  égale  à  q  pour  un  courant  0,2; 
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elle  sérail  5^  pour  un  courant  égal  à  l'unité.  La  force  électromotrice  seia  donc  Sq  ——■     Pour      t  =  0, 

dt 


—j—  =  TC,     donc    6(1 


3git,     ce  qui  donne,  en  supposant    9  =  3536  dynes, 

Co  =  56000  C.  G.  S.  environ 
e„  =  06 000x10-'  =  0,00056  volt. 
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2272.  —  Sur  le  segment  de  droite  AB,  on  construit  le  demi-cercle  ABD  et  le 
triangle  rectangle  isocèle  ABC. 

La  surface  ainsi  formée,  en  tournant  autour  de  la  parallèle  xij,  menée  par  le 
point  C  à  AB,  engendre  un  solide  S. 

Sur  la  feuille  d'épuré,  on  donne  par  leurs  projections,  le  point  (c,  c'),  la  droite 
{xy,  x'i/'),  et  une  direction  (L,  L')  de  rayons  lumineux,  comme  l'indique  le  croquis  ci- 
contre,  coté  en  millimètres. 

Représenter  par  ses  projections  le  solide  S,  avec  les  ombres  produites  sur  sa 
surface. 

Déterminer  un  point  quelconque  de  chaque  ligne  d'ombre  et  de  contour  apparent, 
les  points  et  tangentes  remarquables'. 

Dessiner  en  trait  lin  le  cadreet  les  lignes  d'ombre.  Mettre  des  hachures  bleues  sur 
les  ombres  visibles. 

[18  juillet,  de  8  h.  à  12  h.) 
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2273.  —  Soit  une  figure  S  qui  se  déforme  en  restant  toujours  semblable  à  elle-même  et  de  telle  sorte  que 
trois  cercles  de  cette  figure  restent  tangents  à  trois  droites  fixes.  On  demande  : 

l"  Quelle  est  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la  figure  S  ? 

2"  L'enveloppe  d'une  droite  de  la  figure  S  sera  en  général  de  4''  classe.  Quelles  sont  les  droites  de  la  figure  S 
dont  l'enveloppe  n'est  que  de  3'-  classe? 

3°  Pour  toute  position  de  la  figure  S  il  existe  un  point  J  tel  que  le  vecteur  joignant  ce  point  à  un  point 
quelconque  de  la  figure  S  fasse  avec  la  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  point  un  angle  qui  est  le  même  pour 
tous  les  points  de  la  ligure. 

Quel  est  le  lieu  des  points  .1  ? 

4°  Définir  le  mouvement  de  la  figure  S  d'une  façon  plus  simple  que  dans  l'énoncé  de  la  question. 

A. 


s86 


(ÎÉOMETKIK  ANALYTIQUE 


DEUXIÈME     PARTIE 


GEOMETRIE 


2145. —  On  considère  un  cercle  0  et  %tn  diamètre  fixe  AB.  D'un  poitit  variable  M  de  la  circonférence  on 
abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  AB.  Le  lieu  du  point  Q  symétrique  de  P  par 
rapport  à  la  tangente  en  M  est  une  néphroide  {épicycloïde  à  deux  rebroussemetUs). 

La  perpendiculaire  à  MO  menée  par  le  point  Q  rencontre  OM  au  point 
N.  Les  deux  triangles  rectangles  OPM  et  AIQN  sont  égaux,  car  on  a 
MP  =  MQ,  et  OMP"  =  OMC  •  On  en  déduit  MN  ==  OM,  et  le  cercle 
de  diamètre  MN  passe  par  le  point  Q  ;  soit  C  le  centre  de  ce  cercle. 
L'angle  MCQ  est  le  double  de  l'angle  MNQ  et  par  suite  aussi  le  double  de 
l'angle  AOM.  Donc,    l'arc  MQ  du  cercle  (C)  est  égal   à  l'arc  AM  du  cercle 


(0)  ;  le  point  Q  décrit  donc  une  épicycloïde  à  deux  rebroussements. 


B.    MANEN,  àAIbi 


de 


Bonnes  solutions  par  MM.  Gaston  Bstikr,  20«  d'artillerie,  ii  Poitiers  ;  A.  Bbrlande,  à  St-Cloud  ;  R.  Dufodr,  école  normale 
Nancv  "  l'an'  GArniGrp.\.  à  Marmande  ;  Marcel  Gibonnet,  lycée  Saint-Louis  ;  G.  Lach,  à  Douai  ;  A.  Lk  Mabciiand,  à  l'aris  ; 
MarescaicÙi  •  0  MouFKLET,  à  i.yoïi  ;  !..  Naucellk,  à  La  Châtie  ;  E.Rémk,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Batna  ;  M.  Itorx, 
au  Creusot  ; 'Gaston  Koï,  école  normale  de  Varzy  ;  L.  Simon,  a  Fourmies  ;  Topin,  à  Grandvilliers  ;  Marcel  Ullsiann,  47»  d'ar- 
tillerie, h  Héricourt. 
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2138.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0  el  un  point  fixe  A  de  ce  cercle. 

Un  diamètre  variable  MOM'  coupe  la  tangente  en  A  en  un  point  P. 

1°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  PAM  et  PAM',  et  l'enveloppe  de  ces 
cercles. 

2"  Trouver  ienveloppi  des  bissectrices  de  l'angle  APO. 

S"  Montrer  que  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  triangles  PAM  et  PAM'  estuneconchoide  de  Nicomède. 

4°  Construire  le  lieu  des  orthocentres  des  triangles  PAM  et  PAM'. 

5»  Tiouver  l'aire  comprise  entre  la  courbe  el  les  asymptotes,  ainsi  que  l'aire  limitée  par  le  cercle  et  la 
courbe. 

Posons    AOM  =  w     el     tg  -—■=  t. 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  .r  =  B  cos  w,  y  =  Rsiniu, 
et  celles  du  point  M'  s'en  déduiront  en  changeant  w  en  w-i-ir. 
Rien  ne  distingue  donc  le  triangle  APM  du  triangle  APM'  et  il  suflit 
d'étudier  le  premier. 

1.  Nous  prendrons  connue  per|)endicuiairos  aux  milieux  des  côtés 
la  pcrjiendiculaiie  au  milieu  de   Al'  et  celli' au  milieu  de  AM.  Elles  ont 


AP  II  l; 

respectivement  i)uur  équations    ;/  =  — ^  =  — - 


et    y 


^tg-. 
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Avec  les  notations  adoptées,     y  = el     y  =  Ix.     Le  lieu  a  donc  pour  équation 


Rxy 

y  = 


x^-  —y- 

il  se  décompose  en     y  =  0,     qui  représente  l'axe  des  x,  et 

x=  —  y2  —  Rx  =  0, 
qui  représente  une  hyperbole  équilatère,  ayant  l'origine  pour  centre,  les  points  0  et  A  pour  sommets, 
et  les  bissectrices  de  l'angle  des  axes  comme  directions  asymptotiques.  Cette  hyperbole  est  le  véritable 
lieu.  L'axe  des  x  correspond  au  cas  où  le  rayon  OM  vient  se  placer  sur  OA,  car  alors  les  deux  droites 
qui  délioissent  le  lieu  coïncident. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  droites  signalées  tournent  chacune  autour  d'un  point  fixe  :  la 
première,  autour  du  point  à  l'infini  sur  Oa;  ;  la  seconde,  autour  du  point  0.  Elles  sont  en  correspondance 
(1,  2)  ;  ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  est  une  cubique,  qui  admet  le  point  0  pour 
point  double  et  qui  passe  au  point  à  l'infini  sur  Ox.  Comme  les  deux  rayons  coïncident  une  fois  avec 
Ox,  l'autre  partie  du  lien  est  une  conique  qui  passe  au  point  0.  Il  est  facile  de  voir  qu'elle  passe  aussi 
au  point  A,  en  envisageant  en  outre  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MP,  et,  de  plus,  que  les  deux 
autres  points  à  l'infini,  sont  sur  les  bissectrices  de  l'angle  des  axes,  car  lorsque  OM  vient  sur  Oy,  le 
point  P  va  à  l'infini  et  les  deux  bissectrices  des  angles  AOM  et  AOM'  coïncident  avec  les  bissectrices  de 
l'angle  des  axes.  Ces  remarques,  jointes  au  fait  évident  que  le  lieu  admet  Ox  pour  axe  de  symétrie, 
suffisent  à  fixer  la  nature  et  la  position  du  lieu. 

Le  cercle  circonscrit  au  triangle  AMP  a  pour  centre  le  point 

-       ft  _       R' 

^  ~   l  —  t^'  ^  ~   1  -<=^  ' 

et  passe  au  point  A  (R,  0).  Il  a  donc  pour  équation 

par  suite, 

2Rx  2R^v         „  2R* 

ou  (1  — <2)(x' -+-y2_Rî)_2a<y  +  2R(R  — x)  =  0. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  ce  cercle  en  exprimant  que  l'équation  du  second  degré  en  <  a  une 
racine  double,  ce  qui  donne 

(  X2  -I-  y2  —  R2^(X»  -h  J/2  -H  R3  _  2RX)  +  KY'    =   0. 

Cette  équation  s'écrit 

(a;2  -h  2/')'  +■  (a;'  -I-  ?/')(—  2Rx)  -t-  R^(y^  -+-  2Rx  -  R^)  =  0, 
ou  {x^  -H  «/'  —  Ra;?  -+-  R'Lî/'  —  (a;  —  R)']  =  0. 

Cette  courbe  est  une  quartique  bicirculaire,  symétrique  par  rapport  à  Ox,  et  qui  admet  le  point  A 
pour  point  double. 

En  portant  les  axes  en  ce  point,  c'est-à-dire  en  changeant  X  en  x-t-R,  l'équation  se  simplifie 
et  devient  (x'^  h-  î/'  +  Ra;)»  +  R'(y'  —  x'^)  =  0, 

ou  (x^  -+-  y'^Y  +  2Rx(x»  h-  y')  -+-  R^y^  ^  o_ 

En  coordonnées  polaires, 

p''  +  2Rp  cos  01  -+-  R2  sin-  w  =  0. 

Ceci  donne  ?= — Rcos  w  ±  R/cos  2(o, 

qui  moritre  que  le  cercle 

P  =  —  R  cosu) 
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est  le  lipu 


lieux  des  cordes  qui  passent  à  l'origine,  actuellement  le  point  A.  On  porte  sur  chaque 
corde,  à  partir  du  point  de  rencontre  avec  le  cercle,  le  p  de 
la  lemniscate  p  =  Rv/cos2a)  et  on  a  de  suite  la  forme  du 
lieu. 

Il  est  facile  d'apercevoir  géométriqupmont  la  nature  de 
cette  courbe  :  comme  le  cercle  variable  passe  constamment  au 
point  A,  le  point  où  il  louche  son  enveloppe  est  le  symétrique 
du  point  A  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  de  deux  cercles 
infiniment  voisins  ;  celle-ci  est  la  tangente  à  l'hyperbole  équi- 
latère  lieu  des  centres  des  cercles  ;  donc  l'enveloppe  est  l'homo- 
Ihétique  de  la  podaire  de  l'hyperbole  par  rapport  au  point  A, 
ce  point  étant  le  centre  d'homotliétie  et  le  rapport,  égal  à  2. 

2.    Considérons   une   bissectrice    de    l'angle    P,    PN,   et 
menons  par  le  point  0  une  perpendiculaire  à  PO  ;  elle  coupe 
la  droite  PN  au  point  N,  et  ce  point  est  équidislant  du  point  0  et  de  la  droite  AP  ;  il  décrit  donc  une 
parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  0  et  pour  directrice  la  droite  AP.  La  droite  PN  touche  cette  para- 
bole au  point  N  ;  elle  enveloppe  donc  cette  parabole. 

L'autre  bissectrice,  étant  perpendiculaire  à  PN  au  point  P,  enveloppe  la  même  parabole. 

Par  le  calcul,  on  peut  aisément  retrouver  la  même  propriété.  Les  coordonnées  du  point  P  sont 

2R< 
X  =  R,     y  =  R  tg  <»  =  j—j 

l'équation  de  NP  est  donc 


l'angle   de  NP  avec  Ox  est   égal    à     w-i-— ■ 

4 


2R<     _ 
2R< 


(t 


1 


■t 


ou 

ou  enfin 


y 


(x-R). 


i  — <^        l  —  t 

(1  _  t')y  —  2R(  =  (i  -H-  i)\x  —  R). 
Il  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  t  pour  avoir  l'enveloppe  de 
la  droite.  Or  cette  équation  s'écrit 

f^{y  -+-  X  —  R)  -h  2<a;  -+-  a;  —  R  —  V  =  0, 
et  l'enveloppe  a  pour  équation 


ou 

ou  enfin 

C'est  bien  la  parabole  indiquée. 


AG  — B=  =  0 

(x  —  R)^  —  y'^  =  X-, 
.V--(-2Rj— R^  =0. 


3.  Soient  I  le  milieu  de  PMel  .1  le  milieu  de  Pi)  ;  nous  avons     IJ  =  -;^>     IJ  =  — ■     D'autreparl. 

le  lieu  du  poini  J   est  la  parallèle  ii  AP  menée  par  le  milieu  de  OA  ;  donc 
le  lieu   du   point  1  est  une  conchoïde  de  Nicomède  ayant  le  point  0  pour 

pùle,  la  droite  H'Jpour  directrice  et  la  longueur—  comme  constante  addi- 

2 
live.  Le   point    (i  est  aux -^  de  Al  à  partir  du  pdint   A;    il  décrit   donc 

une  conchoïde  hornoihétique  de    la  pri'cijdente   par  rapport   au   point   A 

2 
et  dans   le   rapport-;-.    Le   pôle  de   cette  conchoïde  est  donc  le  point  0' 
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1  c> 

tel  que  00'  soit  le  —  de  OA  et  la  directrice  est  parallèle  à  ÂP  aux  -^  de  OA,  à  partir  de  0  ;  la  constante 

additive  est  — -• 

Analytiquenienl,  les  coordonnées  du  point  G  sont 

2R-^Rcosio 


La  première  donne 

la  deuxième, 

sin  u)  =:  

R(4h-cosw)  R{3.r  — R) 

Le  lieu  a  donc  pour  équation 

(3x  -  2R)^r-L  H ^ .  1  =  1, 

^  ^  L  R-        R^(3x— R)3  J 

ou  (Sx  -  m)-[9y^  -+-  (3a:  -  R)»]  =  R^{3x  —  ny. 

Cette   équation    représente    visiblement    une    conchoïde    qui     a    pour    point    double    le    point 

R  2R 

X  =  —,     y  =  0     et  pour  asymptote  double  la  droite     x  =  — — 
3  3 

4.  Cherchons  enfin  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs. 

Ce  point  est  le  point  de  rencontre  delà  droite    t/  =  Rsintu    avec  la  hauteur  abaissée  du  point 
P  sur  AM  ;  cette  dernière  droite  a  pour  équation 


3 

R  sin  (0  -(-Rtg(o 

y         3 

3a;— 2R 

COS  co  — , 

R 

3î/  ces  u)             Sy(3x- 

-2R) 

y  —  Rtgw  =  tg—  {x  —  R), 

mt 


2R« 

y-i — 77  =  t{x-R). 


I  ••         .  2R< 

La  première  est  y 


11  est  donc  facile  de  calculer    a;— R     etj/.  Portons  d'abord  les  axes  au  point   A,  ce  qui  cliange  x 
en    x-i-R    ou    x —  R    en  x  ;  nous  aurons 

2R<  2R< 


tx  - 


1  — <♦    ' 
les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont  donc 

—  4Ri2  2R< 


y  = 


1— «'  ^  dH-<2 

En  revenant  à  l'angle  w,  que  l'on  eût  pu  d'ailleurs  conserver,  on  obtient 

—  R  sin^  o> 


)/  =  R  sin  a>,  X  ^  — 

—  V^  ■  V  —  V" 

par  suite    x=— — - — >     et    sinto  = -^,     cos  w  =        ^ 


cos 


Rcosu)  R  Rx 
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L'équation  du  lieu  est  donc. 


î/' 


=  1, 


R»         RKï- 
ou  y'(a;-  -+-  y")  —  R'x-  —  0. 

Elle  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes,  ayant  pour 
point  de  rebroussement  le  point  0,  et  comprise  entre  les  deux  asymptotes     x  =  ±  R. 

Elle  se  construit  immédiatement  et  a  la  forme  indiquée 
dans  la  figure  ci-contre, 
n'  Elle  coupe  le  cercle  donné,     x'^  -\-  »/'  h-2Rx  =  0,     sur 

(J      la    parabole       'i.y-  h-  Rx  =  0,       c'est-à-dire    aux    points 

A'  ,      ■  n  3R 

d  abscisses     a-  =  0,     x  = — 

Son  équation  polaire  est 

_     Il 

tg(0 

L'angle  polaire  du  point  B,  où  elle  coupe  le  cerclo,  est 
donné  par 
Rcos-w  _        3R  .        __\_  _    __T^ 

sin  10  2  2  6 

L'arc  AC  s'oblient  en  faisant  varier  w  de  Oà--;  1  arc  AB,  en  faisant  varier  ai  do r-    à     — -pr- 

2  z  0 

Passons  aux  aires.  L'aire  comprise  entre  l'arc  AC  et  son  asymptote  est  donnée  par 


p,  étant  le  p  de  l'asymptote. 

L'aire  totale  demandée  est  quatre  fois  ceci  ou 


2  /      (p?  _  p!)rf(o  ; 

.7  0 


R  R 

or  p,  =  —. .  p  =  — — , 

sm  lu  tg  (D 

1  ■ —  COS'  tu 
o\  —  f  =  \V — =  \\\ 

sin-  (o 
L'aire  demandée  est  donc  égale  à  SR'^—  ou  à  itR^  C'est  l'aire  du  cercle.  Celle  comprise  entre  le 
cercle  et  l'arc  AB  est  do  môme 


p,  étant  ici  le  p  du  cercle  ;  or 

p,  =  — 2R  cos<'<, 


î  —  p'  =  IR"  cos=  (0  — 
pf  —  p5  =  2R«(1  H-  cos  2to)  -¥  R= r^^ 


t2»  <0 


L'intégration  est  immédiate  et  donne     2R'<o  ■+-  R»  sin  2to  -(-  R''  cot  i»,      fonction  dont  il  faut  prendre 


les  variations  entre     — —      et     —  — • 

z  D 
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Pour —y     elle  devient 

b 


pour     — -T'     elle  est  égale  à 
L'aire  cherchée  est  donc 


-^B^        RV3  ,_. 

—2 ^-^'^^^ 


3iiR» 


L'aire  totale  est  double  de  celle-ci,     R^( —  ],    et  enfin  celle  qui  est  comprise  entre  le  cercle 


et  la  branche  de  gauche,  à  l'intérieur  de  celle-ci,  est 

3v^3  \  3RV3 


TiR2  — RM  ■^  — 


M.  ROUX,  Le  Creusot. 

Bonnes  solutions  :   MM.  E.-N.  Bahisien  ;  L.  Naucelle,  à  La  Châtre  ;  G.  Nimn,  lycée  de  Nancy  ;  L.  Tbiringer  ;  Mahescalciii  ; 
Rot  Gaston,  à  Varzy  ;  L.  Simon,  à  Fourmies. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A.  Roussead.  à  Fournes-en-Weppes  :  M.  Oendbw. 
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2201.  —  l.NTERSECTiON  d'uiv  CONE  ET  d'un  CYLiJiDRB.  —Données  :  Centre  de  la  feuille  av  point  s  ;  ligne  de  terre 

g,  ^sy  ;    ss'  =  IbO  millimètres  ;    sa  :^  sa'  =:  75"™  ;     so  ^::  lOS"™  ;     so'  =  30""".     Le  cylin- 

I  dre  est  de  révolution  autour  d'une  parallèle  à  xy  menée  par  le  point  (a,  a').  Le  rayon  de  la 

I  sphère  inscrite  dans  le  cylindre  est  de  45""".  Le  cône  a  pour  sommet  le  point  {s,  s')  et  pour 

'  base  un  cercle  situé  dans  le  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  le  point  (o,  o').  Le  centre  de 

I  ce  cercle  est  en  (o,  o')  ;  son  rayon  est  de  90""". 

I  1°  Construire  un  point  quelconque  de  l'intersection,  avec  sa  tangente.   On  représentera 

I  ta  construction  en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges. 

^ 5-1 ^  2"  Représenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées,   les  projections 

I  horizontale  et  verticale  du  solide  commun  au  cône  et  au  cylindre. 

I  3"  Rédiger,  stir  feuille  séparée,  une  notice  expliquant  en  détail,  avec  notations  corres- 

aj  pondantes  sur  l'épure,  la  construction  des  points  et  tangentes. 

I  Titre  et  cadre  inutiles. 

"*  {Ecole  des  mines  de  Saint-Etienne,  1913.) 

Nous  prendrons  immédiatement  pour  plan  vertical  auxiliaire  de  projection  le  plan  de  profil  passant  par  le 
sommet  du  cOne.  Son  sommet  a  pour  projection  verticale  s',  et  le  centre  de  sa  base  se  projette  en  0,'.  On  en 
déduit  la  trace  so[  du  plan  de  base,  et  en  prenant  o{b[  =  o^b!,  =  90"""  on  obtient  en  s^b]  et  s'^bi  les  deux 
génératrices  de  contour  apparent  du  cône  sur  ce  plan  de  profil.  Pour  obtenir  son  contour  apparent  horizontal, 
il  suffit  de  rabattre  le  plan  de  base  autour  de  son  tiorizontale  xy,  de  décrire  le  cercle  de  centre  0"  et  de  rayon  o"b", 
puis  de  lui  mener  les  tangentes  par  le  pied  de  la  verticale  du  point  S,  soit  se",  et  de  relever  la  corde  des  contacts 
c"y"  en  cy.  On  a  ainsi  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  se. 

Le  cylindre  se  projette  sur  le  plan  de  profil  suivant  sa  section  droite,  dont  le  rayon  a[d[  est  égal  à  45™",  et 
l'on  en  déduit  immédiatement  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  qui  sont  les  tangentes  menées 
à  ce  cercle  parallèlement  à  xy. 

Intersection  des  deux  surfaces.  —  Nous  remarquons  d'abord  que  l'intersection  sera  symétrique  par  rapport 
au  plan  de  profil  ss',  qui  est  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  surfaces.  Toute  la  courbe  se  projettera  sur  ce  plan 
de  profil  le  long  du  cercle  de  section  droite,  en  sorte  que  sa  détermination  revient  à  considérer  les  projections 
verticales  des  différentes  génératrices  du  cône,  et  chercher  les  projections  horizontales  des  points  où  ces 
projections  traversent  la  section  droite  du  cylindre.  Cela  revient  à  couper  les  deux  surfaces  par  des  plans 
auxiliaires  passant  par  le  sommet  du  cône  et  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre. 
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PuiiUs  remarquables.  —  Nous  cherclierons  d'abord  les  points  remarquables  de  l'intersection,  en  commençant 
par  ceux  que  donnent  les  plans  auxiliaires  limites  :  l'un,  de  trace  verticale  s[h\.,  est  relatif  au  cône,  qu'il  touche 
le  long  de  la  génératrice  df  profil  *•*  ;  il  donne  sur  le  cylindre  deux  génératrices  fii^ii  et  'p-ip'^  qui  louc-.hent 
la  courbe  aux  points  ^i  et  ^.>.  L'autre,  s\t[,  est  relatif  au  cylindre,  qu'il  louche  le  long  do  la  génératrice  rj,'T,, 
tandis  qu'il  coupe  le  cône  suivant  deux  génér.ilrices,  qu'on  obtient  en  rabattant  en  t'c"  la  trace  du  plan  sécant 
auxiliaire  sur  le  plan  de  base  du  cône,  et  en  relevant  l'intersection  e"  de  cette  droite  avec  le  cercle  rabattu,  ce 
qui  donne  se.  Chacune  de  ces  génératrices  se  est  tangente  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'intersection 
on  •/•,.  On  voit  immédiatement  qu'il  n'y  a  aucun  point  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cône,  le  plan 
auxiliaire  de  trace  verticale  s\-^\  ne  coupant  pas  la  section  droite  du  cylindre.  Toute  la  courbe  se  trouvera  donc 
sur  la  portion  de  surface  conique  vue  en  projection  horizontale. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  s'obtiennent  en  menant  les  plans  auxiliaires  par 
les  génératrices  d\  et  rfô.  11  suflit  de  répéter  la  construction  indiquée  pour  avoir  les  génératrices  correspondantes 
sur  le  cône,  dont  l'une  sf  donne  le  point  ç^  où  la  courbe  touche  la  génératrice  dilL 

Pour  obtenir  les  points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent  vertical  du  cylindre,  on  applique  la  même 
construction  à  chacune  de  ces  génératrices.  Par  exemple,  le  plan  auxiliaire  de  trace  s\l\X^  donne  sur  le  cône  deux 
génératrices,  dont  l'une  s'k  fait  connaître  le  point  {l,  /';  où  la  courbe  touche  la  génératrice  la  plus  basse  du 
cylindre.  On  voit  qu'il  n'existe  aucun  point  sur  la  génératrice  la  plus  haute. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  du  cône  sont  obtenus  en  menant  les  plans  auxiliaires  par  ces 
génératrices.  Ici  nous  ne  pouvons  avoir  ces  génératrices  en  nous  servant  du  point  où  la  droite  de  bout  menée 
par  (s,  s')  sera  le  plan  de  base,  car  ce  point  est  en  dehors  de  l'épure,  mais  nous  pouvons  donner  au  cône  une 
base  beaucoup  plus  rapprochée  du  sommet  et  parallèle  à  la  première,  par  exemple  la  section  par  le  plan  dont 
la  trace  verticale  auxiliaire  t::[  rencontre  la  ligne  de  bout  du  sommet  en  ;',.  En  rabattant  ce  point  en  même 
temps  que  le  cercle  de  section  aulourde  l'horizontale  du  point  l,  il  suffit  de  mener  les  tangentes  telles  que  z"V' 
à  ce  cercle  et  de  relever  les  points  de  contact  pour  en  déduire  la  projection  verticale  auxiliaire  s'fi[  des  généra- 
trices cherchées,  et  par  «uite  la  projection  verticale  61  de  leurs  pieds  sur  le  plan  de  base  du  coue.  Le  plan 
auxiliaire  de  trace  s'fi',  nous  donne  alors  les  points  cherchés  pi  et  ;j>,  qu'on  peut  immédiatement  projeter  en 
p[  et  pô  sur  le  pian  vertical  primitif. 

Enfin  nous  donnerons  la  construction  d'un  point  courant  et  de  sa  tangente  au  moyen  du  plan  auxiliaire  de 
trace  s\m\,  qui  donne  sur  le  cône  la  génératrice  sf  et  sur  le  cylindre  la  génératrice  >n\in  coupant  la  précédente 
au  point  m.  La  tangente  en  /)*  est  l'intersection  du  plan  langent  au  cylindre  et  du  plan  tangent  au  cône  en  ce 
point.  Nous  chercherons  les  traces  de  ces  deux  plans  sur  le  plan  de  profil  ss'  :  pour  le  cylindre  c'est  la  tangente 
m,'<J  à  la  section  droite  ;  pour  le  cône  c'est  la  droite  qui  joint  les  traces,  sur  ce  plan  de  profil,  de  la  génératrice 
de  contact  et  de  la  tangente  à  la  base  en  son  pied,  soit  s[r\.  L'intersection  t\  de  ces  deux  traces  se  projette  en 
t  et  détermine  la  tangente  tm  demandée.  On  en  déduit  aisément  la  projection  verticale  t'm',  puisqu'on  a  la  cote 
du  point  T. 

La  projection  verticale  de  la  courbe  sur  le  plan  primitif  se  déduit  immédiatement  de  toutes  ces  constructions 
par  simple  changement  de  plan  vertical.  Il  y  a  lieu  seulement  de  déterminer  la  ligne  des  points  doubles  en 
construisant  la  projection  verticale  de  l'intersection  des  deux  plans  diamétraux  conjugués  des  cordes  de  bout 
dans  les  deux  surfaces.  Pour  le  cylindre  c'est  le  plan  de  front  de  l'axe,  qui  a  pour  trace  verticale  auxiliaire 
aa[  ;  pour  le  cône  c'est  le  plan  des  génératrices  de  contour  apparent  vertical,  dont  la  trace  verticale  auxiliaire 
est  ïi^iSo,  en  sorte  que  leur  intersection  est  une  parallèle  à  xy  dont  la  cote  est  celle  du  point  »[  d'intersection 
de  ces  deux  traces,  ce  qui  donne  la  ligne  cherchée  c'ic'. 

Le  solide  commun  est  représenté  par  ses  deux  projections  ;  la  distinction  des  parties  cachées  résulte  de 
l'examen  de  la  projection  verticale  auxiliaire  associée  à  la  projection  horizontale. 


CHIMIE 

2139.  —  A  une  dissolution  d'hyposulftle  de  soude,  on  ajoute  une  dissolution  d'iode  dans  l'iodure 
de  potassium  jusquà  persistance  de  la  couleur  de  l'iode.  On  fait  ensuite  fiasser  du  chlore  à  refus  et  on 
chasse  l'excès  de  ce  gaz  par  une  ébuUition  de  quelques  instants,  puis  on  fait  de  même  avec  du  gaz  sulfu- 
reux. L'azotate  d'argent  produit  dans  la  liqueur  finale  un  précipité  qui  pèse  6s, 393  et  l'azotate  de  ban/um 
un  précipité  qui  pèse  3S,728.  Exprimer,  en  mitliuwlécules,  la  composition  de  lu  dissolution  d'iode  dans 
l'iodure  de  potassium. 

0  =  10,     Az  =  14,     S  =  32,     Cl  =  33,5,     1  =  127,     K  =  39,     Ba  =  137,     Ag  =  108. 
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Soit    a-l--(-i/Kl     la  composition  cherchée. 
L'action  de  l'iode  sur  rhyposullite  se  formule 

.T(P  +  2S2Û'Na2  =  S'O^Na^-l-aNai). 
Celle  du  chlore  sur  les  produits  de  la  réaction  précédente  est  une  action  oxydante  : 
a(S'0'Na'  +  7CF  -+  10H=0  =  2S0*NaH  +  âSO'H^  -t- 1 'iHCl), 
a;(2NaI  -h  601=  h-  GH^O  =  2iO=Na  -i-  1 2HC1). 
il  faut  y  joindre  l'aclion  analogue  du  chlore  sur  l'iodure  de  potassium  primitif  : 

)/(Kl-)-HC12-l-3H20  =  iO'K-i-6tICl). 
Enfin  l'acide  sulfureux  réduit  les  iodates  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'acide  iodiquc 

{'2a--(-y)(lO''H-(-3S(P+3}PO  =  HI-i-3S0*H^). 
Il  reste  donc  finalement  dans  la  liqueur,  à  l'état  libre  ou  combiné, 

(4a;  +  tix  +  3i/)SÛ'H-,  (lir  -^  iix -^  6iy)llGl,  (2a;  +  y)HI. 

L'azotate  d'argent  précipite  les  acides  chlorliydrique  et  iodhydrique.  On  a  donc 

(26x-+-6»/)AgGl-(-(^x-t-i/).\gI  =  6-m. 
L'azotate  de  bnryum  précipite  l'acide  sulfurique  et  l'on  a 

(iOx-+-3î/)SO'Ba  =  37-28. 
Remplaçons  les  poids  moléculaires  par  leurs  valeurs.  Les  équations  deviennent 
i43,5(26.r  +  %)+235(2a;  +  y)  :=  6393, 
233(10a;-t-3y)  =  3728. 
On  trouve     x  —  l     et     y  =  2. 


CONCOURS  DE   1914  {Suite) 


KCOLE  CENTRALE 
Concours  du  27  mai.  dont,  les  épreuves  ont  été  annulées. 

(Séoinéti'ir;  aiiahjiiquc . 

1»  Conslriiiro  In  courber  représentée  en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

1  —  2  ces  (0 


I  —  \lt.  sin  lu 

Construction  (les  asymptotes,  a  est  une  longueur  positive  (pic  l'on  pouriu  se  donner  à  volonté. 

'20  La  courbe  précédente  est  considérée  comme  la  trajecloire  d'un  point  M,  de  coordonnées  polaires  p  et  w, 
et  animé  d'un  mouvement  tel  que    w  =  (,    (o  étant  l'angle  polaire  en  radians  et  (  le  temps  en  .secondes. 

Pour  (  =  —  (71,  rapport  d'une  circonférence  de  cercle  à  son  diamètre),  construire  la  position  M'  du 
point  M  ;  former  les  expressions  des  composantes,  suivant  la  droite  OM'  (0  pôle)  et  suivant  une  droite  perpen- 
diculaire à  OM',  du  vecteiu-  vites.se  et  du  vecteur  accélération  de  M'.  Les  construire  géoiuéliiquement  en 
grandeur  et  les  repré.senter  en  position  en  leur  donnant  pour  origine  commune  le  point  M'. 

Ces  deux  questions  peuvent  être  traitées  séfiarément  dans  un  ordre  quelconque  ;  l'aire  une  figure  pour 
chacune  d'elles. 


Dans  un  plan  vertical  on  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectaugul. lires,  fixes,  Ox  et  0;/.  dont  l'un, 
0;/,  verticiil,  est  dirigé  positivement  dans  le  sens  contraire  à  celui  de  la  {lesanteur, 
et  une  parabole  P  dont  l'équation,  par  rapport  à  ces  axes,  est  a;^  +  2jj.v  =  0,  où 
p  est  une  longueur  positive  donnée. 

Celle  parabole  est.  en  position,  la  figure  d'un  fil  métallique  lixe,  suppose  non 
déformable,  d'épaisseur  négligeable  et  de  longueur  illimitée. 

l'n  pctitanneau  M  pesant,  de  masse  m,  que  l'on  trailcra  comme  un  point  nui- 
lériel,  est  assujetti  à  rester  sur  ce  lil.  le  long  duquel  il  peut  glisser  sans  Irollement. 
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Cet  anneau  est  lancé  d'un  point  Mo(io,  >/«)  donné  sur  P.  aver  une  vitesse  Vo,  dans  un  sens  quelconque  de 
la  courbe  P.  L'intensité  g  du  champ  de  la  pesanteur  est  donnée. 

On  demande  de  trouver,  en  l'onction  des  données,  la  valeur  qu'il  faut  attribuer  à  Vo,  pour  que,  au  départ 
en  Mo,  la  réaction  du  fil  sur  l'anneau  soit  nulle. 

Prouver  que,  si  l'on  attribue  à  Vo  la  valeur  ainsi  trouvée,  la  réaction  du  fil  sur  l'anneau  sera  nulle  pour 
toute  position  de  l'anneau  dans  le  mouvement  qu'il  prendra.  On  ne  demande  pas  les  équations  de  ce  mou- 
vement). 

(27  mai,  de  7  h.  à  1  i  h.) 

Trigonométrie. 

On  considère  un  triangle  isocèle  dans  lequel  on  désigne  par  /  h  longueur  commune  des  deux  côtés  égaux 
et  par  x  la  moitié  de  l'ansle  compris  entre  ces  deux  côtés. 

1°  Exprimer  en  fonction  de  l  et  de  o:  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  et  étudier  la  variation  de  ce 
rayon  quand  .'■  varie,  l  restant  constant. 

2°  Connaissant  /,  déterminer  x  de  façon  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  sommets  du 
triangle  au  centre  du  cercle  inscrit  soit  égale  à  une  quantité  donnée  k-. 


Discuter. 


Calculer,  au  moyen  de  la  ri 
Ir'iangle,  sachant  que 


C"lcul. 
'gle  à  calcul,  les  angles  A,  B,  C,  les  côtés  a,  b. 


{29  mai,  de  3  h.  à  5  h.) 


et  les  hauteurs  /i,  k,  l   d'un 


•.-*=vl- 


et  connaissant  les  formules 


sin  A   ~ 

ah  =  bk 
On  calculera  ensuite  les  six  quantités    a  cos  B,    acosC 


b      _       c 

sin  B         sin  G  ' 

=  c?  =  6c  sin  A. 

ècosC. 


ftcosA,    c  cos  A,     c  cos  B,    et  le  rap- 


-)s,  =  9!;° 


h; 


.  (7  cos  B       .  ,  .„  .      ,  .     ,  ,    te  A 

port ,    et  on  vérifiera  que  ce  rapport  est  égal  a   .    „  • 

'^        6  cos  A  ''  tgB 

Avis:  La  composition  de  calcul  est  faite  avec  une  règle  à  calcul  de  26"'^  environ.  Défense  d'apporter  des 

tables  de  logarithmes. 

(30  mai,  de  3  U.  à  4  U.) 

Epure. 

Pas  de  cadre,  pas  de  titres,  aucune  flèche. 

to.  centre  de  la  feuille  ;  H'o'wsi,  grand  axe.     too'  =:  IIO""",     oo'  ^  80°"",     o's'  z=  s' h'  ^z.  ~X> 
oa  est  parallèle  à  H'o'  ;  ob  fait  un  angle  de  4ri°  avec  og. 

Un  cône  a  pour  sommet  le  point  (s,  s')  et  pour  base,  dans  le  plan  hori- 
zontal H'o',  le  cercle  de  centre  (o,  o')  et  de  rayon  or  =  70"""  ;  limité  aux 
plans  horizontaux  H'o'  et  H'ft',  il  est  solide  et  opaque. 

Un  premier  cylindre  droit  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  H'o'  un 

cercle  décrit  sur  oa  comme  diamètre.  Un  deuxième  cylindre  droit  a  pour 

■_    base  dans  le  plan  horizontal  H'o'  un  cercle  décrit  sur  ob  comme  diamètre. 

On   demande   les   projections  de   l'intersection   du  cône  et   des  deux 

cylindres. 

1°  On  représentera  ce  qui  reste  du  cône  quand  on  enlève  les  deux 
cylindres. 

2°  On  fera  le  développement,  sur  le  plan  horizontal  H'o',  de  la  portion 
de  la  nappe  inférieure  du  cône  faisant  partie  du  solide  représenté.  Le  cône  sera  ouvert  suivant  la  génératrice 
SG.  La   génératrice  SC   viendra  sur  siCi. 

3°  On  dessinera  la  courbe  Z,  lieu  diîs  traces,  sur  le  plan  horizontal  H'o',  des  tangentes  k  l'intersection  du 
cône  et  du  deuxième  cylindre. 

Nota.  —  On  fera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  nécessaires  pour  obtenir  un  point  de  chaque  courbe 
(projections  et  développement!  et  la  tangente  en  ce  point,  les  points  et  les  tangentes  remarquables.  Les  résultats 
seuls  seront  tracés  à  l'encre  noire,  le>  lignes  vues  en  traits  pleins,  les  lignes  cachées  en  points  ronds. 


11' 
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Le  reste  en  traits  rouges  pleins  plutôt  fins.  Les  laiigeiites  trouvées  (en  rouge)  seront  légèrement  accentuées 
aux  environs  des  points  de  contact. 

Par  exception,  la  courbe  Z  sera  dessinée  à  l'encre  rouge  (trait  plein,  plutôt  fin)  et  sans  tangente  quelconque. 
Il  est  bon  de  ne  s'occuper  de  la  courbe  Z,  qu'après  avoir  terminé  à  l'encre  les  deux  premières  parties. 

{28  mai,  de  7  ti.  a  1 1  h.) 

Physiqiir. 

I.  —  Influence  d'un  corps  dissous  sur  le  point  de  fusion  ;  loi  de  Raoult. 

II.  —  Un  électroscope  est  formé  de  deux  balles  de  sureau  identiques  reliées  par  un  lil  conductcnir  assez  (in 
pour  être  de  capacité  négligeable  ;  on  admet  que  la  c;{|)acité  de  l'appareil,  indépendante  de  l'iti- 
clinaison   des  pendules,  est  une  constante  C. 

L'électroscope  possède  une  charge  initiale  Qo  qui  le  porte  au  potentiel  Vo  et  sous  l'eB'et  de 
l.iquelle  les  pendules  s'écartent  d'un  angle  «o,  de  part  et  d'autre  de  la  verticale  passant  par  leur 
point  de  suspension.  Quelle  est  la  perte  de  cliarge  q  lorsque  cet  écart  est  réduit  ;i  la  valeur  «i  '.' 

Ccilculer  g  en  coulombs  pour 
'  Vo  =  3  000  volts,  C  =  0,3  u.  e.  s.  ce.  S.,  oig  =  ir,%  a,  =  .'{O». 

(^himic. 

I.  —  Silicium. 

II.  —  On  supposera  qu'un  chimiste  vient  de  découvrir  un  procédé  permcttantde  ti-anslormer  l'oxygène  0- 
en  un  mélange  d'o«ygène  et  d'un  gaz  nouveau  de  formule  moléculaire  0',  .<•  étant  un  nombre  entier. 

On  a  procédé  à  l'étude  expérimentale  de  ce  mélange  : 

f"  Expérience  :  La  vitesse  de  diffusion  du  gaz  0"^  est  trouvée  égale  à  celle  du  chlore,  multipliée  par  le 
nombre  1.053.  Sachant  que  la  vitesse  de  dilîusion  est  proportionnelle  à  l'inverse  de  la  racine  carrée  de  la 
densité  du  gaz  qui  se  diffuse,  déterminer  la  valeur  de  x. 

2' Expih-ience  :  La  densité  du  mélange,  prise  pur  rapport  à  l'oxygène,  est  égale  à  1,02.  En  conclure  la 
proportion  en  volumes  du  gaz  0'  dans  le  mélange. 

'i'  Expérience  :  Pour  procéder  à  la  destruction  du  yaz  t)',  on  chauffe  lOOcni'  du  mélange,  ce  qui  a  pour  effet 
de  transformer  le  gaz  0'  eu  oxygène.  Quel  est,  après  refroidissement,  le  volume  du  mélange  ainsi  transformé? 

l"  Erpérience  :  Pour  déterminer  le  pouvoir  oxydant  du  gaz  0',  on  fait  passer  22', 4  du  même  mélange  dans 
un  excès  d'iodure  de  potassium  dissous.  L'iodure  détruit  complètement  le  gaz  0^  en  se  transformant  en 
potasse  e(  iode.  Un  titrage  permet  de  reconnaître  que  l'on  a  ainsi  libéré  10s,l6  d'iode.  En  conclure  le  pouvoir 
oxydant  de  la  molécule  O-"  et  le  volume  d'oxygène  que  l'on  a  recueilli,  après  passage  dans  la  solution. 

N.  B.  —  Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  donnant  les  poids  atomic|ues  des  corps  simples  et  le  volume  de 
la  molécule-gramme  des  gaz  pai-faits. 

[27  mai,  de  2  h.   112  à  5  h.  liS.\ 


Concours  définitif  du   16  juin. 

Cr'^oniétrie  analytique. 

2274.  —  Etant  donnés  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Oy,    construire  le  lieu  du  point  M 
dont  les  coordonnées,  par  rapport  à  ces  axes,  sont  données  par  les  formules 

_     (^+3t  -  2  _  f  —  t-\-2 

""  ~   2(«2  —  3<  -+-  2)  '  ■"  ~  ti-ht  —  ->' 

oi'j  (  est  une  variable  arbitraire.  Construction  des  points  et  tangentes  remarquables  et   des  asymptotes.    Faire 

la  figure  en  prenant  à  volonté  l'unité  de  longueur,  indiquer  par  des  llèchos  le  sens  dans  lecpiel  la  courbe  est 

parcourtu'.  par  le  point  .M  lorsque  t  croit. 

Mécanique. 

2275.  —  Du  liorini'  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,   Oy,   Oa  et  on  considère  la   courbe  (G) 
lieu  d'un  point  M  dont  les  cjoidoimées,  par  rapport  à  ces  axes,  sont  données  par  les  formules 

X  =  a  COS  8,  1/  =  a  sm  0,  ;  =  — -  . 
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0  étant,  en  radians,  un  angle  arbitrairement  variable  et  a  une  longueur  positive  donnée  à  volonté.  On  prendra 
seulemenU'arc  AB  de  (G)  obtenu  en  faisant  croître  0  de  0  à  t.. 

Le  point  M  est  considéré  romme  un  point  matériel,  supposé  non  pesant,  assujetti  à  rester  sur  (G)  et  qui 
est  soumis  à  l'action  d'une  force  dont  les  composantes  suivant  Oa-,  Oy,  Oô  sont  données,  en  fonction  des 
coordonnées  de  M,  par  les  formules    X  =  ;/>    Y  =  œ.     Z  =  — a    <a  est  la  même  longueur  que  plus  haut). 

1°  Dans  riivpoibèse  où  il  n'y  a  pas  de  Crottement  de  M  sur  (G),  trouver  sur  l'arc  AB  de  (G)  les  positions 
d'équilibre  de  M  et,  pour  chacune  d'elles,  reconnaître  si  l'équilibre  est  stable  ou  instable. 

2°  Dans  l'hypothèse  oii  il  y  a  un  frottement  de  M  sur  (G),   le   coefficient  de  frottement  étant  donné  égal  à 

— ,    trouver  les  portions  de  l'arc  AB  sur  lesquelles  le  point  M  est  en  équilibre. 

yoi"-.  —  Ces  deux  dernières  questions  peuvent  être  traitées  séparément  dans  un  ordre  quelconque.  Faire 
une  figure  pour  chacune  d'elles. 

(16  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 

Trifionométrie. 

2276.  —  Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  on  désigne  les  côtés  AB  et  AC  par  c  et  6  et  l'angle    BAC   par 
p       A  ;  on  mène  par  C,  dans  le  plan  du  triangle  et  du  même  côté  que  A  par  rapport  à  BC,  une 
droite  CD  perpendiculaire  à  BC  et  de  longueur  égale  à  BC,  puis  on  tire  la  droite  AD. 

1»  Kvalucr  AD  en  fonction  des  côtés  &  et  c  et  de  l'angle  A,  et  étudier  la  variation  de 
cette  longueur  AD  quand  l'angle  A  varie  de  0  à  -,  les  longueurs  des  cotés  &  et  c  restant 
constantes. 

2°  Connaissant  les  longueurs  des  côtés  b  et  r,  détermjiier  l'angle  .\  de   façon  que  la 
B  C        longueur  AD  soit  égale  à  une  longueur  donnée  m.  Indiquer  dans  quels  cas  ce  problème  est 

possible  et  combien  il  a  de  solutions. 

ÂC"  +  AD" 
30  En  supposant    6  =  c,      déterminer  l'angle   A    de  façon  que  le  rapport     — ^= soit  égal  à   un 

nombre  donné  Is.  Indiquer  dans  quels  cas  ce  problème  est  possible  et  combien  il  a  de  solutions. 

(18  juin,  de  3k.  ù  5  A.| 


Calcul. 

2277.  —  Calculer  au  moyen  de  la  règle  à  calcul  : 
1»  Les  onze  premiers  termes 

"1.     "2,     .  .  .- 
de  la  série  qui  a  pour  terme  général 

_  v/26300 


(;iU»-l-295)v/20n -(-32 
■2°  Les  plus  petits  angles  positifs  ayant  respectivement  pour  tangentes  les  onze  premiers  termes 

(,,       to ^1 


de  la  série  qui  a  pour  terme  général 


s/- 


20n  -+-  22 

(19  juin,  de  3  h.  à  4  h. 


263 


Epure. 

4")0""' 
2278.  —  Sphère  ehtailh'e  par  un  cône.  —  Cadre  .  Placer  la  ligne  de  terre  xy,  parallèlement  aux 

petits  côtés  du  cadre  et  à  220"i"i  du  côté  inférieur. 

On  considère  : 

1°  Une  sphère  de  80"°  de  rayon  reposant  sur  le  plan  horizontal  ;  son  centre  (0,  0')  est  dans  le  premier  dièdre 
à  120"°  en  avant  du  plan  vertical  ;  la  ligne  de  rappel  00'  est  à  90°""  du  grand  côté  gauche  du  cadre  ; 

2°  Un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  (s,  s')  au  point  le  plus  élevé  de  la  sphère,  et  pour  axe  la 
droite  (sa,  s'a')  telle  que  sa  fait  un  angle  de  45°  avec  la  ligne  de  rappel  00'  et  s'a'  un  angle  de  30°  avec  la 
même  droite. 
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Ce  cône  est  langent  au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  point  (s,  s'). 

Après  avoir  déterminé  la  ligne  commune  aux  deux  surfaces,  sphérique  et  coni- 
que, on  représentera  les  projections  de  la  partie  de  la  sphère  extérieure  au  cône. 

Dans  la  mise  à  l'encre  on  indiquera  les  constructions  d'un  point  quelconque 
de  rinlerseclion,  de  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  constructions  des  points 
et  droites  remarquables. 

Titre  extérieur:  Géométrie  descriptive.  Titre  intérieur  :Sphèreenlailléeparun  cône. 

Nota.  —  Couper  la  feuille,  extérieurement  au  cadre,  de  manière  à  laisser  une 

marge  de  25  à  30"". 

(/  7  juin,  de  7  h.  à  i  i  h.) 

Physique. 

[.  _  Définitions  du  travail  et  de  la  puissance  ;  leurs  dimensions  dans  les  sys- 
tèmes C.   G.  S.   et  mètre-kilogramme-force-seconde  ;   définir  les  unités  employées  à 
la  mesure  de  ces  grandeurs  dans  le  système  C.  G.  S.,   le  kiloyrammètre  et  le  cheval- 
vapeur,  le  joule  et  le  watt,  et  donner  les  données  numériques  qui    lient  ces  diverses  unités. 

II.  —  2279.  Un  rayon  n)onochromalique  pénètre  dans  une  sphère  homogène  transparente  et,  après  avoir 
subi  p  réflexions,  il  émerge  dans  la  direction  H. 
1»  Calculerla  déviation  A  du  rayon  K. 

2°  Montrer  que  celte  déviation  passe  par  un  minimum  ou  un  maximum. 
:i"  Calculer  le  cosinus  de  l'angle  d'incidence  correspondant. 

4°  Calculer  A  correspondant  pour   p—l    et    n  =  — ■ 

li"  Montrer  que  i  passe  par  un  minimum  si  n  est  plus  grand  que  l'unité. 


Chimie. 

I.  _  Préparations  et  modes  de  production  de  l'oxyde  de  carbone  dans  les  laboratoires  et  dans  l'industrie. 

II.  —  2280.  a)  Un  volume  gazeux  V  de  l'un  des  oxydes  de  l'azote,  que  nous  désignerons  par  A,  est 
traité  par  une  spirale  de  fer  rendue  incandescente  par  un  courant  électrique.  Le  fer  absorbe  l'oxygène  et  subit 
une  augmentation  de  masse  de  ls.',G.  L'azote  restant  occupe  le  volume  V'. 

b)  On  prend  de  nouveau  un  volume  V  du  composé  A,  et  on  le  fait  arriver  dans  du  peroxyde  d'azote 
liquide,  refroidi,  incolore  dans  ces  conditions.  Le  peroxyde  d'azote  absorbe  .V  en  formant  un  autre  oxyde  de 
l'azote,  et  le  liquide  devient  bleu.  L'augmentation  de  mas.se  du  liquide  est  de  3  grammes. 

c)  Dans  ce  liquide,  maintenu  encore  à  basse  température,  "U  fait  arriver  un  volume  V"  d'oxygène 
jusqu'à  cessation  d'absorption.  La  nouvelle  augmentation  de  masse  est  de  l«,ii,  et  le  liquide  est  redevenu 
incolore  comme  au  début. 

On  demande  : 

10  Quel  est  le  composé  qui  a  été  désigné  par  A  ; 

20  Quels  sont,  à  0°  et  'Ci"",  les  valeurs  de  V,  V,  V"  ; 

3»  Quel  est  le  composé  formé  dans  l'opération  6,  quelles  sont  ses  propriétés  ; 

40  Quel  est  le  composé  formé  dans  l'opération  c.  Que  savez-vous  sur  sa  densité  de  vapeur  à  différentes 
températures  et  à  différentes  pressions? 

N.  B.  —  Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  donnant  les  poids  alomi(iui's  des  corps  simples  et  le  volume  de 
la  molécule-gramme  des  gaz  parfaits. 

[10  juin,  (le  S  h.  t/S  à  .'>  h.  i/S.) 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ETIENNE 


Mathcmaliqi(C.<!. 

2281.  —  On  donne  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  OZ  et  ayant  pour  .section  droite, 
dans  le  plan  XOY,  une  spirale  logarithmique  L,  c'esl-à-dire  une  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées 
polaires  est  de  la  forme  P  =  ce". 

a  étant  une  constante,  p  et  0  les  coordonnées  polaires  d'un  point  delà  courbe  (vuir  la  ligure  1). 
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1°  Trouver  la  courbe  C,  intersection  de  ce  cylindre  et  d'un  cône  dn  rcvoiulion 
d'angle  au  sommet  2a  ayant  son  sommet  en  0  et  son  axe  parallèle  aux  génératrices 
du  cylindre.   Conslruirr^   la  projection  de  cette  courbe  0  sur  le  plan  Z0\. 

2°  Démontrer  que  le  développement  de  la  courbe  C  sur  un  plan  tangent  au 
cône   est   une   spirale  logarithmique. 

3°  Démontrer  que  la  section  par  le   plan   horizontal   XOY  de  la  surface  engendrée 
par  les  tangentes  à  la  courbe  C  est  une  spirale  logarithmique.  Déterminer  la  section  de 
la  même  surface  par  le  plan  ZOX. 
4°  A  chaque  point  M  de  la  courbe  C  on  fait  correspondre  un  point  M'  qui  est  la  trace  sur  le  plan  XOY  de 
la  tangente  en  M  à  la  courbe  C  ;  en  supposant  que   le  mobile  M  parte  d'un  point  Mo  cor- 
respondant à    0  =  0    pour  parcourir  la  courbe  C  avec  une  vitesse  uniforme  v,  déterminer 
a  vitesse  v'  du  point  M'  à  un  instant  (,  ainsi  que  le  rapport  des  chemins  s  et  s'  parcourus 
respectivement  au  même  instant  t  par  les  mobiles  M  et  M'. 

5°  On  considère  l'arc  MuMi  de  la  courbe  C  décrit  par  le  point  M  (voir  la  (igure  2)  quand  6 
varie  de  0  à  TT  ;  quand  le  point  M  se  déplace  sur  cette  courbe  de  Mo  à  Mi,  une  circonfé- 
rence ayant  pour  centre  M  et  tangente  a  OZ  décrit  une  surface  A;  on  deniande  de  calculer 
le  volume  V  compris  entre  cette  surface  et  le  plan    ZOX. 

1°  Le  problème  sera  traité  analytiquement,  mais  il  sera    tenu  compte  des  démonstrations 


REMAIlOUliS. 

géométriques  fournies  par  les  candidats. 

2°  Pour  obtenir  la  différentielle  d\  du  volume  V  qu'on  demande  de  calculer  dans  la  dernière  partie  du 
problème,  on  décomposera  ce  volume  V  en  cylindres  tronqués  par  des  plans  inliniment  rapprochés  passant 
par  l'axe  des  Z  et  faisant  entre  eux  un  angle  (^8. 

3°  Il  est  en  outre  rappelé  que  la  fonction  primitive  de  e^  est  «^. 


Calcul  trifjonométriqiie. 

2282.  —  Les  côtés  d'un  triangle  isocèle,  mesurés  en  mètres,  ont  pour  longueurs  a,   a  et 
jmmet  est  a  grades,  et  le  périmètre    2p  =  20  mètres. 

Une  quantité  A,  fonction  de  l'angle  a,  est  déterminée  par  la  formule 
, ,    a  b 


b.   L 


1  — 


y  =  606,5  —  0,695  6. 


20" 


Calculer  les  valeurs  de  A  qui  correspondent  aux  valeurs  suivantes  de  a  :  10^ 
Le  symbole  L  représente  des  logarithmes  népériens. 
On  utilisera  des  tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales. 

Nota. —  Le  module  de  transformation  des  logarithmes  népériens  en  logarithmes  vulgaires  est 


Epnrc. 

2283.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  paraboloïde  de  révolution.  — Données  :  Centre  de  la 
feuille  au  point  (). 

Os  —  Oi'  =  SO-"""  ;  ds  =  15'""'. 

La  droite  de  front  lA,  A')  fait  un  angle  de  45°  avec  le  plan  horizontal. 
Le  centre  de  la  sphère  se  trouve  au  point  (s,  s')  ;  son  rayon  est  deTO"""". 

Le  pai-aboloïde  est  de  révolution  autour  de    (A,  A')  ;    sa  courbe  méridienne   est  une  parabole  ayant  pour 
sommet  a'  et  pour  foyer  /'. 
,'^'  On  donne  l's'  =  80""",  fs'  =  70°"°. 

1°  Construire  un  point  quelconque,  avec  sa  tangente  : 
a)  des  deux  contours  apparents  du  paraboloïde; 
h)  de  l'intersection  des  deux  surfaces. 
2°  Construire  les  points  et  droite  remarquables  ci-après  : 
points  situés  sur  les  contours  apparents  des  deux  surfaces; 

points  de  la  projection  horizontale  de  l'intersection,  dont  les  tangentes  sont  parai - 
s  "^        lèles  à  A  ; 

droite  des  points  doubles  apparents  en  projection  horizontale. 
On  représentera  les  constructions  lu  et  2°  en  traits  noirs  discontinus  ou  en  traits  rouges. 
3»  Représenter,  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  : 


5'/ 

I 
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CM  projection  verlicale  le  solide  commun  aux  deux  surfaces  ; 
en  projection  horizontale  la  partie  de  la  sphère  extérieure  au  [i.naboloïde. 

4»  Hédiger,  sur  t'euille  séparée,  une  notice  explicative,  exposant  en  détail,  avec  notations  correspondantes 
sur  l'épure,  les  constructions  1°  et  2°. 
Titre  et  cadre  inulilcs. 

2284.  —  On  considère  un  cube  d'arête  l  et  de  niasse  spécifique  s,  qui  flotte  à  la  surface  de  séparation  de 
deux  liquides  non  miscibles  de  masses  spécifiques  s'  et  s".  Une  des  arêtes  est  verticale. 

Pour  mesurer  la  masse  spécifique  .?,  supposant  connues  s'  et  s",  on  imagine  le  dispositif  suivant:  le  cube 
porte,  par  l'intermédiaire  d'une  tige  verlicale  (  un  miroir  plan  m  incliné  à  45" 
(la  tige  et  le  miroir  sont  de  poids  négligeables). 

Le  miroir  renvoie  sur  une  lentilh;  convergente   L  les  rayons  issus  d'un  point 
lumineux  fixe  F,  placé  sur  la  verticale  de  I. 

I.orsiiue  i'  prend  la    valeur  initiale  .'o,  l'axe  optique  do  la   lentille  L,  qui  est 
horizontal,  passe  par  le  centre,   0,  du  miroir. 
On  observe  l'image  K'  de  V  et  l'on  demande  : 
1"  Le  lieu  de  cette  image  lorsque  s  varie  ; 

2"  La  relation  qui  existe  entre  s  et  la  distance  de  F'  à  sa  position  initiale  ; 
.3°  D'étudier  la  sensibilité  de  l'appareil. 
Applicatimi  nunuh-ique.  —     .«o  =  1.     s' =  i,  \,     «"  =  0,94,     /  =  9,8     (système  C.  (1.  S.). 
La  lentille  L  est  constituée  par  l'accolement  de  deux  lentilles  minces  : 

l»  Une  lentille  biconvexe  dont  l'indice  est  1,5  et  dont  les  faces  ont  chacune  pour  rayon  de  courbure 
R  =  R  =  100'="'  ; 

2«  Une  lentille  concavo-convexe  dont  l'indice  est  ),7:>  et  dont  la  face  extérieure  a  pour  rayon     H'  =  300"°. 
Lorsque  s  prend  la  valeur  .h,  la  somme  des  dislances     Ow  +  OF     est  égale  à  trois  fois  la  distance  focale 
de  L. 

Chimie . 
I    —  Rappel  sommaire  des  principales  réactions  du  chlore. 

II.  —  2285.  On  fait  passer  un  courant  prolongé  de  chlore  dans  une  solution  étendue  et  froide  de  potasse. 
On  obtient  ainsi  une  liqueur  A. 

D'autre  part  on  prend  Ki"^""  d'une  solution  d'anhydride  arsénieux  dans  l'acjde  chlorhydriquc  étendu  faite 
à  raison  de  le,98  d'anhydride  arsénieux  par  litre;  on  y  ajoute  une  goutte  d'indigo. 

On  fait  alors  tomber  goutte  h  goutte  la  liqueur  A  dans  la  solution  arsénieuse  jusqu'à  décoloration. 

A  ce  moment  on  a  versé  4""°'  de  liqueur. 

Un  demande  le  titre  de  la  solution  de  potasse. 

Donni'es  r)umériqiir^s  :  As  .;=  Tti,  K  =:  39. 


F; 

NJp 

m 

tf^    ' 

\. 

r 

1    ." 
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Leçons  de  mathématiques  spéciales,  par  M.  E.  Hmjtki.,  ancien  prof(>sseur  aux  lycées  Condorcet  et 
Saint-Louis,  inspecteur  général  do  l'inslruclion  Publiqiir.  —  Doux  volumos  in-S",  brochés,  30  fr.  (Hachette 
et  C",  Paris.) 

La  lâche  des  professeurs  de  mathématiques  qui  préparent  les  candidats  au\  grandes  Kcoles  scientiOques  (Eccio  Poly- 
terlmique,  Kcole  normale  supérieure,  etc.)  est  devenue  plus  lourde  dans  ces  dernières  aimées  par  suite  de  la  mise  en 
vigueur  de  programmes  plus  étendus  et  plus  élevés. 

Les  maîtres  ou  les  élèves  que  leur  santé  oblige  à  interrompre  un  instant  leur  elfort  se  voient  rapidement  débordés. 
L'ouvrage  que  publie  la  maison  Hachette  a  pour  but  de  remédier  à  cette  situation  et  de  faciliter  le  travail  de  tous.  L'auteur, 
après  une  longue  expérience  de  cet  enseignement,  a  fondu  les  diverses  parties  du  programme  de  façon  à  ré  luire  la  durée  de 
l'exposition  tout  en  augmentant  la  pénétration. 

La  lecture  de  ces  leçons  profilera  également  i\  tous  ceux  qui  désirent  poursuivre  des  études  mathématiques  dans  les 
Universités. 
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PREMIERE    PARTIE 


ÉCOLE  PROFESSIONNELLE  SUPERIEURE  DES  POSTES  ET  DES  TELEGRAPHES 

(2e  section.) 

Concours  de   1913. 


2149.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  T  des  coniques  (G)  représentées  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

y-  +  xy  -\-  a^  —  hj  =  0, 
X   désignant    un    paramètre   variable.  Indiquer   la  forme   de  la   trajectoire  qui  passe   par    le    point    de 
coordonnées    x  =  0,     y  ==  /t  ;     discuter. 

On  considère  un  arc  de  trajectoire  T  situé  au-dessus  de  la  droite  y  =:  a,  et  deux  points  X  et  B  sur 
cet  arc  d'ordonnées  2a  et  3a  respectivement.  Soient  A.V  et  BB'  les  arcs  des  deux  coniques  (C)  issues  des 
points  A  et  H  et  limitées  à  la  droite  y  =  a.  Calculer  l'aire  du  quadrilatère  limité  par  l'arc  AB,  les 
deux  arcs  AA'  et  BU'  et  le  segment  rectiligne   A'B'. 

Dérivons  l'equalion  des  coniques  (C;, 

y'  -t-  xy  -+-  a'^  —  Xî/  =  U, 
par  rapport  ii  x,  nous  avons  2i/y'  +  xy'  -+-  y  —  Xt/'  =  0  ; 

puis  éliminons  X  entre  ces  deu.v  équations,  nous  obtenons 

y^  -+-  xy  -+-  a^  ij 


{^>y^x)'/'-hy         y' 
ou     (1)  ^'(«2_^.)^^.^0. 

1 
C'est  l'équation  dilTérenlielle  qui   défiait  les  coniques    (C).    Bemplaçoiis-y    y'   par ,  - 

obtiendrons  l'équation  didérenlielle  des  trajectoires  T.  Nous  avons  ainsi 
,„,,  dx  ?/'  ,       "  /     1  1 


dy         !/'-  —  "'  '■2\y  -  a         y- 

L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 

■  ;/  —  rt  I 


ÏH-G=  J/H-  — L 


y- 


Telle  est  l'équation  générale  des  trajectoires  T. 

Déterminons  la  conslante    G   de  façon  que  la  courbe  passe  parle  point    x  =  0,    y  =  h 

obtenons  q  __  ^        ^  l.j  , 


puis,  en  retranchant  membre  à  membre. 


(.'')  x  =  v  —  h^—U- —  —  L 


2       A  -t-  a 


6J2 
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l'our  conslruire  celle  courbe,  nous  ferons  varier  t/  de  —  x  à  +  oc,  cl  nous  étudierons  les 
valeurs  correspondantes  de  ./■.  La  fonction  a:  est  discontinue  pour  1/  =  ±a,  et  dans  les  intervalles 
où  elle  est  continue  elle  adniel  une  dérivée  calculée  plus  haut, 

dx  1/  - 

d,j    ~    v'  —  a-  ' 
(lui  a  le  signe  de     y-  —  «■• 

Nous  remarquerons  que  pour     y  = —  oc,     x  =  —  ce.     et  pour     y  = -1-  30,     ,f  = -t-  »,     car  pour 


y  —  dzx,     L|— — ^ — I     a  pour  limite  zéro.  Pour     1/  :=   —  a 


y  ~~  " 


est  éiral  à 


î/  -4-  «  I        ■  I  !/-+-«  I 

y  :=  -t-azhi,     cette  fonction  est  égale  à     —  x. 

On  a  donc  le  tableau  de  variation  suivant 


:,     et  pour 


.'/ 

^^ 

^ 

/    0 

^---Jl 

V 

—   GC 

—  n 

-+-  " 

-+-  X 

,r 

—  72 

/ 

-t- w    1  +  X 

\ 

X     1   

X 

'           -t-  X 

cl  la  courbe  ci-contre. 

Les  branches  infinies  relatives  à    ly  —  ±  x      admettent  l'asymplole 


X  =  ,,  _/(  — _L 

car  si  on  retranche  les  équations  (3)  et  (4)  on  a 

a     \\\  —  a  \ 


2     I  1/  +  rt  I 
et  le  second  membre  a  pour  limite  zéro  quand  ;/   croit  indélinimciil.  De  plus,  on  a 

1  -    — 


V  —  a 

y  ^"  " 


X  restant  Uni  quand  y  croit  indcfinimeuL  Donc    x-X     est  de  signe  contraire  à   1/  pour  les  valeurs  de 
y  infiniment  grandes  :  ceci  détermine  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote. 

On  voit  sans  i>eine  que  toutes  les  trajectoires  orthogonales  ont  sensiblement  la  même  forme. 

l'osons  S,  =  aire  Ali<i,  S,  =  aire  A.Va,  S3  =  aire  BB'^^; 

l'aire  demandée  est  égale  à  S  —  Si  H-  S3  —  S^, 

dans  le  cas  de  la  figure. 

On  a 


(1/  —  a)dx,  et 


dx 


/  "'  il\y—n)   ,  i  !/-       , 

donc         S,  =  -'^ r^^y^  —7 — <^>J- 


On  lient  écrire 


1/-  —  a-  ^-  a' 


^  ;/  -  " 


î/~l~" 


L'inlégrale  iiidéliiiie  est      —  -  "7  -\-  "'L  y  -+-a) 


't  l'on  en  déduit 


aisément 
cT/e         p    15' " 

— ;f  D'autre  pail 


S,  =  ,r(^^  +  L- 
Si  =    /      {y  —  a)dx  ; 


mais,  le  long  de  la  conique  .V.V  ,  on  a     dx  —  -i ;      jiar  suite. 


-/ 


""  (;/  — "Ka"—  y'-\ 


dy. 
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(!/  —  «(  a-  —  1/2)  a-         a' 

<f  •  .'/      y- 

)/-                                 a' 
riutégrale  iiidélinie  tsl  — ^  -+-  ";/  -+-  (l'i^'j  h ^ 

el  l'iiilégrale  définie  est     a-(l  — Lit;     ou  a  cluiic     ^,  =  a-  l  —  Lii. 

/'■'  lu  —  n)(n-  —  if')    ,  j'  S        ,  .,  , 

Ou  a  de  mùme  S^  =    /     — \ ^^— rf.'y  =  a'{  -  —  U 

,/  *'J       ■   î^  \ 
et,  par  siiili!,  ^~"'\~k — '^    "o"  / 


;i 


IUmahouk.  —  l.a  formule  subsisln  quelle  que  soit  la  ligure.  Si  le  {'Oint  A.'   est  à  gauche  de    a,   l'aire 
AA'a  doit  être  précédée  du  signe     +     dans  la  somme  S;  mais  dans  ce  cas  cette  aire    AA'a   est  égale  â 


/ 


{y~ii)dv,     c'est-à-dire  à  la  valeur  do    S.,  chaii-ije  de  signe.  Même  observation  pour  l'aire  LlB'ji. 

L.  NAUCELLE,  à  La  Châtre. 
lionne  solution  par  M.  G.  L\cii,  à  Douai. 


2150.  —  On  demande  rinlégrale  gcnérak  de  l''équaiion  di/fércnlietlc 

d-ii  du        „  ,  ,-v 

2a;- -r4-  +  Ta-r^+  3y  =  cos  (v'x). 
aju-  dx 

Démontrer  qu'il  ;/  a  une  (nté<iriile  et  une  seule  qui  est  continue  pour     x  =   0,      et  donner  l'expression 
de  celle  intégrale. 

On  sait  que  ré(]uatiuu  sans  second  membre 

d'^u  du 

(i)  2x-^-74  +  '^-A  ^--'.y  =  ^ 

^  dx-  dx 

admet  deu.v  intégrales  de  la  forme  x'\   r  étant  une  constante  ;  pour  déterminer  les  valeurs  de  r,    nous 
remplaçons  dans  1  équation  y  par  x' ,  et  nous  obtenons,  après  avoir  divisé  par  x', 

ir(r  —  1  )  -^  7,'  -+- 3  =  2/--'  -^  or  -t-  3  =  0, 

3 
et  celte  équation  a  pour  racines     —  i     et     —  ^  • 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  donc 

_  3 

{'2)  A,i-'-hBx'    '■', 

A  et  H  étant  deux  constantes  arbiliains. 

Nous  aurons  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre 

(3)  -^--ri  +  "■'■-T-  ^-  -^V  =  cos  (A-) 

rfi"'  dx 

en  ajoutant  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  (I)  une  intégrale  particulière  do  (3).  Nous  appliquerons 

pour  la  recherche  de  celte  intégrale  lamélhode  de  la  variation  des  constantes  ;  en  d'autres  termes,  nous 

allons  chercher  une  intégrale  de  (3)  qui  ait  la  form?     Ax^'  H-  Bx    -,     A  et  B  étant  des  fonctions  de  x. 

_  j_ 
Posons  y  =  Ax^'-hUv    S 

nous  en  tirons 

'''I  V      0        •'  ,>     -V        ''-^        ,         -^'^      -i 

dx  2  dx  dx 

Nous  assujettirons  d'abord  A  et  li  à  la  condition 


GO  4 
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ou     (i) 


Il  reste  alors 


d\  du  -■'- 

-r-X    '    -h  —r-  X       -     =   0, 

dx  dx 

d\  dV,  -L 

\--7—x  '    =0. 

dx         dx 

dx  2 


I 


n  si  nous  dérivons  encore  une  fois,  nous  avons 


—-—   —    2A.I     "  H —  lix        ' r— 

dx'  4  dx 


■■i  d\i     - 

X 

2  dx 


Portons  ces  valeurs  de  y,    -y— >    —V  lii'ns  l'éciuatiou  (3;  ;  les  coellicients  de  A  et  li  sont  identi- 


dx        dx 
quenienl  nuls  [puisque  {"i)  est  l'intégrale  yénorale  de  l'équation  sans  second  membre],  et  il  reste 


d.\     ,,      a  d\i    -  ; 

dx  ~   dx 

Des  équations  (  i)  el  (5-J  nous  tiroas  sans  diflieulté 
d\  du 

=;  ros  \  X.  — —  =    —  \'X  COS  \  X, 


I 


d.r  '  dx 

et,  par  suite, 

A  =  /cos  \/xdx,  ^  —  ~  J  \x  COS  \/xdx. 

l'our  calculer  ces  intégrales,  posons     \'x  =  u,     x  =  m-,     dx  —  iudu  ;     nous  obtenons 
A  =  S/ucos  iidii,  B  =  —  -fu'  cos  udu, 

el  au  moyen  de  l'intégral  ion  par  parties,  on  obtient  sans  peine 

A  =  2(u  sin  II  -+■  cos  u)  =  'i{\jx  sin  •Jx  -t-  cos  /x), 
H  =  —  2i,n'-'  sin  u  -t-  2«  cos  m  -h  2  sin  ii)  =  —  2(a;  sin  \:x-\-  2v/a;cos  A'  +  2  sin  \lx). 

\  ^?-  i 

Multiplions  A  par     a.-"'     ou    — ^    B  par     x    -      ou   — -— ,  puis  ajuutoiis;  nous  obtenons,  après 

X  X  \'x 

avoir  simplllié,  la  Tonction 

4  sin  v'-'-'         2  cos  ^x 


(jui  est  une  intégrale  particulière  de  (3). 

11  en  résulte  que  l'intégrale  générale  de  l'éiiuation  (3;  est 

A  15  4  sin  \/x        2  cos  \fj. 


X         .i/x'  x\/x  X 

A  et  B  étant  deux  constantes  aibilraiies. 

Cherchons  pour  quelles  valeurs  de  A  et  B  cette  intégrale  reste  linie  pour     j  =  0.      Développons 
en  série  sin /r  et  cos /t  ;   nous  obtenons 

x^x         x-\x 


A  B 

X        aV' 


't     I    ,-        x,ix         x-^x 

-H — 7- h'-'  — T^^~n~' 

X        x\'x  \  i>  •>  l 


X  .1- 


A  -4-  2  B  1 


7-  +  ^  +  /U'i. 

/■(.i)  désignant  l'ensemble  des  termes  qui  s'annulent  pour     .r  —  0. 

Pour  que  cette  fonction  soit  linie  pour     .r  =  II,     il  faut  qu'on  ait     A  =  — 2,     B  —  0,     et  la  valeur 

(le  la  fonction  piiur      r  -i)     est  alors— • 

2         1  siii  )/ 1:         2  cos  \lx 
L'inté''raln  deniandéi;  e>t  lUnic 1 }~ 

"^  X  X\/X  X 

(i.  LACII,  i\  Douai. 
BoniHB  solutions  [.ar  MM,  K    Houuk,  à  Sainte  Barbe  ;  A,  Uousseai  ,  a  l'ounios-eii-Weiipes  ;  Gaston  Uov. 
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2151.  —  On  donne  un  eHipsoile  et  unpoint  M,  et  on  considère  /e«  droites  !)  telles  que  chacune  d'elles 
soit  perpendicul'iire  au  plan  passant  par  sa  conjuguée  par  rapport  A  l'ellipsoïde  et  par  le  point   M  . 

t"  Démontrer  que  par  un  point  de  l'espace  pass'nt  Irais  droites  D.  Peuvent-elles  former  ttn 
trièdre  trireclangle? 

2"  Pans  un  plan  \\  il  existe  en  (lénèraluw  senle  droite  1)  ;  quels  sont  les  plans  renfermant  une  infinité 
de  ces  droites  et  quelle  est  l'enveloppe  de  ces  droit''S  dans  chacun  d'eux? 

:>»  On  suppose  que  le  plan  P  se  déplace  pai  allélemenl  à  lui-même;  former  la  suffire  engen  Irée  par  les 
droites   D  situées  dans  les  positions  successives  de  ce  plan. 

4"  Pour  quelles  directions  du  plan  P  ou  bien  pour  quelles  positions  dn  point  M  celte  surf  ire  est-elle 
réductible  à  une  courbe  plane  et  quelle  est  cette  courbe? 

Soient 1-^+-^^ 1  =  0       l'équation  de  l'ellip^oïdp,  el        -^ -=  -^ — — ^  =  — 

a-  0-  I--  a  j 

celles  de  la  droite  D.   La  droite  conjuguée  do  celle-ci  est  l'intersection  des  plans  polaires  de  deux  poinis 
de  la  droite 


.rj,,         y  II.  ::„ 

a-  h-  r- 

n-         b^         c- 
le  plan  en  question  est  donc  l'un  des  plans  du  faisceau 

a-  II-  c-  \,  a-  h-  c'   ' 

c'est  celui  qui  passe  au   poini   M  de  coordonnées  .r,,  )/,,   :,.  qui  correspond,  par  suite,  à  la  valeur  de  X 
fournie  par  l'équation 


■'■,.'■1  .'/n'/l  -0  =  1  ,  1  /'    ^""l  fit 

a-  b'  c'  \  a-  h- 

Rn  écrivant  que  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  D,  nous  avons 


bi  c'  \   II-  h-  c-   I 


ii-:l  b-i  (■-; 

comme  X  est  déterminé  en  fonction  des  éléments  de  la  droite,  nous  voyons  que  cette  droite  satisfait  à 
deux  conditions,  et  que,  par  suite,  il  en  passe  un  nombre  limité  par  un  point  donné  de  l'espace. 

1°  Dès  lors,  soient  x^,  y„,  :„  les  coordonnées  de  ce  point.  Appelons  'j.  la  valeur  commune  des  trois 

rapports  ;  nous  aurons     ol  = -^ 3  =        ''"      ,      •;  =     ,,  ""    ,  ,     et,  en  portant  ces  valeurs  de 

''  n-a  —  A  b^n  —  A  c-u — /. 

a,  p,  7  dans  ia  relation  qui  donne  "' , 

rO^I  J/o'/l  ^o^l     _  XjQ.tl  h/gli,  '^'l'=l  _     Q 

f(2  b'^  C-  a-(a"-ijt  — X)  6-(/)-;ji  — X)  r-(r-a  —  )  ; 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  —  ou  en  -^;    il  y  a  donc  bien  trois  droites  D  qui  passent 


au   point  (x„,  >/„,  :„).   Elle  se  simplilio  d'ailleurs  et  s'écrit        _         .^    ,     .., 


_.i'o-r, .        '/o.Vi 

«';jt  —  K 


^  •'■,.''1  .'/o!/i  :o:i  ,        (. 

ou,  on  posant      —  =  -i,  — ^ 1-  -r- 1 1  — ■  U- 

[jt  n'^  —  -1         A-'  —  V         c-  —  V 

Avec  ce  nouveau  paramètre,  les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D  sont 

a=  -  V  •  ^         h^-  -■!  '         c'-" 

et,  pour  que  deux  d'entre  les  droites   D   soient  rectangulaires,  il  faut  que  l'on  ait 


60()  FCOI.E  SUPËRIEURE  DES  POSTES  ET  DES  TELEOUAPIIES 


or  1p<  deux  équations 

•■'•oTl  ,  ?/o'/l  ,  ^n: 


=  0; 


a-  —  'j 


„-.         ,7^-^=0' 


h-  -  v' 


1  =  0, 


rptranchéps  l'une  de  l'autre  donnent 

a'o-^i  ?/o'/i 


0. 


("--")(«■--•'')  (^^-vX/,^_./)  ,,-^^-,)(c^.-v') 

C'est  une  nouv(>lle  équation  du  second  deirré  en   /'  qui  doil  avoir  les  mêmes  racines  que  l'autre, 

■/  et  v"  ;   les  deux  équations  du   second   deprré  ne  doivent  donc  diflérer  que  par  un  facteur  constant,  et 

.r„  i/„  z„ 

reci  rondnit  facilpmenl  aux  relations    —  =  -^-  =  — >     qui  >(iiil  évidemment  suffisantes.  La  condition 

.r,  i;,  r-, 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  D  qui  passent  au  point  (r„,  i/„.  Z:,)  forment  un  Irièdre  Irirec- 
tangle  est  donc  que  ce  point  soit  sur  le  diamètre  du  point  M. 

Quand  le  point  est  au  point  M  lui-môme,  l'équation  qui  donne  v  est 

-"TITT  -^  "F^T  "^  7^  -1=0: 
c'est  celle  qui  donne  1ns  trois  paramètres  des  surfaces  liomoforale^  à  l'ellipsoïde  et  qui  passent  au  point 
M  ;  les  droites  U  «ont  alors  les  normales  ii  ces  surfaï^es  et  on  retombe  sur  un  théorème  connu. 

^o  Dans  tm  plan  P,      u,r -+- i>i/ -t- ?/•:-<-?•  =  0,      il   peut  y  avoir  des  droites  D;  il   suffit,  pour  cela, 
qU''  deux  points  de  l'une  do  ces  droites  (■'■„,;/„,  :„,  i)  et  (ot,  (J,  y,  0),  soient  dans  le  plan  P,  et  ceci  donne 

î/.To  -t-  w.v„  -+-  Il  :o  ^-  )■  =  0, 
nx-h  v^  -)-  W(  =  0, 
et,  en  rapprochant  ces  relations  de  celles  du  début,  nous  avons  les  trois  équations  que  voici  : 

vr„  -I-  in/o  +  irZi,  -i-  )•  =  0, 
j/r„  y?/„  /(■:„ 


//-  — 


=  0, 
1=0. 


o^_v         t,"-  —  ',         ,■■-- 

Ces  équations  nous  donnent  x„,  )/„,  za  en  fonction  de  v  ;  il  est  facile  de  voir  que  ce  sont  des 
fonctions  homoprraphiques  de  v,  ce  qui  met  en  évidence  ce  fait  que  le  lieu  du  point  (.r„.  j/,,  :„)  est  une 
droite. 

Pour  cela,  posons —  =  X,     — ~ —  =  V,    — ~ — =  Z  ;     nous  aurons 

II-    V  /;2     _      ,;  p-i    _    V 

u{a-  -  v)X  4-  w(//'   -  v)Y  +  wir-  -  •;)/  =  -  r, 
ii\  -h  l'Y  +  ir'/.  —  0, 
.T|\  -h  u,\  -hzj.  =  1; 
en  vertu  de  la  seconde,  la  première  se  réduit  à 

vn-\  -+-  vli-\  ■+-irc'''A  =  —  r, 
et  il  saute  aux  yeux  que  X,  Y,  Z  sont  des  constantes  qui  ne  dépendent  que  de  u,  v,  w,  a-,,  y,,  ;,  ;  donc 
le  point  .T„,  ?/„,  :„  décrit  une  droite  parfaitement  déterminée  en  général  ;  c'est  la  droite  D  qui  est  dans 
le  plan  P. 

Pour  qu'il  y  ait  une  infinité  de  droites  D  dans  le  plan  P,  il  faut  que  les  trois  équations  en  X,  Y,  Z 
aient  une  infinité  de  solutions  ;  ceci  exige  que   le  déterminant  des  coeflicients  des  inconnues  et  un 
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caractérisliqufi  soient  nuls.  Soit  alors 


un  déterminant  principal  ;  les  deux  conditions  seront 
a'^  v/r  >i\ 


vb' 


y> 


0 

+  1 


=  0. 


0. 


ou  T^vir'!)^  —  (^)  -4-  y,iiui{c^  —  n-)  -H  z,ui>',n-  —  b-) 

uv[ii' —  //')  —  r{iiy,  —  vx,)  =  0. 

La  première  de  ces  équations  représente  une  conique  du  plan  de  l'infini,  tangente  aux  trois  plans 
de  coordonnées;  la  deuxième  représente  une  conique  du  plan  des  xy,  tangente  aux  axes  et  à  la  droite  du 
plan  de  l'infini  qui  est  dans  le  plan  des  xy  :  c'est  une  parabole. 

Les  plans  P  enveloppent  une  développable  de  quatrième  classe  définie  par  ces  deux  coniques.  Cette 
développable  a  encore  deux  autres  lignes  doubles  situées  dans  les  deux  autres  plans  de  coordonnées  et 
qui  s'obtiennent  en  annulant  les  deux  autres  déterminants  du  troisième  ordre  formés  avec  les  trois 
équations  linéaires  en  X,  Y,  Z. 

Pour  avoir  l'enveloppe  des  droites  D  qui  sont  dans  l'un  de  ces  plans  particuliers,  il  faut  écrire 
qu'un  plan  variable  contientcette  droite,  désigner  par  m„,  y„.  w„,  r„  les  coordonnées  du  plan  particulier  P 
choisi,  et  éliminer  Xo,  j/o,  =0  et  v  entre  toutes  les  équations  ainsi  obtenues.  Nous  trouvons  ainsi  d'abord 

iix„  -+-  vy„  -+-  /i'z„  -+-)•  =  0, 


■  v3 


0 


/,- 


-hii< 


C-  —   V 


Introduisons  les  variables  X,  V,  Z  ;  nous  aurons  alors 

nn-\  -)-  vb-Y  -+-  ioc^7j  ~\-  r  =  Q, 

uX  -+-  wY-t-  irZ  =  0, 

u„n-K  -f-  "o'^'Y  -I-  "'„c-Z  H-  )•„  =  0, 

M^X  -+-  i'„Y-i-  ir^Z  =  0, 

.r,X  +  )/,Y-i-:,Z-  1=0: 

or  nous  sommes  dans  le  cas  où  les  trois   dernières   équations  se  réduisent  à  deux;   en  supprimant 

la  dernière  et  éliminant    X,  Y,  Z    entre   les  quatre  autres,   nous  avons   l'équation  tangentielle  de 

l'enveloppe  : 


b-^u 


''(1 


i) 


0 


=  0. 


C'est  une  équation  du  second  ordre  qui  a  pour  solution  double  «„,  i\,  h',,  n,  qui,  par  conséquent, 
représente  une  conique  du  plan  »/„,  dq,  ii'„,  r^.  Cette  conique  est  tangente  au  plan  de  l'infini  et  aux  trois 
plans  de  coordonnées.  C'est  une  parabole  tangente  aux  trois  plans  de  coordonnées. 

.3»  Revenons  au  cas  général  et  supposons  que  le  plan  P  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  c'est-à- 
dire  que  u,  V,  w  soient  données  ;  nous  aurons  alors  le  lieu  de  la  droite  D  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
du  point  x„,  y^,  z„,  en  éliminant  r  et  v  entre  les  trois  équations 

ux„  -+-  vyo  -H  wzt>  -H  ?'  =  0, 

3-0  ?/o  -„ 


h- 


-    r=  0, 
1  =0; 
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or,  r  est  tout  éliminé  par  la  suppression  de  la  première  équation;  il  n'y  a  donc  qu'à  éliminer  •' 
entre  les  deux  dernières  équations  ;  on  peut  aussi  calculer  x^,  i/^,  :„  en  fonclion  de  deux  paramètres, 
dont  l'un  sera  v,  et  l'autre  une  fonction  quelconque  de  v,  par  exemple 


?/" 


Calculons  .th 


nous  aurons 


(I-  —  V  0'  — /         c^  —  V 

pour  cela,  formons  une  combinaison  homogène  des  deux  dernières  équations 


h'- 


c'  ■ 


=  0; 


les  deux  équations  homogènes  nous  donnent  alors 


et,  en  portant  ces  valeurs  de 


l'iiii; 


-1; 

?/o 


dans  l'équation  non  homogène 


nous  obtiendrons 


et,  ensuite, 


p{vz 


■  "'Vi  ■ 


f/'  —  : 


■  U'X^  —  1lZ^  -f-  ut/, 


u.r,)  =  1, 


X|(/(' 

^0  =  ('I-  —  ■')  - 
1 


ir  —  V  - 


(x(o: 


l(D—  m) 

-"'.Vi^ 


t>)  •+-(/,'«  —  11')- 
i  —  w  -h  H^()i'.r,  — 


mU'- 


(C^-V)- 


[ic  —  u)  -H  i/i{u  —  ;(,')  H-  :i(y  —  u) 

V  M  -1-  (Jl(î't/l  VX,) 


-  0}  -j-  ?/i(m  —  w)  -+-  z,[v  —  u) 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  de  la  surface.  Cette  surface  est  une  surface  doublement  réglée, 
c'est  une  quadrique,  dont  les  deux  systèmes  de  génératrices  sont  en  évidence.  C'est  évidemment  un 
paraboloïde  hyperbolique. 

Quant  à  la  quatrième  partie,  elle  n'a  aucun  sens,  elle  est  absurde,  puisque  la  surface  est  une 
surface  ponctuelle  qui,  en  aucun  cas,  ne  peut  dégénérer  en  une  courbe.  Mais  i!  y  a  un  cas  particulier 
intéressant  cependant  ;  c'est  le  cas  où  u,  v,  lu  sont  proportionnels  à  Xj.  j/,,  z^,  c'est-à-dire  le  cas  où  le 
plan  P  est  perpendiculaire  au  diamètie  CM.  Dans  ce  cas,  les  équations  précédentes  n'ont  aucun  sens. 
Cela  tient  à  ce  que  la  droite  I)  est  rejetée  à  l'infini  et  n'a  plus  de  lieu  proprement  dit. 

Enfin  il  est  inléressant  de  remarquer  que  les  droites  D  font  partie  du  complexe  des  droites 
perpendiculaires  à  leurs  conjuguées,  du  complexe  des  axes. 

Remarques  géométriqi-es.  —  llest  facile  de  délliiir  simpleuiciiL  losdroiles  li.  Coii'-uli'rons  en  elïetle  plan 
polaire  du  point  M,  leplan  (x.etsoitA  le  pied  de  la  droite  D  sur  ce  plan;  le  plan  polaire 
de  A  passe  par  la  conjuguée  de  D  et  par  le  point  M  ;  c'est  donc  le  plan  de  l'énoncé  ; 
alors  la  droite  D  est  perpctidiculaire  à  ce  plan.  Les  droites  D  forment  donc  une 
congruence  définie  de  la  façon  suivante  :  par  chaque  point  d'un  plan  fixe  (a,  on 
mène  une  droite  perpendiculaire  au  plan  polaire  de  ce  point  ;  ce  sont  les  droites 
D.  Elles  l'ont  partie  du  complexe  des  droites  perpendi(;iilaires  i\  leurs  conjuguées 
nu,  f.o  qui  revient  au  même,  du  complexe  des  droites  obtenues  en  abaissant  de 
chaque  point  de  l'espace  une  perpeiulii'ulairc  siu-  le  plan  polaire  de  ce  point. 

Cherchons  les  droites  de  ce  complexe  qui  passent  par  un  point  P  de  l'espace. 
Une  pareille  droite  PU  doit  contenir  le  l'ôle  d'un  plan  qui  lui  soit  perpendi- 
culaire ;  ce  point  B  est  en  outre  sur  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction  de 
plan.  On  sait  que  ces  points  H  décrivent  la  ciil)i(iuc  d'Apollonius  du  point  P; 
cette  cubique  coupe  le  plan  .a  en  trois  points  ;  il  y  a  donc  trois  droites  D  qui 
passent  au  point  V. 
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Voyons   maintenant   combien    il 


dans 


plan  a  quelconque.  Ce  plan  coupe  le  plan  (jl 
suivant  une  droite  A  Soit  ^'  la  conjuguée  de  A;  cette  droite  a'  passe 
au  point  M,  pôle  du  plan  jji  ;  abaissons  de  A'  un  plan  perpendicu- 
laire sur  le  plan  x  ;  la  droite  D  du  plan  a  sera  celle  qui  correspond  à  ce 
plan.  Elle  est  donc  bien  déterminée,  parce  que  ce  plan  mené  par  ^'  perpen- 
diculairement au  plan  a  est  bien  déterminé,  en  général.  Mais  si  la  droite  A' 
est  perpendiculaire  au  plan  a,  le  plan  indiqué  est  indéterminé  et  il  y  a  une 
infinité  de  droites  D  dans  le  plan  a.  Ces  droites  étant  perpendiculaires  à  leurs 
conjugués  sont  les  droites  de  ce  complexe  qui  sont  dans  le  plan  a;  elles 
enveloppent  la  conique  du  complexe,  et  on  sait  que  c'est  une  parabole. 

Quant  aux  plans  a  de  cette  espèce,  chacun  d'eux  est  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  joint  son  pôle  au  point  M.  Ce  sont  donc  le.s  plans  polaires  des 
points  de  la  cubique  d'Apollonius  du  point  M.  Ils  enveloppent  la  développable 
réciproque  de  cette  cubique  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

Consiilérons  maintenant  un  plan  ordinaire  a,  qui  se  déplace  parallè- 
lement à  lui-même.  Le  plan  perpendiculaire,  a',  mené  par  a'  tourne  autour  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  cette  direction;  donc  son  pôle,  A.,  décrit  une  droite  dans  le  plan  (j..  D'autre  part,  la  série  A  est 
homographique  à  ce  faisceau  de  plans,  et  la  droite  AD,  perpendiculaire  aux  plans  du  faisceau,  reste  parallèle 
à  un  plan  fixe  et  trace  sur  la  droite  à  l'infini  de  ce  plan  une  division  homographique  aussi  au  faisceau  de  plans. 
Donc  elle  engendre  un  paraboloïde  hyperbolique. 
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ÉCOLE  DES  PONTS   ET  CII.XUSSEES 
Cours   spéciaux. 


Aiij'-bre  et  Analyse. 

3 
1.  —  2286.  Une  chaîne  AB  placée  sur  un  cylindre  circulaire  horizontal  embrasse  les  —  de  la  circonférence 

d'une  section  droite  ;  le  coefficient  de  frottement  a  une  valeur  telle  que,  la  chaîne  étant  sur 
le  point  de  glisser,  l'extrémité  A  soit  juste  au  niveau  de  l'axe  du  cylindre. 

Dans   ces  conditions,  on  démontre  que  ce  coefficient  de  frottement  x  est  racine    de 
équation 

3--r  _ 

il  —  ic—x-)e>'     — 2a;y/-2  =  0. 
1°  .Montrer  que  celte  équation  a  une  racine  et  une  seule  répondant  à  la  question. 
2°  Calculer  cette  racine  à  un  centième  près  en  prenant 


loge  *   =  1,0232823. 

2287.  Quelle  est  la  courbe  plane  pour  laquelle  la  distance  NT  entre  les  points  d'incidence  de 
la  normale  et  de  la  tangente  avec  l'axe  Ox  est  constante  :    NT  =  2^? 

Montrer  qu'en  déplaçant  cette  courbe  parallèlement  a  O.i-  on  forme  un 
système  orthogonal. 

Nota.  —  11  est  facile  de  calculer  l'intégrale  à  laquelle  on  parvient  ;  mais  cette 

opération  est  peu  utile  et  il  est  commode  d'étudier  la  courbe  sur  celte  intégrale 

elle-même. 

[Durée  :  4  heures.) 

Grométrie  et  Mccaniqtie. 
1.  _  Une  plaque  carrée  homogène  de  côté  a  et  de  poids  1'  est  mobile  autour  d'un  axe  horizon  lai  coïnci- 
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danl  avec  rmii.',  AI!,  de  ses  diagonales  ;  celle  plaque  étant  placée  liurizonlatenient,  on  laisse 
tonilier  une  bille  lionioyènc,  de  poids  p.  dont  le  centre  décrit  la  verticale  du  sommet  C  et  (jui 
atleinl  ce  sommet  avec  une  vitesse  v^. 

I, es  deux  corps  étant  regardés  connue  parfaitement  élastiques  (ce  serait  à  peu  près  le 
cas  d'une  petite  balle  pleine  en  caoutchouc  et  d'une  plaque  d'ivoire)  quelle  vitesse,  i\  prend 
la  bille  aussitôt  après  le  choc  '? 

Kn  déduire  a  priori  la  vitesse  c'  prise  par  le  sonimcl  C.  et  la  \ liesse  aiit^ulaiie  <■)  prise 
par  la  plaque. 
Donner  en  particulier  à  I'  les  valeurs  :ip.  iip  et  i2p. 

iul  être  utile  d'introduire  dans    un   mécanisme  un  cordon  dont  la  tension   demeure  constante 
pendant  le  mouvement,  bien  que  ce  mouvement  ne  soit  pas  unirorme. 
Traitera  cet  é^'ard  le  problème  suivant  : 

Un  coulisseau  sphérique  M,  de  poids  P,  considéré  dans  le  calcul  comme  un 
point  matériel,  peut  se  mouvoir  dans  une  coulisse  courbe  C  installée  sur  une 
planchette  horizontale  II.  Ce  coulisseau  est  lixé  à  l'une  des  extrémités  d'un  cordon 
flexible,  inextensible  et  de  poids  négligeable,  qui  traverse  la  planchette  par  un 
œil  0  ;  le  cordon  supporte  un  poids  Q  par  son  autre  extrémité. 
ck  L'œil  0  et  la  coulisse  C   sont  polis  ;  de  plus  un  dispositif  permet  au  coulis- 

^^  seau  M  de  rouler,  de  sorte  que  les  frottements  sont  négligeables,  de  même  que 

les  autres  résistances  passives. 
Le  système  étant  lance  d'une  certaine  position  initiale  de  manière  que  le  poids  O  se  déplace  verticalement, 
le  point  M  ayant  la  vitesse    initiale  in  et  la  tension   du   cordon    prenant,  au  tiioyen  d'un  autre  dispositif,  une 
valeur  initiale  ï  : 

l"  Former  l'équation  diirérentielle  à  laquelle   doit  satisfaire  la  courbe  C  i)Our  que  la  tension  T  du  cordon 


'f^, 


H 


reste  constante  pendant  le  mouvement  : 

2"  Intégrer  cette  équation  en  supposant  que 


P,      f  =  —    et  que  le  brin  UM  soit  normal  à  la  coulisse 


pour  la  position  initiale  du  coulisseau,  puis  indiquer  la  forme  de  la  courbe  obtenue. 

3°  le  brin   U.M    étant   encore    normal   à   la  coulisse   dans  la  position    initiale  du  coulisseau,  quelle  serait 
cvUleiiiment  la  forme  de  la  coulisse  si  l'on  prenait     T  ~  U     en  laissant  d'ailleurs  P  quelconque? 

4°  Qu'est  la  courbe  C  lorsque  l'on  fait     r„  =  U     dans  l'équation  générale  du  1"  ? 

[Durée  :  4  heures.) 

Kpurc  lie  perspective  cavalicre. 

Inr  tour  faisant  saillie  sur  le  parement  d'un  mur  vertical  dont  la  trace  liori/ontale  est  ah  est  limitée  aux 
surfaces  suivantes  : 

1°  La  partie  extérieure  au  mui',  et  limitée  en  projection  verticale  au  contour 
a'b'f'r/'e'a',  d'un  cylindre  de  révolution  d'axe  (os,  u'i'): 

2°  La  partie  extérieure  au  mur,  et  limitée  en  projection  verticale  au  cnntour 
a'c'b'à',  de  la  denii-splière  de  centre  (o,  o')  et  de  même  rayon  que  le  cylindre  précé- 
dent, et  qui  surmonte  ce  cylindre  ; 

H'J  La  trompe  cylindrique,  limitée  en  projection  verticale  au  contour  c'i/'f'e', 
qui  est  engendrée  par  une  génératrice  horizontale  parallèle  à  {cf,  cf)  s'appuyanl 
sur  la  courbe  gauche  dont  les  projections  sont  l'arc  de  cercle  ejf  de  centre  n  et  le 
demi-cercle  e'ij'f'  de  centre  i'. 

A  l'échelle  du  dessin,  le  rayon  commun  du  cylindre  d'axe  (oc,  <»':')  et  de  la 
sphère  de  centre  (o,  o)  est  de  10"°  ;  la  distance  du  centre  (o,  o")  au  parement  du 
mur,  de  4'="';  la  hauteur  du  rectangle  d'occupation  de  la 
partie  cylindri(iuc  de  la  tour  sur  le  mur,  de  ac^". 

Faisant  correspondre  au  trièilre  de  référence  (oonj^, 
o'x't/z')  l'image  U.\YZ  ci-contre  sur  laquelle  OY  est  dirigé 
suivant  la  bissectrice  de  l'angle  XOZ,  le  rapport  de  réduc- 
tion le  long  de  cet  axe  nV     ' 


(Il 


•tant  égal  ;i 


0 


a) 


-^1.5° 


perspective  cavalière  de  la  tour  en  saillie. 

On  ne  dessinera  en  trait  noir  que  les  lignes  d'intersection  ou  de  raccordement 
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do.  la  tour  et  de  la  trompe  avec  le  mur,  la  ligne  d'intersection  de  la  tour  et  de  la  trompe  et  le  contour  apparent 
de  l'ensemble  {les  parties  vues,  en  trail  plein;  les  parties  cacliées,  eti  Irait  interrompu).  Les  lignes  de  construc- 
tion seront  tracées  à  l'encre  rouge. 

Xotn.  —  Prendre  la  direction  du  grand  coté  de  la  feuille  pour  celle  de  la  verticale. 

^Uuiée  :  3  heures.) 
4. 

DEUXIÈME     PARTIE 


AXALYS1-: 


2137.  —  1"  Intégrer  ri><juali(ni  diprentieJAo 

dit  ,.  e' 

(E)  -r -7^ -!-»■+  1  V  =     ,  ., =• 

dx  ^/x-  —  \ 

2»  Quelle  relalioii  1/  u-t-il  entre  le.t  courbes  inlégrales  de  l'équation   (K)  et  la  courbe 

—  e-*'  -T 

3°  Construire  la  courbe  (C). 

3 
4"  La  courbe  (C)  coupe  t-elle  la  droite     y  = —  ? 

{Certififot  d"  iiialliémaliqiies  générale'!,  Lyon,  juin  i9tS.) 
1.  Posons     )/  =  m\     u  et  »  étant  deux  fonctions  de  x  dont  la  seconde  peut  être  choisie  arbitrai- 
rement. L'équation  dillérentiello  devient 

ou 

V     dv        ,         ,     ~\  du  e' 

Déterminons  la  fonction  i>  de  façon  que  le  coefficient  de  u  soit  nul  ;  nous  avons 

dv 

X  — (i-h  1  )u  =  0, 

dx 

dv         x^\    ,          (^         1  \  . 
ou  —   =  dx  =     4  H \ix. 


ou,  en  intégrant.  Lu  =  x -i- Lx,  et  u  =•  xe' . 

Il  est  inutile  d'introduire  une  constante  arbitraire  puisqu'on  peut  particulariser  la  fonction  w. 
Remplaçons  r  par  cette  valeur  dans  l'équation  (1)  ;  le  coefficient  de  n  est  nul,  et  nous  avons 

^  ^  ~dx   ~    v/x^— i  ' 

—  d~ 

=  — (sgnx) -;==•■     \) 


"''"         v''-^  V'--^ 

L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 

XI  —  ^^  (sgn x)v/ 1 -)-  C  = 


(•)  (sgn  X)  désigne  le  signe  de  x.  On  a,  en  effet. 


v':F^^  =  Y/x-(l-ij)  =  ^xyt--^=    lx|.0-iï  =  (sgnx)xy/l--^ 


fiiS 
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/  ^x-  —  1  \  

On  a,  par  suite,  y  =  uv  —  .re'{ i-C  1  =  e'/r- — 1  4-Cjv>', 

C  désignant  une  constante  arbitraire.  Telle  est  l'iiilégrale  générale  de  l'équation  (E). 
2.  l-'équalion  de  la  courbe  C, 

^-)  y  =-  - — 7/V-T- 

(x-  +  i  )  v'.r-  —  1 
se  déduit  de  l'équation  différentielle  (E)  en  v  faisant    -^  =  0.     On  en  conclut  que  la  courbe  (C)  est  le 

lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  0.r  aux  courbes  intégrales  de  l'équation  (E). 

la  fonction  y  définie   par  l'équation   (2)  est  définie   pour  toutes  les  valeurs   de    x  extérieures  à 
l'intervalle     (—  \,     -t- 1). 

La  dérivée  de  cette  fonction  s'écrit 

,  e-'xix  —  2) 


[x -\- \  f-(x  —  \)sl x"^  —  1 
On  en  déduit  le  signe  de   y'   dans  les  intervalles    (— oo,    —1)     et    (-hl,     -hx;)     et  la  variation 
de  la  fonction  dans  ces  intervalles  : 


x 

—  M 

-  1 

y' 

+ 

y 

0 

/ 

-4-x 

+  1 

+  2 

-t-oo 

-+- 

0 

- 

00 

/ 

«2 

\ 

—  00 

3s/3        3x1,732 
est  compris  entre  1,42  et  1,43  ;  on  a  donc 
en  deux  points. 


La  courbe  correspondante   se  construit  alors  sans  dilTiculté.    La 

branche  infinie  relative  aux  valeurs  infinies  positives  de  x  est  parabo- 

y 
lique  dans  la  direction  0;y,  car  ^—  est  iniini  pour    x  =  -^-  x  . 


3.    Pour  que  la  courbe  rencontre  la  droite     ;/  =  —  — .     il  faut 

qu'on  ait     "A^  <  4'     Or  o"  a    ^<2,72,    c-<7,3984.     v/3>l,732, 
ov3         2 

c^            7,3984         ^      ^  .,,  ,.„,     ,.,         ,  ,  , 

et      — ^  <; On  vérifie  sans  dilliculle  que  le  second  membre 


«2         3  3 

— _<;_ ,     et  la  courbe  rencontre  la  droite    y  =  —  — 

tv'3        2  2 

R.  DIIFOI'B.  école  normale  de  Nancy. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Gaston  liériKh,   20<  d'artillerie,  h  Poitiers;   G.  MourFLfiT,  à  Lyon;  I-.  Simov,  ii  Tourmies  : 
L.  THiHinnER  ;  Ninis,  lycée  de  Nancy. 
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2143.  —  (Ji\  donne  une  ellipse  et  un  point  0  fixe.  Au  point   M  chi  },lnn  on  fait  an-rcspondre  le  point 
M'  tel  que  la  droite  MM'  passe  par  le  point  G  et  que  les  poliiirex  dei  points   M,   M'  soifnl  perpendiculaires. 
Etudier  la  correspondance  entre  les  points  M  et  M'. 
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Nous  rapporterons  l'ellipse  (lonn(5e  à  ses  axes,  et  nous  désignerons  par     -^  -h  —r  —  '   =0     son 

équalion,  par  x„,  ;/o  les  coordonnées  du   point  fixe  donné  aussi,  0. 

Rien  ne  distingue  le  point  M  du  point  M'  ;  la  correspondance  entre 
les  deux  est  involutive  ;  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  de  M 
en  fonction  de  celles  de  M'  sont  les  mêmes  que  celles  qui  donnent  les 
coordonnées  de  M'  en  fonction  de  celles  de  M. 

Désignons  alors  par  a,  lî  les  coordonnées  de  Al,  par  a',  B'  celles  de 
M',  et  écrivons  que  les  deux  polaires  sont  rectangulaires  :  nous  aurons 

a'  b* 

d'autre  part,  les  deux  points  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  U,   et  ceci  donne 

»'  —  -l'o       P'  —  y« 

Soit  )>  la  valeur  commune  de  ces  rapports  ;  nous  avons 

a    =    a'„  -I-  ).(a'   —    J'y), 
?  =  yo^  X?''  -  I/o), 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  première  relation, 

o)    m'  -  Il 


a'*  b'  L  <^' 


b' 


V- 


Cette  relation  donne  X  : 

en  appelant  D'  le  dénominateur 
Nous  déduisons  de  là 


b' 


D' 


—  X,)     ,     §'(?■'— ?/o) 


A' 


-(a'. 


P  >./o 
b' 


—  0/  ^'^0  ~  "''■'/o 


de  même,  ?  =  '■^' 

Ce  sont  les  deux  formules  de  transformation. 
Les  formules  inverses  sont  de  même 

i     -'  =  ?> 


ftiD' 

x'(/„  —  p'ar,, 


a(, 


b'D 
fl'D 


La  transformation  est  donc  une  transformation  biralionnelle  involutive  du  second  ordre  :  à  un 
point  M  correspond  un  point  M'  et  un  seul  ;  à  une  droite  (D)  correspond  une  conique  (C)  ;  à  une 
courbe  d'ordre  n,  une  courbe  d'ordre  2». 

Nous  voyons  en  outre  que  le  point  M'  est  indéterminé  quand  le  point  M  est  au  pomt  (x»,  y»)  ou  à 
l'origine  des  coordonnées;  ces  deux  résultats  étaient  évidents  géométriquement.  Dautre  part,  quand 
le  point  M  se  meut  sur  une  droite  passant  au  centre  de  l'ellipse,  le  point  M'  se  meut  aussi  sur  une 
autre  droite  passant  en  ce  point.  Enfin,  quand  le  point  M  est  à  l'infini,  le  point  M'  décrit  la  conique 
D'  =  0. 


fi!4  PHYSIQUE 

En  mellnnl  les  coordonnée-  -',   S'  sou?  la  forme 

,  A(a.  ?)  ^_,  B(. 


Dfa,  p)  ■  D(«.  S) 

il  est  facile  de  constater  que  les  trois  coniques  A=0,  B  =  0,  D  =  0  se  coupent  au  point  0  et  au 
point  C,  centre  de  l'ellipse,  où  elles  sont  en  outre  tangentes  (ou  plutôt,  elles  ont  doux  points  conlondus 
communs  en  C).  Ceci  explique  que  la  transformation  soit  birationnelle. 

Géométriquement,  les  deux  rayons  CM  et  CM'  sont  conjugués  de  doux  directions  rectangulaires 
dans  l'ellipse:  ils  forment  donc  deux  faisceaux  homographiques  en  involution.  Alors  si  le  rayon  CM 
est  fixe,  le  rayon  CM'  est  fixe  aussi,  (^tuand  le  point  M  décrit  une  droite  (D),  les  deux  faisceaux  CM  et 
OM  sont  homographiques  à  la  série  M,  et  comme  le  faisceau  CM'  est  homographique  à  CM,  il  en 
résulte  que  les  deux  faisceaux  CM'  et  OM'  sont  homographiques.  Le  lieu  de  M'  est  donc  une  conique 
qui  passe  aux  points  0  et  C.  Toutes  ces  coniques  ont  d'ailleurs  la  même  tangente  au  point  C  ;  c'est  le 
rayon  CM'  conjugué  de  CO  dans  l'involution  indiquée. 

Si  la  conique  donnée  était  une  hyi)erbole,  les  calculs  seraient  aussi  commodes,  tout  pareils,  les 
raisonnements  géométriques  aussi. 

Enfin,  le  cas  de  la  parabole  se  traite  de  même  aisément. 

Solutions  satisfaisantes:  MM.  G.  I,ai;h,  à  Douai  ;  A.  Rousseav.  à  l'oiinies-en  Wfppes  ;  L.  Skmos,  à  Fourmies  :  L.  Thibi.ngeb. 
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2202.  -  1.  D'ins  un  luhi'  de  Torrkell'i  lujnnl  i""-  de  secl'ion  et  -2'", 7.5  de  hnuleur  nii-dexsu.i  du  mercure 
de  la  cunelle,  on  fait  passer  un  oohnne  V  d'air  humide  à  1,'élat  litjijrnmélrique  e  :  re  volume  est  mesuré  à  la 
température  l  et  nous  la  pression  atmosphérique  P  correspondant  à  une  hauteur  H  de  mercure  à  0°. 

On  demande  à  quelle  hauteur  se  fixera  le  niveau  du  mercure  dans  le  tube  et  quel  sera  l'état  h\iqromé- 
Iriqiie  de  l'air  contenu  dans  le  tube. 

La  pression  qui  rèf/ne  sur  Ir  mercure  de  la  ciivelle  est  la  pression  atmosphérique  P  .•  /'/  température  du 
milieu  ambiant  est  t. 

On  supposera  I»  dilatation  du  mercure  da)is  le  lube  négligeable. 

On  représentera  par  F  la  tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  à  la  température  I. 

2.  On  augmente  ensuite  la  pression  qui  régne  sur  le  mercure  de  la  cuvette,  jusqu'au  moment  précis  où 
la  vapeur  d'eau  devient  saturante  à  la  température  t. 

On  demande  quelle  sera  l'augmentation  de  pr-ession  P'  —  P  nécessaire  et  à  quelle  hauteur  se  fixera  le 
niveau  du  mercure  dans  le  lube. 

3.  On  élève  In  température  du  milieu  ambiant  de  l  à  V  en  maintenant  constante  la  pression  V  qui 
règne  sur  le  mercure  de  la  cuvetti'. 

On  demande  à  quelle  hauteur  se  fixera  le  niveau  du  mercure  dans  le  tube  et  quel  sera  l'état  h'jgromé- 
trique  de  l'air  contenu  dans  le  tube. 

On  représentera  par  V  la  tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  correspondant  à  la  température  t'  ;  on 
négligera  la  dilatation  du  mercure  et  celle  du  verre. 

4.  Même  problème  que  '\  en  tenant  compte  de  la  dilatation  du  mercure  ;  on  se  contentera  de  poser  les 

équations  sans  les  résoudre. 

Application  numérique  : 

H  =  70'"     de  mercure,  t  —  1:2  degrés, 

F  z^  10°"", t  <  =  0,r), 

V  =  1.V"'\07,  V  =  100  degrés. 

{Kcolfiles  Uines  de  Sainl-i:tie»ne,  li)i3.) 
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1.  Appliquons  la  loi  du  Mariolle  à  la  masse  d'air  humide  introduite.  Son  volume  initial  est  V  et  sa 
pression  initiale  est  mesurée  par  la  hauteur  H  de  mercure.  Si  x  désigne  la  hauteur  à  laquelle  se  fixe  le 
niveau  du  mercure,  le  volume  final  est  275— x  et  la  pression  finale  est  mesurée  par  la  hauteur  H — x 
de  mercure  :  VH  =  (i7o  —  x)(H  — x), 

ou,  en  remplaçant  V  et  H  par  leurs  valeur.s, 

lo,07x73  ==  ^:>7o  -r)(75  -x),  x'- —  Smx -^  V,  259,93  =  0,  x  =  173  dz  103,3, 

X  =  69,5. 
Le  volume  du  gaz  est     273  —  x  —  20o,3;     la  pression,     7o  -  x  =  .■),5 

La  pression  de  la  vapeur  d'eau,  en  particulier,  a  diminué  dan-;  le  même  rapport  que  la  pression 
totale,  et  comme  l'état  hygrométrique  est  proportionnel  à  cette  pression,  on  a,  en  désignant  par  e'  le 
nouvel  état  liyi;rométri(iue, 

'^'  ^  -rf  ^  =  -T^  =  ^  =  ^'^'^  '  '^'^'*''""- 

2.  La  vapeur  d'eau  devient  saiuraiite,  c'est-à-dire  prend  la  pression  F,  quand  elle  occu[)e  un 
volume  /'  tel  que     l'V  —  \f    ou     l'  =  \'e. 

Soit  II'  la  hauteur  de  mercure  correspondant  à  la  pression  V  et  x'  la  hauteur  à  laquelle  s'élève 
alors  le  mercure  dans  le  tube.  Kn  appliquant  encore  la  loi  de  Mariolte  à  l'air  humide,  on  a 

YH  =  Ye(H'  -  x'),  11  =  e[lV  -  (275  -  Ve)],  75  -  —{lï  —  267,4G5j,  11'  =  417,4tJo, 

11'  -  II  =  342,463,  x'  =  267,403. 

.Autrement,  le  volume  a  dû  devenir  la  moitié  de  ce  qu'il  était  ;  donc 

/'  =  7,o33  et  .1-'  =  267,465. 

En  même  temps,  la  i)iession  de  l'air  a  doublé  et  est  devenue  150.  Donc 

H'  =  iSU -4- 267,463. 

3.  Si  on  élève  la  température  de  l  a  l',  le  mercure  descend  à  une  hauteur  x"  et  la  chambre  à  air 
prend  une  longueur     275  —  x".     Soit  a  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz.  On  aura 

l'[ti'  —  x')  __  (27o  — a,"j(ll'  — .i"j  7,535  ;.<  150   _    (-^73  —  x")(417,463  -  x") 

'   l-+-a.t      ~~  l-t-^C  273-^12      ~  273  -h  100 

Les  calculs  ellectués,  on  trouve 

a"-  -  (i92,46x"-t-  113323,6  =  0, 

x"  =  340,23 ± 80,9 i,  donc  x"  =^  203,29. 

Le  mercure  a  baissé  de     207, 'i65  —  265,29  =  2,17. 

La  nouvelle  longueur  de  la  chambre  à  air  est     /"  =  275  — 203,3  =  9,7. 

La  nouvelle  pression  de  l'air  est     H'  —  x"  —  417,463  —  263,29  =  132,175. 

La  pression  de  la  vapeur  a  toujours  varié  dans  le  même  rapport  que  la  pression  totale  ;  elle  est 

132,170 
donc  devenue     10,4  x  — —n —  =  10,53. 

Comme,  à  100°,  la  tension  maximum  est  760,  le  nouvel  état  hygrométrique  sera 

10,53 


7  OU 


=  (),014  environ. 


4.  Si  l'on  tient  compte  de  la  dilatation  du  mercure,  il  faudra,  dans  l'évaluation  des  pressions,  rendre 
les  hauteurs  de  mercure  comparables  en  les  ramenant  à  0".  Si  on  désigne  par  m  le  coefficient  de 
dilatation  du  mercure,  l'équation  d'écjuilibre  prend  la  forme 

/' (i75— .11 ; 

1  -+-  mi  '\  i-hml        i-hml'  I 
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2203.  —  On  fait  In  (lier  !*■'  d'acv'r  à  x  "/^  de  carbone  dans  un  volume  Ihnilr  d' iixijijùne  pur  en 
amorçant  l'allumage  électriijuement.  Un  absorbe  le  ijaz  carbonique  résuUanl  de  l'oxijdalion  du  carbone 
dans  une  quantité  connue  (n"^'"')  de  solution  alcaline  NaOH  placée  dans  le  rase  même  où  se  fait  la  combus- 
tion. Les  autres  produits  d'oxydation  restent  dans  la  coupelle  où  ont  brûlé  les  copeaux  d'acier. 

Une  expérience  préalable  a  inontré  que  3i<^"i'  d'une  solution  sulfurique  à  5B,Oi06  de  SO*H'  par  litre 
saturaient  exactement  les  n<="''  de  la  solution  de  soude. 

On  constate  qu'après  combustion  30"^"", 05  de  la  même  solution  sulfuri(/uc suffisent  pour  saturer  l'excès 
de  soude  libre  et  transformer  en  bicarbonate  tout  le  carbonate  neutre  qui  s'est  formé  par  union  du  rjaz 
carbonique  avec  la  sonde. 

Les  titrages  par  la  solution  sulfurique  s'effectuent  en  présence  de  phénolphtaléine  comme  indicateur. 

On  demande  la  teneur  de  l'acier  en  carbone. 

S  =  32;  0  =  10  ;  C  ^  1-2. 

(Ei:ole  d(S  Mines  de  Saïut-Etienne,  1913.] 

La  réaction  de  l'acide  siilCurique  sur  le  carbonate  neutre  se  formule 
2CO'Na'-(-SO*H2  =  SO'Na^ -t-2C0^NaH. 

Celle  de  l'acide  sulfurique  sur  la  (|iianlilé  correspondante  de  soude  non  carbonalée  serait 
4NaOH  -\-  2SOMI2  =  âSO'Na^  -+-  4H20. 

La  dilTérence  est  donc  d'une  molécule  d'acide  sulfurique  pour  deux  de  gaz  carbonique  ;  ou  encore, 
une  molécule  d'acide  sulfurique  équivaut  à  deux  de  gaz  carbonique. 

Or  entre  les  quantités  d'acide  sulfurique  nécessaires  pour  neutraliser  les  rt<='"^  de  soude  suivant  que 

cette  soude  est  partiellement  carbonatée  ou  non,  il  y  a  une   différence  de    32 —  30,05  =  l'="'%95,    soit 

un  nombre  de  millimolécules  d'acide  égal  ù 

5.040ti 


1,95  X- 


98 


A  ce  nombre  correspond  un  nombre  double  de  millimolécules  de  gaz  carbonique  et,  par  consé- 
quent, un  nombre  double  de  milli-atomes  de  carbone,  ce  qui  fait  un  poids 

5,0406 
2  X  l,9o  X  — 7T71 —  X  12  =  2,4  milligrammes. 


1)8 


L'acier  est  donc  à  0,2i  %  de  carbone. 


t:Ox\GOURS  DE  1!)14  {SiiUe.) 


ÉCOEE  DES  PONTS  ET  CII.VUSSEES 
Cours  préparatoires. 
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Ahj'i-bre  et  Analyse. 
2288.  On  considère  en  coordonnées   cartésiennes   rectangulaires    la  paraliole    i/^  =  2px,    (/î>0); 
soient  A  la  grandeur  de  l'aire  de  cette  parabole  comprise  entre  l'axe  Oœ  eirordonnée  '»M 
correspondant  il    a;  =  «,    a,  S,  les  coordonnées  de  M,  \,  r,  les  coordonnées  du  centre  do 
gravité  G  de  l'aire  A. 

!•  Parmi  toutes  les  paraboles  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  p  et  pour 
lesquelles  l'aire  OwM  est  égale  à  A  donnée,  trouver  celle  pour  laquelle  la  distance 
OG  =  \1'^^^','    est  maximum  on  minimum.  On  prendra  !i  comme  variable. 

2»  Une!  est  le  lieu  du  centre  de  gravite  Li  quand  p  varie'.'  Quelle  est  l'interprelalion 
corrélative  du  maximum  ou  du  minimum  trouvé  .' 
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3°   Etudier  en  fonction   de    3,  et  représenter  graphiquement  ia  variation  de  l'aire   a   engendrée  par  la 
révolution  de  l'arc  OM  autour  de  Ox  ;  la  courbe  représentative  a-l-elle  des  points  d'indexion  ? 
II.  —2239.  On  donne  l'équation 

arî  +  Ca-^  — (a—  12W  — {2a  —  sin  a  —  8)  =  0. 
Montrer  qu'il  existe  au  moins  uiu?  valeur  réelle  de  a  pour  laquelle  l'équalion  a  deux  racines  égales  ;  indiquer 
avec  assez  de  précision  un   procédé  aussi  simple  que  possible  pour  calculer  la  valeur  ou  les  valeurs  de  a  qui 
correspondent  aux  racines  égales  de  l'équation  proposée. 

Géoinrtrie  analytirpic, 
2290.  —  Elant  donnée,  en  coordonnées  polaires,  l'équation 

1 


dans  laquelle  le  vecteur  p  est  positif  ou  négatif  et  h  est  un  nombre  positif  supérieur  à  l'unité  : 

1»  Etudier  aussi  simplement  que  possible  la  courbe  leprésentée  par  cette  équation  et  en  figurer  toutes  les 
branches  avec  leurs  asymptotes. 

2'  Former  l'équation  à  laquelle  doit  salisf  lire  h  pour   que  ceux  des  sommets  de  cette  courbe  qui  sont 
susceptibles  d'être  sur  les  asymptotes  s'y  trouvent  efl'ectivement. 

3»   Indiquer  de   quelle    manière  sont  situés  les  sommets  par  rapport  aux   asymptotes 
lorsque  A-  croit  de  1  à  l'infini. 

Calcul  numétitjve. 
2291.  —  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne     h  =  3î"',    c  =  21°-,     A  =  r.j". 
Calculer  R,  C,  a. 

Mi'caiiique. 

2292.  —  On   donne,  dans  un  plan  vertical,  le  quart  de  circonférence  FîMC  de  rayon  R,  inscrit  dans  l'angle 
droit  RAC  dont  le  côté  AC  est  horizontal. 

__  Quelle  est,  en  tenant  compte  du  frottement,    la    droite  allant   du   sommet  A  de  l'angle 

t'    droit  à  un  point  M  du  quart   de  circonférence,    qu'un    point  pesant   doit  suivre    pour  faire, 
sans  vitesse  initiale,  le  trajet  A\I  dans  le  temps  t  le  plus  court  ? 
^m  Quel  est  ce  temps  miniimim  ?  Le  comparer  à  la  durée  T  de  la  chute  libre  le  long  de  la 

verticale  AR. 

On    déterminera  la  direction  de  AM   par    la   tangente    de  l'angle     CAM  =  a     et   on 
désignera  par  o  l'angle  du  frottement  sur  la  droite  AM. 
La  question  de  minimum  devra  être  traitée  par  les  élémentaires. 
On  fera  les  deux  applications  numériques  suivantes  : 

3 

t  °     tg  o  =  — . 
+ 

2°    y  =  0    (droite  parfaitement  lisse). 

Epure  de  Géométrie  descriptive. 

2293.  —  On  considère  trois  points  (o,  o'),  (oi,  o[),  (a,  n'J  dont  les  projections  horizontales  sont  sur  une 
même  droite  à  45"'  qui  rencontre  le  petit  axe  XwX  de  la  feuille  à  120"'"'  à  gauche  du 
grand  axe  TtoY  et  se  dirige  vers  le  colé  droit  inférieur  de  la  feuille. 

Les  projections  verticales  de  ces  points  se  font  : 

o'  sur  le  grand  axe,  avec  o'w  =  ÇO"'"  ;  o,' à  I  :;""»  à  droite  du  grand  axe  à  la 
môme  hauteur  que  o'. 

a,  à  65°"»  à  droite  du  grand  axe  et  à  20°""  au-dessous  du  petit  axe. 

La  droite  indéfinie  (oa,  o'a')  tournant  autour  de  la  verticale  du  point  (o,  n')  et  la 
droite  indéfinie  {oia,o\a')  tournant  autour  de  la  verticale  du  point  (o,,  o,)  engendrent 
chacune  deux  nappes  d'un  cône  de  révolution. 

Déterminer  l'intersection  de  ces  deux  cônes.  Représenter  la  partie  du  solide  opaque 
et  plein  formé  par  l'ensemble  des  deux  cônes  se  pénétrant,  comprise  entre  lé  plan 
horizontal  passant  par  {a, a')  et  le  plan  horizontal  symétrique  de  celui-ci  par  rapport  à 
la  ligne  des  sommets. 

Les  constructions  Cdétermination  d'un  point  quelconque  et  des  poinis  principaux 
de  l'intersection  avec  leurs  tangentesi  seront  tracées  à  l'encre  rougeen  trait  fin.  Le  solide  demandé  sera  dessiné 
à  l'encre  noire  :  les  parties  vues,  en  trait  plein  ;  les  parties  cachées,  en  pointillé. 

BAH-LK-uuc.  —  iMP.  coMTE-jAcgi E f  Le  Hédactour-Gcrant  :  ll.YUIBERT. 
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ALGEBRE,     ANALYSE,     TR  GONOMÉTRIE    ET     CALCUL 

Hpt  qucatidos.  Paires 

2021  D^s  relations 

»'„  =  ni/n-i-i-  lii\-i.  r„  ^^  !»„_,  -I-  pi;„_i 

déduire  »„  et  )'„  en  fonction  de  n„  et  r„.      ,     .       10 

2ii3:i  Kludier  la  s('rio      x,,  —  tpf  a  j ]       .  .     .     (■i2 

2131  Etiiclior  la  série 

T.         j(l— .t)        .rH  -.r'(3  —  .ri 

3T  "^       ïl       ^  Ti 

_^    3t\  —  x){2  —  xU^-r) 
C,\ 

et  ralculi-r  la  somme 415 

2123  Déterminer   une  série  dont  le  terme  pénéral  IKX) 
est  éfîal  à  la  dérivée  de  la  siimme  défi  n  premiers 

termes :!H3 

2017  Ktude  des  fonrtions 

x^  —  nx  +  n'  a\ 

y=   ,  \—y_f^f,_  ■/-. 

X  —  il  X 

Asymptotes  dos  courbes  rorrespoiidantes.     .  49 

.„-.  .....        ,     ,     ,      ..  sina:,1  —  cos  ri 

â03fi  Variation   de    la  fonction     (/  =  ■ ■- 

!  -f-  sin  X 
Déterminer  .A,  I!.  C  de  façon  que 

.\  *         M 

1/ — . — — c 

tende  vers  zéro  pour      ,r  = —       .  .142 

1  r 

2052  Développer    on    série     L .  loi 

1  —  nx 

2053  Décomposer  on  éléments  simples    

cos  W  —  cos  4a 

en  posant    x  =  cos  i .      .  193 

2155  Etude  de  la  fonction  0  définie  par 

.T 

arc  Il'.t  = 

"  1  ^  0.t' 

Nalure    de    la  série        «„  =  0'»J')-        Calculer 
C*'      r 

0./.r k;;; 

,/  „    '  -^•^' 

2080  Sur  le  développement  iie     j      cos  /.l'Irfz   parrap- 

port  aux  puissances   ascendantes  de  .r     .  .     239 

2081  Calculer         f—^^f—         e,         Ç  J'^^^.^, 

I    (.t'-4-(i"r  I    (x' -t- u'/" 

f  x;    étant  un  polynôme 2ii2 

C-        dx  ,  -  <lx 

2175    Calculer  / et     / r,-M< 

I       2  cos  X  -iH  I      (2  cos  .r  -+-  .i  /' 

(/)/  e' 

2I3T  Intégrer    x -i (.r  -■  1  ly  =     ,  .  .     .     i.ii 

itx  ^x>  —  I 


2184  lnléf;ver    —   ^r  ;/  —  mx.     Déterminer  l'intéer.di' 
ilx 

(|Mi  s'nniiiile  pour    .r  =  0.     Couilic  correspon 

dante .IS 

2011  lntég;ralion  des  i''(|iiations  j-i/' —  J.V -•-.'/'  =  0, 
.r-//' -t- 2.r;/  -  )f-  =  II.  Propriétés  des  conrlies 
intégrales 46 

2ii20  Inlégrer  au  moyen  des  séries 

j-i/"  —  L'.r)/' ^  ;2  •+- ,r' ;/  =  0 lil 

203^  Intégrer  l'équation 

sin  2x  ---  =(34-2  cos  J-  —  2  sin  J  -H  cos  ?j:)h 

-t-«  sin.r-(-6cos  jr-t-  fi. 
Déterminer  a  et  h  de  façon  que  toutes  les  inlé- 
prales  soient  des  fonctions  rationnelles  de  sin.r 
et  cosic 140 

2048  Intégrer     i/"  —  21/' -l- (1  —  a"  7  =  c  4- sin  =  J     .      .     228 

2093  Intégrer     2  —  —  3  ~-  -^  >.i/  =  xe'.     ...     322 
at  "■< 

d'il  liu  ,-. 

2130  Intéeror     2i-'-^ -I- 7r-r- -•- 3i/  =  i-os  (v/j).  .      .     603 

(;.<»  dx 

2101  Intégrer  au  moyen  des  séries    y"  =  xy.  .     .     37.') 

2128  Intégrer  au  moyen  des  séries 

.r-y"  —  2xy'  ->-  ?;/  =  2-1-  2x'  sin  .r. 

r.tnde  d'une  intégrale  parliculière 417 

2133  Ktant  donnée  réquation 

(1  — .i-l.v"  -  S.ri;' -f-  tiHtn -1-11.1/  =  0, 
montrer     (ju'elle      admet      comme      intégrale 
i-osfl2m  -1-  1    arc  sin  .ri  . 

:=:^ l'.n     déduire    linté- 

\/  \   -  x' 

ïinl?  générale <47 

2023  Sur  une  perpendiculaire  à  Or  au  point  P  on  prend 

dos  points  SI.  .M'  teisque  IVM-PM  =  n' ;  M  dé- 
crivant une  courbe  (C),  M' décrit  une  courbe  (t^'). 
Déterminer  la  courbe  (C)  de  façon  que  les  tan- 
gentes en  Jl  et  M'  forment  avec  MM'  un  tri- 
angle d'airo  constante  76 

2031  Déterminer  des  courbes  telles  que     p"  —  s'  =  n'. 

p  rayon  de  courbure.  .<  arc.  (i  constante.     .  12" 

2049  Délerminer  une  courbe  (('-)  telle  que    .NT  =  2fl, 

iN  point  de  rencontre  de  la  normale  en  M 
avec  O.r,  T  point  de  rencontre  ilc  la  tangente 
en  M  et  delà  parallèle  à  ()//  menée  par  N.  (.alcul 
d'une  aire 229 

20fi3  Ktant  donnée  une  courbe  ((').  ?  =  A'"),  déter- 
miner une  courbe  D)  telle  que  les  tangentes  aux 
points  do  (C)  et  (D)  situés  sur  un  même  rayon 
vecteur  fassent  un  angle  constant.  Cas  piirticu- 
lier  011  (C.)  est  un  cercle,  une  spirale  loga- 
iitlimi.|ue 245 

<il2l   MIS    normale   en   un    point   M   d'une  courbe  (C) 
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lies  questions.  Pages. 

limitée  à  Or,  OH  \ecteiir  ^qiiipollent  :i  M.N. 
Déterminer  (C)  He  façon  que  IS  HfctiTe  une 
conique  ayant  0  pour  sommet,  Ox  pour  axe    .     498 

2n3  la  normale  à  une  rourlie  en  un  point  M  rencontre 
les  axes  en  1'  et  Q.  On  mène  les  \ecteurs  01".  <H)' 
équipollents  à  MP,  .MQ.  Déterminer  la  courbe  de 
façon  que  les  tangentes  aux  lieux  de  P'  et  y' 
soient  parallèles 5T1 

20BO  Résoudre 

27(12j»  —  12n.T  -4-  a-)°-  -^  1600.r'(j=  —  2(i.r)  =  0, 
sachant  que  cette  équation  a  une  racine  double 
et  que  l'une  des  racines  simples  est  le  tiers  de 
la  racine  double 234 

SOTS  Siu-  les  équations  du  quatrième  depré  qui  ont  la 

forme    a.i'  +  ftj'  -i-  ex-  -+-  ii^x  -t-  «),•  =  0.     .     .     270 

2089  Condition  pour  qu'entre  les  racines  d'une  équalion 
(lu  sivième  degré  on  ait 

■'1  -+-  .rs  -+-  .Tl  =  X«  -(-  7:-.  -t-  .r,;, 

.Tir.rj  =  .rir'.r» ^4" 

2112  a,  [3,  y  étant  les  racines  d'une  équation  donnée  du 
troisième  depié,  former  le  polynôme 

p{x)  ^  aa-  :ji>(,c-v;'; 

propriétés  de  ce  polynôme 349 

2185  Hésoudre  l'équation 

ix'  sin  a  +  6x-  sin  2a  ■+-  4x  sin  Sa  -+  sin  4»  =  n 
après   avoir   mis   le   premier  membre   sons    la 

forme     o[{x -^  \)*  —  (.r-i-  \j.\''] iSI 

2147  Disculcr  la  réalité  des  racines  de  l'équalioM 
.rl..r  —  xxo  —  X  —  i/o  =  0 
suivant    la    posilion    du    jioint    (.r»,  .Vu*    flan»  le 

plan 57) 

3x 
2007  Résoudre    cos  2j" ->- cos  ,r  —  1  —  sm -—     ...       31 

3073  Triangle    ABC    dans  lequel    2  tg  A  =  tg  B -+- Ig  i;. 
Variations  de    cosB+cosC.     Déterminer  A  de 
sinB-i-sinC 

(nçon  que      =  /; d  /7 

sin  A 

2179  ABC  triangle  rectangle  en  A,  [ÎC  =  <(.  Sur  la 
bissectrice  de  l'angle  B  on  prend  BD  =  /,  on 
abaisse  DE  perpendiculaire  sur  AC  et  DP  sur  .Mi. 

M 
On  pose    a:  =  — .     Ktudicr  la  variation  de  DK 


sin 

A 

+ 

R 

2 

A 

- 

R 

quand   x    varie  de  0  à    — ■   Déterminer   x   de 
façon  que     ——  =  k 


2040  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  connais- 
sant la  corde  AR  =  3|n',a(i  et  la  flèche 
CM  =  1"',10 1G9 

2074  Calculer  les  angles  x  compris  entre   0   et  douze 


4  — s/8 

2057  Connaissant  a  =  50»  10' 30".  h  —  iO'O'iO". 

C  =  121"  36' 20",    calculer  A,  B,   c  par  les  for- 

II  — h 

,       ,     A^B               C    "''  -T~ 
mules   tg =  cot , 


cos 


.     a -h 

,  c 

cot  — 

■i 

sm  — - — 

tg^  =  tg- 


îlfiC  Béfoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  crttés.  250 
2084  Calculer  la  racine  positive  de  Mur.r  — .r'  =  0  .  282 
2116  Ktant  donnée  l'équation 

t-tg.r  19500 

L- — -  =  —  20  -I , 

\'''x  t-^273 

calculer    les    valeurs    de    .T    correspondant    à 

diverses  valeurs  de  f  .     . *•''** 

2158  Calculer  une  table  des  valeurs  de  10-''  pour  les 
valeurs  de  t  croissant  de  0  .à  1  par  échelons  de 
0,t.  Kn  déduire  les  valeurs  de    "  =  J  ,'10-''i/f, 

et  les  variations  de    )/  =   f'i/~'  '^^ ''"'^ 

2189  Calculer  les  angles  .r,  i/,  s  compris  entre    — 90° 

et    -I-  90°    définis  car  

sinflC0''hv'r— /.■-sin'-'h4-sin^C05av/l— t'sin'a 

1  —  k-  sin'  a  sin'  b 
cos  rtcosft— Binnsinhv'l—  A-sin=rj\/l  —  k'sui-li 

sinî/= -. ,.    .   ■ ^TT 

1  —  k'  sin' u  sin' b 

^/l-^isjn'flv'l  — fc'sin'/)— A'sinn  sin  h  cos  ffcos/i 

sin;  = : 7-, — r-^ r-rr 

1  —  t-  sin-  n  sin'  h 

où    on   suppose     t  =  0.3U27,     a  =  123«48M0", 

/)  =  52°in'20" -isa 

2167  Dans  un  triangle  AKC  on  donne  AR,  AC  et 
l'angle  A  et  on  considère  l'arc  de  parabole  HC 
avant  R  pour  sommet  et  Bk  pour  axe.  Calculer 
l'aire  AI'.C,  les  angles  de  l'arc  RC  avec  la 
corde  BC ^"^ 

2180  Ondonne    «=223.    ft  =  283,    c  =  324.    )»  =  830, 

/  "''" 
calcule!  à  l'aide  de  la  ri  gleà  calcul   r  =  \/ > 

1111 

r',  !i\  i'.  ?('',  — ,  — .  —  •  —,  puis.r,  V,  :  telsque 
)•     M      !•      /(■ 

'■  ''  ''  t;i-, 

'S'^  =  ir'  '^''  =  y  's--  =  7-  ■  •  ■  ^'^ 

GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE   A    DEUX    DIMENSIONS 

2027  Déterminer  les  coordonnées  d'un  point  M  du  cercle 
qui  passe  par  trois  points  Ao.  Ai,  A=  en  fonction 
du  rapport  anharmonique  (MAo^iAî    ....      ".i 

5000  0,  A  points  fixes.  A  tout  point  M  on  fait  corres- 
pondre le  point  M,,  intersection  de  AM  et  de  la 
symétrique  de  OA  par  rapport  à  OM.  M  décri- 
vant une  ligne  C,  Mi  décrit  une  ligne  C  Les 
tangentes  à  ces  courbes  aux  points  correspon- 
dants se  coupent  sur  la  perpendiculaire  à  OM, 
en  0.  Si  C  est  une  droite,  C,  est  une  parabole.        3 

2008  Courbes  intégrales  de    J"(a;  — »/!/') +  2j/' =  0.    l'ro- 

priétés  diverses ^ 

2016  A  tout  point  M  on  fait  correspondre  le  point  M'  de 

OM  tel  que    OM  -+-  -^—  =  h.    Ktude  de  la  trans- 
OM' 

formation ^ 

2006  Enveloppe   des  droites  qui  partagent  l'aire  d'un 

rectangle  dans  un  rapport  donné 22 

2012  Le  sommet  A  d'un   angle  BAC  se  meut   sur  une 

droite  D  et  ses  côtés  AB  et  AC  passent  par  deux 

points  fixes  B  et  C.  On  prend  sur  AB  les  points 

D,  E  tels  ((ue     BD  =  CR  =  k.    Enveloppe  de  DE.      7-4 
2090  Triangles  isocèles   dont  l'un  des  côtés  égaux  est 

fixe.  Lieu  des  centres  des  cercles  inscrit  et  exin- 
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scrils.  Lien  des  points  de  ronlart  de  ces  cercles 
avec  les  côtfs 235 

2095  Par  un  point  d'inflexion  0  H'iine  cniirhe  du  troi- 
sième degré  on  mène  une  sécante  OAB.  I.ieu  des 
points  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  lî.     .     212 

207"  Exercices  sur  des  triangles  AISO  dont  les  sommets 
sont  définis  par  leurs  afflxes,  racines  d'une 
é(|untion  du  troisième  degré 2S9 

2107  Propriété  de  la  cycloïde 296 

2094  Développée  de  la  chaînette 323 

2098  Cercle  0  ;  A,  B.  poinis  de  ce  cercle.  Lieu  du  point  M 

tel  que  MT  =  U\\  -+-  p-MB,  T  étant  le  point 
de  contact  d'une  tangente  menée  de  M  au  cercle. 
Cas  particuliers .'Î12 

2Cn9  RnTcIoppedes  cercles  passant  par  un  point  fixe  A 
et  interceptant  sur  une  droite  fixe  un  segment 
BC  vu  lie  A  sous  un  angle  donné  ».  l.ieu  du  centre    344 

2103  Lieu  des  centres  de  similitude  de  deux  cercles 
dont  l'un  a  pour  diamètre  le  petit  axe  d'une 
ellipse  et  dont  l'autre,  tangent  au  grand  axe,  a 
son  centre  sur  l'ellipse 3"9 

2108  Trajectoires  ortliogonales  des  couibes 

xlx'  +  y')  =  a{3x'  —  y")    .    .     .     .    38.ï 
2)49  Trajectoires  orthogonales  des  coniques 

y- -t- xy -{- a' —  "ky  =  0 fiOl 

2110  Enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  un 
cercle  fixe  (C)  et  qui  est  tangent  à  une  tangente 
fixe  à  (C).  Aire  et  arc 411 

2114  Construire  la  courbe    r^ 430 

0 
cos  — 

2126  O.M,  ON  rayons  variables  rectangulaires  d'im  cercle, 
A  point  fixe  de  ce  cercle  Lieu  du  point  de  ren- 
contre de  AN  et  lie  la  tangente  en  M.  Aire    .     .     437 

2)77  Points  A'o.  0),  A'(  —  a,  0);  droite  RC  y  -  n  =  0. 
M  point  variable  de  BC  (.r  =  >>,  i/  —  ").  Les 
perpendiculaires  en  A  et  A'  à  MA  et  MA'  se 
coupent  en  M'.  Lieu  de  M',  enveloppe  de  MH'.     .     508 

2145  On  projette  un  point  M  variable  d'im  cercle  sur  un 
diamètre  û\e  en  P.  Le  lieu  du  symétrique  de  P 
par  rapport  à  la  tangenteen  M  est  une  épicycloïde 
.à  deux  rebroussements 5Sfi 

2)38  Cercle  fixe  de  centre  0,  A  point  fixe  du  cercle, 
MOM'  diamètre  variable  qui  rencontre  en  P  la 
tangente  en  A.  Lieu  des  centres  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  PAM,  PAM'  et  enveloppe 
de  ces  cercles.  F.nveloppe  des  bissectrices  de 
l'angle  APO.  Lieu  des  centres  de  gravité  et  des 
orthocentres  des  triangles  PAM,  PAM'.  Calcul 
d'une  aire 586 

2013  Exercices  sur  les  normales  issues  d'un  |>oint  n  une 

parabole 27 

2010  Coniques  conjuguées  'par  rapport  à  lui  triangle 
rectangle  OAB  et  vues  d'un  point  sous  un  angle 
droit.  Exercices  divers 3iî 

2015  Exercices  sur  des  paraboles  bitangenles  h  une 
hyperbole,  la  corde  des  contacts  passant  par  un 
point  lixe.  (Calcul  d'une  aire ^•' 

2010  Sur  les  ciUés  d  un  triangle  AlîC  comme  bases  on 
construit  trois  triangles  isocèles  semblables 
Wm:.  Vol'A,  Pc  US.  Les  droites  APa,  HPn,  CPc. 
se  coupent  en  un  point  P,  (|ui  décrit  une 
coni(|ue  F  quand  l'angle  à  la  base  varie.  Les  per- 
pendiculaires abaissées  de  A,  li.  C  sur  les  côtés 
correspondants  du  triangle  pAPnrr  se  coupent 
en  un  point  (J  de  P.  La  droite  PQ  passe  par  un 
point  fixe 51 

20)8  P,  0,  points  fixes  d'une  conique  C;  PP',  Qy, 
cordes  parallèles  variables.  Lieu  du  point  de 
rencontre  de  PQ',  L'Q.  F.nveloppe  de  P't)  .  .      75 


2024  Exercices  sur  les  parallélogrammes  circonscrits  à 
une  ellipse  et  dont  les  côtés  sont  parallèles  à 
deux  diamètre.s  conjugués 102,    ii* 

2029  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes, a  un  cercle 

et  à  deux  tangentes  rectangulaires  de  ce  cercle.     1lfi 

2031  Exercices  sur  les  normales  à  une  parabole.  .124 

2032  M,    M',    extrémités   de  deux    diamètres  conjugués 

d'une  ellipse  ;  A,  sommet  du  grand  axe.  Lieu  de 
Forthocentre  et  du  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle AMM' ).")3 

2071  Hyperbole  équilatère  (H)  ayant  pour  sommet  0  et 
poursnmmet  (—0,  0)  ;  parabole(P)  ayantpour 
loyer  0  et  pour  directrice  .r -^  n  =  0.  Lieuilu 
pôle  S  par  rapport  à  fP)  d'une  tangente  (T 
à  (H).  Lieu  du  point  de  rencontre  de  (T)  et  OS.     )71 

2050  Triangles  circonscrits  à  une  ellipse  et  conjugués  k 

l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  un  point  P. 
I  ieu  des  sommets^  des  centres  des  cercles  in- 
scrit, exinscrif,  circonscrit 187 

2051  PA,  Pli  tangentes  issues  de  P  à  une  conique  (C). 

Le  cercle  l'Ai!  rencontre  la  conique  en  0  et  I). 
Le  pôle  P'  de  CD  par  rapport  ,à  (C)  est  sur  le 
cercle  PAU.  Relation  entre  les  lieux  décrits  par  P 

et  P' 188 

Cercles        ,t'  -f  y-  —  m-x  -t-  Smy  -i-  1  =  0.         La 
polaire   d'un    point  p,ar  rapport   à  ces   cercles 

enveloppe  une  conique.  Discuter 195 

Conique  de  centre  0  et  point  P:  ABct  CD,  cordes 

rectangulaires  passant  par  P.   Lieu  des  centres 

des  coni(|ues  passant  par  0,  A,  fi,  (',  D    .     .     .     237 

Enveloppe  de  la  droite    À' P-i- 2)y -i- R  =  0    .     .     26i 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  parabole 

est  double  de   la   portion  de   normale  comprise 

entre  ce  point  et  la  directrice 281 

Exercices  sur  im  faisceau  ponctuel  de  coniques  .  294 
M,  point  d'une  ellipse,  MN  normale,  T  milieu 
de  MN,  P,  Q,  R  pie'ls  des  autres  normales  issues 
de  1'.  Lieux  divers  relatifs  au  triangle  PQR. 
Aires  limitées  par  les  courbes  obtenues  .  .  .  299 
2097  Les  tangentes  communes  à  une  conique  (C|  et  <à 
un  cercle  de  centre  P  sont  tangentes  ,à  une 
coni(|ue  qui  a  pour  foyers  les  points  de  rencontre 

de  IC)  et  de  la  polaire  de  P 3il 

2105  Une  .droite  AB  rencontre  O.c  en  A  et  Oi/  en  B. 
Connaissant  le  lieu  |C)  du  milieu  de  AH, 
trouver  l'enveloppe  de  AB.  Cas  particulier 
où  (C)  est  une  droite;  AB  enveloppe  une  para- 
bole.   Lieu  du   sommet  et  du    foyer  quand  (C) 

passe  i>ar  un  point  fixe 3'.S 

2104  Lieu  de  Forthocentre  et  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle  qui  a  pour  sommets  un 
foyer  d'une  ellipse  et  les  extrémités  de  deux 
diamètres  conjugués 387 

2124  l'ne   conique   variable  touche  en   C    et    C  deux 

coniques  fixes  et  en  T  et  T  deux  tangentes  com- 
munes à  ces  coniques.  Enveloppe  des  droites  CC 
et  TT 394 

2125  Par  un  point  P  on  mène  deux  sécantes  PMM',  PNN' 

également  inclinées  sur  les  axes  d'une  conique. 
Lieu  du  centre  du  cercle  passant  par  les  points 
M,  M',  N,  N" 39'; 

2109  Lieu  du  symétrique  d'un  point  d'une  ellipse   par 

rapport  au  centre  de  courbure.  Aire  du  lieu     .     4ii8 

2120  Les  normales  issues  d'un  point  P  h  une  ellipse 
rencontrent  l'ellipse  en  quatre  poinis  (autres  (|ue 
les  pieds).  Lieu  du  point  P  pour  que  ces  quatre 
pomts  soient  sur  un  cercle,  et  lieu  du  centre 
de  ce  cercle -454 

2186  Exercices  sur  deux  paraboles  ayant  0  pour  foyer 

commun  et  pour  axe  O.r  482 
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2127  La  tangente  en  un  point  M  d'une  ellipse  ren- 
contre le  diamètre  passant  par  le  centre  de 
courbure  en  M  au  point  P.  Lieu  du  point  P  546 

■2204  Par  deux  points  fixes  A,  A'  (AA'  =  2n  on  t'ait 
passer  un  cercle  variable  de  centre  0  ;  un  cer- 
cle de  rayon  a  passe  par  le  point  C  et  son  cen- 
tre C  est  sur  la  perpendiculaire  à  AA'  en  son 
milieu,  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  deux 
cercles  est  une  courbe  r.  Propriétés  de  cette 
courbe 553 

2132  Soient  î/i,  t/u  t/s  les  ordonnées  des  pieds  des 
normales  à  la  parabole  t/'  —  2v  =--  0  issues 
d'un  point  M.   Lieux    de    ce   point  quand  on  a 

3°      -^ —  =k 56y 

2U3  Correspondance  entre  deux  points  M,  M'  tel  que 
M.M'  passe  par  le  centre  d'iuie  ellipse  et  que  les 
polaires  de  M,  M'  soient  perpendiculaires.     .     .     012 

GÉOMÉTRIE     ANALYTIQUE    A    TROIS    DIMENSIONS 

2028  Un  cercle  tourne  autour  d'une  droite  située  dans 
son  plan.  Sa  projection  sur  un  plan  est  une  ellipse. 
Lieu  des  foyers  de  cette  ellipse I4ti 

2113  Un  plan  1'  passant  par  une  droite  lixe  D  rencon- 
tre une  droite  A  en  un  point  M.  Lieu  engen- 
dré par  la  perpendiculaire  menée  par  M  à  ce 
plan 331 

2111  Discuter  la  surface    '  a'z  —  iff  —  ia'x  =  ù     .     .     413 

2136  Surface    z  =  — r >     droites   de   la    surface, 

a:--t- //" 
courbes  de  niveau,  lignes  de  plus  grande  pente. 
Calcul  d'un  volume 4Ô0 

2163  Surface  engendrée  par  les  droites  s'appuyant  sur 
0:  et  sur  x  =  a,  ;  =  0,  et  qui  font  un  an- 
gle constant  avec  Ox.  Sections  par  des  plans 
X  =  A.  Lieu  des  asymptotes  et  des  foyers  de 
ces  sections 497 

2021  Uuadriques  passant  par  deux  cercles  tangents  et 
situés  dans  des  plans  perpendiculaires.  Lieu  des 
centres.  Les  sphères  de  .Monge  sont  orthogonales 
à  une  sphère  lixe G3 

2030  (Juadriques  passant  par  le  cercle 

a'  -h  !/■  —  2ax  =  0,           :  =  u 
et  par  l'axe  des  s .  Lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe. 
Lieu  des  centres 119 

2037  Equation  delà  surface  réglée  S  qui  admet  les  trois 
directrices 

1  -hv'o" 

y  =  0,     :=x — ; — ;      x  =  0,     i/--t- :- +  j/  ^  0  ; 

:  =  n,  X-  —  if-  —  y  =:  û. 

Intersection  de  S  et  de  la  surface 

S^  —  j--t-  ;/  =  0. 
Trouver  toutes  les  quadnques  ayant  leurs  axes 
parallèles  aux  axes  de  coordonnées  et  tangentes 
à  l'intersection  en  quatre  points 145 

2043  Surfaces  du  troisième  degré  passant  par  trois 
cercles  dont  les  plans  sont  parallèles.  Exercices 
divers 209 

2170  Exercices  sur  la  surface  i^xy-f-o.'.  Généra- 
trices. A  chaque  génératrice  ij  on  fait  corres- 
pondre le  plan  P  mené  par  la  droite  //  ^=  b, 
:  =  c  et  parallèle  à  la  symétrique  de  G  par 
rapport  au  plan  xOy.  Le  lieu  du  point  de  ren- 
contre de  G  et  P  est  une  courbe  C.  Etude  de 
cette  courbe 523 

2151  D'    conjuguée  d'une  droite    U    jiar  rapport  à  une 


des  questûms  Pa^es. 

ellipsoïde;  excercices  sur  les  droites  D  qui  sont 
perpendiculaires  au  plan  passant  par  U'  et  un 
point  donné 605 

MÉCANIQUE 
2064  Un  point  M  décrit  une  ellipse  avec  une  accélération 
totale  dirigée  vers  l'un  des  foyers.  Calculer  sa 
vitesse,  et  étulier  l'hoJographe 247 

2165  Un  point  se  meut  de  façon  que  sa  vitesse  varie 
proportionnellement  au  i-ayon  vecteur  r,  et 
que  son  accélération  passe  par  le  centre.  Tra- 
jectoire et  hodographe 501 

2171  Courbes  intégrales  de  l'équation 

y  —  2xy' -h  y-y''  =  0. 
Calcul  d'aire.  Mouvement  d'un  point  sur  deux 
des  courbes 529 

2146  Deux  points  M,  M'  décrivent  respectivement  deux 
droites  d'un  mouvement  uniforme.  Lieu  de  MM'. 
Cas  où  les  droites  sont  dans  un  même  plan.     .     57S 

2022  Un  point  matériel  de  masse  1  décrit  la  spirale 
)•  =  o"  sous  l'action  d'une  force  centrale  l'\ 
Déterminer  cette  force.  Problème  inverse     .     .       87 

2j38  Exercices  sur  une  arbalète 165 

Ï072  Mouvement  d'un  point  assujetti  à  rester  sur  0.1-, 
attiré  par  un  point  de  Oy  proportionnellement 
a  la  di.stance.  Cas  où  il  y  a  frottement     ...     174 

2036  Exercices  sur  le  mouvement  d'un  point  soumis  h 

1  action   de    la    lorce     .\  ^ > 

X-  -t-  ;/-  -1-  a' 

\  — r^ Z  =  0 201 

2044  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  point  fixe  en 

raison  inverse  du  cube  delà  distance  ....     213 

2096  Cercle  x-  -t- y-  —  iax  =0,  point  M(a;,  ;/),  point 
M'(j',  y|  conjugué  de  M  tel  que  x'^—x. 
Lieu  de  M'  quand  M  décrit  le  cercle,  ou  une 
droite  On  suppose  le  point  M  sollicité  par  la 
force  MM'.  Lignes  de  lorce  et  lignes  de  ni- 
veau     273 

2085  Surfaces  de   niveau  d'un  champ  où  un  point  est 

soumis  à  l'action  de  la  pesanteur  et  d'une  force 

centrale  de  grandeur  constante 2S3 

2092  Etudier  le  mouvement  d'un  point  se  déplaçant 
sur  Ox  et  défini  par  l'équation 

d-x  ,  :  dx   >'" 

-— -  =—  t    321. 

dt-  \    dl   I 

2102  Sur  le  mouvement  d'une  balle  élastique  qui  re- 
bondit sur  une  paroi  verticale,  puis  sur  une 
paroi  horizontale 377 

2156  Sur  le  cercle  ,r= -i- t/*  —  2Rj;  =  0,  3=0  on 
prend  les  points  A  et  B  à  la  distance  R  du  point 
0.  Un  point  P  du  cercle  est  la  projection  du 
point  M  dont  la  cote  est  ;  =  PA  -H  PB.  Etu- 
dier la  courbe,  lieu  de  M.  Soit  C  le  point 
(—  li,  0,  0)  ;  A,  B,  C  sont  les  pointsd'appui  sur  le 
plan  liorizontal  de  trois  pieds  fixés  aux  sommets 
d'unelame  triangulaire.  Itéaclions  de  frottement.    467 

2188  Mouvement  circulaire  défini  par  s  =  RL(1  -(-  o.t). 
Déterminer  la  force  qui  produit  le  mouvement. 
Travail.  Application  numérique 4S7 

2174  Mouvement  d'un  point  soumis  à  l'action  de  la 
force  X  1=  x,  V  =  i/  —  4j;.  exercices  sur  la 
trajectoire  et  l'hodographe 535 

2055  Equilibre  d'une  table  reposant  sur  u  i  plan  hori- 
zontal  199 

20p5  Equilibre  d'un  cerf-volant 249 

2086  Equilibre  d'un  point  assujetti  à  se   déplacer   sur 

un  cercle 303 

2115  Sur  le  centre  de  gravité  d'un  lil  enroulé   sur  un 

cercle 431 
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Equililii  (!  d  une  splibie  reposaiit  sur  un  (ilaii  incliné 
et  retenue  par  un  (il ^ 

Equilibre  île  l'inverseur  l'eaucellier        

Kquilibre  iivec  frottement  d'un  système  de  trois 
biirresSA.SB,  SC  formiintun  trièdretrirectangle.    J 

Equilibra  d'un  quadrilatère  urlirulé ' 

ÉPURES 

Inlerseetion  d'une  spberc  et  de  deux  iianiboloides 
hyijerboliques  ^^:colc  Polytechnique,  l'Jli)     .     . 

Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cûne 
dont  la  base  est  une  iiarabole  horizontale  (Kcole 
Centrale,  19!2;   

Intersection  d'un  tétraèdre  et  d  une  sphère.  Ombres 
(Kcole  des  l'onts  et  Chaussées,  cours  prépa- 
ratoires, 191 i'     

Interjection  d'une  surface  gauche  de  révolution  a 
axe  de  front  et  d'un  paraboloïde  de  révolution 
à  axe  de  bout,  ces  deux  surfaces  étant  circon- 
scrites à  une  mémo  sphère  (Ecole  Normale  Supé- 
rieure, r,U2) •     • 

Intersection  de  ileux  surfaces  de  révolution  i  Lcole 
des  Mines  de  Saint-Etienne,  1912)  .     . 

Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  et 
d'une  sphère  (Ecole  l>oht.chniquc,  l'JH. 

Intersection  d'un  elliii^oi  le  de  révolution  à  axe 
vertical  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  ayant 
un  plan  directeur  hoilzonlal.  Ombres  iixole 
Centrale,  19n) 

Intersection  du  deux  cylindres  de  révolution  bcole 
des  l'onls  et  Chaussées,  :ui H 

Solide  de  révolullon  engendré  par  une  ellipse  hori- 
zontale tournant  autour  d'un  axe  de  front  passant 
par  son   centre.   Ombres    Kcole  ^ormale  Supé- 

lieure,  1913| 

2203  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylinilie  (|ui  ont 

pour   bases   des   contours   convexes   formés  de 

cercles  et  de  droites.  Ombres  (Agrégation.  191  :t). 

Î201  Iiilersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  (Ecole  des 

Mines  de  Saint-Etienne,  l'.iUi 

PHYSIQUE 

2001  Exercice  sur  un  faisceau  de  himii'.re  monocliro- 
matique  qui  se  réfléchit  sur  \in  miroir  sphé- 
rique  et  rencontre  un  prisme 

20-4ii  Exercices  sur  les  lentilles  convergenles.      .      .      . 

2067  Exercices  sur  un  sysiènie  optique  constitué  par 

une  lentille  mince  plan  convexe  dont  la  face 
phine  est  argentée 

2041  Exercices  sur  un  crosvii  et  doux  (Unis     .... 

2172  Exercices  sur  un  aimant  et  une  boussole 

2nfi  Exercices  sur  \m  solénoide 
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